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ANMERKUNGEN.

Die sFunciionenlehre« sollte einen Teil eines grofleren Werkes iiber Mathe-
matik, der »GroBenlehre¢, bilden und etwa vom Umfange der »Wissenschafts-
lehre« sein. Ein Teil dieser Groflenlehre, der auch die Funktionenlehre enthiilt.
befindet sich als Manuskript in der National- (friiher Hof-) Bibliothek in Wien.

Die Funktionenlekre ist in zwei Bearbeitungen erhalten: Die erste (Ml)
ist cigenhindig von Bolzano geschrieben, die zweite (M1I) ist von Bolzano durch-
gesehen und eigenhiindig verbessert. Diese wurde zur Herausgabe beniitzt,

M I besteht aus 85 Bliittern in 4°, in Bolzanos Bezeichnung »Bogen 14—18«,
jeder Bogen besteht aus mehreren einzelnen oder doppelten Blittern mit
Beilagen.

M 1l besteht aus 130 Blittern in 4°.

Wie schon friiher erwihnt, sollte die Funktionenlehre keine selbstiin-
dige Schrift bilden, sondern vielmehr der letzte Teil der GroBenlehre sein.
Die [erausgabe von Bolzanos mathematischen Schriften wurde mit der
Funktionenlehre begonnen, da sie den interessantesten Teil davon bildet und
druckfertig scheint.

Das ganze Werk wurde von Bolzano in (mit dem Zeichen § bezeichnete)
Paragraphen eingeteilt; ihre Numerierung hat aber der Herausgeber durchge-
fiihrt. Die Zitate wurden durch ein zugefiigtes Zeichen § angedeutet. In
den Fillen, wo sich dieses Zeichen auf die herausgegebene Schrift bezieht.
wurde die entsprechende Nummer hinzugefiigt. In anderen Fillen (es
sind dies meistens Zitate aus der »Zahlenlehre«) wurde das Zcichen § ohne
Nummer gelassen. Das wird aber hoffentlich dem Verstiindnisse nicht schaden.
Es handelt sich meisténteils um bekannte Sédtze aus der Lehre von den
Grenzwerten. In einigen Fillen, wo es sich um Hinweis auf den Satz iiber
die obere Schranke oder auf den Satz von Bolzano-Weierstral handelt, wurde
eine Erklirung in der Anmerkung hinzugefiigt.

Die Rechtschreibung ist beinahe dieselbe wie in der Handschrift; nur
sehr wenige Verinderungen wurden ausgefiihrt: so wird z. B. in der Hand-
schrift an mehreren Stellen auch blos statt bloB, Grinze statt Grenze.
niihmlich oder nehmlich statt néimlich geschrieben.

Yon Bolzanos eigenen Ausdriicken, die in der vorliegenden Schrift nicht
erkliirt sind, hebe ich hervor:

cine wirkliche Zahl (eine natiirliche Zahl),

eine meBbare Zahl (eine reelle endliche Zahl),

cine bestiindige Zahl (eine Konstante),

einformig (eindeutig),

gleichformig (linear).



Was die mathematischen Formeln betrifft. ist zu bemerken, dafl Bolzano
den absoluten Wert. besonders in den Ungleichungen. aul gleiche Weise
wic die Zahl selbst bezeichnet. In der Handschrift sind die Indizes iiber
die Buchstaben. auf welche sie sich beziehen, geschrieben (91, Q2...): siat(
dessen wurde die jetzt iiblichere Schreibweise (2, 25....) angewendet.

FINLEITUNG.
VERIEXLTNISSE ZWISCHEN VERANDERLICHEN ZAHLEN.

In der Handschrift steht s>Fiinfles Hauptstiick« statt »Einleitung«. was
sich auf die GroBenlehre beziehen sollte. Diese Einteilung wurde aber von
Bolzano selbst nicht konsequent durchgefiihrt.

§. 2. Der Funktionsbegriff ist bei Bolzano dem Dirichletschen  sehr
nahe. Vergl, Encevklop. I\ 1. Pringsheim 3. Besser ist es aus 1§81 ersichili ¢h

Um die Bezeichnung und cinen gewissen Algorithmus fiiv die Funktionen
zweiter Gattung bemiiht sich der bekannte Physiker Christian Doppler in
swei Arbeiten. die in den Abh. d. Konigl. bohm. Ges. d. Wiss. (5) 1, 1837 —40.
TS S (5) 2, 1841—42, S, 545-700 erschienen sind. Lin Referat dariiber s.
Studnicka, Bericht ii. d. math. u. naturwiss. Publ. d. konigl. bohm. Ges. d.
Wiss. withrend ihres hundertj. Bestandes. Prag 1885, S. 262—269.

§ 16, In 32@. 3. ... Sme hingt ¢ auch von den zweiten, bzw. dritten.

m-ien Differenzen der Verinderlichen x. y. 7, ... ab.

§ 18, Bei dieser Gleichung ist zu beachten. daB Xm3ng, ming nichi
immer existieren und. falls sie existieren. vieldeutig sind.

§ 21, Aus der im vorigen § gemaehten  Verabredung  wiirde nur
JX N gl =@ folgen. Existiert Xme. dann ist dminXmp = g, wenn wir
¢ =y scizen.

§ 20. Die Anzahl der Summanden darf nicht ohne weiteres ins unend-
fiche vermehrt werden.

§ 33, Man muB voraussetzen. dall die Anzahl der Faktoren endlich bleibt.

ERSTER ABSCHNITT.
STETIGE UND UNSTETIGE FUNCTIONIEN.

§1.5.137.9 v. 0. Man wiirde vielmehr sagen. der Nusdruck ,_ll habe fiir
y=-0 keine Bedeutung. v
S A4 704 v 0 Im Ausdrucke =ax-b muf b 0 vorausgesetzt werden.
2m -1

- so ist entweder JHM=adx oder = adx - 0.

Ist & von der Form

Ist es aber nicht von dieser Form. so ist JH = a_ix oder = adx —Db. In bei-
den Fillen existiert lim 207 fiiv Jx — 0 nicht.
§3.5.15 7.8 v. 0. Hierist das Werk von Cauchy, Cours d’Analyse. gemeint.
S. 157,22 v 050l die Funktion F(x) = a?sinlog x| fiir ¥=0 stelig sein.so
mull man ihr den Wert F(0)==0 geben. Dann ist JF(x)=F(dx) fiir x=0. Dic
Funktion Flyv)=212 sin log x fiir v_. 0. Fo)=0. wiire im Punkic x=0 rechis-

seitig stetig.
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Die Behauptung, daB »zu jedem auch noch so kleinen 4 ein noch klei-
neres angeblich ist, bey welchem dieser Unterschied F(dx), (gemeint ist |[F(4x)l)

=
wieder grofler wirde, ist nicht richtig. Setzen wir xy=e*2 27 (0 eine
ganze Zahl), dann ist F(x;)=+ x;% Fiir x, <x, ist dann | F(xp)| < Txg?] <|xy?,
d.he | Fxg) | < | Flxy) | .

Man kann nur behaupien: Zu jedem &>0 kann man x. vy, 0<<x; << Xy,
so bestimmen, daR fiir jedes x aus [xy, xg]® | F(x) | <& gilt und F(x) in
diesem Intervalle entweder stets wiichst oder stets abnimmt.

§4.5.17Z.3 v. 0. In dem Ausdrucke W= ax—bx mufl ¢ i 0 angenommen
werden und H":a:b fiir x=0 gesetzt werden.

§ 6. In der »Zahlenlehre« ist der folgende Satz angefiihrt:

>Wenn a und b ein Paar absolute oder additive meBbare Zahlen, n aber
eine wirkliche Zahl >1 bezeichnet: so ist jederzeit (a-b)»> an-4 nan—1b
und < an-n(a-b)n—1kt.«

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion erbracht. (Auf Grund
dieses Satzes wird bewiesen, dafl anbei a > 1 mit n ins Unendliche wiichst). Setzen
wir a statt a-+b,b stait a, so erhalten wir die Beziehung nbr—1(a —b)<<an—
—br< nan—1l(a—>b), die nach dem Vorhergehenden fiir a>b >0 giltig ist,
Diese Ungleichung ist hier vielleicht von Bolzano gemeint worden.

Die Beziehung folgt aber unmittelbar aus der Identitit an—bn =
=(a—Db)(an—'tan—2b ...+ bn—1),

Fiir & >0 setzen wir .

a=x-+dx, b=ux, wenn Jx >0,
a=ux, b=x-+} 4gx, wenn Ax <0 ist,

wobei wir Jx in der Art wihlen wollen, daff x4 dx> 0 wird. Dann wird
(x4 gx)n —xn zwischen nx*—1ldx und n(x+dx)r—1ldx liegen. Daraus folgt
unmittelbar nicht nur die Stetigkeit von x» fiir x>0, sondern auch der Satz,
daft dic Ableitung von xn gleich nxn—! ist.

Der Fall ¥ <0 wird unmittelbar auf den vorigen zuriickgefiihrt, da dann
an=(—1n|xin ist. Iiir x=0 ist die Stetigkeit von x7 und die Existenz der
Ableitung (=0) selbstverstiindlich.

Vergl. auch IT § 36.

§ 9. Nach der jetzigen Auffassung wird die Stetigkeit fiir eine in einer
Menge M definierte Funktion F(x) entweder nur in den Punkten von M er-
klirt, die zugleich Hdaufungspunkte von M sind (Pierpont, Lectures, 1 S. 208),
oder es wird die gewdhnliche Definition der Stetigkeit fiir alle Punkte von
M beibehalten (daselbst, 1I S. 452).

In einem isolierten Punkte (z. B. x=0 fiir F(x)=ix im Bereich der
reellen Zahlen) wiirde Bolzano die Funktion als unstetig erkliren; nach der

*)Fiir die verschiedenen Arten vonIntervallen beniitze ichdie Bezeichnung:

(a, b) bezeichnet das offene Intervall a<<x<

la, b] - . geschlossene " al<x<b
(a, D] - . halboffene “ a<x<b
Ia’ b) - . a g x<b.

(Die durch Hahn modifizierte Bezeichnung von Kowalewski: vgl. Encyklop.
11 C9a Montel, Rosenthal, 3.)
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ersten- Auffassung konnte man von Stetigkeit iiberhaupt nicht sprechen, nach
der zweiten wiire die Funktion in einem solchen Punkte stetig.

Bei der Funktion F(x)—Vi—_x’ F(x)=:0 kann nach der crsten Auffas-
sung im Punkte x=1 von der rechtsseitigen Stetigkeit iiberhaupt nicht ge-
sprochen werden, nach der zweiten istsic in diesem Punkte beiderseitig stetig.

Uber die Funktion J1 =3 siehe weiter II § 13, 2.

§ 13. Die Funktion F(x) sei definiert in der Menge M. Die Bedingungen:

1. F(x) ist stetig in M, '

2. sind x und x+4x Punkte aus M, so kann zu jedem >0 ein >0
unabhiingig von x aus M auf solche Art bestimmt werden. daBl es nicht notig
ist, |dx]| kleiner als e zu wiihlen, wenn |2F(x):<e sein soll,
sind nicht dquivalent mit der gleichmifligen Stetigkeit von F(x) in M.

Ist F(x) gleichmiBRig stetig in I, so kann zu jedem #>0 cin >0 unab-
hiingig von & bestimmt werden, so daBl |F(x)|<e fiir |dx. < 2e gilt. Es wird also
auch lJF(x)i<e fiir lax]|=ze (und < 2¢) gelten, sobald ein solcher Punkt x4 v
in M cxistiert (was immer stattfinden wird, wenn M ein Intervall ist).

Betrachten wir dagegen die Funktion F(.\c).z1 _1 v:im offenen Intervalle

{—1.1), so ist sie daselbst nicht gleichmiiflig stetig, obwohl die Bedingungen
1. und 2. erfiillt sind.

Es folgt ndamlich aus der Stetigkeit von F(x) im Punkte +=0, daff zu
jedem ¢>0 ein e >0 bestimmt werden kann, so daB |F(dx)—F(0)| < ¢ fiir
iy <2, 0< e < 1, also auch fiir |dx] z=ze (und <2¢) gilt. Fiir x aus (—1,—¢]
ist F(x) stetig; man kann also zu ¢ ein x' aus (— 1. — ¢] bestimmen, so daB
IF(x)—F(x)! <& ist. Setzen wir x4 dx=—x", so0 ist F(x4 dx)=F(x!). Es ist
also (v Jx)—x = dx =22e und also auch [dF(x)! ¢ fiir ein |dx!1> e, so dall
die Bedingungen 1., 2. fiir x aus (—1, —-¢] erfiillt sind. Auf gleiche Weise
wiirde man beweisen, dall F(x) diese Bedingungen fiir [e, 1) erfiillt. Daraus
folgt dann unmittelbar, daB diese Bedingungen auch fiir jedes x aus dem
Intervalle (—1, 1) erfiillt sind.

Im Beispicle (5.24Z. 10 v.0.) wird i>0, 4v>0, i—Jx >0 vorausgesetzt.

0
§ 15. Konvergiert die Potenzreihe ﬂ.\'):Zanx" fiir v =1, so existiert
n=0
nach dem Satze von \l)(‘l (('rellee Journal 1, 1826, 5. 314; Qeuvres I, S.223)

llm f(x) und ist glelchZem Ist Zdn nicht konvergent, konvergiert dagegen
R | n==0 n=
>
(o8]

die I’()ten/r(-lh(-f(x)_Za"v" fiir 'x|<1 und existiert llm f(v) so wird die
n=0

00 <

Reihe Z('In nach der Abelschen Summationsmethode summierbar genannt
n=0

mit der Summe llm fix). Nach dieser Methode ist die Summe der Reihe

< '

I—14+1—1-~... =1} (Vergl. Encyklop. 11 C 4 Bicberbach, 52.).
§16.5.26Z.5 v.u. Im Ausdrucke '——-—-211;_»}— soll a } Ovorausgesetztwerden.
§ 18. ks sei F(x) stetig im Intervalle (a, b). Mit 3 bezeichnen wir die

Menge der Punkte aus (a, b), fiir die F(x)=M ist. Bolzano glaubt irrtiimlich,
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daff die Menge M, falls sie unendlich.ist, im Innern des Intervalles (a.0)
keine Haufungspunkte besitzen darf, wenn nicht fiir alle x eines Teilinter-
valles von (a, b) F(x)= Mgelten soll, Daf diese Behauptung nicht wahr ist, zeigt

die Funktion: F(x)=ux mn -~ fiir x 0 F(O) 0, wenn man sie im Intervalle

(—1, 1) betrachtet. Die Nullstellen haben den Punkt x=0 zum Hiu-
fungspunkte.

Bolzanos Irrtum ist um so merkwiirdiger, als er selbst Funktionen
angibt (W aus § 70, die Funktion aus § 71), mit deren Hilfe er leicht Funkti-
onen hiitte konstruieren kiénnen, die ihn von seinem Irrtum iiberzeugt hiitten.

§ 19. S. 28 Z. 11 v. o. Beispiel. Es wird a + 0 vorausgesetzt.

§ 20. Bei dem Beweise wird von Bolzano der Satz gebraucht, dag jede
beschriinkte Folge mindenstens einen Hiéufungspunkt besitzt.

Die Fufinote, NB, in der Handschrift von Bolzano eigenhiindig zugefiigt,
weist auf die sLehre von der MeBbarkeit der Zahlen< hin. Damit ist viel-
leicht der Abschnitt »Uber unendliche Zahlenbegriffe« gemeint, wo in der
zweiten Bearbeitung in der Klammer die Note »Uber mefbare Zahlenc
steht. In der dritten Bearbeitung, die mir zugiinglich war, habe ich den Satz
nicht finden kénnen. Auch H. Jasek konnte mir keine Auskunft geben, wo
man in Bolzanos handschriftlichem Nachlasse den Beweis jenes Satzes finden
konnte.

Es ist merkwiirdig, daf in vielen Lehrbiichern, vielleicht auf Grund
des Artikels von Schénflie@ (Encyklop. 1 A 5, 1), dieser Lehrsatz als »Satz
von Bolzano-Weierstrafl« bezeichnet wird, obwohl er in den gedruck-
ten Schriften von Bolzano, iiber welche Stolz (Math. Ann. 18) berichtet, nicht
erwdhnt wird.

§ 21. Ist die Funktion F(x) im abgeschlossenen Intervalle [a, b] stetig, so
ist sie dort beschrinkt.

§ 22. Ist die Funktion F(x) stetig im Intervalle [a.D] und »nihert sich
F(x) fiir die Werte x aus [a,b] unendlich der Zahl C<¢, so existiert in [a. D]
ein Punkt e. fiir den F(c)=C ist.

Dabei bedeutet »F(x) niihert sich unendlich (' fiir Werte x aus [a, b],«
daB man fiir jedes €>0 ein x aus [a.D] finden kann, so daB |F(x)—C| <&
gilt. s kann also eine Folge xp, xy....x0... aus [a. D] gefunden werden, so
daft lim F(xn)=C gilt.

% —» 00

Bolzano beniitzt hier den Satz aus § 14 in der Form:

Ist die Funktion F(x) stetig im Punkte a=c¢ und ist lim xn=¢, so ist
n—> 0

lim F(xn)=F(c). Durch Umkehrung dieses Satzes erhilt man die Definition
n->00 g

der Ht(-tlgl\elt von Heine (Crelles Journal 74, 1872, S. 182).

§ 24. Von der Funktion F(x) geniigt es vorauszusetzen, dall sie stetig ist
im Intervalle |a. b]., d. h. sietig im Intervalle (a, D). rechisseitig stetig im
Punkte a und linksscitig stetig im* Punkte b.

S. 31 Z. 4 v. o. Hier wird der Salz von der oberen Schranke beniitzt, der
schon in Bolzanos Abhandlung »Rein analytischer Beweis...« 8 12 vorkommt.
(S. auch Stolz, Math. Ann. 18, S. 257). Deutlicher wird dieser Satz in der /nhlcn-
lehre 11 formuliert:



»Wenn wir von einer gewissen Beschaftfenheit B blof wissen, dafl sie nicht
allen Werien einer veriinderlichen meBibaren Zahl x, die groBer (oder kleiner)
wohl aber allen, die kleiner (grofler) als eine gewisse Zahl U sind, zu-
komme: so konnen wiv mt Gewillheit behaupten, dafl es eine meflbare Zahl A
gibt. welche die grofite (kleinste) derjenigen ist, von ¢enen gesagt werden kann,
dafl alle kleinere (groflere) a die Beschalfenheit B haben: wobei noch unent-
schicden bleibt. ob der Wert & = A auch sclbst diese Beschaffenheit habe.«

§20. 8327, 15 v. 0. Fs wird a0 vorausgeseizt.

§ 27. 5. 32 7. 14 v. u. Fs wird ¢ zJ2 0 vorausgesetzt.

§ 29. Uber F(x) kann dieselbe Voraussetzung wie in § 24 gemacht werden.

N. 54 7. 2 v, 0. Iis wird wieder der Satz von der oberen Schranke beniitzt.

§ 31, Der angefiihrte Satz ist vielleicht richtig gemeint, aber nicht gonz
klar formuliert.

Fiir einseitig stetige Funktionen wiire cr nicht unbeschriinkt richtig:

Setzen wir y=fAx)=ux sin l\ fiir & : 0. y=£flx)=0 fiir x=0, F(y)= |yl

Die Funktion fix) ist fiir x=0 stetig, F(y) ist fiir den zugehorigen Wert von
Y, y =0, rechtsseitig stetig. D(x) =F(f(x)) ist aber im Punkte x =0 rechts-

‘e . Lo e . . 1 14
seitig unstetig. ks ist ndamlich @(0)=0. Setzen wir aber =" o 4+ 2n
n -
- . 2 . .
(n positiv ganzzahlig). also xn === . s0 erhalten wir @(xp) =[xn sin _ | =—1,
4n— 1) Xn
also auch lim D(xp)=—1, lim xn =0.
n-»00 n-»00

Einfacher konnie man den Saiz aussprechen: JIst die IFunktion F(y) im
Punkte y beiderseitig stetig und f(x) fiir den Wert x, fiic welchen f(x) =y
gilt. beiderseitig (bzw. rechts-. linksscitig) stetig, so ist die zusammengesetzte
Funktion F(/(x)) lir diesen Wert x auch beiderseitig (bzw. reehts-, linksseitig)
stetig. } ——e
§32.Inder Handschrifl steht y=4x’j_V.\"—} und F(ﬂ.\'))-—-V(l—4—x’Il~"(x’—-})).
Sollte in y auch das negative Zeichen zugelassen werden. so wiirde man fiir x=4,
Ay=4Jx+4d.v’—-Vz_1x+A.v‘ erhalten,so daft fiir ein positives, hinreichend kleines
dxyder Ausdruck gy <0 wiire, wie gleich ersichilich, wenn man gy in der Form
16(Ax+Ax) —(Ax+Ax*)__—x-+Glieder hshererOrdnungin v
4 (Ax + 350 + Vv F aa2 4(Ax + Axy) 4 Vv F Ax '

§33.5.38Z.9 v.0. Die zusammengesceizie Funktion F(f(x)). wo F(y)= ’ '_ g’
y=-—l; ist. wiire fiir x=0 nicht definiert. Geben wir ihr fiir x =0 den Wert 0.

schreibt:

so wird sice fiir x = 0 stetig sein.
§ 35. S. 39 Z. 13 v. o. Lin unpassendes Beispicl, da dic Reihe fiir jedes y
divergiert. Den angefiihrien Bedingungen geniigen die durch die Reihen

x=+('1—’t-y~')+(2iy_ é“)_‘_(31.'/— ;)+

1 1 1
2 L S A L
Yy tep st
definierten Funktionen oder auch die Funktion cotgoy.
§ 36. S. 40 7. 1 v. o. Soll dic Funktion W = F(x, y) den gesicllten Bedin-

gungen geniigen (die Steligkeit im Sinne von Bolzano verstanden), muB man
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(a+ )2 = (c-}7)? wiihlen. Dann miilte man F(xy, ¢ +7) = a2, Fa+ ¢. y) = y?
setzen und fiir andere (x, y) aus dem Bereich a<x < b. ¢ £ y < d, die Funktion
F(x.y) als nicht »meflbar« betrachten.

§ 38, 39. Sei F(x, y, z,...) eine in der Punktinenge M des n dimensionalen
Raumes definierte Funktion. Diese Funktion ist stetig im Punkte (v, y.z....)
der Menge M, wenn es moglich ist, zu jedem >0 cin > 0 so zu bestimmen,
daf |F(x+ Ax, y+ Ay, z+ Az....) — F(v,p.7,...) | <g gilt fiir alle Punkte
W+ 1yt Ay, 24 z....) aus M, welche den Bedingungen

Lt < [ Ay <o |odz] < g
geniigen.

Als M konnte man auch einen Teil der Umgebung von (v, y,z....) wiih-
len. 7. B. kiinnten wir im Falle von zwei Verdnderlichen x.y die »Stetigkeit im
Punkte (v.y) in Bezug aul dic Halbebene, wo 4v =7 0 isti« betrachien, wenn
wir fiir M jenen Teil der Umgebung von (v, y) wihlen, wo fv--0 ist. oder
die »Stetigkeit imm Punkte (x, y) in Bezug auf die Viertelebene. wo gv =20,
A4y -0 ist« betrachien. wenn wir fiir M jenen Teil der Umgebung von (v, y)
wihlen, wo Ax . 0. y-= 0 ist.

Bolzano definiert dic Stetigheil einer Funktion von mechreren Veriinder-
lichen (im Falle, da# es sich um die Stetigkeit in Bezug auf die vollstindige
Umgebung handelt) ebenso wie Cauchy (Anal. alg. § 2) nach der Ervirierung
von Pringsheim (Encyklop. 1I A 1, 22). Dann ist aber der Satz von § 39 nicht
cine Folge der Definition in § 38, der angefiihrte Beweis ist nicht richtig.

Bei der Funktion F(x. I/):\i;_luI (v.y) ¢ (0.0), F(0,0)=0 ist F(x,0)=0
eme stelige Funktion von v und F(0, y) cine stetige Funktion von y; es ist
sogar I'(v. y) stetig in ~ fiir jedes y und stetig in y fiir jedes a: trotzdem
ist F(x, y) keine stetige Funktion von (v, y) im Punkte (0. 0). Um dies einzu-
sehen, geniigt es, (x, y) auf solche Weise gegen (0, 0) konvergicren zu lassen, dafi

v_ . che T N _oom TR _
e =m (m konstant) bleibt. Dann ist F(v, y) = ) f-m? also auch lim F(v, y) =
=" s dafl der Grenzwert lim F(x. y) nicht existiert.

{-Fm? (., 1) (0,0)

Literatur: Neben dem angefiihrten Artikel von Pringsheim vgl. Genocchi-
Peano S 160, Pascal S. 25—33, Fouéi S. 87, Petr S. 305.

§ 40. Ygl. § 31. Es wiirde aber der Satz gelten:

Ist dic Funktion F(y. z) im Punkte (y. z) stetig und sind die Funktionen
T(x). @v) fiir den Wert &, fiir welchen f(v) = y. g¥) =z gilt. beiderseitig
(bzw. rechts-. linksseitig) stetig. so ist die IFunktion F(f(x), p(x)) fiir dicsen
Wert von a chenfalls beiderscitig (bzw. rechts-. linksseitig) stetig.

§ 43. Man miiBte it ilfe der § 25 und 34 der Eiol. die Sletigkeit der
Funktionen v 4y +z-f -+, ¥ yz--- beweisen. Weiter miifite man auch dic
Stetigkeit der zusammengescizten Funktion F(u. v...) betrachten. wo u. v....
Funktionen von mehreren Yeriinderlichen sind.

§ 48. Als Beispiel ciner Funkiion, die nicht in allen Punkten des Inter-
valles [—1, 1] stetig ist und trotzdem alle Werte zwischen F(g) und F (ﬁ)

— 1< g < g < tanmmimmt, fithren wir an: F(x) = sin 1\ fiir x ¢ 0, F(0) =o0.



Auf Grund der Betrachtungen von Bolzano kénnte man leicht eine Funkti-
on konstruicren, die im Intervalle [— 1, 1] alle Werte von — 1 bis 1 annimmt
und trotzdem in allen Punkten jenes Intervalles unstetig ist:

F(x) = & fiir alle & von der Form 2""2—;!""-1 s —1<x <
FO =—1, F(—1) =0
F(v) = —a fiir alle iibrigen Werte von ~

oder einfacher
F(x) =« fiir jedes rationale von 0 verschiedene x, —1 <x <1
FO)=—1, F(—1) =0,
F(x) = —x fiir jedes irrationale x.

Bolzano verstcht aber (S. 45 Z. 17 v. u.) cine Funktion F(x) des Intervalles
|a. b} zu konstruicren, die in jedem Punkte jenes Intervalles unstetig ist und
im Intervalle |a, f], a L a<B L b alle Werte zwischen F(e) und F(£) annimmt.
In dieser Richtung ist aber seine Uberlegung nicht befriedigend. .

Lebesgue (Legons s. Tintégration, S. 103) konstruiert eine Funktion, die in
keinem Punkie des Intervalles [a, b] stetig ist und in jedem Intervalle |q. 8l,
a< a<<bZb alle Werte ven 0 bis L annimmt.

§ 62. Unter demn EinfluB des unrichtigen Satzes aus § 18 gelangt Bolzane
nicht zu der Betrachtung des allsemcinen Fulles der uneigenilichen Extrema.
Fiir & = b hat dic Funktion F(x) ein uncigentliches Maximum (Minimum). wenn
F(x) S F() [bzw. F(x) - F(b)] fiir alle x ciner gewissen Umgebung von b
und F(x) < F(b) [bzw. F(x) > F(b)] wenigstens fiir ein ~ jener Umgebung ist.
Bolzano versteht unier dem Begriff cines »einseitigen Extremums« nur den FFall,
wo b von ciner Seite ein FEnde cines Konstanzintervalles ist, von der anderen
Scite aber fiiv cine gewisse Umgebung von b f(x) < f(D), bzw. f(x) > [(D) gilt.

S. 54 Z. 15 v. o. Busse, Neue Methode. Gleich auf der ersten Seite des Vor-
wortes: minenzien, eminenter Differentialquotient.

§ 65. Der letzte Fall des Satzes (S. 53 Z. 5—8 v. 0.) und scin Beweis (1. 4
S. 56) ist unrichtig. Der griBte und kleinste Wert kimnen auch uneigentliche
Extrema sein.

§ 64. Es geniigt, dal F(x) monoton in [a, D] ist. Der Satz ist beinahe selbst-
verstindlich, sein Beweis ist aber nicht ganz vichtig. Aus Fla+ o) < F(v) <
< F(b — ») wiirde fiir m_>)() nur F(a) £ F(x) < F(b) folgen.

§ 65. Im Lehrsatze (ebenso wie im § 68, 69, 70) wird m < M voraunsgesetzt,
Die im Beweise betrachtete IFunktion y = F(x) wird dargestellt durch
die gebrochene Linie mit den Ecken

(Abb. 1))

22n—1— 02— |
(. 0)’ (é” -.!.._)- (%- 0)- (_}’ }’:)! (%%s 0)' LERE (_EZ_an_ ° %)’ ( 221‘— - 0) weee

Sic ist stetig im Intervalle [0, 1); im Punkte x =1 kann sic nicht als stctig
definiert werden. In den Punkten

1 22n—1—1

b e

welehe von links an 1 heranriicken,  ist ndmlich F(y) = §, so daB auch
lim F(xv) =1 ist, withrend in den Punkten
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§ 06. Ein cinfacheres Beispiel ist F(xv) = sin 1 fiir x|, 0. F(0) =0,

§ 68 Lin dhnlicher Fehler wie im § (8. Der letste Teil des Satzes (S. 39
7. 10—12 v, 0.) ist nicht riehtig. Nach dicsem Satze konnten die Mullpunkte ciner
im Intervalle [a, D] stetigen Funktion keinen Ildaufungspunkt im Inneren des
Intervalles besitzen. was doch nicht wahr ist. Ein Beispiel s. § 18 Anm.

§ 69. 5. 60 7. 11 v. o. Hier wird wicder der Satz von Bolzano-Weierstra}
zitiert (S. § 20 Anm.).

§ 70, Die im Beispiel (8. 63) definierte Funktion )17 ist stetig im Inteevalle
[0. 1]. Sie wird graphisch durch Abb. 2 dargestellt.

. Konstruieren wir die Funktion F(x), welche im Intervalle [0, 2] folgender-
mallen definiert ist: Im Tutervalle [0, 1] ist F(x) =1, im Intervalle [, 2]
F(x) = F@2—x). (Die durch F(v) dargestellte Kurve hat die Gerade v:= 1 zur
Svmmetricachse). Die Funktion F(x) ist im Intervalle |0, 2| stetig. Die Menge
der Punkie w, fiiv welche /"(.\‘)::}}_ gill. hat den Punkt v = € zum 1liufungs-
punkte. (Vergl § 18),

§ 71 F(v) = (1 — )2 sin log (1 — &) fir v < 1, F(1) = 0. Wie im vorhergen-
den § kinnten wir F(x) zu einer im Intervalle [0. 2] stetigen Funktion ergiinzen,
fiir die ¥ =1 der Hiufungspunkt der Nullstellen wiire.

§ 72. Die Bedingung Tim (F(xn 1) — F(en)) == 0 ist zwar notwendig. nicht |
aber hinreichend. >0

13
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§ 75 Dice FFunktion Joo(S. 63, 7. 18 v. 0.) wird graphisch durch Abb. 3
dargestellt.
§ 75. Dice Funktion von Bolzano. (3. auch 1I § 19;.

Die Funkiion, von Bolzano wird hicer als Beispicl einer im Intervalle [a, b]
stetigen I'unktion betrachtet. die in keinem Teilintervalle o gl a < a <3 < b,
monoton ist. Von dicsem Standpunkte aus wivd sie von L Dr. Jasek in der Ab-
handlung betrachtet: O funkcich s nekonecnym poltem oscilaci v rukopisech
Bernarda Bolzana. Casopis pro pést. mat. a [vs. 550 19220 S, 102-—( (0.

Der Beweis der Stetigkeit st nicht stichhaltig. Bolzano glaubt niamlich
iretiimlich. die Stetigheit der betrachteten FPunktion folge daraus, daB sie als
Limes ciner Folge von stetigen Funktionen gegeben ist. (Kbenso wie Cauchy,
Cours d’Analyse. VI8 12 nitheres iiber diese Frage s. Ionevklop. 1T A 1 Prings-
heim 7711 O 9 Fréchet-Rosenthal 49).

Der hier angestellten Frovierung entsprdache vielleicht am chesten der fol-
gende Beweis:

Dic Feken aller gebrochenen Linien yy. yo. ... bilden eine Funktion F*(x).
Diesce ist in ciner diberall dichien Menge des Intervalles [a. D] definiert. Damit
man [*(x) zu ciner stetigen Funktion im Intervalle [a, b] erweitern kann, wirde
es geniigen zu bewcisen. dali die Funktion F*(x) in der Menge, in welchev sie
deliniert ist. gleichmaBig sictig ist. (Vergl dazu Hausdorf S. 368, Hahn, 1. S. 136,
Hobson. 20 Auli, 1. S 364).

I's gibt Funktionen. die in jedem Punkte des Intervalles [a. D] eine Ab-
leitung besitzen und trotzdem in keinem Intervalle | g, a <~ < b mo-
noton sind. Vgl Kopeke, Math. Ann. 35, 1890. S. 109. Fin von Peano verein-
fachtes Beispiel bei Hobson, 20 Aufl. 11, S, 412, Vgl. auch Enevklop. TI A 1.
Pringsheim 71, Der unrichtige Satz in 11 § 81 liBt die Existenz von solchen
Funktionen nicht zu.

§ 76 In NI ist vor dicsen Paragraphen § 78 gestelll, (so daB dort die
Paragraphcn in der Reihenfolge 8§ 73, 78, 76, 77, 79 stehien). In M 1 ist aber § 78
{

aul den Rand des Blaties bei § 76 geschrieben. Deswegen wurden die Para-

graphen dem Zusammenhange nach geordnet.

Ist dic Funktion F'(v) sietig im Intervalle |a. b]. besitzt F(x) dort fiiv ¢ und
¢+ p jecin Maximum und ist F(v) im Intervalle [c. ¢ + y] nicht konstant. so hat
F(x) zwischen ¢ und ¢ + y mindestens ein (cigentliches oder uneigentliches) Mi-
nimum. Davon kinnte man sich leicht durch Betrachtung der unteren Schranke
von F(x) im Intervalle e, e }'} iiberzeugen. llieraus folgt unmittelbar der
angefiihric Satz.

S 70 Z 10 vou Es wird der Satz von der oberen Schranke beniitzt. (Vergl.
§ 24 Anm).

§ 79. Der Satz ist nicht richtig. Fine monotone Funktion kann nur ab-
zithlbar unendlich viele Unstetigkeitspunkte besitzen.
S

§ R0, Auch dieser Saiz ist nicht richtig. Es geniigt, die Funktion I'(v) =

— sin 1 fiir v 720, F(0) =0 zu betrachten.

§ 82, Line graphische Darstellung der im Reweis 1. (S. 77) betrachteten
Funktion F(x) bringt dic Abb. 4.
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ZWEITER ABSCHNITT.
ABGELEITETE FUNCTIONEN.

§2.5.87Z.12 v. o.

Die Ableitung von 1'1‘55 im Punkte =1 kann nicht definiert werden.

Hat die Funktion F(x) im Punkte x cine- Ableitung, so sagt Bolzano
auch, sie sei stetig im (vom) zweiten Grade. Die Stetigkeit vom ersten Grade
ist dann die Stetigkeit im gewihnlichen Sinne.

§4.5.85Z.12 v, u. Fiir v =2 ist die rechtsseitige \bleitung F'4(2) gemeint.
Hier ist Fl4(x) stetig fiir x<2 und fiir +>2 (sogar fiir x=-2), es existieren

lim F'4(x) und lim F’4(x) und sind von einander verschieden. Dieser Fall kinnte

) . )
AN .K_>_.

bei ciner beiderseitigen Ableitung nicht cintreten. Fs gilt ndmlich der Saiz
(cin Spezialfall des Satzes von Dini, vgl. § 22 Anm.):
Existiert F'(x) (endlich) tiir alle x ciner gewissen Umgebung von v:za
und existieren lim F’(x) und lim F'(x) (endlich). so ist F'(v) stelig fiir v = a.
x__<)a xza
s0 daft jene Grenzwerte cinander gleich sind.



Iis ist namlich F—(-{'T—h,-'z_’:j(a)=l"'(a+'o')h), 0< <1, wenn man h klein

genug wiihlt,.  Laft man h gegen 0 Kkonvergicren einerseits durch positive,
andererseits durch negative Werte, so erhiilt man F'(a) = lim F'(x) =lim F'(x).
so dafl F/(x) fiir v = a stelig ist. X5 x>

Man konnte leicht den Satz auf den Fall crweitern, wo F’(x) sowie jene
swei Grenzwerte unendliche Werte von bestimmtem Vorzeichen annehmen.
Man miiflte dann die Stetigkeit von F(x) in ciner Umgebung von x —a vor-
aussetzen.

§ 7. Der Satz gilt. wenn f(.x'),q)(.\') zugleich rechtsseitige (bzw. linksscitige
oder heiderseitige) Ableitungen sind.

§ 8 Ein unpassendes Beispiel. da das Produkt (x —1) (x —2) (x—3)...
nicht konvergiert. Es wiirde geniigen, (P("') = f(x) + sin Tx zu setzen.

$11.S. 1§ 4 (Anm.).

§ 12. (2) Ein unpassendes Beispiel. Ein einfaches Beispiel fiir eine solche
IFunktion ist F(x) =x® sin -:—. fiir x4 0, F(0)=0. Diese Funkfion ist stetig fiir x=0.
hat aber in diesem Punkte keine Ableitung (weder endliche noch bestimmt
unendliche). lim li(-/"—x)1:.—F(-92=lim (Jx)—isin ! existiert nidmlich nichi.

Ar->0 Ax AL >0 Ax

§ 15 2). Hier kommt cine sogenannic Cantorsche Reihe vor (Cantor, Uber
die einfachen Zahlensysteme, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 14, 1869, S. 121—128;
S. a. Perrvon. lrrationalzahlen, 111—116). Die Cantorschen Reihen betrachtet
Bolzano ausfiihrlicher in der Zahlenlehre 11.

S.91 7. T v. u Fir 0€£x<1, 0y <1 ist y auf Grund der Formel
Ay Qy+ Ay) = — Ax (23 + 1v) eine bestiindig abnehmende Funktion von .
die alle Werie zwischen 0 und 1 aunehmen kann; daraus folgt die Stetigkeit
von y als Funktion von a. S, 92, 7. 8 v. u. Siehe dazu § 70, 1. Abschn. In der
Anmerkung  zu diesem § befindet sich die graphische Darstellung dieser
Funktion.

S. 93 7. (1 v. 0. Der Beweis, daB die Funktion y = F(x) im Punkte xy = 1
keine Ableitung besitzt, ist nicht richtig.

_— = 1 dy_ 1 . Ay 1
Fiir v=1 und Ax= — 5o ist Ay = 358 Ax =3 ’n]-l)lgz;_ s
" L r . . 1 Ay t . Ay 1
fiir Ay =-- 22;—_*_—1- ist Jll_'ijém, -[E. = 3 ,-”l-l’lg,'Ax = — -3 -
. . . . A
fim —:—"»I- existiert also nicht. Weiter ist ——ig—lg—, also F—(1)= 1 .
<, Ax 3 x 3 3
B EN(1]
i 1
F— (1) _ — ‘3— .
§ 14 Is ist wieder Cauchy, Cours d’Analyse. gemeint. Zwei unendlich

Kleine Griflen (nach der Definition von Cauchy), j von der Ordnung n, §’ von
der Ordnung »’, kinnen in der Form dargestellt werden: 2 —=kxn(1+¢),
A =~kxw(l+¢). wo k. A endliche. von Null verschiedene Konstanten und
lim e =lim ¢! =0 isl. Thr Verhiltnis ~ hat fiir x > 0 den Grenzwerl k! fiir
250 30 % k

n=n".0fiir n">n. *o biiv ”'<n Der Satz gilt nur fiir unendlich kleine
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Groflen von bestimmter Ordnung nach der angefiibrten Definition von Cau-
chy, was Cauchy nicht ausdriicklich erwiihnt.

§ 17. In M II' stechen die.Paragraphen in der Ordnung: § 17. § 19, § 18
§ 18 beginnt ebenso wie § 17 mit den Worten: »Der letzte Teil... voraussetzen,
als wie 18% iiberhaupt verletzen«, was wohl ein Hinweis fiir den Abschreiber scin
sollte, dafl dasselbe wic auf Bogen (8, Blatt 5 folgen soll. Die Paragraphen
wirrden dem Zusammenhange nach geordnet, was iiberdies dadurch gerccht-
fertigt werden kann, daft § 19 iniM I auf cin! cingelegtes Blatt geschriehen ist.

§ 18. Aunfang dieses Paragraphen S. 96 Z. 7 v. u. In der Handschrift wird
genau nach den Annalen von Gergonne irrtiimlich Galais statt Galois ge-
schrieben. Es ist aber der durch seine Arbeiten iiber algebraische Gleichun-
gen bekaunte Evariste Galois gemeint. Vergl. Ocuvrees Mathématiques d'Evariste
Galois, p. p. Picard, S. 9. FFulinole.

§ 19. Dic Funl\tl(_)n von Bolzano (S. auch I § 75). N

Sei y = F(x) dic im Intervalle |ao, ;] durch die Strecke Ny N, dargestellte
Funktion, wobei No. N die Koordinaten Ny (aq. 4g). Ny (ay. 4,), haben. y — BF(x)
sei die durch die gebrochene Linie Nyjg Nig Ny Ny3 Nga dargestellte Funktion,
wo Njo = Vg, Nia = Y und die anderen Ecken diec Koordinaten

Ny (ao+ 290, Ao+ 3 4).

Viz(ao+ 39, Ao+ 34),

Vi (a0 50, Ao+ 54),
d=a,—daqe, d=4.— A,

haben. Bezcichnen wir diese gebrochene Linie auch mit B No Ny (Abb. 5a, 3b).
Ist y = I'(x) eine durch die gebrochene Linie No Ny N, ... Ni dargestellte Funk-
tion, so erhalten wir y = BF(x), wenn wir jede der Strecken N., Ny, N, N, ...
. Np—: ¥ durch die gebrochene Linie BN, Ny, BN;N,,...B Ni—i N ersetzen.
Sci jetzt y=Fy(x) die durch die Strecke Mgo M1, My, (0,0), My, (1, 1) dar-
gestellte Funktion. Wir delinieren fn(x) = Br{f(x) fiv jedes ganzzahlige n -0
durch die Bedingungen BOfo(x) = fo(x), Bni1fy(x) = B[Brfy(x)].
Zuniichst kann man beweisen:
Dic Folge fo(x), f1(x), fa(x), ... konvergiert im Tntervalle [0, 1] gleichmiiflig;

es ist also f(x) =lim fn(x) eine stetige Funktion im Intervalle Jo. 1].
n—>0oC

In jenem Intervalle ist niimlich |[fa4,1(x) —/n(x) | < (@)r+1, so dalt die
Reihe fo(x) 4 [fi(x) — fo(x)] + [fa(x) — Fi(x)] +... nach dem Kriterium von
Weicrstrafl -glcichmiBig konvergiert. Auf diese Weise kann dic Liicke des Be-
weises von Bolzano (I § 75) ausgefiillt werden.

Die Werte der Funktion f(x) sind uns unmittelbar fiir cine iiberall dichte
Menge U des Intervalles [0,1] bekannt. Diese Menge wird durch dic Abszissen
der Eckpunkie Mui (i =0.1,...47) der gebrochenen Linicn gebildet.

Die Koordinaten von Mni seien (ani, Ani).

Dic Fxtrema der I'unktion von Bolzano besiimit I Jarnik folgender-
mallen: Die Funktion f(x) hat im Intervale [0, 1]cin absolntes Minimum von der
GroBe 0 filr £ = 0 und ein absolutes Maximum von der Grifle 4 fiir x =1. Die
relativen Extrema kiinnten auf folgende Weise erhalten werden: Ist Lani. dn il
i=0,1,...4n-—1. ein Teilintervall. so hat die Fonktion im Punkte

N=ani+ {0ni.y = Anit+$A4ni

Oni=ani4r—ani, Adni= An,i-+,— Ani)
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ein relatives Extremum und zwar ein Maximum oder ein Minimum, je nach
dem dni>>0 oder <0 ist. Andere Extrema gibt es nicht. Die Abszissen der
Extrema bilden eine iiberalldichte Menge ¥ des Intervalles [0, 1]

Abb. 3a

Abb. 5b.

Die Funktion von Bolzano y = /[(v) kaun mit Hilfe eines Parameters auch
durch zwei Funktionen der von Steinitz betrachteten Art (Math. Ann. 52, 1894,

S. 58) dargestellt werden. Wir setzen gu (’) =aal. Pn (Zl'_'): Ani. Dabei seien

4n
i-", ’i‘wl] .1=0,1,...41—1, lineare Funktionen.
Dann sind ¢n(5). Pn(E) eindeutige stetige Fuunktionen im Intervalle [0, 1]. Die
Funktion y = fa(x) ist dann in Paramcterdarstellung gegeben durchx = ga(f),
y="uE). Die Folgen gn(Z), Pu(é) konvergicren fiir n—>oo gleichmifig in [0,1],
so daR lim o@u(E) = @), lim D) = D) stetige Funktionen in [0, 1] sind. Die
n—»Q N> 00

an(E). Pu(E) in den Intervallen [

Funktion x = ¢(&) wiichst bestiindig im Intervalle [0, 1], so daB in diesem In-
tervall eine stetige, stets wachsende inverse Funktion &= y(x) existiert und
y = f(x) = ®[v(x)] ist. Also ist y=/(x) in Parameterdarstellung durch

x=qlf), y=D(§) gegeben.
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Bolzano weist von seiner Funktion nach, daB sie in keinem Punkie der
iiberall dichien Menge U des Intervalles |00 1] cine endliche Ableitung besitzt.

Es gilt aber der Satz:

Die Funktion von Bolzano besitzt in keinem Punkie des Intervalles [0. 1]
eine endliche noch eine unendliche Ableitung bestimmten Vorzeichens. (Im Punkie
=0 ist die rechtsseitige Ableitung 4+ oco. Im Punkte v =1 existiert weder
cine endliche noch cine unendliche Ableitung mit bestimmtem Vorzeichen).

Ueber die cinseitigen Ableitungen beweist Tl Jarnik folgenden Satz:

Die beiden Ableitungen. die rechtsseitige wie die linksseitige. existicven gleich-
zeitig nur in den Punkten der Menge 3B. Fiir die Maxima ist dic linksscitige
Ableitung + co. die rechtsseitige — oco. fiir dic Minima die linksseitige — co. dic
rechtsseitige 4 oc.

In keinem Punkte hat die Funktion von Bolzano cine endliche rechts-
seitige oder linksseitige Ableitung.

In den Punkten der Menge U ist die reehtsseitige Ableitung unendlich
und von hestimmtem Yorzeichen: die linksseitigen Ableitungen sind endlich. von
gleichem absolutem Werte und entgegengesetztem  Yorzeichen.

Weiter fiihrvt 11 Jarnik folgende Sitze iiber die Derivierten an:

Es gibt Punkte. in denen alle Derivierten endlich sind.

s existiert eine Punktmenge von der Michtigkeit des Kontinuums. in
der f’(\) =+ cc. /a (V) = — cx. f——(\) =+ co. f-——(.\‘) = — gilt.
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Dic in diescn beiden Abhandlungen betrachteten Funktionen sind nach dem
Verfahren von Knopp gebildet.*)

In der Funktionenlehre beantwortet Bolzano nicht die Frage, ob eine im
Intervalle [a. D] stetige Funktion existiert, die in keinem Punkte dieses Inter-
valles eine Ableitung besitzt. In den Paradoxien des Unendlichen § 37 (Fuli-
note) wird dic Behauptung ausgesprochen, daB jede Funktion. wenn sic nur
iiberhaupt »bestimmbar« ist, eine Ableitung besitzt in allen Punkten mit
Ausnahme von isolierten Punkten. Die Frage, wie diese Behauptung in die
Paradoxicen gelangen konnte, versucht 11 Jasek in der angefiihrten Abhandlung
in der Sitzungsber. d. konigl. béhm. Ges. d. Wiss. zu erirtern.

§ 21, Der angefiihrte Satz ist eine einfache Folge des Satzes von Dini.
wenn F(x) als stetig vorausgesetzi wird. (Dini S, 252—255: S, a. Petr, P. dil.
S, 171). Es gilt allgemeiner der Satz: Ist cine der vier Derivierten der im In-
tervalle (a, b) stetigen Funktion f(x) stetig im Punkte x von (a, b), so sind in
diesem Punkte auch alle iibrigen Derivierten stetig und sind alle cinander
gleieh: die Funktion f(x) hat dann eine Ableitung im Punkte .

Bolzanos Beweis ist aber nicht riehtig.

§ 22, Der angefiihrte Satz ist nicht richtig. Vergl. 1 § 80.

§ 24, Es gilt der Satz: Aus der Existenz der Ableitung von F(x) im Inter-
valle (a. b) folgt nicht. daf der Quotient 'fi_i) fiir alle x aus (a, b) gleichmiiflig
gegen 7 (x) Konvergiert. Vergl. T § 15 und 11 § 27,

§ 27, Der angefiihrte Saiz von Bolzano. dessen Beweis nicht richtig ist.
Tolgt aus dem Satze: .

Hat F(x) eine Ableitung im Intervalle (a. b), im Punkte a wenigstens cine
1echtsseitige. im Punkie b cine linksseitige. und ist diese Ableitung stetig in [a, D|.

IF ()

dann komvergiert gleichmiéBig gegen F'(v) in |a. b]. (Vergl. T § 13). Die-

ser Satz kann leichi mit Hilfe des Mittelwertsatzes bewiesen werden.

S. 107 7. 53 v. o, Iis. wird der Satz von Bolzano-Weierstra beniitzt.

§ 28. Der Boweis des angeliihrten Satzes wire richtig,. wenn man statl
des im vorigen § enthaltenen Satzes den in der Anmerkung erwiihnten he-
niitzen wiirde, au+h

Bolzano beweist eigentlich. daB Fa + h) — F(a) :/.F'(.v)d.\' ist.

o
Tm Beispiel (S. (11 Z. 8 v. 0.) soll 38491 4+ € stehen.
§ 29. Der Bolzanosche Beweis des Mittelwertsatzes ist ein Versuch. den
Cauchyschen Bewceis zu verscharfen. (Cale. inf. 7e leg.)
Bei dem Mittelwerisatze geniigt cs, die Stetigkeit von F(v) in |a. D} und
die Existenz der (endlichen oder bestimmt unendlichen) Ableitung in (a. D)

*) Zusatz bei der Korrektur. Zu den angefiihrten Abhandlungen [liige ich
noch hinzu:

Avadhcsh Naravan Singh (Caleutta University):

On some types of non-differentiable functions. Annals of Math. 28, 1927,
S, 475

O funkeyi nier6zniczkowalnej Bolzano (On Bolzanos non-differentiable
function). Bul. internat. de 'Ae. Pol. de Cracovie. 1928. 8. 191,
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vorauszusetzen. so daft die Fxistenz und Stetigkeit von F'(x) in |a, b] nicht
gefordert werden muBl. Uber g gilt dic Voraussetzung: 0 < < 1. was fiir die
Anwendungen des Satzes wichlig ist (vergl. § 80). Der Beweis wird mit Hilfe
des Rolleschen Satzes durchgeliibvt. Vergl., dazu Enevkl 11 A 2, Vofi, .

§ 30. Beide Beispiele nicht besonders passend. Beim ersten Beispicle ist
zwar die rechisseitige Ableitung stetig im Intervalle [0, 2], im Punkte x =1
existiert aber die beiderseitige Ableitung nicht; beim zweiten Beispicle existiert
die beiderseitige Ableitung im Punkte v =8 aus [6. 10] nicht.

§ 31. Der Satz ist zwar richtig. sein Beweis aber nicht.

§ 32, Der Saiz ist richtig. Der Beweis ist fiir den Fall durchgefiihrt, daf
a—+nh der cinzige Hiufungspunki der Singulavititen ist.

§ 33—35. Dice Niitze sind in der angefiihrten [Form nicht richtig.

Der rvichtige Satz. aus dem die iibrigen Fiille abgeleitet werden kiinnen,
Tautet: T Intervalle |a. b] soll Tiir die Folge fi(x). fo(v)e.. fu (x),...]i;n fnlyv) =

a n o o]
= [(~) existieren und die Folge der Ableitungen f/4(x). Fa(x) ... Pu(x). .. gleich-
miiflig gegen () konvergieren. Dann hat aunch f(x) cine Ableitang in |a. b]
und es ist ['(xv) = (). (Nach Enevklop. IT C 9b. Montel-Rosenthal. 37 in dieser
Form von Dini). e '
Betrachten wir fa(yv)= ‘"("-t;’ -'\----L-"
n

welches 0 enthiilt. Dann st fix) == lim fu (v) = 0, ['u(v) =
n—>oc

in cincm endlichen Intervalle [a, b],
1 e
| ;i".'.-\'g "- I"iin q,(l) =
= lim s (x) erhilt man g (0) = L g(v) =0 fiir w:| 0. Hier ist nicht £(0) = ¢{0).
» >0C .
f'vtxv)r konvergiert nicht gleichmiiBig gegen glx) in la. b]. Es ist niimlich
lim (Filxn) —o@(xn)) =1 0 fiir vn= ,I - (Vergl, dazu Stolz. Math, Ann. 18, S. 265).
H=»C N

§56. Vergl. 1T § 6.

¥ 38, Fiir cine unendliche Anzahl von Summanden gilt dies nicht ohne
weitare Bedingungen. Vergl, die Anm. zu § 33—36.

§ 44. S, 123 Z. 9 v. u. Dic erste Ableitung ist in der Handschrift nichi richtig
angegeben, Fs wird auch die zweite Ableitung berechnet.

§45. 8125 7. 53 v. u. Die eingeklammerten Worte haben nur cinen Sinn,
wenn es sich um eine ganze rationale Funktion hiichstens n-ten Grades handelt.
Bei ciner Funktion genau n-ten Grades ist diese Konstante :}-0.

§ 47, Dic Behauptung des Satzes, insofern sie sich auf einscitige Ablei-
tungen ohne jede Beschrinknng beziehen sollte, ist nicht richtig (vergl. T § 51).
Es geniigt. p(x) = F|f(x)] Tiir ¥ =0 zu betrachten, wo y =/(x) = ~2sin 1 fiir

A2 0. y =/(0) =0, F(y) = [y| ist. so daR @(0) =0 wird. Die Funktion f(v) hat
die beiderseitige Ableitung 0 fiit x =0, F(y) hat fiir den entsprechenden Wert
von . y =0, die rechisseitige Ableitung 0. Es ist aber

. (xn) L1 _ @ 2
L) _ o ir L= M, A= .
Ll—l;]w Xn 0 Tiir Xn 2 +2n (4n4 1)
.y, . 1 a 2
POy gy = T onm =
s Xn R 2T = T )

so dal plx) Tiir x =0 keine rechisseilige Ableitung besitzt.
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Ahnlich wie in I § 31 gilt der Satz:

Ilat die Funktion F(y) im Punkte y eine beiderscitige Ableitung F’(y),
die Funktion f(x) an der Stelle x, fiir welche f(x) =y ist, cine beiderseitige
(bzw. rechis- oder linksseitige) Ableitung f(x), so hat die zusammengeseizte
Funktion F(f(v)) fiir diesen Wert von a eine beiderseitige (bzw. rechts- oder
linksseitige Ableitung  F'|f(x)] . [’ (x). Der Satz konnie leicht auf den Fall cr-
weitert werden, wo die Ableitungen unendlich werden.

Bei der in der dlteren Literatur iiblichen Herleitung

dim © Fy) = lim 4F(y) lim 4y = F'(f(x)) . f'(x)

Az5»0 X 4y>0 AY  azso Ax
wird nicht der Fall betrachiet, wo Ay =0 wird. Der Bolzanosche Beweis kinnte
leicht in dieser Richtung vervollstandigt werden. ¥s wiirde geniigen, (), =0
fiir Jy =0 zu setzen und zu beweisen, daB aus lim Q; =0 auch lim O, =0
folgt. (Vergl.-z. B. Rothe, Hih. Math. S. 246).  4¥?¢ A0

§50.S. 128 7. 15, 14 v. u. Fs wird a==0. b -0 vorausgesetzt.

S. 125 7. 8 v. u. Vergl. mit der Anm. zu I. § 53

§ 51. Bei @(yy mull di¢ Stetigkeit vorausgesetzt werden. Es gilt also
der Satz:

Die Funkiion y =7(x) mige fiir alle » aus (a. b) stetig sein und cine
cindeutige inverse Funktion x = q (y) besitzen. Fiir x aus (a, b) soll die Ableitung
1’ (x) existieren und =20 sein, fiir den zugehorigen Wert von y sei g (y) stetig. Dann
hat auch ¢(y) in diesem Punkte eine Ableitung und es ist ¢/(y) = f;-(l-;.).

§ 52. Fs ist nicht vorteilhaft, bei der Definition des vollstiindigen Differen-
tials von F(x, y) im Punkic (v, y).dF(x. y) =— dx + — du nur die Existenz

Na
von gf und ° oy im Punkte (v, y) \omu._v.usebcn odﬂ, wie ¢s Bolzano bei der

Definition der Stetigkeit vom zweiten Grade tut, die Voraussetzung zu machen,

daf
OF(x,y') fiir (x, y'), |

ox

F(x',y) ... -
D_%ﬁy.i’) fiir (2, y), |a'— x < dx existieri.

—y <dy
und
Es ist besser zu definieren:

Die in der Umgebung von (x, y) gégebene Funktion F(x. y) hat in diesem
Punkte ein vollstiindiges Dilferential, wenn

(*) Fix+ vy + ) —Fxy)=4 Ix+ B dy + (| x|+ 1y 1)
ist. wo 4, B von {v. Ay unabhiingig sind und limm 7 =0 ist: dann ist
4250, Ay->0
oF aF
A=—.B=
ox ' ay

Hat die Funktion F(v, y) im Punkte (v. y) ein vollstindiges Differential, s0
ist sie in jenem Punkie auch stetig. ‘
Die Funktion F(x,y) hat im Punkte (v, y) ein vollstindiges Differential,
wenn in einer gewissen Umgebung von (v, y) die partiellen Ableitungen gf ,

2{: existieren und im Punkte (x, yj stetig sind.
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Wir konnten auch F(v. y) in bezug aul cine Punktmenge M betrachien,
die (v. y) zum Hiufungspunkte hat. aber nicht die ganze Umgebung von (x, )
enthilt. Gilt wieder (*). wobei (v 4 Ax, y+ Ay) cin Punkt aus M ist und

lim ¢ =0 ist. so kinnten wir sagen, daBi F(x,y) im Punkte (v. y) cin voll-
Ar>0, Ay->0

stiindiges Differential in bezug auf M besitzt. (Lit. Fneyvklop. 11 € 9b. Montel-
Rosenthal, 46.). .

§ 55 Der Satz ist in der angegebenen Form nicht richtig. Es gilt aber
der Satz:

Hat F(y.z) im Punkte (y.z) ein vollstiindiges Differential [Tiir die ganze
Umgebung von (v.y)l. ist y = fix). z = @(x) und haben f(.\')_(p(.\') liir den ge-
gebenen Wert von x die beiderseitigen (bzw. rechtsseitigen. linksseitigen Ablei-
tungen :;.!: ((’1/‘, so hat dic zusammengesctzte Funktion @(x) :I"lf(.\'),q,(.\-)l

* P (x
cine beiderseitige (bzw. rechtsseitige. limksseitige) Ableitung 4P (x) und es ist

dx
db(x) _¥F dy , dF dr
dv  dy Tdy U ¥z TdyT

Betrachten wir die Funktion Fy. z) = 1j2+22 fiir (y. z) 2} (0.0). F(0.0) =

=0 (vergl. 1. § 32, 39 Anm.). Im Punkte (0. 0) ist sie nicht stetig, besitzt also
dort sicher kein vollstiindiges Differential. Es ist F(y,0)=0 und F(0, z) ==0.

o daf B—f(a-';'_o_)-;o fiir alle y un(l-a—Fég’_Q =0 fiir alle z ist. Daher ista.F(-'/, z) —
N '\_F;(B—li Z):() fir y=»=0. aF:cg%Q existiert hiernach fiir y =0 und alle z.
OF;ZJ) fiir z=0 und alle y.

Hctz{en wir y=wx. z = x2 so wird P(x)= F(\ A%) = —l: y (auch fiir xv=0).
Nun ist %% =1 fiir v = 0. obzwar g_g :;:i +aaf ' Z,\:O At

lm Beispiele (5. 152 7. 13 v. o) wicd a -]20. b .0 vorausgesetzt.

§ 54 F(y, z) (S. 133 7. 10 v. o) ist als Fuaktion von v, @(v). fiir v =0
cigentlich nicht definierl. Setzen wir @(0) = (. was sich aus der Formel Z. 10
ergibi. so wird die entstehende Funktion fiir v =0 ecine Ableitung hesitzen.

it

§ 55. Es folgt ein nicht vollstiindig ausgerechnetes Beispiel: Man soll

. . - . . az?
‘die Ableitung der Funktion F(v, y, z —:I- * nach x berechnen. wenn
at—xt .,
y=06-+tx z= ist.

§ 56. Zur Giltigkeit des angeluhrien Satzes reichen die angegebenen Be-
dingungen nicht hin. Wir fiihren zwei einfache Fiille von hinrcichenden Bedin-
gungen an:

1. Heffter-Young: g;. 25 existieren in der Umgebung von (v. y) und haben
dort vollstindige Differentiale: dann existieren im Punkte (v.y) auch die

0*r O*F

zweiten partiellen Ableitungen und es |sta:‘—‘@=ay--a-k-



.. . OF af_ﬂ_ in de . - OF
11. Schwarz: %’ 5% xoy existieren in der Umgebung von (x, ) 3%

A~ . a*F
ist stetig im Punkte (y y). Dann existiert im Punkte (x,y) auch or und

ist gleich

o*F
dxdy

Literatur: Encykjor- 11 A 20 Vol £0: 11 € 9b, Montel-Rosenthal 46; s. a.
Hobson, 2. Aufl. 1 S, 597, Petr S. 509—312.

§ 58. Is miissen wieder gewisse Bedingungen erfiilit sein. Z. B.:

Sind die partiellen Ableitungen der Funktion F(xy, xy,...x,) bis zur k-ten
Ordnung einschlicflicy stetig in der Umgebung des Punktes (¥4 xs. . ... v,). so
ist jede diescr particllen gemischten Ableitungen unabhiingig von der Reihen-
folge, in der die Differentiation ausgefiihrt wird. Zu dieser Frage: Neder, Uber
Funktionen reeller Apgumente, Jabresber. d. d. Math. Vereinigung. 35, S. 80.

§ 59. Der Satz ist richtig. Um aber den Satz aus § 28 heniitzen zu kin-
nen. miiite man die stetigkeit von f(x) 1im Intervalle (a. b) voraussetzen.

§ 02, Gilt ohne weitere Bedingungen nur fiir cine endliche Anzahl von
Funktionen.

§ 60. Dic angefijhrte Erweiterung des Begriffs der primitiven Funktion
scheint durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen nicht geniigend mo-
tiviert. Es ist cinfacher. die Existenz der betrachteten primitiven Funktionen
vorauszusetzen.

§ 75. lm erstcn Teile des Satzes befindet sich die unrichtige Behauptung,
daBl die Nullstellen von F/(x) isoliert sind. falls F(x) im Intervalle {a, b] be-
stiindig - wichst: diese Nullstellen Kkisnnen aber auch einen Hiufungspunkt be-
sitzen. r

Beispicl: v =0 bei der Funktion F(x) = /.\" sin? :.(I.\'. wenn man sie etwa
im Intervalle |— 1, 1] betrachtet. o '

§ T4 Der letzte Satz (S. 147 7. 8 v. 0. »wenn nur...«) ist unrichtig. Vergl.
dic Anm. zum vorigen §.

§ T8 S 48 7. 4 v u: bfzo.

§ 79. tlier wird aul die Schriften: Cauchy. Cale. dif. 7 leg.: Cale. inl.
6, lec. hingewiesen.

§ 80. Bei dem Beweise wird g ]2 0. o T2 0. .. vorausgesetzt, was aus § 29
nicht folgen wiirde.

S. 152 Beisp. [ ¢ 7[00 8. 155, Beisp. 2: azf0.

§ 81. Dic Behauptung, daft die Punkie. in denen Maxima und Minima
auftreten. keinen lliiulungspunkt besitzen konnen, ist nicht riehtig.

1
Sctzen wir F(v) = v2sin v fiir x 2| 0. F(0) = 0. so hat F(v) in allen Punk-

ten des Intervalles [— 1, 1] eine stetige Ableitung. Eine Ausnahme tritt nur im
Punkte v =0 cin. wo dic Ableitung zwar existiert, F'(0) = 0. aber unstetig
ist. v =0 ist cin Hdaulungspunki der Maxima und Minima.

§ 82 Die Tavlorsche Formel gilt. wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

F(v) ist definitiert in |a.a =+ h],

F(x). F'(x). ... F—)(y) sind stetig in diesem Interyalle,
Fw)(x) existiert (endiich oder unendlich mit bestimmtem Vorzeichen) im Inter-
valle {(a.a + h). Im Punkic a. baw. a + h geniigt die Existenz der einschligigen
rechtsseitigen bzw. linksseitigen Ableitung,. '
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Stolz (Grundziige T S. 97 5) hai gezeigt, dafl man die Fxistenz von F'(a -+ h).
F@—+Nh)....Fe—=1a~h) nicht vorauszusetzen braucht. Bolzanos Beweis ist
in dieser Richiung nicht belfriedigend. (Vergl. § 31).

Im Beispicle wurden cinige Rechenfehler verbessert.

Literatur: Enevklop. 11 A 2 b, YoB 11; [lobson 2, Aufl. 11 S 198.

§ 87, Es geniigt, wenn lim ,F(") (24 h) =0.ist.
n»o0 M-

i

§ 88, Im wesenilichen schon bei Cauehy, Cale. inf. 37¢ lec.: Cale. dif.
9¢ lec. s ist 2= |[L.n].[2.(n— O)]...|n.1].

Kcin Faktor in den Klammern [] ist <mn: es ist nimlich a (n —a+ l) —
—n=(a—1) (n—a).:0 fiv a=1.2...n Es ist daher (n!)2:znn, also n!
L ' h in

L und. endlich lim I";:O und atich lim’ F(") (a =+ nh) =o.

. i I nl n-poc 12 n—>ooll

Aul Grund dieses Satzes kann man leicht die 'I‘,ntmd\(-lung der Funktio-
nen ev. sin a, cos v in Tavlorsche Reihen bekommen.

§ 89. Aus Fi)(a) = F@t2)(a)=...=0 folgt nu ht

Fa+mh=Fa)+hFa)+.. F‘")(a)
1

Als Beispiel fiihren wir die Funktion C(v) =e~ # fiir x }z0, C(0) =0 an,
dic schon von Cauchy (Cale. diff. i leg.) betrachtet wurde. ”l(‘l ist Cim) (0) =0
—1

2? 1
fiir n:() l 2.... Dice Funktion ¢ (\) kann auch in der Form ¢ (A)_]lln ¢ Pt

<

oo
geschrichen werden. S. z. B, Pierpont 11, S. 214; Hobson, 2. Aufl, II, 8. 211,

§ 95. Der Satz ist richiig, scin Beweis aber nicht \nllstundlg

Kann F(x) im Intervalle [a,a- h) durch ecine Potenzreihe F(v)—A—I—
+ B(x —a)4- C(vy — a)2 + ... dargestellt werden, so folgt daraus die Existenz
aller Ableitungen von F(x) im Intervalle ja, @+ h). Um die Ableitungen zu er-
halten. braucht man ja nur die Reihe gliedweise zu differenzieren. Daraus folgt
unmittelbar die Bebauptung. . .

§ 95. Die llerleitung der Tavlorschen Formel fiir Funktionen von zwei
Yeriinderlichen isi im Anschlull an Lagrange, F. Anal. I. 12. durchgefiihrt.
Die Bedingungen der Giltigkeit sind aber nicht ganz vollstiindig angegeben.
Zu dieser Herleitung vergl. Stolz, Grundziige I S, 140. (Die iibliche in den Lehr-
biichern angegebene Herleitung stammt im wesentlichen von Cauchy, Cale. dif.
23e le¢. her.) o '

§ 97. Vergl. die Anm. zu § 89,
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