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ZWEITER ABSCHNITT.
ABGELEITETE FUNCTIONEN.

. Uibergang., Wir hatten uns in diesem Hauptstiicke
vorgesetzi. das eigenthiimliche Verhalten kennen zu lernen. das
cine abhiingige Zahl nach der besonderen Beschaffenheit des Ge-
setzes ihrer Abhiingigkeit an den Tag legt. wenn die Veriinder-
liche. von der sic abhingig ist, verschiedene Werthe annimmt.
Bisher sind wir aber nur dabey stehen geblichen. zu beobachten.
ob der Unterschied, den dic abhiingige Zahl erfihrt, in das Unend-
liche abnehme. sofcen der Unterschied ihrer Verinderlichen in
das Unendliche vermindert wird, oder ob dieses nicht geschehe.
Es ist aber leicht zu crachien, daB sich noch vicele andere Eigen-
thiimlichkeiten zu erkennen geben werden, wenn wir je zwey
Unterschiede auf eine noch genauerc Art mit einander ver-
gleichen: nahmentlich wenn wir den Einen durch den anderen
dividiren und auf die Beschaffenheit des hier zum Vorsehein
kommenden Quotienten achten. Denn withrend die Summe, dic
Differenz. und das Produkt zweyer Zahlen, die beyde in
das Unendliche abnehmen. abermahls nur cine Zahl, die in das
Unendliche abnimmit, erzeugen; hat der Quotient zweyer sol-
chen Zahlen das Eigence, daB er die manniglaltigsten Werthe
errcichen kann. Ein soleher Quotient kann ndmlich unter ge-
wissen Umstinden eine bestandige Zahl von jedem beliebigen
Werthe. unter anderen wieder eine veriinderliche Zahl darbieten.
und diese kann zuweilen in das Unendliche wachsen, zuweilen
sich wieder ciner gegebenen meBbaren Zahl, so sehr als man
nur wil, ndhern. zuweilen aunch keines von diesen leisten. Wenn
wir z. B. dic Function W= ax betrachicn, so ist AW =adx.

14 : -
i d. h, von x und 4x ganz unabhiin-
gige bestindige Zahl. Haben wir W= ax?, so ist

somit der Quotient

AU
AW = (2ax +4dx) Ax, also der Quotient ~2}/»=Zax+dx,

cine Zahl. die sich dem Werthe 2ax. einer zwar nicht von 4dx,
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wohl aber von x abhédngigen Zahl. in das Unendliche nihert.
Bey der Funetion

V—ajxist AW =— 39X o der Quotient 2 = a
W=a/xist AW = ot Ia)’ also der Quotient dx T xla dw)

ein Ausdruck, der sofern x nicht Null ist, dem Werthe — a/x?
in das Unendliche nahet. fiir =0 aber unmeBbar wird. U. s. w.

§. 2. Krkliarung. s leuchtet ein, dall der Fall, wenn eine
: ca . : AFx
Zahl angeblich ist, der sich der Quotient e bey der unend-

lichen Abnahme von Ax in das Unendliche nahet, besonders
merkwiirdig sey. Wir sagen also von ciner solchen Zahl. daB
sic die abgeleitete von der Fa sey, und verstehen sonach
unter der abgeleiteten von einer Function Fx fiir den
Werth x und fiir ein positives oder ¢in negatives
Adx. cine solche meBbare Zahl M. bey welcher der Unterschied

dF x . . ' .
- — M fiir einen bestimmten Werth von x und fiir ein be-

Ax

stimmtes positives oder negatives Vorzeichen von 4x nach seinem
absoluten Werthe kleiner als jede gegebene Zahl wird und ver-
bleibt, wenn man nur x klein genug nimmt. und so sehr man
es dann auch noch ferncerhin vermindert. Wir sagen. daB die
Function Fx cine abgeleitete fiir den Werth x und fiir
cinen positiven oder negativen Zuwaechs oder in posi-
tiver oder in negativer Richtung habe, wenn eine solche Zahl.
wic wir so eben die M beschricben. fiir den besonderen Werth
x und bey einem positiven oder negativen Werthe von dx ange-
blich ist; und wir sagen, dall Fx eine beiderseitig abgeleitete
oder cine abgeleitete nach beyden Richtungen oder hin-
sichtlich auf einen positiven sowohl als negativen Zuwachs habe.
wenn cine solehe Zahl M angeblich ist sowohl fiir einen positiven
als negativen Werth von gx. Wenn ein und eben dieselbe Zahl M
den abgeleiteten Werth der Fx fiiv den bestimmten Werth von x
in beyden Richtungen d. h. fiiv einen positiven sowohl als nega-
tiven Werth der gx vorstellt: so nennen wir sie nur schlechtweg
dic abgeleitete von Fx fiir den Werth x. Da fiir verschiedene
Werthe von x begreiflicher Weise auch eine verschiedene Zahl M
nothig, also M iiberhaupt zu enden von x abhingig sein kann:
so nennen wir eine Funection der x, die so beschaffen ist, daB sie
fiir jeden Werth von x die zu der Fa gehorige abgeleitete
vorstellt, diec abgeleitete Funetion von Fa, und Fx dagegen
die dieser abgeleiteten Funetion zugehorige urspriingliche

6
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Funetion. So nennen wir z. B. 2ax die abgelcitete Funetion von
der ax? weil 2ax jene bloff von x abhiingige Zahl ist. der sich
der Quotient

d(ax?)  a(x + 4x)? — ax?
dx Ax

bey der unendlichen Abnahme von 4x in das Unendliche nahet:

und zwar fiir jeden Werth von x. In dem besonderen Falle.

wenn eine Function Fa fiir einen gewissen Werth ihrer Ver-

iinderlichen x keine abgeleitete hat blo# aus dem Grunde. weil

=2ax + adx

. AFx ...
der Quotient PR fiir diesen besonderen Werth von x unend-

lich grof ist. oder doch bey der unendlichen Abnahme von Ax
in das Unendliche wiichst: pflegt man zu sagen. die abgeleitete
der Fa sey unendlich grofd. So hat z. B. (L fiir » =1 keine
abgeleitete. weil der Quotient ’

fiir den Werth & =1 unendlich grof? wird. Man sagt also (unei-
gentlicher Weise) auch wohl, dal? die abgeleitete der Function
T fiir x = 1 unendlich grof werde. Wenn die abgeleitete Zahl

M der Function Fx in der That abhingig von x ist, und es
zeigt sich. daBl auch sic noch eine abgeleitete habe: so nennen
wir diese die zweyte abgeleitete in Hinsicht auf die urspriing-
liche von M. d.i. auf Fx; und zu besserer Unierscheidung heiBt
dann die vorhin beschriebene die erste abgeleitete. So hat z. B.
die Function 2ax. welche die abgeleitete, d. i. dic erste abge-
leitete von der urspriinglichen ax? ist, auch selbst noch eine abge-
leitete, niamlich 2a: weil _'_@_a__(x—l—jz)——?.ax = 24 ist. Diese Zahl
2a also nennen wir die zweyte abgeleitete von der urspriing-
lichen ax?. Hierniichst versteht man nun schon von selbst, was
wir die dritte, vierte.... und iiberhaupt n* abgelcitete
nennen. Dic erste abgeleitete einer gegebenen durch Fx ange-
deuteten Function pflegt man nach einer von Lagrange ein-
gefithrten Bezeichnung durch F'x, die zweyte durch IFx, die
dritte durch F”x, ... die n'* durch F"x darzustellen. Ist die gege-
bene Function von x, deren abgeleitete wir vorstellig machen
sollen. aus mchreren schon fiir sich selbst bedeutlichen Zeichen
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zusammengesetzt, wic ax®+ bx3: so schlieBt man sie zuvor in
Klammern: und so wiirde man z. B. die dritte abgeleitete von
dieser Function durch (ax®+ bx%)"” ausdriicken. Weil aber ein
und derselbe Ausdruck ofters aus mehreren Zahlen zusammen-
gesetzt ist. die als verdnderlich betrachiet werden konnen z. B.
4x% —yx 4+ xyz oder F(x+ y+ 2z,...) und da begreiflicher Weise
cine ganz andere abgeleitete zum Vorschein kommt, je nachdem
wir bald diese bald jene seiner Zahlen als diejenige ansehen,
die sich so eben veriindern soll; wie denn z. B. 4x%—y2x + xyz
in Hinsicht auf x, d. h. wenn wir nur x als veriinderlich an-
sehen. die abgeleitete 12x2—y?+ yz. in Hinsicht auf y aber dic
abgeleitete —2yx + xz hat: so bezeichnen wir die abgeleitete
einer gegebenen Function wie I (x,y,2,...) in Hinsicht auf x 6fters
dF(x.y.z....)
dx
von cbhen dieser Function in Hinsicht auf y durch

. die abgeleitete
dF(x,y,z....)
d

auch durch folgende Zeichnung

u. s. w. Bey dieser Bezeichnung mag man sich vorstellen, daf}
die in Form eines Divisors untergesetzten Zeichen dx, dy....
bloB anzudeuten haben. in Hinsicht auf welche Verdnderliche
dic Ableitung genommen werden soll: obgleich die urspriing-
liche Bedeutung dieser Zeichen noch eine andere ist. Die zweyte
abgelcitete der F(x.y,z....) in Hinsicht auf x, oder die abge-
leitete von dl_(xdyi;g__) in Hinsicht auf x, die man nach dieser

Bezeichnungsart durch

d dF (x,y,z,...)

dx

darstellen sollte. wird kiirzer durch
d*F (x,y,2,...)
dxs

) ) .
. die dritte durch U.s. W.

vorgestellt. Wenn angezeigt werden sollte, daR von der Function
F(x.y.z...,) zuerst die abgeleitete in Beziehung auf x, und von
dicser dann noch die abgeleitete in Hinsicht auf y genommen

. .. a2 F(x,y,z,... .
werden soll; so wiirden wir die8 durch ——%ausdrucken.

d? (x* 4 y3 x?)

dxdy
von x%+4 y3x? in Hinsicht auf x ist 5x* 4 2y3x; die erste abge-
leitete von 5x*+2y3x in Hinsicht auf y aber ist 6y2x. Wenn
umgekehrt die zu einer gegebenen Function oder Zahl M, welche

6*

So ist also z. B. -=06y?x. Denn die erste abgeleitete
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als abgeleitete betrachiet wird, gehorige urspriingliche
Funetion von x bezeichnet werden soll: so bedient man sich
hiczu der Zeichen [ Mdx oder [[M]dx. wobey man sich vorstellen
mag. dal} das Zeichen dx blo da stche. um bemerklich zu ma-
chen. welehe Zahl (namlich &) man hicbey als die frey Ver-
inderliche zu betrachten habe. So wird z. B. cine Funetion die
als die urspriingliche der 5xt 4 2y®x angesehen werden kann.
wenn in dieser letzteren x als die Verianderliche betrachtet werden
<oll. dureh [[3at + 2y3x]dx dargestellt. U. s, w.

§.5. Anmerkung. Wesentlich eben so wie hier. wird der
Begriff ciner abgelciteten auch von Lagrange. Lacroix.
Cauchy und den meisten unseren Mathematikern erkliirt. Zu
bemerken ist nur. da man den Fall. wo cine Funetion Fx fiir
cinen bestimmten Werth ihrer Verianderlichen x. entweder nur
in Bezichung auf cinen positiven. oder nur in Bezichung auf
cinen negativen Zuwachs eine abgeleitete hat. oder wenn diese
abgeleitete in jeder dieser Hinsichten einen anderen Werth hat.
bey der Bestimmung dieses Begriffes insgemein mit Stillsehwei-
gen iibergehet. Aus der hier aufgestellten Erklirung aber ergibt
sich. daB eine Function in gewissen Fillen keine abgeleitete habe.
wo Manche nicht abgeneigt seyn diirften. ihr eine soleche zuzu-
gestehen. So mochten wohl Viele der Funetion

Fx=(x2—3x+2)}" 4 (a2 —1)?
unbedenklich cine abgeleitete. namlich
(2 —5a 42 2x—5)+ 3 (a2 — 1) 2w

selbst fiir den Werth =1 zugestchen, und sagen, dal sie i
dicsen Werth =0 sey: wogegen ich mich strenge haltend an dice
cegebene Erklirung sagen mufB, daB diese Funetion fiir den
erwiahnten Werth gar keine abgeleitete habe. Denn weil 777\
hicr fiir cinen positiven sowohl als negativen Zuwachs imaginir
ausfillt: so kann auch von keiner Zahl M. der sich der Quoticnt
dIF
dx
nahet. die Rede scyn. Da ferner cine abgeleitete zuweilen nar
fir ein positives, zuweilen nur fiiv ¢in negatives A/x vorhanden
ist. oder die cine cinen ganz anderen Werth als die andere hat:

bey der unendlichen Abnahme von Ax in das Unendliche

so wiire wohl zu wiinschen, daB wir in der Bezeichnung ciner
abgeleiteten (so oft es nothig ist) ausdriicken konnten, in weleher
Hinsicht. ob in Bezichung auf cinen positiven oder aufl cinen
negativen Zuwachs. sie zu nehmen sey. Allein ich werde mich
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hiiiten, die olknehin schon zu vielen Zeichen, die man insonder-
heil fiie die Ableitungsrechnung bereiis in Vorschlag gebracht
hat. noch durch ein neues zu vermehren.

§. 4. Lehrsatz. Es gibt Functionen, welche fiir alle Werthe
ihrer Verinderlichen und bey einem positiven sowohl als nega-
fiven Zuwaehse derselben eine und eben dieselbe bestindige Zahl
zu ihrer abgeleiteten haben; und es gibt Funetionen, bey denen
dicB nichi der Fall ist, sondern die abgeleitete derselben ist
fitr versehiedene Werthe derselben gleichfalls verschieden, und
somil selbst noch eine Function der x. Manche von diesen ab-
geleiteten Functionen dindern sich innerhalb gewisser Grenzen
nach dem Gesetze der Stetigkeit, und haben wohl gar selbst
wieder eine abgeleitete; andere nicht.

Beweis. Ist die gegebene Function von Form ax; so ist

AFx _a(x4 dx) —-ax
Adx Ax -
Also die abgeleitete derselben = a fiir alle Werthe von x und
fiir ¢in positives sowoh] als negatives dx. Hiitten wir aber z. B.
Fx = ax?: so finde sich
AdFx  a{x+ Ax)* —ax*
dx Ax :
also dic abgeleitete —2ax fiir verschiedene Werthe von x ver-
schieden. An eben dieser Function haben wir zugleich ein Bey-
spic]l von e¢iner Function, deren abgeleitete sietig ist, die selbsi
noch cine andere abgeleitete niimlich 2a hat. Setzen wir, dall
[iir alle Werthe von x. << 2, Fx = x%, fiir x =2 und alle grofleren
Fx =2 seyn solle;: so hat Fx fiir alle Werthe von x <2 die
abgelcitete 2x. fiir x=2 und alle grifleren Werthe die abge-
leitete 3x2 Diese abgeleitete ist also selbst eine Funection von x,
die fiir den Werth x =2 das Gesetz der Stetigkeit hinsichtlich
auf cin negatives 4x verletzet. Denn 4Fx=F(x— 4x)—Fx
ist fiir dicsen Werth=2 (2—dx)—3.4=—8—24x, U.s. w.

§.5. Lehrsatz Fine einformige Function Fx hat fiir einen
hestimmten (einfirmigen) Werth ihrer Verdénderlichen x und
hinsichtlich auf ein bestimmtes Vorzeichen ihres Zuwachses anch
nur eine einzige abgeleitete, solern sie iiberhaupt eine hat.

Beweis. Denn ist Fa einférmig; so ist nach § 11 (Einl)

=2ax 1 adx,

anch Zx und somit auch AF x einférmig. Also kann es (nach §)

Ax
auch nicht zwey von einander verschiedene d. h. ungleiche mef-
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bare Zahlen M und N geben, denen der Werth des Bruches
dFx
dx
als man nur immer will.

bey der unendlichen Abnahme von .7x so nahe kommt

§.6. Zusatz. Fiir den Werth Jx =0 iibergehet der Quotient

o in den an und fiir sich jederzeit unbestimmien Ausdruck
x

2 8): indem, wenn dx =0 auch dFx =Fx — IFx=0 ist. llat
aber die Function Fx fiir den bestimmten Werth x und hin-
sichtlich auf dasjenige Vorzeichen, das wir beym Jx so chen
voraussetzen, einc abgeleitete d. h. gibt ¢s cine gewisse von A
unabhiingige meBbare Zahl M von der Art, da} bey der unend-

4 j&i — M <1, N wird

lichen Abnahme von 4x der Unterschied
und verbleibt: so gibt es jederzeit auch Einen und nur cinen
cinzigen Werth. nimlich M selbst, den wir dem Quotienien
,__Ll.;xx fiir /x =0 beylegen miissen, wenn man verlangt dal}
cr eine Zahl vorstellen solle, die dem Gesetze devr
Stetigkeit fiir den Werth dx=0 gehorche. Denn wenn

»

. . . ) AFx .
wir den Werth, in welchen dieser Quotient e fiiy dx =0

iibergchet. durch C bezeichnen: so fordert die Bedingung der

T AFx . ; . .

Stetigkeit. dal e ("< 1/N werde und verbleibe. wenn Ax in

das Unendliche abnimmt. Da aber bey dieser Abnahme des dx
AFx

in das Unendliche auch — M <1/N wird und verbleibt: so

Ax
crhellet, daB C= M scyn miisse.

§. 7. Lehrsatz. Wenn cin Paar Functionen fx und ox fiir
alle innerhalb gewisser Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer
Verinderlichen sich als die abgeleiteten ciner und eben derselben
Function Fx betrachten lassen: so muB8 fiir alle innerhalb a und
b gelegenen Werthe von x die Gleichung fx = gx bestehen.

Beweis. Wenn fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe
der x dic Gleichungen

Flx + dx) —Fx Fx+dx) = Fx

i S =fx+ 82, und - i

bestehen sollen; so muB fiir chen diesc Werthe auch die Glei-
chung fx+ Q, = px + 8, bestehen. Dieses ist aber, da fx und
@x sich als bestindige Zahlen betrachten lassen, wihrend £, und

= @px 4 82,
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2, in das Unendliche abnehmen, (nach 8.) nur méglich, wenn
fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe von x fx= @x ist.

§. 8. Zusatz. Fiir gewisse vereinzelt stchende Werthe
von x konnen dic Gleichungen

F(x+ dx) — Fx F(x+ 4x)— Fx

dx dAx

bestchen, ohne daB fx und @x fiir jedes x einander gleich zu
gelten brauchen. Setzet z. B. px=fx+4(x-—-1) (x—2) (x—3)...in inf.:
so konnen fx und ¢x keineswegs als ein Paar gleichgeltende
IFunctionen angesehen werden. Ist aber

F(x+4x) — Fx

=fx+ 82, und =gx+ O,

so bestehet auch die Gleichung
Fix+4x)— Fx _ Px+ 8

Ax
fiir alle Werthe von x, die in der Reihe 1,2,3,... liegen; weil
das Produet (x —1) (x —2) (x—73) in inf. fiir jeden dieser Werthe
wegfillt.

§.9. Lehrsatz. Wenn ein Paar Functionen fiir alle inner-
halb gewisser Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer Verin-
derlichen ecinander gleichgelten; so miissen auch ibre abge-
leiteten innerhalb eben dieser Grenzen einander gleichgelten.
Allein nicht umgekehrt muB, wenn das Letztere ist. auch das
Frstere seyn.

Beweis. 1. Haben wir fiir alle Werthe von x innerhalb
a und b, Fx=®x; so haben wir auch, wenn wir nur x +4dx
inncrhalb diecser Grenzen nehmen,

Fx+4dx) =D (x+ 4x);
daher auch F(x+dx)— Fx =& (x + dx) — Px
und I(x+ dx)—Fx _ @(x+ dx) — Px

o dx Ax
Bezeichnen wir nun die abgeleitete der Function Fx durch F'x,
der @x durch @'x; so soll
Fx+ dx)—Fx D(x + dx)— P

I =Fx+4+82, and — i =0 x4 Q,,

also auch F'x+ 2, = ®'x+ 2, seyn. Da nun bey cinerley x, 2,
und 2, in das Unendliche abnehmen konnen; so folgt, daB Fx=®'x
secyn miisse, und zwar fiir alle Werthe von x, dic innerhalb
a und b liegen.
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2. Dal} aber nicht umgekehrt bloB daraus, weil die Gleichung
F'x=®'x, wenn auch fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe
von x bestehet, schon folge, daB auch die Gleichung Fx= Ox
Statt finden miisse. erhellet daraus. weil auch die zwey un-
gleichen Funetionen a+ Fx und Fx einerley abgeleitete haben,
wenn wir durch a cine beliebige von x ganz unabhingige Zahl
Ada+ Fx) AFx

dx  Ax’
also die abgeleitete von beyden Functionen gewil? dieselbe.

bezeichnen. Denn unter dieser Voraussetzung ist

§. 10. Zusatz. Soll also eine Gleichung fiir alle Werthe
ciner in ihr vorkommenden Veriinderlichen x. oder wenigstens
fiir alle. die innerhalhb gewisser Grenzen liegen, bestchen: so
wird sic nicht gestort. wenn wir von beyden Gliedern derselben
die abgeleitete in Hinsicht auf eben diese Verinderliche nehmen.
Soll z. B. allgemein (1 4+ x)*=1+43x+ 3x2+ x® seyn; so ist auch
allgemein 3 (1 + x)2 =34 6x + 3x2. Nicht also wiire es, wenn einc
Gleichung nur fiir einen oder einige vereinzeltstchenden Werthe
der x bestchel, und wir die abgeleitete nehmen wollten. So ist
z. B. (x—73) (x—5)x2=(x—3) (x—5)x* fiir x=0 oder x=73 oder
x=5 ecince richtige Gleichung. Keineswegs aber wire es die
folgende: (o 5)x2 4 (x—3)x242 (x—3) (x —5)x =

=(x—73)xt+ (x —3) xt+ 4 (x —3) (x —5) x3,
welche zum Vorschein kommt, wenn wir von beyden Gliedern
der vorigen dic abgeleiteten nehmen. Denn diese letztere be-
stehet wohl noch fiir x=0, nicht aber fiir x =3 oder x=5.

§11. Lehrsatz. Wenn die Zahl W von der Zahl x, die wir
sochen als dic Veriinderliche anschen sollen, in der That un-
abhiingig ist: wie wenn x in dem Ausdrucke derselben entweder
gar nicht, oder doch nur auf cine solche Weise vorkommt, dal}
sich der Werth von W bey jedem beliebigen Werthe von x nicht
indert: wic z. B. wenn W= ic—;—ix wiire: so ist die abgeleitete
von W in Hinsicht auf x gleich 0.

Beweis. Denn nun ist, wenn wir W= Fx sctzen F(x+

- R AF
+ 4x)= Fx. also 4Fx=0 und somit auch ;xx: 0. Also gewil}
r A »4‘- .
keine andere mefbare Zahl als Null, der sich der Quotient Alxx

in das Unendliche nahet.

§.12. Lehrsatz. Wenn cine Function Fx fiir den bestimmten
Werth x in Hinsicht auf einen gewissen positiven oder negativen
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Zuwachs einc abgeleitete hat: so mul} sie fiir eben diesen Werth
von x und hinsichtlich auf denselben Zuwachs auch stetig seyn:
nicht aber umgekehrt folgt aus der Stetigkeit einer Function
fiir einen bestimmten Werth ihrer Verédnderlichen und hin-
sichtlich auf ein gewisses Vorzeichen, dall sie auch eine abge-
leitete in dieser Beziehung jhabe.

Beweis. 1. Soll Fx stetig seyn vom zweiten Grade fiir den
Werth x und hinsichtlich auf dasjenige Vorzeichen, das wir
bey Ax voraussetzen: so mulfl der Quotient

AFx _ F(x +4x)—Fx

dx Ax
bey der unendlichen Abnahme von 4dx einer bey cinerley x
bestindigen und meRbaren Zahl M in das Unendliche nahen.
Daraus folgt aber, dal auch der Zahler jenes Bruches oder die
Differenz F(x + 4x) — Fx eine meBbare Zahl vorstelle, welche
mit Ax selbst in das Unendliche abnimmt. Denn im entgegen-
gesetzten Falle, wenn dieser Zihler entweder gar keine meRbare

, e e .e . 1 . r .
Zahl darbothe. oder fortwiihrend >N verbleibe, oder von Zeit
zu Zeit > N wiirde, indem man 4x in das ‘Unendliche abnehmen

liiBi: so wiirde auch der Bruch entweder gar keine mefi-

Ax
barc Zahl vorstellen oder in das Unendliche wachsen. Nimmt
aber der Unterschied F(x + 4x)— Fx mit dx in das Unendliche
ab: so ist Fa stetig im ersten Grade fiir den Werth x und fiir

. . . AFx .
dasjenige Vorzeichen von dx, dall wir bey Pl Grunde legten.

2. DaR aber nicht umgekehrt aus der Stetigkeit einer
Function oder bloB daraus, weil F(x+4x) — Fx mit 4x in das
Unendliche abnimmt. schon auf das Vorhandenseyn einer abge-
F(x+4x)—Fx

Adx
stindigen und meBbaren Zahl in das Unendliche nahet, ge-
schlossen werden konne: lehrt uns schon das Beyspiel .der

einer bhe-

leiteten. oder darvauf, daR der Quoticnt

Funetion —1 fiir den Wert x=1, das wir §. 2. betrachteten.

1—x

8. 153. Lehrsatz. Wenn es wahr seyn soll, daB eine Funection
fiir den Werth » und hinsichtlich auf einen gewissen positiven
oder negativen Zuwachs keine abgeleitete haben soll, wihrend
sic in eben dieser Hinsicht Stetigkeit hat: so kann nur einer
von folgenden zwey Fillen Statt finden.
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AFx
wiichst bey der unend-
Ax Y

lichen Abnahme von 4x in das Unendliche; oder

Erstens entweder der Quotient

zweitens eos gibt wohl eine gewisse meBbare Zahl M. der
dieser Unterschied so nahe gebracht werden kann, als man nur
immer will, aber er bleibt nicht bey dieser Annidherung., son-
dern es gibt zu jedem dx ein kleineres, dabey der Unterschied
{ll—; — M abermahls >-l{, wird.

Beweis. 1. Einen dritten Fall kann es. weil da und JFx
doch beyde fortwithrend mebar verbleiben sollen. nicht geben.
Denn sind Jx und JFx fortwithrend meBbar. so ist auch der
Werth des Quotientes Al

Ax
es entweder eine gewisse meBbare Zahl, welche fortwihrend
grofer ist, als dieser Quotient nach seinem absoluten ‘Werthe
oder derselbe wiichst in das Unendliche. Gibt es eine mefbare

fortwihrend meBbar. und somit gibt

~

Zahl. die fortwiihrend > A%.x ist. so gibt ¢s (nach §.) auch cine M.

welehe die kleinste unter denjenigen ist. von denen gesagt
werden kann, daB allen groBeren die Eigenschaft, fortwih-

‘X

il verbleiben, zukommt. Dieser Zahl M muB

q 1

der Quotient=

rend >

P fiir gewisse Werthe von dx entweder vollig
. . A[(‘x.
gleich werden, oder so nahe treten, daBl der Unterschied | ——

kleiner als jeder gegebene Bruch ,, zu werden vermag. Denn

1
N )
bliche dicser Unterschied fortwiithrend > NS0 gibe e¢s cine
noch kleinere Zahl als M, von welcher gleicher Weise, wic von
M selbst gesagt werden kinnte, daB alle grioBeren fortwihrend

_ AdFx )
= = bleiben.
dx AdFx
Allein so klein auch der Untersehied M — e oder (was.
. R . 4F .
cbhenso viel ist) der Untersehied e M (nach scinem absolu-
ten Werthe) fiie gewisse dx werde; so mull doch andere noch
. Fx L
kleinere dx geben, fiir welche Z-J-‘;--—-M abermahls >N wird.

Denn geschdhe dicB nicht; so miiBten wir nach der Erklirung
des 8. 2. zugeben, daB Fx eine abgeleitete habe, und dal M diese
abgelcitete sey.
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2. Dalt aber jeder der beyden im Lehrsatze angegebenen
Fiille unter gewissen Umstinden eintreten konne, wollen wir
durch ein Paar Beyspiele beweisen. Nchmen wir an, daB eine
gewisse Zahl y von der Verdnderlichen x nach einem solchen
Gesctze abhiinge, daB wir fortwahrend die Gleichung y?=1—x?
haben, wo iiberdieR festgesetzt seyn mag, dall der Werth von y
nur immer positiv ist. Unter diesen Voraussetzungen ist leicht
darzuthun, daB fiir alle x, die ihrem absoluten Werthe nach
nur nicht chen > 1, sind, y eine meBbare und nur cine cinzige
Zahl sey. Denn wenn die Zeichen a, b, ¢, d, . . . beliebige wirk-
liche Zahlen, jede >1. bedeuten, und wir wihlen zu den Nen-
nern a, ab, abe, abced, ... die Zihler e, 3, 7, 9, ... nach einem

2
solehen Gesetze, dal3 (-s) Z 1 —x2, aber (11_111) schon > 1 —x? ist,

daB ferner (— b) 1 —x2, al)er( + [f-l_-l) 1 —x2, daB cbhen so
e, B 7 ) _ (2B 7"*‘1) ]
(a "ab ' abc <1 —#% aber +ab+ abe| =%
und allgemein 2_ \
(*+ab+ et b...m) =%
aber
(E +_§,,A 4t .__‘_‘_j"_l_)z> { — x2
- ab -ab...m

ausfillt: so folgt (aus §.), daB die Zcichen e, 3, 7,...p insgesammt
wirkliche Zahlen oder theilweise auch Nullen bedeuten, cin
jedes aber nur cinen einzigen Werth hat. Ferner wissen wir
(aus 8.), dal} dcr uncndliche Zahlenausdruck

° . TN
+ab+abc+ + abc...m + in inf.

cine meBbare Zahl vorstelle, und zwar nur eine cinzige und
cine solche, die an die Stelle des y in die Gleichung y2=1— x?
gesetzt, dieser Geniige thut. Ieh behaupte nun, die so bestimmte
Zahl y sey eine Function von x, welche fiir alle Werthe von
x=—1 bis x= +1 cinschlieBlich Stetigkeit, fiir alle Werthe
von x=—1 bis x= 41 ausschlieflich aber auch eine abge-
leitete habe. Weil nidmlich die Gleichung y*=1—x? fiir alle
Werthe von x bestehen soll; so mull sie auch bestehen, wenn
wir statt x, x+ dx und statt y, y+ 4y setzen, d. h. es mull auch

seyn (y+4dy)?=1—(x + dx)?
oder y: 42y dy+ (dy)=1—x*—2xdx— (dx)2.
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Hicraus ergibt sich aber durch Abzug

2 =— dx(2 v Ay = — X+ Ax) dx
Ay 2y + dy) =— dx 2x+ 4x) oder dy = S+ 4y
Diese Gleichung crweiset nun zuvorderst die Stetigkeit der
Funection y fiir jeden Werth der x von ¥ =—1 bis x=+1 cin-
schlieBlich, sofern nur in dem crsten Falle 4x positiv in letzteren
aber negativ angenommen wird. Denn fiir x=—1 ist y=0.
und Ju=(l)f—§’—§)ﬂ oder dy?=(2—4x)dx; woraus erhellet.

daBl es. wenn dx positiv bleibt. ins Unendliche abnimmt, auch
fiir 4y einen fortwihrend meBbaren Werth gebe. der gleichfalls
in das Unendliche abnimmt. Dieselbe Gleichung 4y?= (2— dx) dx
kommt aber auch zum Vorschein. wenn wir x =41 und 4x nec-
gativ nchmen. Also ist dargethan, daB die Function stetig sey.
sowohl fiir x= 41 als auch fiir x=—1. Aber auch fiir jeden
dazwischen liegenden Werth von x; denn fiir jeden solchen hat y
irgend einen von Null verschiedenen meBbaren Werth und der
Werth von gy =— (ix—tﬂ{"f nimmt hier mit 4x offenbar in
2y + 4y
~das Unendliche ab. Ja fiir jeden solchen innerhalb + 1 und —1
liegenden Werth von x hat y sogar auch eine abgeleitete. Denn
der Werth dy _ _2x+dx niihert sich offenbar dem von Ax
Adx 2y+ 4y
ganz unabhingigen Werthe -—% in das Unendliche. Fiir die zwey

Werthe x=+41 und —1 hat y schon keine abgeleitete; denn
o e . . ., 4 2—Adx
weil fiir dicsen Werth von x, y =0 ist; so ist —y=—~——-; und
Ax Ay
wiichst sonach in das Unendliche, wenn dx in das Unendliche
abnimmt, cben weil dann zugleich auch 4y in das Unendliche

abnimmt. Wir haben hier also das Beyspiel einer Function, bey

-

Fx . . . .

P mit 4x in das Unendliche wiichst.
Ein Beyspiel des zweyten Falles gibt uns die Function y.

wenn sie nach einem solchen Gesetze von x hiingt, da@ wir fiir

nachstechende Werthe von x beigeschriebenc Werthe von y haben:

weleher der Quotient

x y _x Yy
von 0 bis } x von }5 bis $3 x—75
N = . B . 8| He
» N x—% - 1 - 1 x—3%
, N & i—x



u.s. w.. d. i. wenn allgemein fiiv jeden Werth der &
d2m___ | 2211+1 —1 a2n— |

yvon - ])IS _‘22‘11—~1;T! Y=X— g

T 3.02n—1’

und fiir jeden Werth der x von
_)2!:4—1_ l _)‘2n+2_, ] l2u+2_ I

Swri o DS gmfst YT 5w X st

DaB y unter dicser Voraussetzung stetig sey cinschlieBlich von
r=0 bis a=1, sicht man von selbst. Fiir diesen letzteren Werth
aber iibergehet es (nach 8. 70.. 1. Absehn.) in L weil dieB die
Grenze ist. der sich die Ausdriicke

2211_,,1 ( 211—{—2_1

— jjé'{”_f llll(i W_ — X

X
bey dem unendlichen Wachsen von nin das Unendliche nihern.
wenn x=1 gesetzt wird. Eine abgeleitete aber hat diese Funetion
fiir den Werth =1 keineswegs. Denn da fiir alle Werthe

(l(‘l“ Xovon en__ | g2n41___ | lej
Tsw DS Toma s o=
und fiir alle Werthe der x von
3211+1 _ l 2211+2_] Jl/ ’
R Y PO S . S
lZn—{—l 22n+2 Ax

so sicht man. daB sich fiiv den Werth a=1 kein negatives dx
klein genug angeben lasse. damit der Quotient ?Z bey cinem
dicser Werthe 41 oder —1 verbleibe. wenn x noch immer
Klciner gemachi wird.

S. 14 Anmerkung. Der soeben behauptete zwey te Fall
wo eine Funetion fiir einen gewissen Werth ihrer Verianderlichen
bloft deshalb keine abgeleitete hat. weil der Quotient

Fla+ dx) — Fx

o ax
ob cr gleich fortwihrend meBbar verbleibt, doch keiner bestin-
digen meBbaren Zahl M in das Unendliche so nahet, daB es nicht
noch immer kleinere Werthe der & gibe. fiir welehe der Unter-
ehiod AFx
SCN1CC j.x )
Funetionen. dice cinem einzigen fiiv alle Werthe ihrer Veridnder-
lichen gleichlautenden Gesetze folgen. Zum Beweise fithre ich
nur wicder die schon mehrmahls betrachiete Funetion

— M wicder > N wird, — findet aueh Statt bey

¢— &) sin log (e—a) an.
tanl
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welehe fiir »=¢ und ecinen negaliven Zuwachs von x die & 2.
(I. Abschn.) erkliirte Stetigkeit ohne Zweifel besitzt; indem der
Unterschicd F(x+dx)—Fx fiir x=0, = o sin log o ist, also mil »
allerdings in das Unendliche abnimmt. Eine Abgeleitete aber
ist hier nieht anzutreffen: indem der Quotient

F(x+dx) — Fx

dx

in das Unendliche hin und herschwankt zwischen den beyden
dulBlersten Werthen +1 und —1. Sonach mégen wohl cinige in
Hrn. Cauchy’s Cours d’ Algébre vorkommende Sitze. nahmeni-
lich der Ch. 2.. §.5.: .Wenn Zihler und Nenner eines Bruches un-
endlich kleine Gréflen sind, deren Werthe zugleich mit denen der
Verdnderlichen & in das Unendliche abnehmen; so ist der Werth
dicser Funetion fiir x=0. bald endlich. bald Null, bald un-
endlieh®* — einer kleinen Berichtigung bediirfen: insofern we-
nigstens als nicht an den Fall gedacht wird, wo der Werth jenes
Bruches unbestimmt bleibt, indem er fortwiihrend zwischen
zwey Grenzen hin und her schwankt. Hr. Cauchy griindete
den Beweis seines Satzes auf die Voraussetzung, .daB eine jede
verianderliche Grofle. die mit ciner anderen zugleich verschwindet.
durch die Form kx(1+¢) sich miisse darstellen lassen, worin k
eine von Null verschiedene bestindige, oder aber eine ver-
inderliche und abermahls mit x selbst verschwindene GroBe
vorstellt?. Allcin daR sich diese Voraussetzung nicht strenge
darthun lassc. ja nicht cinmahl allgemein wahr sey, wird jencr
scharfsinnige Gelehrte gewill selbst cingestehen.

§.15. Lehrsatz. Wie dic Beschaffenheit der Stetigkeit man-
cher Function nur fiir cinen gewissen vereinzelt stchenden Werth
ihrer Verdanderlichen zukommt (8. 10., I. Abschn.): so kann auch
dic Beschaffenheit. einc abgeleitete zu haben, ciner Fune-
tion zuwcilen nur fiir cinen vereinzelt stehenden Werth ihrer
Veriinderlichen zukommen: und es ist moglich, daBl eine Function
fiir eben den einzelnen Werth ihrer Veriinderlichen, fiie welchen
sie stetig ist, auch cine abgeleitete habe.

=sinlog

Beweis. Setzet, dall Fx fiir jeden Werth von x, der von

2m
o
Werth von x aber = x sey: so zcigt sich, wie in §. 10., l. Abschn.,
daB F(x+ dx)—Fx immer nur folgende vier Werthe haben
konne;

< 1. 1 e
der Form —-ist. den Werth (1 + on ) % habe, fiir jeden anderen



X X | 1 1 1
B T T (‘ﬂﬂ)”’“ x(é'f'_z_"’)+(' +@) .

. . 2m 41 .
j¢ nach dem weder x noch x+4x von der Form ——2%*_ - sind,

oder das erste oder das zweyte oder beyde von dieser Form
sind. Hieraus erhellet, wie in §. 10., I. Abschn.. daB diese Func-
tion nur fiir den e¢inzigen Werth x=0 stetig sey. Fiir chen
diesen Werth aber hat sic auch eine abgeleitete. Denn es ist
F(x+4dx)— Fx 1

B T a— entweder =1 oder =1+ on'

und dieser letzter: Werth nihert sich bey der unendlichen Ab-
nahme von 4x. wo n in das Unendliche wiichst, dem Werthe |
in das Unendliche. Also darf allgemein 1 als die Grenze ange-
- F(x4-4x)—Fx

sehen werden. der sich der Quotient e

endlichen Abnahme von 4x in das Unendliche nahet.

bey der un-

§.16. Lehrsatz. Wie eine Function eine abgeleitete haben
kann. Beydes, sowohl fiir gewisse vereinzelt stehende Werthe.
als auch fiir cinen ganzen Inbegriff von Werthen ihrer Veridnder-
lichen so viele innerhalb gewisser Grenzen a und b liegen oder
auch durchgiingig fiir alle Werthe von x: so kann auch umge-
kehrt eine Funection einer -abgeleiteten ermangeln sowohl fiir
einen gewissen vereinzelt stehenden Werth, als auch fiir eincn
ganzen Inbegriff von Werthen ihrer Verinderlichen, so viel
innerhalb gewisser Grenzen a und b liegen. ja auch wohl durch-
gingig - fir alle ihre Werthe.

Beweis. Setzet. dafl Fx fiir alle Werthe von x, die <10
sind. =x. fiir x=10. aber =20. endlich fiir alle Werthe von x.
dic >10 sind, =14 sey: so ist fiir alle Werthe von x. dic
<10 sind, der Quotient

Fix+4dx)—Fx _(x+4dx)—x _ (

Ax Ax )

also 1 selbst die abgeleitete. Eben so findet sich fiir alle Werthe
von x. die > 10 sind,

Flx+4x)—Fx (1+x+4dx)—(1+x)

R — — X) _

d. h. auch fiir alle diese Werthe ist 1 die abgcleitete. Fiir den

Werth =10 aber ist der Unterschied F(x 4 Adx)— Fx fiir c¢in

positives Ax.  _ 4 4 (04 Ax—20 = —9 + Ax.

1.
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und fiir cin negatives /.
= (10— Jx) — 20 = — 10— _ix.

Also ist diese Funetion fiiv den Werth o= 10 nicht cinmahl stetig.
um so viel weniger hat sie cine abgeleitete. (8.12) DaB es endlich
auch Function gebe. welehe fiiv alle innerhalb gewisser Grenzen
enthaltenen Werthe ihrver Verianderlichen oder fiiv alle iiberhaupt
ciner abgeleiteten ermangeln. folgt schon daraus. weil es auch
Functionen gibt. welche nicht cinmahl stetig sind.

.07 Anmerkung, Der leiztere Theil des vorigen Satzes
widerspricht gewisser MaBen demjenigen. was Lagrange und
so vicle Andere theils ausdriicklich hehaupten. theils nur still-
schweigend voraussetzen. daB cine jede Funetion. hoehstens mit
Ausnahme einiger isolirt stchenden Werthe ihrer Veranderlichen.
fiir alle iibrigen Fille cine abgeleitete habe. s ist aber wohl
zu bemerken. daB diese Gelehrten (wie ich es aueh schon §. 5.
I. Absehn. anmerkte) das Wort Funetion in ciner viel engeren
Bedeutung nehmen. indem sie darvunter bloB solehe von einer
anderen & abhingige Zahlen versichen. welehe dureh cines der
sicben Zeichen a

a-+a. a—ax. ax, . atoa’ log a:

oder dureh cine Verbindung mehrerer derselben ausgedriickt
werden konnen. Von solehen gilt nun. was sie behaupten. aller-
dings: zumahl da es bey cinigen diecser Zeichen schon in die
Bedeutung derselben gelegt wird. dal sie Zahlen bezeichnen
sollen. die sich nur nach dem Gesetze der Stetigkeit d@ndern.
ja eine abgeleitete haben. Da ich aber (8. 1. 2. Finl) geglaubt.
dall man dem Worte Funetion einen viel weiteren Begriff an-
weisen miisse: so wird s nothwendig auch dasselbe von Fune-
tionen zuzugestehen, die nieht nur keine abgeleitete haben.
sondern selbst das Gesetz der Stetigkeit nicht nur fiir cinzelne
Werthe. sondern fiiv alle innerhalb gewisser Grenzen gelegenen
und fiir alle Werthe ihrer Veranderlichen iiberhaupt verletzien.

Allein auch Finige derjenigen Mathematiker, die den Begriff
ciner Funetion weiter und so wie ich es oben that. fassen.
scheinen geneigt zu glauben. dafd cine jede Funetion ihre abge-
leitete habe. wenn wir nur cinzelne Werthe ausnchmen. In den
_Innales de Mathématiques par J.D. Gergonne T'. 21. (1830) findet
sich p. 182 cin Versueh von Galois, der dieses darthun soll.
Da der Beweis sehr kurz ist. mag er hier wortliech folgen:
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Théoréme. Soient Fa et fa deux fonetions queleonques
. . Fx+h)—Fx
données: on aura quels que soient x et h. Floeth) —Fx = (k).
[(x+h)—fx
@ ¢tant une fonetion déterminée. et A une quaniité intermédiaire
entre x ot x4 h.

Flx+h)—Fx _
[(x4+h)—[x
en déduira F(o+h) —P.f(x+h)=Fx —P.[fx: don 'on voit
que la fonetion Fa— Pfa ne change pas quand on y change
xren x40 dou il suit qu'a moins quelle en reste constante
entre ces limites, ce qui ne pourrait avoir licu que dans des
cas particulicrs. cette fonction aura. entre & et 2+ h, un ou
plusicurs maxima ct minima. Soit k la valcur de x vépondant
a 'un d'cux: on aura évidemment k=v(P). ¥ étant une fonetion
déterminée: done on doit avoir aussi P=¢ (k). ¢ ¢tant une autre
fonction ¢galement déterminée: ec qui démontre le théoréme. —
De la on peut conelure. comme corvollaire. que la quantité
. Fx+h—FIx

pour h=0. cst néeessaircement une fonetion de x. ee qui dé-
montre. a priori, I' exisience des [onctions derivées.

Dieser Beweis ist fiir mich nicht befriedigend. Ohne Zwecifel
£ (x—l—-h)—]’x:l,. daf} man sich P als
[(x4+h)—fx
cine Zahl denke. die nicht nur von x und Ah. sondern auch von
der Natur der Funclionen. die dureh dic Zeichen F und f aus-
gedriickt werden sollen, abhiinge. DaB nun der ganze Ausdruck
Fx— Pfx scinen Werth nicht dindert. wenn x in &+ h iibee-
gehet. st riehtig: und darans folgt (wenn erst die Stefigkeit
der Funetionen Fx und fa vorausgesetzt wird) allerdings. daf?
jener Ausdruek innerhalb & und x4+ h cine oder mehrere Maxima
und Minima haben miisse. DaB aber. wenn man Eines derselben
durch k bezeichnet. évidemment cine Funetion von der Zahl P
seyn miisse, leuchiet mir gar nicht cin. Wie nimlich in dem
Ausdrucke Fx—P. fa nicht nur P vorkommi. sondern auch die
Zeichen F und [: so kinnte wohl seyn. ja es ist in der That,
daft & nicht bloB von dem Werthe der P. sondern auch von. der
Natur der Funetionen, die wir dureh F und [ bezeiehnen. ab-
hingt. Sollte man mir viclleicht entgegnen wollen. daft der Fin-
fluB, den die Natur der Functionen Fx und fx auf die Bestim-
mung von k hat. allerdings unliiugbar sey. dal man derselben
7

Démonstration. Posons. en effet. P: on

fordert die Gleichung
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aber bey der Bestimmung von A entbehren kinne. wenn man A
nur von P abhiingig seyn LiB{. weil ja P selbst schon von IF und
abhiingt: so antworte ich. es sey kein sicherer Sehluf3: .Wenn
Kk und P beyde von ciner und eben derselben Funetion Fa (oder
von zweyen Faound fx) abhangen: so miisse sich aueh &k durch P
(und P durch k) bestimmen lassen=. — So wird z. B. dic Liinge
ciner Linie s durch die Abszisse x. und die Funetion fiir dic
Ordinate y=far bestimmi: dasselbe gilt aueh von dem Fliehen-
raume P.den diese Linie mit ihrer Coordinate cinschlieBt. Kénnen
wir aber wohl sagen. dall s=y(P) oder P=g@(s) sey? —

§.19. Zusatz Die L. 875 betrachicte Funetion Fx. bey
weleher das Steigen und Fallen so vielmahl abweehsceli. daB es
zu keinem Werthe von x ¢in @ klein genug gibt. um behaupten
zu konnen. daB Fx innerhalb & und &+ o fortwiithrend wachse
oder fortwihrend abnehme. gibt uns cinen Beweis. dall cine
Funetion sogar stetig scyn konne und doeh keine abgeleitete hat
[iir so vicle Werthe ihrer Veriinderlichen, dal} zwisehen je zwey
derselben sich noeh cin dritter. fiir welehen sie abermahls keine
abgeleiteie hat. nachweisen laBi. Denn ist x ciner von denjenigen
Werthen. deren zugehorige Fx mit cinem der zu x gehorigen
Werthe, welehe die Funetion yy. ys ys. ... annchmen. genau
zusammenfiillt: soist Ieieht zu erweisen, daft es keine bestandige
dFx
R bey der unend-
lichen Abnahme von 4x in das Unendliche nahe. sondern daB3

meBbare Zahl gebe. der sieh der Quotient

dieser Quotient vielmehr in das Unendliche wachse: welches
somit heilt. als daB die abgeleiteie F'a unendlich groft d. h. gar
nicht vorhanden ist (8. 2). Zu jedem auch noch so kleinen aa
namlich liBt sich cin so grofles n angeben. dalt (3)"—(b—a)- 4dx
wird. Bezeichnen wir nun dieB (3)"=2 (b—a) zur Abkiirzung durch
e. den Unterschied aber. um welehen die zu x4+ e gehorigen
Werthe der Function g, griofler ist. als der zu x gehorige = Fa.
durch pg: so wissen wir, daB zu x+2e cin Zuwachs von y,41=134:
zu x4+ (#)*a cin Zuwachs von y,12=(2)23, und iiberhaupt zu v+ (3)«
¢in Zuwachs von yoy4,.= (3)p gehore. Da nun alle zu den so eben
genannten Werthen der a zugehsrigen Werthe oder Zuwiichse der
Funetion y, 4, auch zugleich Werthe oder Zuwiichse der Fa sind:
so sicht man. daB das Verhiiltnif2 Alx

Ax
derung von wdx alle in folgender Reibhe vorkommenden Werthe

bey allmiihliger Vermin-
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illlH(‘I]Il](‘ll l\'illlll :

58 (5\*p (5\p 5\" 3

5 a (3) a ('a) a ('a) a
Da nun (2) in das Unendliche wichst: so ist kein Zweilel. daB
auneh das VerhalmilB ]5\\ in das Unendliche wachse.

$.20. Lehrsatz, s gibt Functionen die [ir cinen gewissen
Werth ihrer Verinderlichen cine abgeleitete haben. nur riiek-
sichthich aul ¢inen positiven oder nur viicksichilich auf cinen
negativen Zuwachs, Es gibt aueh Funetionen. welehe fiir cinen
cewissen Werth ihrer Verinderlichen cine andere abgeleitete
haben e cin positives und cine andere fiiv cin negatives Vor-
zeichen von dx. Iis gibt endlich aueh Funetionen und Werthe
ihrer Verdnderlichen. bey welehen ¢ine und eben dieselbe abge-
eitete in bevden Riicksichten (d. h. fir cinen positiven sowohl
als negativen Zuwachs) Statt hat.

Bewceiso Ein Beyspiel des ersten und zweyten Falles
eibt uns schon die 8. 15 betrachicte Funetion y. die dureh dic
Gleichung y?*= 1 —a? bestimmt wird., Denn bey dem Werthe
x = —1 hat y cine abgeleitete nur fiiv cin positives . fiir den
Werth v= 41 aber nur fiir cin negatives dx. Zu cinem Bey-
spicle des drvitten Falles TaBt uns nur annchmen. dal y fiir alle
Werthe von e die 4 sind. bis zu dem Werthe a==4 cinschlielt-
lich. den Werth 3a. Tiie alle groBieren Werthe von a aber den
Werth Sa—8 haben soll. Denn bey dieser Annahme ist fiir den

Werth v=4 und fiir ¢in positives -1 der Quotient
dy P Aadx) =85 4 5
Ax A -

firr cin negatives Jx aber st
Ay S(d—dx)—5 .4

== == -")

— N —x
Dal es endlich auch Funetionen gebe. bey denen die Zahl M.

. . AdF~ . . . .
der sich der Quotient PR das Unendliche nihert. cinerley
N

Werth behiilt. wir miogen fa positiv oder negativ annchmen.
bhedarl kaum cines Beweises, So ist. wenn y=aa? ist. [ir jeden
Ady .. .
Y fiiv cin positives A
N
alx A ada)r— ax?
X

Werth von a der Quotient

= 2ax -+ a .



100

und fiir cin negatives <
Al At e
—dx
also 2ax die Zahl, der sich der Werth jenes Quotienien fiir beyde
Fille in das Unendliche nihert. '

§ 21. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fa fiir alle innerhalb
aund b gelegenen Werthe ihreer Verdnderlichen cine abgeleitete
in beyden Richtungen hat. die iiberdieB fiir alle so chen ge-
nannten Werthe der x dem Gesetze der Stetigkeit folgt: so mul
diese abgeleitete fiir jeden cinzelnen Werth von & in beyden
Richtungen dieselbe seyn.

Bew eis. Bezeichnet x cinen belichigen innerhalb a und b
gelegenen Werth: so mult es cin positives da klcin genug geben.
damit der Untersehied
F(x+dx) —Fx Py < |

A TN
ausfalle. Weil ferner wegen des Vorhandenseyns ciner doppelten
abgceleiteten die Funetion Fa (8. 12) und nach der ausdriicklichen
Voraussctzung auch ihre abgeleitete F'a selbst stetig seyn soll.
fiir jedes innerhalb a und b gelegene x: so mull es cin posi-
tives i klein genug geben. daf fiiv dasselbe und alle kleineren
Werthe folgende drey Verhiiltnisse cintreten:

F'(x —i) — F'n <

N
Flax—i)— Fa < ’\‘
Flx+dx — i) —F (x 4 dx) = v

wenn wir die Unterschiede in den drey Vordergliedern alle nach
ihren absoluten Werthen nehmen. Daher ist auch. wenn wir die
beyden letzteren Verhilinisse mit dem positiven Jx dividiren.
und von cinander abzichen

Fatdx—i)—Flx+dx) Flx—i—Fx 2.

Ax Ax TNT
was sich aueh so schreiben laBi:
Flx+dx —i)—Fx—i)  Fx+dx)—Fx 2
Ax Ax "N
Da aber F(x 4 x) — Fx .
. _ l' X<

seyn soll:
Ax AY y
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. Y e . ) . ) -
so mull auch (A i) — I (v — ) oD
—_— — [N <
Ax A
sevin und verbleiben. wenn 1 ins Unendliche abnimmi.
[, 1st nun [ =_x: so ist

v+ dv—0—Flx—i) _Fx—Fv—x)  Fo—dx)— I~

Ax WRY B — N
Also IF(xv—adx)—IFx .0

> N o :
Da nun - cben so gut wie y ine Zahl bedeutet. die ins Un-

A

cndliche abnehmen kann. wenn g in das Unendliche abnimmt:
so ist kein Zweifel. daff sieh [ir diesen FFall F'a ganz so verhalie.
wic es die abgeleitete der Fa bey cinem negativen dx soll.

2. Ist @ > dx: so wird das VerhaliniB

(x4 dx—10) — F(x—1) o 3
Ax ' N
um so gewisser bestechen. wenn wir 7 vermindern und = Ax

werden lassen. Denn die dreey obigen Verhilinisse. aus welchen
dieB letzierve flieBt, werden dureh keine Verminderung von o
cestort. Also ist auch in diesem Falle
I (x—Adx) — Fx
_*;].\'

I{‘,’x-

=

d. h. aueh hicr verhalt sich Iy wice cine abgeleitete der Faoin
negativer Richtung.

5. Ist endlieh 70 Jx: so brauehen wir nur zu bemerken,

dal unscre Funetion fiir jeden Werth von x. also auch fiir den

Werth a—i cine abgeleitete haben soll: daher sich denn auch

cin @ mubB angeben lassen klein genug. daB fir dasselbe und
alle kleineren Werthe

Flx—i4 o) — IF(x—1) " .

=1 (1) - \

wird und verbleibt. ‘

Pa wir aber. wie bereits lestgesetzt wurde. @ so klein nchmen

sottien. daf}

' (x—1)— I~

ist: so wird auch . .
Flx—itow)—I(x—i . 2
( u)) i )—l < T
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Da nun dieses Verhiltni bestehet. aueh wenn wir i und o in
das Unendliehe abnehmen lassen: so muB es aueh besichen, wean
wir dic groBeve dieser beyden Zahlen der kleineren gleich
werden lassen. Dann aber ist

Fx—Plomo) 2 Peoi—by 2
) N —w A

d. h. dic Function Fa hat cine abgeleitete aueh fiir cin nega-
tives Jx.

§. 22, Lehesatz. Wenn cine Funetion Fa fiir alle inner-
halb a und b gelegenen Werthe iheer Verdnderlichen cine abge-
leitete hat. die nur fiir gewisse vereinzelt stchende Werthe der &
deren jeder auf beyden Seiten cinen ihm niichsten hat. das Gesez
der Stetigkeit verletzet: so besteht diese Verletzung nur eben
darin. daB, wenn ¢ einen solehen Werth vorstellt. dic abgeleitete
F¢ cinen anderen Werth M fiiv cinen positiven. und cinen
anderen R fiir cinen negativen Zuowachs hat. withrend dicjenigen
abgeleiteten. die der Form F'(¢+ o) unterstechen. dem Werthe M.
dicjenigen abgeleiteten aber. die der Form F'(¢ — @) untersichen.
dem Werthe R bey der unendlichen Abnahme von o in das Un-
endliche nahen.

Beweis. Weil jeder Werth von x. fiir welehen die abge-
leitete das Gesetz der Stetigkeit verletzet. ein cinzeln stchender
seyn soll. auch auf beyden Sceiten cinen ihm niichsten hat; so
scy ¢+1 dieser niichste auf der positiven. ¢ —j der aul der ne-
gativen Seite. Fiir alle Werthe der &0 die zwisehen ¢ und e—+-i.
ingleichen fiiv alle. die zwischen ¢ und ¢—j liegen. folgt also
F'x dem Gesetze der Stetigkeit. Fiir alle diese Werthe ist daher
nach dem vorigen Satze der Werth von F'x in beyden Richtungen
dersclbe. Wire dieB also auch fiir den Werth x=¢: so wiirde
sich iiberhaupt gar keine Abweichung von dem Gesetze der
Stetigkeit kund geben. Wenn also im Gegentheil EFine Stau
finden soll: so miissen die beyden Werthe von F'e, die wir im
Lehrsatz durch M und R bezeichneten, einander ungleich seyn.
DaB aber der Werth der abgeleiteten F'(c+ o) dureh dic un-
endliche Verminderung von @ dem Werthe M so nahe kommen
konne. als man nur will, crweiset sich so. Weil M die abge-
leitete der Fx fiiv x=c und cinen positiven Zuwachs vorstelli:
so mul} cin positives o klein genug angeblich seyn, damit

Flet20)—Fe 1

2w \\
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wird. und dann ist um so gewisser

Fle4+o) —Fe M l; )
Allein “ 2
' Flet20)—Fe _ Fle+20) —Fleto) | Fleto) —Fe
o = et 2
Also mul} Fle420) —Fledto) Fleto)—Fe . 2
B "R R N 7 s
» () A

ll.ll(l wenn war F(C'+(0) —-I"(,' M ll)7i(‘h(“
. . S — M abzichen,
w

Flet20)—Fleto) . 5
o . v scyn.

(e V209) — I (¢
ﬂ(—i‘;"))a; Fleto) nithert sich dem Werthe
F'(¢+wo) in das Unendliche. Also mult aueh F'(¢c 4+ o) —M < {,.scyn.
Auf idhnliche Art erweiset sich, dal F'(c—w) — R < <, ist.

Aber der Quotient

§.23. Lehresatz. BloB aus dem Umstande, dal cine Funetion
Fx fiiv alle innerhalb a und b gelegenen Werthe ihrer Veridnder-
lichen. hinsichtlich auf ein positives (oder negatives) Ax eine
abgeleitete hat, folgt noch nicht, daB sie auch hinsichtlich aul
cin negatives (oder positives) dx cine abgeleitete haben miissc.

Beweis. Auf idhnliche Art, wie der dhnliche Saiz §. 12.
I. Absch.; so daB auch dasselbe Beyspiel hicr wieder beniitzt
werden kann. Denn ist fiir alle Werthe von a <7 2, Fx=x?, fiir
x»=2 und alle grileren Werthe aber Fx=x3: so ist fiir jedes

AFx

A<, i = 2x + dx. also 2x die abgeleitete hinsichtlich auf ein
x
. L e AFx
positives da. [Ehen so ist fiir jedes a2, e x4 3x dx 4 Ax2.

also 3a2 die verlangte abgeleitete hinsichtlich auf ein posilives g
IEndlich findet sich auch fiir den Werth =2 hinsichtlich auf
cinen positiven Zuwachs cine abgeleitete: denn es ist

AFx  @Q4dxp—28 .

T TN TS 13 0d x - At

Ax Adx
also 12 dicse abgeleitete. Unsere Funetion hat also fiir alle
Werthe der x cine abgeleitete in Hinsicht anf cinen positiven
Zuwachs. Nieht also ist e¢s bey ciner Differenz mit negativem
Vorzceichen fiir den Werth =2. Denn hier ist

AFx  (2—dx)2—2  —A4—4dx + Ax®

—Ax —x — dx
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cin Ausdruek. der scinem absoluten Werthe nach in das Un-
endliche wichst. wenn Z7x in das Unendliche abnimmit.

S. 24 Lehrsatz BloB aus dem Umstande. daB cine gewisse
Function fir alle innerhalh a und b gelegenen Werdhe ihrer Ver-
anderlichen cine abgeleitete hat. folgt noeh keineswegs. dal fiir
alle innerhalb ehen dieser Grenzen licgenden Werthe der a cine
und eben dieselbe Zahl e angeblich seyvn miisse. klein genug
1N
AN

F'a dic abgeleitete in Hinsieht aul & und fiir dasselbe Vor-

am behaupten zu konnen. dall der Untersehied — "2 (wo

zeichen mit /x vorstellt) nach scinem absoluten Werthe be-

trachtet - \ wird. ohne daB nothwendig wire 4y ¢ zu nchmen.
Beweis, Setzen wir v = [ - SO tritt (lilH'](‘ng.’;(‘. was hicr
—x

behauptet wird. cinewenn die Veridnderliche a sich dem Werthe
in das Unendliche nahet. Sehveiben wirv namlieh zur Abktivrzung
R I QAN [ (I . '

x (i) also e dic abgeleitete von

fiir x=1—1. Soll nun der Untersehied

XM= 1 —1: so isi

B
[-— .

JEN | 1 A 1
ce T e PP = — S
Ax [(1—adx) 1 2—_dx) N
1'3
werden: so muB ia NS genommen werden: cine Zahl die
N ki

offenbar klciner als jede gegebene e wird. sofern i ins Unend-
liche abnimmit. d. h. sofern sich & der Grenze 1 in das Unend
liche nahet.

§.25. Lehrsatz s ist moglich, daB cine Funetion Fa fiir
jeden innerhalb a und b gelegenen Werth ihrer Veranderlichen
cine abgceleiteie wenigstens in Bezug aul cinen positiven
(oder negativen) Zuwachs habe. und dabei doeh nieht das Gesetz
der Stetigkeit fir jeden innerhalb a und b gelegenen Werth ihrer
Veranderlichen in beyden Richtungen befolge. Wenn aber dice
Funetion cine abgeleitete hat: so mull sic allerdings auceh fort-
withrend stetig seyn in beyvden Richtungen.

Beweis, £0Sctzen wire daB fie alle Werthe von x die - 4
sind. und fiir a =4 selbst Fa=x% fiir jeden groBleren aber
Fa=a% sey: so hat Fx fir alle Werthe der & cine abgelcitete.
wenigstens hinsicehtlich aul ine Richtung. Fiir alle x4
namlich die abgeleitete 2x0 fir alle & >4 die abgeleitete 3a2
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in beyden Richiungen: fiir x =4 aber nur cine abgeleitete in ne-
gativer Richtung =2x=8: wiihrend fiir einen positiven Zuwachs

AFx _ (4+4xP—42 _ 48+ 48 dx 4 12452+ 129
Ax Ax - A -

in das Unendliche wiichst. Fiir alle diese Werthe ist diese Fune-
tion auch nicht mehr stetig. Denn 4Fx ist hier
=48+ B x4 12 4x2+ Ax3, also fortwihrend >-48.

2. Wenn aber die Funetion cine abgeleitete in beyden Rich-
tungen fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe hat: so muft
- i [“o e . . . o . .
sic auch fiir alle diese Werthe in beyden Richtungen Stetigkeit
haben. Denn giibe es irgend ecinen innerhalb a und b gelegenen
Werth v =e¢. fiir welehen die Function fiir ¢in entweder posi-
tives oder negatives o unstetig ist: so miillie F(c+ w)— Fe cin

) ) . 1 .
Untersehied seyn. der entweder nie <--;,\,- wird. so schr man

i

. ) e 1 .
auch-o vermindert. oder nieht fortwithrend < N verbleibt, wenn

man o in das Unendliche abnehmen liBt. Denn weil die Funetion
fiir alte innerhalb a und b gelegenen Werthe der x cine doppel-
scitige abgeleitete hat: so miissen diec Werthe Fe und F(c¢+ )
beyde meBbar seyn: also kann (nach 8. 2. 1. Absch.) allerdings
aufler den beyden genannten Fillen kein dritter eintreten. Allein
F(c+w)—F¢
)
ciner von © unabhiingigen meBbaren Zahl in das Unendliche
nahen, sondern er miiie im Gegentheil dureh die Verminderung

in keinem dieser zwey FKille kinnte der Quotient

von o in das Unendliche wachsen. Denn gibt es zu jedem o

. . . '~ A —1 1 - .
irgend cin kleineres. dabey Fe+ o) —Fe= v wird: so wird
1

Fie+ o) —F C= - welehes, wenn nur o klein genug ist. grofler
© oN '
als jede gegebene Zahl werden kann.

§. 20. Zusatz. Nicht umgekehrt kinnen wir daraus, wenn
uns blof mitgetheilt wird, daB cine Funetion Fx fiir jeden inner-
hath a und b gelegenen Werth ihrer Verinderlichen cine abge-
leiteie habe, ohne jedoch zu bestimmen, ob auch jederzeit in
beyden Richtungen. wohl aber beygesetzt wird, dafl diese Fune-
tion fortwihrend stetig scy: den Schluf} zichen, daB sic fiir jeden
innerhalb a und b gelegenen Werth cine abgeleitete in beyden
Richtangen habe.
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Denn setzen wir. daB fiiv alle Werthe der & von

2211_ I | . 2211+1 __l ,J L -_!21:___ |
Dam o DS g gy 0 I =N ot
fiir alle Werthe der A von
d2+1__ | o2+2_ | D242 |
"'22‘"‘4'_-]—' ill)(‘l' ])IS 22,"'+;f—' ‘N = ‘_,' _-'22" — X\

2 )
sey. dal man endlieh fiiv alle ¥ > 1, Fa= 3 hat: so zeigi uns

die Vergleichung mit dem letzien Beyspicle in 8. 70, 1 Absch..
dal} diese Funetion fiir alle Werthe der & von 0 bis 10 oder zu
jeder beliebigen groBeren Grenze sietig sey hinsichtlich auf
cinen positiven sowohl als negativen Zuwachs: ingleichen dafl
diese Funetion fiir jeden Werth innerhalb dieser Grenzen aueh
cine abgeleitete in Einer. doch nicht in beyden Bezichungen

habe. Fiir =1 ndamlich und [iir cin positives Jx gibt es hicr
24 9
: o2 2 . .
dic abgeleitete s =3 fiir cin negatives v aber keine.

§.27. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fa fiir alle inner-
halb a und a+h gelegenen Werthe ihrer Verinderlichen cine
abgeleitete F'a in beyden Richtungen. fiir den Werth x=a aber
wenigstens cine in derselben Richiung mit h. und fiir den Werth
x=a-th in entgegengesetzter Richtung hat: wenn diese abge-
leitete iiberdieR fiir alle socben genannten Werthe der x dem
Gesetze der Stetigkeit folgt: so muB cine Zahl e klein genug
angeblich seyn. um behaupien zu konnen. daB der Zuwachs Jv
nic kleiner als e genommen zu werden braucht, damit der Unicer-

Fx+4dx)—IFx

S
als cin gegebener Brueh ausfalie. so oft nur v und (x+4x) bevde
nicht auBlerhalb a und a4+ h licgen.

schied — F'x nach scinem absoluten Werthe kleiner

Beweis. Wire das Gegentheil und gibe es keine Zahl e
klein genug, dalt das so cben Gesagte von ihr gilie: so miiBten
dic Werthe von dJx. dice dazu nothwendig sind. um das Verhiilini3

Fletdy) —Fx_ 4,01

dx ) N
fiir jeden Werth von x, der nur nicht auBierhalb a und a+h liegt.
herzustellen, in das Unendliche abnehmen. Zu jedem auceh noch
so klein angenommenen dx gibe es also hier cin anderes, das
annoch kleiner ist. Wenn wir daher dureh x4, x5, x3. x4.... Werthe
der x bezeichnen, die so beschaffen sind. daB sic cin jeder inner-
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halb a und a+ h liegen, und jeder folgende immer cin x kleiner
als das des nichstvorhergehenden brauehe, um das Verhiltnif}

F (x4 dx) —-Fx_ e {
dx TN
herzustellen: so wiirden diese Werthe cine Reihe bilden. die ins
Unendliche gehet. Aus 8. wissen wir aber, dall es cine gewisse
nicht auBlerhalb a und a4 h liegende meBbare Zahl ¢ von der Art
gehben miiflie, daB cine unendliche Menge von Gliedern jener
Reihe sich dureh die beyden Grenzen ¢ und ¢ # i cinschlieBen
licBe. wo i nach seinem absoluten Werthe so klein man nur
immer will genommen werden diirfte. Hieraus folgt unmittclbar,
daf} fiir Werthe von x. dic sich dem ¢ in das Unendliche nahen,
auch der Werth von dx in das Unendliche abnehmen miiBic, um
die Bedingung F(x +x) — Fx e ’
e TPy
zu crfiillen. Denn schlicBen die Grenzen ¢ und ¢+4i. so nahe
si¢c auch cinander riicken migen, jederzeit auch eine unendliche
Menge der Glieder x4, X, x3.... in inf. zwischen sich cin: so liegt
am Tage, es miisse dieser Werthe unendlich viele geben, welehe
dem ¢ so nahe stechen. daB der Abstand kleiner als jede ge-
gebene Zahl ist. Unter diesen unendlich vielen Werthen mul es
denn nothwendig auch solehe geben, die in der Reihe xy. x5 x5, . ..
in inf. sowcit entfernt von ihrem Anfange liegen, daB ihre Stellen-
zahl griofler als cine jede gegebene ist: also Glieder. deren zu-
gehoriges dx kleiner als jeder gegebene Bruch gemacht werden
muBl. wenn die Bedingung
F(x 4 dx) — Fax 1

. C—— Iv"x .;;‘\'. -
dx N

erfiillt werden soll. Wenn aber Fa fiiv jeden innerhall a und
a+h gelegenen Werth der & eine abgeleitete in beyden Rich-
tungen, fiir ¥ =a iiberdieB eine in derselben Richtung mit h,
und fiir x=a-+h in der cntgegengesctzten Richtung hat: so ist
fiir jeden nicht auBerhalb a und a+h gelegenen Werth von ¢
cine Zahl e von demselben Vorzeichen mit i und klein genug
angeblich. damit der Unterschied

Flete—Fe . _ 1
e — P E=5N

ausfalle. Ich behaupte nun, kleiner als dieses e brauche kein dx
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zu werden. welehes zu irgend einem nur nahe genug an ¢ an-
grenzenden Werthe von a gehort, damit das VerhiliniB

Fvtdx)—Fx g !

Ax TN

cintrete. Weil niimlich der Voraussceizung nach die abgeleitete
F'a fiir alle niecht auBerhalb a und a4+ h gelegenen Werthe der x
stetig seyn soll. und weil fiir alle dicse Werthe auch dic Fune-
tion Fa selbst nach § 12 stetig seyn muBl. indem sic widrigen-
falls nicht fiir jeden der genannten Werthe eine abgeleiteie nach
beyden Richtungen besitzen konnte: so ist kein Zweilel. es miisse
irgend cine Zahl j von demselben Vorzeichen mit i angeblich
seyn so klein. dal fiir sic und alle klcineren Zahlen nachsie-
hende dreey Verhiltnisse gleichzeitig cintreten:

Ny . AT ‘
Filedj) —Fe<

| . . . e
I ((' + .’) - FC e ()‘_.\,'

Fletj+e—Fleta<

wenn wir die Untersehiede, welehe die Vorderglieder in diesen
Verhitlinissen bilden. alle naeh ihven absoluten Werthen nehmen.
Aus diesen Verhiltnissen aber folgt durch Division der beyden
letzteren mit e und Addirung

(e H — 1‘ . * 7y — ..

Flet) 'l_’_e_z.)_ Flete) + ch'_f))__li M e+ j) —F'e< Q{V .
Also auch

Fletjte—Flcte) F (c+-’))__1‘ C_. (F'(c+j)—F'¢) < Z:V':

e ¢
ingleichen
I" . H )-__’1‘ “ N A . ad —--vl",' M . Y .
‘f__‘_".l'.h‘l Fletj) _ F(e +Z’ (Pt ) —Fe) - \,'N-

Da aber auch Fle+e)—Fc ., {
i — ’v ¢ < el
e 2N
so folgt durch Addition, dafl auf jeden Fall
I"(C+vj+(’),____l_’_‘(("+j)__lq"((.+j) 1
e ' N
sey. j mag so klein genommen werden als man nur immer will.
Unter dieser Voraussetzung stellt aber ¢4 jeden belicbigen
innerhalb ¢ und ¢+i liegenden Werth der & vor: und es ist
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somit (]alur.,thau, daB es fiir keinen dieser Werthe von & cines 4x
kleiner ills ¢ bediirfe, um das Verhaltnif}
Fx+4dx)—Fx |, 1
k) —Fx

Ax .z V
herzusteljen. * v

§.28.- Le hrsatz. Wenn cine Funclion Fx fiir alle innerhalb
a und a4-h gelegenen Werthe der x cine abgeleitete in beyden
Richtungen hat, fiir x=a aber wenigstens eine in derselben
Richtung mit h, und fiir x=a+h in der entgegengesetzien
Richtung: wenn endlich diese abgeleitete fiir alle nur eben ge-
nannten Werthe der x fortwiithrend stetig ist: so besteht jeder-.
zeit die Gleichung

P
F@a+h)=Fa+ h [l"a+F' (a+ z--)+ F’ (a+ “'?)+

+F (a+ 2) 4 ot (0" M

in weleher n cine beliebige wirkliche Zahl bedeutet. dureh deren
Veermehrung in das Unendliche die Zahl & in das Unendliche
vermindert werden kann.

Beweis. Wenn die Function Fa die ehben angegebene Be-
schaffenheit hat: so gibt es nach dem vorrigen §. cine Zahl e
klein genug, um l)olmupfcn zu konnen. dall der Zuwachs dx
nic kleiner als e gcnommen zu werden braucht, damit der Un-
F(x+ dx) —

Ax {
kleiner als der gegebene Bruch N ausfalle, so oft nur x und

iersehied — I’x mach scinem absoluien Werthe
x +dx nicht auflerhalb der Grenzen a und a+h liegen. Gewild
aber gibt es auch cine Zahl n grof genug. daB der Quotient

nach scinem absoluten Werthe Z e wird. Es werden sonach.

l A .
wenn wir zur Al)kurzung_ =w schreiben, nachsichende Ver-
hiilinisse obwalten:

Fw+@kié_ph<t
w N
o D] —
F (a+"‘w)w Fla+w) —F'a+w) < 1\
F 30)—F(a42 - )
(a+ w) _w " (a-—‘—_(t{) —F (8+2(0) < {’

F(a + now) — f Fa+n—1w) —Fla+n"fo)< N
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worin ¢s uns crlaubt seyn wird, dic Vorderglieder alle nach
ihrem wirklichen nicht bloR absoluten Werthe zu nehmen: indem
wenn jener von diesem  verschieden ist, er als cin negativer
das VerhiliniB um so gewisser erfiillt. Unter dieser Voraus-
setzung aber erhalien wir dureh Addirung. wenn wir die Glieder.
die sich als gleich und entgegengesetzt autheben. weglassen und
bemerken, daB die Anzahl dieser Verhiltnisse noist

I(a+ now) _—Fa-—[1"'&-I—l"’(a+w)+1‘"(a+ %)+ ...

w
n

e +l‘"(a + il -——-I (())J ~. \"

denn wenn wirmito= n multipliziren und fiir no=h substituiren:

| [F(a + h)—l’a] _ ﬁ [1"'a+ P (a 4 h 2h

n n

)+ (a2 + o

. n—1,\] . h
.---~+l"(a+ },)J..,_-; -
n N
In dicsem Ausdrucke kann nun bey cinerley a und h durch
bloB¢ Vermehrung von n auch die Zahl N in das Unendliche ver-

groBert werden. weil die Vermehrung von n das 4x und folglieh

1 . , . . .
auch den Bruceh \ in das Unendliche abnehmen LiBt. Hicraus

ergibt sich dann, daB

Fa+h)y=Fa+ g l_l"’a + I (a + Z) +F’ (a-}— :‘:i') 4.
n—I1

_ .. ----+l"'(a+ h)]+.§l
seyn miisse.

Beyspicel Dain diesem Lehrsaize weder ausdriicklich noch
stillschweigend die Bedingung vorausgeseizi ist. daBl die Func-
tion Fa zur Klasse derjenigen gehéren miisse. welehe nach cinem
fiir alle Werthe der Veridnderlichen gleiehlautenden Gesetze
bestimmt werden: so lasset uns annchmen, daR fiiv alle x.
dic -72 sind, Fx=x2 fiir x=2 und alle groBeren Werthe aber
Fx=a%—8x412 scy. Ferner secy a=1 und h=5: so {reffen
hicr alle Bedingugen zu. weleche der Lehrsatz fordert. Die
Funection Fx hat cine abgeleitete fiir alle Werthe der x von a=1
bis a+ h=4 cinschlicBlich und nach beyden Richtungen: und
diese abgeleitete selbst ist stetig. Fiir alle <2 ist nimlich
F'x=2x bey cinem posiiiven sowohl als negativen dx: fiir
x -2 st ['a=3x2—8 gleichfalls bey einem positiven sowohl als
negativen dx: filr x=2 aber hat man fiir cin positives Ax
APy _ |2 AxP— 82+ A5) 12| — 25— 8.2+ 12]

— 1 xt -2
v A 44 64dx + Ax2.
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Also ist dic abgeleitete = 4. Und eben so findet sich fiir cin nega-
tives Ix e _(2—dx)2—|23—8.2+ 12| PR
= v ”—-Ax' =4
also die abgeleitete abermahls =4, Da nun auch 2x und 35x*—8
fitr =2 in den Werth 4 iibergehen: so ist Fx offenbar stetig.
Nehmen wir also n=10: so crhalten wir
210+ 15+16+ 19)
i(’) 10 *
3 (22242524 282 4 3124 342+ 379
UL S R
§.29. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fx fiir alle innerhalb
aund a+h gelegénen Werthe der x cine abgeleitete in beyden
Riehtungen. fiiv ¥ =a aber wenigstens cine in derselben Richtung
mit h, und fiir x=a-+h eincin der entgegengesctzten Richtung
hat: wenn wir iibeedieB wissen. dall diese abgeleitete fiir alle
socben genannten Werthe der x dem Gesetze der Stetigkeit folgt:
so gibt es jederzeit cine nicht auBerhalb 0 und 1 gelegene Zahl ¢
oder (was chen soviel ist) cine nicht auBlerhalb a und a+h lic-
gende Zahl a+pnh. bey weleher die Gleichung

Fa+h)=Fa-+h.F (a-+ph)

— 0.8 +82=739"391 4 L.

zutrifft.
Beweis. Nach dem vorigen §. ist

Fla+ h) =Fa+ Z [l«"a-*-]«" ((,+ ") + (t + ”h) P ( n ',rl:) "

| L —1
+----+I«’(a+"—n—h)]+sz.
worin & blof durech Vermehrung von noin das Unendliche ab-

nehmen kann.
/. Wenn nun (was nicht unmoglich ist) die Zahlen

Ia. l“'(z—}—h) ) ( +":lh) l"'(a—}——'—l—,F1 1)

alle cinander gleich wiiren. und es bey jeder aueh noceh so grofien
Vermehrung (lcr Zahl n blichen (etwa weil F'ax cigentlich gar
nicht abhiingig ist von a): so wire dic Wahrheit (lcssvn. was
unser Lvhr.salz fiir diesen Fall vm'duhsetﬂ aufler Zweifel. Denn
hicr wire

Fa+F (a+ ")+l"'(a+"')+l"( +-’,:_’)+

4P (a +-"':' I ) — nk"a.
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Also Fa+h)=Fa+h a4+ 8. Da nun in dicser Gleichung v gar
nicht vorkommt: so ist zu sehlicBen. daB 2==0 scyn miisse: daher
wir schlechiweg IF(a+h)=Fa-+h.I"a scizen dirfen. was mit
der Nussage unseres Lehrsatzes dibercinstimmt weil wir g aueh
=0 annchmen diirfen.

2. Wenn aber die Zahlen

Fa. I (u + fi ) I'"(a + _)’{I) .....

ungleich sind: so muB cs. weil die Funetion I7x [ir alle nicht
auberhalb a und a-+h gelegenen Werthe der v stetig seyn soll.
nach 8. 24 (1. Absch.) cinen gleichlalls nicht auBerhalb a und a-+-h
celegenen Werth «der v=p gchen. fir welehen /a4 am Grofiien.
und cinen anderen v =¢q. liir welehen F'a am Kleinsten wird.
in dem Sinne. daB es unter den simmilichen Werthen der F/a
von Ia bis I"(a+h) cinschlicBlich keinen gréBeren als IF'p und
keinen kleineren als g gibt. Unter dieser Voraussetzung be-
stehet gewild fiir jeden beliehigen Werth von n das doppelie
\erhialmiB

s ] |I<"u+1<"(a-}— /Z)+l"(a—'rl’{l)—}—1’"(a+ ”f’)+

F P n !

Ce —{—I"’(u 4 ;1 : /I)l Fq.

st daher Ioopositiv: so hat man (nach 8) dureh Multiplication
mit b und Addirung von Fa und £. wodurch das mittlere Glied
dicses doppelten Verhilimisses in IFla—+h) iibergehet

Fa+h. F'p+& -I(a+h) -Fa+h. F'q+8.
Wenn aber e negativ: so hat man (3,)

Fa4h . I"'p4+Q— [Fla+h)  Fa+h.I"q+ L.

Da jedoch & in das Unendliche abnehmen kann: so mul (ach

S.

) im crsten Falle aueh

Fa+h.I'p ~Ia+h)_ -Fa+h.I"q:
im zweyten Falle aber
Fa+h.I'p=Fa+h) - Fa+h.I"q
seyn. Also ist iberhaupt
) I (a + h)—Fa
h

Hicraus aber folgt nach 1.8 29, ¢s miisse irgend cinen innerhalb
pund ¢. folglich auch cinen nicht auBlerhalb a und a+h ecle-

gy
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genen Werth der a der sich midhin veehi faglich durveh a1 il
darstellen [ibic geben bey welehem die Gleiehung
Flath)y-—IFa

h

oder (was chen soviel ist) die Gleiehung

Fa-+h . F'(a+uah)=1a-}h)

F'(a-+uh) =

cintritd.

Beyspicl, Nehmen wire daB fie alle Werthe von v 0 8
I w2 Fiie =8 und alie groBeren Werthe aber

Pz 20— 1O -+ 04

sey: o seizen wir ferner a=0. h=4: so trift dic Bedingung des
l.chrsatzes zu. daB Fa Tur alle Werthe der v von a=0 bis
a-+h =10 cinschlicBlich cine abgeleitete in beyden Richtungen
hat. dic iiberdicl noch dem Gesetze der Stetigheit folgt. Denn
[iir alle Werthe von a8 s =240 Tiir v=8 und allc
ercBeren Werthe aber st Fa=d4x-—16: wo denn fiir v =8
bevde Nusdriiecke in cinen und ¢ben denselben Werih 16 diber-
gchen, s mub also irgend cin nicht aufBlerhaib 0 und 1 lie-
gender Werih i g angeblich seyn. der die Gleichung 1(10) =
= 00) -4 1O+ 4 erfiillet. Und so ist es auch: denn da
F0) =104, F(6) == 30: so soll 104=30 44 F"(O6+4u). IO 4-4u) =17
seyn. Nehmen wir nun o L so wire I(0-4-40) noch von der
IForm 2x. und s licBe sich allerdings kein Werth fiir ¢ angeben
der 2(6440) =17 machie. Nchmen wir aber ¢4 an: so mul}
/(64 4) von der Form 4x—10 seyn. und wir crhalten zur Be-
stimmung von 1 die Gleichung 4(044u) — 16 =17: welcher der
Werih ez

§.30. Zusatz. Wenn cine der beyden Bedingungen. cnt-

. ceniige thut.

weder die. dalt die Funetion I fir alle innerhalb a und b ge-
legenen Werthe der x cine abgeleitete in beyden Richtungen
and Tiiv den Wert a==a wenigstens cine in derselben Richtung
mit fi. lir v=a-+h aber cine in der enigegengesetzten Richtung
hat. oder die andere, dalt diese abgeleitete fiir alle genannien
Werthe dem Gesetze der Stetigkeit gehoreht, weglallt: so falli
auch dic Nothwendigkeit der Aussage weg. Denn setzen wir z. B.
fiir alle Werthe von a1 und fiiv x=1 sclbst cine Fax=x2 fiir
alle griofieren Werthe aber Fa=4x—x*-+0: so hiitte I'x cine
abgeleitete fiir jeden Werth von v, fiir alle, die << 1, die doppel-

seitige 2x, [ir alle die =1, dic doppelseitige 4 —2x, fir x=
aber nur cine abgeleitete fiir cin negatives dx. ==2: diese abge-

Q



14

leitete selbst wiirde sich Tiir alle Werthe von a0 naeh dem Gesetze
der Stetigkeit richten, weil fiir a=1 der Werth 2x mit dem
4-—2x zusammenfillt: dennoceh wiirde dic Aussage des Lehr-
satzes hier nicht Stati finden. Denn wenn wir z. B, a=0. h=2
nehmen: so gibi es keinen innerhalb O und t licgenden Werth
fiir w, der die Gleichung F(2)=F(0)4- 217 (21) erfiilli. Da nim-
lich F(2) =10. F(0)=0 isi: so miillte F'(2u) =5 scyn. Nchmen
wir nun £ 4. so ist F'2n) von der Form 2x und dev groBe
Werth derselben =2.1=2. Nehmen wir aber g7 - 1z so ist F'(2p)
von der Form 4—2x. und der grofic Werth ==4. Also in keinem
Falle F'(2u)=5. Eben so wesentlich ist dic zweyie Bedingung.
niimlich der Stetigkeit der F'x. Denn wenn wir z. B, fiir alle
A Z R Fa=at fiir alle groBeren Werihe aber Fa=2a2—64
nehmen: so hat Fax wohl fiir alle Werithe der x cine abgeleitete
in beyden Richtungen: allein diese abgeleitete selbst éndert sich
nicht nach dem Gesetze der Sietigheit. weil sie fiir alle 2 von
der Form S8—o, - 716, fiir alle & von der Form 840, 32 ist.
Wiirden wir nun a=06. h=4 annchmen: so finde sich in der
That kein Werth fiir 1. der FO0)=F(6)+4. FF'(6441) machic.
Denn es miiBte F'(O44m) =25 werden. Nehmen wir aber =23
s0 ist F'(6+4¢) von der Form 2x. also der groBic Werth =16 < 25;
nehmen wir aber g -1, so ist F/(6+4n) von der Form 4. also
der kleinste Werth 32025,

§.31. Lehrsatz, Wenn cine Funetion Fa fiie alle innerhalb
aund a-+h gelegenen Werthe der & eine abgeleitete in beyden
Richtungen hat. dic iiberdief fiir dic genannien Werthe der x
das Gesetz der Stetigkeit befolgt: wenn ferner die Funetion Fa
auch fiir dic beyden Werthe x=a und =a+ h Stetigkeit hat
fiir den crsten wenigstens in demselben Sinn mit h. fiir den
zweyten  wenigstens im - entgegengesetzten Sinne: so gilt auch
fiir diesen Fall noch die Gleichung des vorigen  Lehrsatzes:

Fa+h=Fa-+h.F(a+unh).

Beweis. Es seyen ¢ und ¢+4i cin Paar innerhalb a und
a—+h gelegene Zahlen: so hat Fa cine abgeleitete. und zwar in
beyden Richtungen nicht nur fiir alle innerhalb ¢ und e+ ge-
legenen Werthe der x, sondern aueh noeh fiir x=cund x=ea+1.
Es mul also. weil sich der verige Lehresatz hier gewill anwenden
liBt, F(e+i)=Fa+i. I’ (a4 ui) seyn und verbleiben, so nahe wir
auch den Werth der ¢ an a. den der @ an h riicken: thun wir
dieR nur immer so, daff @ und 41 inncerhalb a und a+h liegen.
Wenn wir den Unterschied e—a nach scinem absoluien Werthe
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in das Unendliche abnehmen lassen: so mull, weil die gegebence
Function Fx fiir den Werth e=a und hinsichtlich auf einen Zu-
wachs von demselben Vorzeichen mit L. stetig seyn soll, auch
der Uinterschied Fe—Fa nach seinem absoluten Werthe in das
Unendliche abnehmen. Dasselbe mul2 aueh von dem Unterschiede
Flla+ pi) — F'(a+ ni) gelten. Wir diirfen also auch F(a+i)=
=Fa+i.F'(a+ui)+ 8 schreiben. Sol der Werth a 4+ innerhalb
a und a4 h licgen. wie wir vorausgeselzt haben; so muB} i seinem
absoluten Werthe nach << h seyn. Mithin kann jede Zahl, die sich
durch e+ ui vorstellen LiBt. um so gewisser durch a4 ph vor-
gestellt werden, wenn ¢ nichts anderes als cine gewisse nicht
anflerhalb 0 und 1 licgende Zahl bedeuten soll. Wir knnen also
statt F'(a -+ ui) ohne unsere Gleichung zu storen. auch F'(a 4 ph)
scizen und crhalten hiedurch Fla4i)=Fa+i. F'(a+4 ph) - Q.
Weil aber Fa auch fiir den Werth x=a+h stetig seyn soll,
und zwar hinsichtlich auf einen Zuwachs von entgegengeseiztem
Varzeichen mit A: so muBl, wenn wir die Zahl i dem Werthe h
in das Unendliche nahe riicken. aueh der Untersehied
Fla+h)— F(a-+1i)

nach scinem absoluten Werthe in das’™ Unendliche abnchmen-
s muB also auch F(a+h)=Fa+i.F'(a + ph) + £, seyn.

Da endlich bey der unendlichen Anniherung von i an b auch
der Werth von i, F'(a+4ph) dem Werthe h. F'(a+ #h) in das Un-
endliche nithert: so diirfen wir gewill auch

Fla+hy=Fa+h. IF'(a+ uh)4 Q;
schreiben. Bestimmen wir endlich, wie es erlaubt seyn mull. den
Werth der Zahl g auf die Art, daB der Werth des Ausdrucks
Fa4-h.F(a4+uh) dem Werthe F(a+ h) so nahe tritl. als es nur
immer moglich ist. dureh dic Annahme cines Werthes fiir u.
weleher nicht auBerhalb der Grenzen 0 und 1 liegt: so sind die
simmtlichen Ausdriicke F(a+h), Faund h. FF'(a+uh) durchaus
ganz unabhiingig von i: und somit mul} auch 2. da

L=F@+h—Fa—h.I(a+uh)
ist, cinen von dem i ganz unabhingigen Werth haben. Da aber
& aul jeden Fall nur cinen Werth von solcher Art haben kann.
der bey der unendlichen Anniherung des i an h kleiner als jede
gegebene Zahl wird: so folgt, daR dieser Werth hicr kein anderer
sevn konne. als Null. Demnach ist

Fa+h)=Fa+h. F(a4+uh).

8*
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Beyspiel. Wire Fx=y cine solche Function von w, dal}
wir (wic in 8§ 15. 2) dic Gleichung y®=1—x? hitlen: so wiive

dy 0 2x4-4dx
dx T 2y +dy
welehes so oft nur y nicht eben Null ist. dem Werthe —; in
das Unendliche nahet. den wiv somit als die abgeleitete von Fx
4
anschen konnen. Fiir x=1 aber ist y==0 und — 2 j:—j wiichst

ins Unendliche. Fiir diesen Werth also hat Fa k(*m(- abgcleileloﬁ.
Gleichwohl wird sich die Formel

F(a-+h)=Fa+h . I'(a+ uh)
auch auf dicsen IFall anwenden lassen. wenn wir z. B. a=% und
h=% also a+h=1 annchmen. Hier nimlich wird

.1ia

Yer=1—x?=1—- =18,

also Fa=y =% und F(a4-h)=F({1)=0 scyn. Es ist also hin:
vcichend. wenn cin Werth fiir g angeblich ist. der :

(a4 uh)= —-%f' S
oder was eben so viel ist (Fa+wuh)?==4 d. i.

5, 2w

x* (5 '3) 9 4 120+ 4u?

e =4 oder - ZELL o —4

[—x (3 oy 16— 12u—4u?
I 5 + =
5

machit. welches abermahls moglich. Denn fiir =0 wird

9+ 12u+-4u®
16—12u—4uz 7

fiir g==1 aber unendlich groR. Also gibt es gewil} einen inner-
halb 0 und 1t licgenden Werth fiir . der der obigen Gleichung
Geniige thut.

§.52. Lehrsatz. Wenn cine Function Fa fiir alle innevhalb
a und a+h gelegenen Werthe ihrer Verdnderlichen in beyden
Richtungen, fiir x=a aber wenigstens in demselben Sinne mit A,
und fiir x=a+h in der entgegengesetzten Richtung stetig ist;
wenn ferner — hichstens mit Ausnahme gewisser vereinzelter
Werthe der x, deren Menge iibrigens auch wohl unendlich seyn
mag, wenn es zu jedem derselben nur cinen ihm niichsten
gibt, — die Function Fx auch nur abgelcitete F'x in beyden
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Riehtungen hato dic innerhalb je zwey so eben crwiithnter Werthe
von v abermahls stetig ist: so behaupte ich. daB man die Gleichung
Fla+h)=Fa+h.M
ansctzen konne. wenn o man sich unter M ocine gewisse Zahl vor-
stedit. die zwischen dem groliien und kicinsten der Werthe liegt.

welehe dic abeeleitete F'x innerhalb a und a-+h annimmt.

Beweis, Bezeichnen wirdiejenigen Werihe der a fir welehe
die abgeleiteie F'a entweder gar nichi vorhanden ist. oder doeh
das Gesetz der Sietigkeit verletzet. in der Ordnung vom kleine-
ren zum groBeren oder umeekehret durveh a - by a+ hy4- hyt
- by - hy Dy ul sowe soomiissen wir zwar voraussetzen, daB
dic. Menge der Glieder in dieser Reihe auch selbst unendlich
sevi konne: aber wir wissen doch. dalt fir alle Werthe der a
div zwisehen je zwey unmitielbar aufeinander folgenden Gliedern
der Reihe liegen. cine abgeleitete Fxin beyden Richtungen nichi
nir vorhanden. sondern auch sietig sey. Hieraus ergeben sich
rach dem vorigen S0 nachstehende Gleichungen. deren Menge
alfentalis unendlich seyn kann:

Fla-+hyy = Fa++h, . F'la-+u hy)

I a4 he) — Fla--hy) = hy Fa-+ hy 4w hy)

Fla--hy = hy-Fhg) = Flahy4hy) 4Ty (a4 Dy hy 4= pg )
to<ow. Die r-te dieser Gleichungen lautet

Fa-hy - hy 4Dy + ) --

= ATy ATy b)) A e Fla -y A= he oA hy)
widd die Addivung aller r Gleichungen gibic wenn wir die gleichen
Glicder aul bevden Seiten weglassen.

Flat+hy+ho+ hy4 - 4 h)=
=Fa-4hy. F'a-buhy) by Fa4 hy - u, hy) +
by F by b R g hy) - he i a+ by e by
Weil aber die Zahlen Ay hy kg ...k, alle von cinerley Vor-
zeichen sind: so wissen wir (aus 8. daB die Summe der Producte.
die hinter Fa sichen. gleichgeseizt werden konnen einem cinzigen
Producte. dessen cin Facior die Summe (b -+ by + by -+ 4 k).
der andere irgend cin zwischen dem groBien und  kleinsten
Werthe der Fla4npchy): Fla-+Fhi4 phy): ... u. s w. licgender
mititerer Werth ist. Dieser mitilere Werth ist aueh cin mittlerer
7w den siimmilichen Werthen. die F'x von wv=a bis x=a-h
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annimmt: also dasjenige. was wir im Lehrsatze dureh W ohe-
zeichnet haben. Wiv diivfen sonach die Gleichung

Tl aAhy bRy Fh) = Fa--(hy Dy bhy ) A

schreiben. Bey dev unendlichen Vermehrung von riibergehet aber
die Summe ke Ry A in den Werth A0 Demmnach st

Fla--h) = Fa--h. il

Bevspicel Sewizen wire daB zu nachstehenden Werthen von v
nachsichende von IF'a gehoren:

\ [N
von 0 bis | A%
. 2 da— |
2 5 4 — 5
5 4 Sy (.
4 5 1o —49
U, S, W

so ist die Function Fao von a==0 bis a-+h =5 stetig und evlill
alle Bedingungen. welehe der Lehrsawz fordert. Die sammtdichen
Werthe aber. welehe die abgeleitete 72 innerhalb a und a -+ A
annimmit. sind . 2. 4. 8. 16: der kleinste Werth also ise 1, der
groBite 16 und somit mult ¢s cinen zwischen 1 und 160 licgenden
Werth fiir W ogeben. weleher die Gleichung IF(a+-h) -~ Fa< h . M
crfiilte. wie dem aueh wirkliech ist. da I'(a--h) =51 und Fa--0.
h aber=5. also =231 =061 is1.

8.55. Lehrsatz, Wenn cine Fancetion zwever Verinder-
lichen I7(x. y) von ciner solchen Beschaffenheit ist. dal sic hey
jedem innerhalb a und b Licgenden Werthe der cinen Verander-
lichen xv bloB dureh Verminderung der andeven y. nach
ihrem absoluten Werthe kleiner als jeder gegebene Broeh wird
und verbleibtc wenn man dann g immer noch mehr verminderi:
und diese Funcetion hat in Beziehung aufl a (d. b wenn aallein
als die Veranderliche betrachtet wird) cine abgeleitete fir jeden
inncrhalb a und b gelegenen Werth der xin bevden Richtungen:
dI'(x. y)

dx
chen besehriehbene Beschalfenheit. fiiv jeden innerhallb a und b
eelegenen Werth der x dureh bloBe unendliche Abnahme von g
in das Unendliche vermindert zu werden. besitze.

so behaupte ich. dalt auch diese abgeleiiete dic nur so
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Bewceis, L DaBl es zuvirderst Funcetionen von der Ari. wice
sic hier angenommen werden, gebe, zeigt uns das Beyspiel der

Reihe 1
S R S o,
| —x

| —x
oder auch von x und P =Y betrachtet werden kann. So oft nun

\.r+] )
deren Werth = . wobl fiiglieh als cine Funetion von & und r

x innerhalb der Grenzen — 1 und + 1 liegt: so wissen wir. daB
der Werth dieser Reihe bloB durch Vermehrung von r. oder was
chen soviel heiBi. blo dureh Verminderung von y kleiner
. 1
als jeder gegebene Brueh \ werde und verbleibe. wenn wir dann
r noch immer groBer d. h. y noch immer kleiner machen.
Ist nun & ivgend cin innevhalb a und b gelegener Werih'
so mul die Gleichung
Fx+o. y) —Fa. y) (ll(.\ y)
+8
® dx
bestechen. worin bey cinerley v und y. & mit  in das Un-
endliche abnimmi: jedoch nur so. daB bey cinem geiinderten
Werthe von xoder y vielleieht cin anderes und immer kleineres
 nithig scyn konnie, um & <~ \ 2 machen. Obgleich also bey.
cinerley o d. h. bey cinerley Nenner des Bruches
Fa+ o y)— F(. y)
w

der Zithler. und somit aueh der ganze Werth des Bruches blo
durch Verminderung von y so klein werden kann. als man nur
will: so diirfen wir hieraus doch nur schlicBlen. daBl die alge-

) . dF(x. 1 ) ! ) .
hraische Summe (, . ")—{—.S& in das Unendliche abnehme: nicht
oo dF(x y) .. . .. ;
aber, dalt aueh das Glied (I y) fiir sich allein in das Un-
da

endliche abnimmt: indem ja seyn konnie. dalf durch Vermin-

derung von y. & wiichst und bey versehiedenen Vorzeichen

dF(x.y)
dx

endliche abnimmit. — Allein nach § muB es cin o klein genug

F(x,y) ..
d.;r . _flll'

beyder Zahlen und & nur ihre Differenz in das Un-

geben. um behauptien zu konnen. daft die Funetion

alle Werthe von & bis x+ o dem Gesetze der Stetigkeit gehorehe.



130

Daraus folgt aber nach 8. 29.. ¢s miisse cine nieht aullerhalh Null
und 1 gelegene Zahl p o geben. welehe die Gleichung
dF (x4 pnw. y)
dx
oder Fx+4o.y)--F.y) dlF(x-po.y)
o dx

Fix+o gy =Fxy-+o-

hervorbringt.

In dieser Gleichung mag nun der Werih von o immerhin von
der Zahl y abhiingig seyn: so lehrt sic uns doeh. daB der Werth
dF(x--no. y) )

dy
von gy in das Uncndliche abnehmen kinne. weil aueh F(a, y)
Flad+o.y)— F(x. y)

«)

von bey cinerley aund o blo durceh Verminderung

und Fxv-+ . y) also der Zihler des Bruches

bey ungeindertem Nenner. und somit der Werth des ganzen
Bruches selbst bloB dureh Verminderung von gy in das Unend-
liche abnehmen kann. Da aber bey jedem Werthe von y oder 4

wegen dF(x+po.y) dF(x.y)
dx T dx e

sevn mubB weil widrigenfalls diese Funetion sich nicht nach
dem Gesetze der Stetigkeit dandern wiirde: so muB aueh von
dF (x. y)

dx

Unendliche vermindert werden konne.

gelten. daB es dareh bloBe Yerminderung von y in das

§.54. Zusaiz. 1. \uch wenn die Funetion Fi(a. y) nichi durch
Verminderung. wohl aber dureh unbegrenzic Vermehrung
von y in das Unendliche vermindert werden kann. mult ihre

dF(x.y)

abgeleitete in Hinsieht auf & d. h. dic Funetion y diese

Besehaffenheit mic ihe gemein haben. Denn wenn gy in das Lin-
endliche wiichst. so ist dagegen y cine Zahl. die ins Unendliche

abnimmi: und F(a. y) ist cine Funciion von x und l. aul dic
sich der Lehrsaiz anwenden LBt y

§.35. Zusatz. 2. Wenn also cine Gleichung von der Form
Fx. y) == P (x. y)+ £ liir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe
der & bestehet. in weleher dureh blofie Verminderung oder Ver-
mehrung von gy in das Unendliche der Werth von & in das Un-
endliche vermindert werden kann: und beyde Funetionen F(x, y)
sowohl als @(x. y) haben in Hinsieht auf alle innerhalb a und b



gelegenen Werthe der x eine abgeleitete in beyden Richtungen:
80 hestehet innerhalb eben dieser Grenzen fiir - auch die Glei-
chung:

dFi(x. y) _ d9(x,y) + Q.
dx

dx
s0 zwar. dall durch bloBie Verminderung oder Vermehrung
von y in das Unendliche der Werth von & in das Unendliche ver-
mindert werden kann, Denn dieser Voraussetzung nach stellt
Flx. y) — @ (x. y) cine Function von x und y vor. von weleher Alles
gilt. was in unserem Lehrsatze zur Bedingung gemaeht wird. Daher
mubl auch dic abgeleitete von  dieser Funetion in Hinsicht
aul x d.h, dF(x.y)  dO(x.y)

— = Sa LIS
dx dx seyn

8.36. Lehrsatz Jede Function von der Form ax”, worin a
eine beliebige von & ganz unabhiingige meBbare Zahl. n aber
cine wirkliche Zahl bezeichnet: hat fiir jeden meBbaren Werth
ihrer Veriinderlichen a eine abgeleiteie von der Form naa =t

o ) . . Aa.
Beweis, Ist n=1. so hat man. wic wir schon wissen PRRLE
AN

also ist a selbst dic verlangte abgeleitete: welehes aueh mit
der Formel nax'—t iibereinstimmt. Ist aber no-1: so haben wir

Ax - Ax

welehes (nach ) zwischen den Grenzen nax™! und na (x4 dx)**
Liegt. Da aber der Werth von na(n4-:x)"-t dem Werthe naxt—1
in das Unendliche nahet. wenn Ay in das Unendliche abnimmit
(8.). soist kein Zweifel, daB nax! dice verlangle abgeleiteie sey.

§.57. Lehrsatz, Jede algebraische Summe zweyer Fune-
tionen Fa und @a ciner und cben derselben Verdnderlichen a.
dic beyde fiir den niimlichen Werth dieser  Verinderlichen.
and beyde hinsichtlich auf cinen positiven oder beyde hinsicht-
lich aul cinen negativen Zuwachs derselben eine abgeleitete
haben. hat auch selbst cine abgeleitete fiir diesen Werth der
Veriinderlichen und hinsiehtlieh auf eben diesen (positiven oder
negativen) Zuwachs derselben: and zwar isi diese abgeleitete
dic. Summe der abgeleiteien von  beyden Addenden néamlich
Fox und @',

Beweis, Setzen wir Fa+4&x =KW so isi

AW dFx | APy F(x+4dx)—Fx | @ x+Ax) —Px

T o T oA T A e T




Hat nun dic Fa cine abgeleitete fiiv den soeben angenommen
Werth von & und bey demjenigen Vorzeichen, das _ix hat:

Pl d®)—Fs_p g
Adx

und unter dhnlicher Vorausseizung liiv @x. auch

@ (x4 Ax)— P

SO st

X
Y P Q.

x
Daher denn aueh
JI ’x’ = PR D+ Q= F'x D 8,

woraus crhellet. daB Fx4®a die verlangie abgeleitete von
= Fa+ ®x scy.”

§.38. Zusatz Man sicht von selbst. dalt diese Schliisse aaf
cine jede belichige selbst unendliche Menge von Summanden
ausgedehnt werden kinnen und es ist also die abgeleitete vos

Fxt+Px+Ux+....ininf.=Fx-|-®x--Wa4.... ininf.

§.39. Lehrsatz Fin Product alFa aus zwey Factoren a und
Fx.deren der Eine a eine von & ganz unabhiingige meBbare Zahl.
der andere cine beliebige Funetion von & ist. welehe fiir den
so ¢ben zu Grunde gelegien Werth von & und in Bezichung auf
cinen positiven oder negativen Zuwachs cine abgeleitete hat.,
hat auch sclbst cine abgeleitete fiir cben diesen Werth von &
und hinsichtlich auf densclben (positiven oder negativen) Zu-
wachs: und zwar ist dicse abgeleitetie a. F'x. cin Product aus
dem bestindigen Factor a in dic abgeleiteie des anderen.

Beweis., Schreiben wir a. Fx=W: so ist »

AW a F(xH-dx)—a 'y

dx Ax '
Ist also der hier angenommene Werth von x derselbe, fiir welchea
Fx cine abgeleitete hat. und nehmen wir bey /x dasselbe Vor-
zeichen an. fiir welches die Fa cine abgeleitete hat: so ist

Flx+dx) —Fa

A == a4 8.
i F'a

Daher AW " »
dx 4 (F'x+8)=a.Fx1Q,.
Also ist a. Fa die abgeleitete von W ooder a. Fa. ;

§. 40. Zusatz. Aaf dhnliche Art ist auch die abgeleitete

: . Fx . .
cines Quotienten . dessen Divisor cine von Null verschiedene
C .
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. . F'a .
meBbare Zahl ist = w Denn das vorige a kann unter der nur
- 1
chen gemachten Voraussetzung auch den Factor a bedeuten.

§. 41. Lehrsatz. Auch ein Product aus zwey verinderlichen
Factoren Fx .®x, dercn jeder eine abgeleitete hat fiir cinen und
chen denselben Werth von x, und hinsichtlich auf denselben
positiven oder negativen Zuwachs, hat gleichfalls selbst cine
abgeleitete in eben derselben Beziehung. und zwar ist diesc
abgeleitetc Fx . P'x+ ["x . Px d. h. wir erhalten sie. wenn wir
jeden Factor mit der abgeleiteten des anderen multipliziren,
und diese Producte addiren.

Beweis. Schreiben wir Fx . @x=W; so ist

AW F(x+4dx) . ®(x+4x) — Fx . Px
= AR S .
Hat aber Fa cine abgeleitete =F'x und @x eine abgeleitete =&
S0 ist
F(x +4dx)— Fx D (x +.1x) — Px

=} e T @ -8,
a F'x+ £, und i D'x+ 8,

F(x4zx)=Fx+4+dx . F'x + Ax . £,
D(x+dx)=Dx +Adx . P'x +Ax . L,.
Durch Substitution findet sich also
AW _ (Fx+4dx . F'x+dx . 2) (Px+dx . O'x+ dx . ) —Fx . Px
Ax Ax :
=Mx. Px+Fx . Px+Fx. R+ Ox . L2, +

+dx|F'x . Px+F'x.Q+ P x .82 + 82,8,

Da nun die Glieder, die £, &, und dx als Factoren enthalten.

in das Uncendliche abnehmen, wenn Ax in das Unendliche ab-
nimmt: so erhellet, daB

A_I_;If: Fx . &x+F'x. Ox+ 8,

daher

und

und somit Fx .&'x 4 I"x . Px die verlangte abgeleiteic von W
oder Fx . ®x sey. :

§. 42. ZZusatz. Also muB auch ein Produet aus 3. 4.... und
jeder beliebigen nur immer endlichen Menge von verdnderlichen
Factoren eine abgeleitete haben fiir einen gewissen Werth der
Veriinderlichen und hinsichtlich auf einen gewissen positiven
oder negativen Zuwachs. wenn alle diese Factoren ihre abge-
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leitete in eben dieser Richtang haben. Soist z. B. die abgeleitete
cines Productes aus drey Factoren
Fx.Px . Or = ['A . Dy U+ Fo . Dx . Ux - Fa . Ox . Wy, U.s.w.
8. 45. Lehrsatz Eine Funetion q;': welehe cin Quotient
zweyer anderer Faund @x ist. hat cine abgeleiteie fiir jeden
Werth von & und hinsichtlich auf jeden positiven oder nega-
tiven Zuwachs. wenn in dieser Bezichung auch beyde Funetionen
ihre abgeleitete haben. und der Werth @x iiberdief unicht Null
Fa.®x —Fa.D'x .
TS “d.h. wir
crhalten sie. wenn wir dic abgeleitete des Zihlers mit dem
Nenner und die abgeleitete des Nenners mit dem Zihler multi-
pliciren. beyde Producte von cinander abzichen und dureh das
Quadrat des Nenners dividiren. '

Al

Beweis, Scehreeiben wir o H: so ist

isi: und zwar ist diese abgeleitete ==

@
e Fadn)  Fx | Fvtdy) . Px— @(x +.dx) . P
T (o) Ox D(x H:1x) . P
Also AN Flxtdx)  Ox —P(x f-4x) . Py
Ax Ax . D(a4-Ax) . Py

Setzen wir hier stait
Fx+tady)=Fx+.dx . F'x4.Ix.8,.

statt Dy +. Iv) =Px +dx . D' - a8,

und heben im Zahler und Nenner den gemeinscehaltlichen Faetor
Ax auf. und bemerken. daBl die Glieder. welehe £,. £, oder <fx
als Faetoren enthalten. in das Unendliche abnehmen: so findet
sich. so oft nur @a nicht chen Null isi.
AR Fa iy —Fa '
i e ; -|- L. .'\'H() isi
Ix (Dx)? |

dic verlangie abgeleitete des Quotienten (D-.x-'

I'j’.\' Dx o Fx D
(Px)?

‘
.

S. . Lehrsatz Jede ganze oder gebrochene ratio-
nale Funetion ist fiir alle Werthe ihrer Verinderlichen, dic
lctztere nur mit Ausnahme soleher. dadureh ihr Nenner zu Null
wird. stetig im zweyten Grade, und ihre abgeleitete ist aber-
mahls nur cine ganze oder gebrochene rationale Funetion. dice
wir nach Anweisung der in dem vorhergehenden Lehrsaize ent-
haltenen Andeutung finden kénnen. '
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Beweis, 1L Jede ganze rationale Funetion isi unter der Form
a+bx+4cexttdxdFext+. ...+ lam
enthalten: und somit ist nach Ausweis der §. 360. und 38. ihre
abgeleitete fiir jeden belichigen meBbaren Werih von x
b+-2cx +3dx? 4 dex®+ - - - - + mlamL
welches offenbar abermahls eine ganze rationale Function ist.
2. Jede gebrochene rationale Funetion unterstehet der Form
a+ bx '+ cat + dx? R ol
4 Ba+ yxFdxd 4. .. +'Tv7' ’
ihre abgeleitete also fiir jeden Werth von x, der nur den Nenner
atBx—4yx? +dx3 ... 4 Axn
nicht zu Null macht, ist nach §. 45
(b+2cx +3dx?+ - - - - 4 mlx") (a4 Bx+ yx®+ dad+ . ...+ Axr) -

R e R
_ (B 2yx 430kt - A phxe ) (@t bxtex - o L)
(a+Bx+yx2+ox3+ .-+ dxn)?

welehes abermahls eine rationale Funetion.isi.

Beyspiel. 1. Die erste abgeleitete Funetion von 8x*+3x*—5x
ist also 32x%+49x%—5; dic zweyte oder die abgeleitetie von dieser
ist Yox2+ 18x; die dritte oder dic abgeleitete von der nun chen
gefundenen 192x 4 18: die vierte 192; alle folgenden =0.

. Die abgelcitete des Producis (x2+ a) (3x2+ b) ist nach §. 4-1
3x2(3x%+ b) + (x®+ a) Ox.

2 2

5. Die abgeleitete der Function 2 fiir jeden Werth

1—
(43
von x, der nur den Nenner 14 3x—5x2 mchi zu Null macht,
ist nach §. 43

—dx (1+3x 5x%)—(1—2x*) 5—10x) __ 3 1 —2x+2x%
(14+3x—5x%)2 - (1 F3x—5x)

U. s. w.

§. 45. Zusatz 1. Jede ganze rationale Function vom n-ten
"Grade hat cine abgcleitete, dice cine ganze rationale Function
vom Grade (n—1) ist. Die zweyte abgelcitete ist somil nur vom
Grade (n—2); die (n—1)-te vom ersten Grade, die n-te schon
keinc veridnderliche sondern bloB bestindige Zahl (zuweilen
auch die Null); die (n+ 1)-te und alle folgenden sind immer und
durchgingig Null. ;
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§. 40. Zusatz 2. Nicht also ist ¢s mit den gebrochenen
rationalen Funetionen. bey welehen die Menge ihrer abgeleiteten

in das Unendliche gehen kann. So hat die Funetion _ zur crsten

. I 2 . 2.5° .
abgeleiteten — A zweyten 4 G zur dritten — o © rur vierten
2.3 ! , e ,
4= -+ s w.r woraus man bald dic allgemeine Form ersicht.

‘l) 5y -
2.5....n o
nimlich dic n-ie abgeleitete ist + 77 EICR wobey das Zeichen -
X
fiir cin gerades. das Zeichen — [iir cin ungerades n gilt.

§. 47. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fy fiiv den bestimmten
Werth ihrer Verdanderlichen. den wir soeben dureh y bezeichnen,
eine abgeleitete hat. entweder nur hinsichilich auf cinen p()su-
tiven oder nur hinsichtlich aufl cinen negativen Zuwachs oder

beyden Hinsichten zugleich: und wir betrachten nun diesc
Verinderliche y selbst als Funetion einer anderen frey veriinder-
lichen Zahl x. wobey sich findet. daB diese Function y =fx Fiir
den bestimmien Werth von x. der fx=y machi. auch cine abge-
leitete hat. und dicB zwar wenigsiens hinsichtlich aul cinen
solchen Zuwachs von x. dabey das zugehorige gy dasselbe Vor-
zeichen erhilt. in Betrelf dessen auch Fy ihre abgeleitete hat:
so behaupte ieh. daB die Funection von x. F(fx). welehe zum
Vorschein kommt. wenn wir in der Fy an die Stelle des y die
fx sctzen. gleichfalls eine abgeleitete habe fiir jeden Werth von a.
der fx=y machi. und hinsichilich auf diecselbe positive oder
negative Natur des Zuwachses, die schon erwithnt worden ist;
und diese abgeleitete ist =F'(fx) . f'x: d. h. wir erhalien die abge-
leitete einer Funetion von der Veriinderlichen y. die wir selbst
noch als cine Funetion von x betrachien, wenn wir die abge-
leitete der ersteren in Hinsicht auf das y noch durch die ab-
geleitete des y selbst in Hinsicht auf x multipliciren.

Beweis. Weil Fy eine abgeleitete in Hinsicht auf y hat,
so mufl wenigstens bey cinem gewissen Vorzeichen von Ay,

Fy+ay)—Fy _ g0

Ay =Ly

seyn. Sctzen wir y=/[x. so isl

y+dy=Ff(x+4dx). und dy=[(x+dx)— [x:

alvo FIf (3 +44)| — F(fx)
flx+dx) —[x

und F{f (x+4x)] — F(fx) = [ (x+Ax) — x| |[F'(fx) + 84|

= F'(fx) + &,
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Wenn nun auch fx eine abgeleite hat, und zwar bey demselben
Vorzeichen von 4x. das eben nothwendig ist, um das oben vor-
kommende 4y hervorzubringen: so haben wir

flx+ j.‘z‘_)_—j'x = f'x + L,.

DieB gibt durch Substitution
Pif (x4 x)|— F(fx) o Vg v g .
PN U2 _ ) 1)+ ) = ) S -2
woraus erhellet. daB F'(fx).f'x die abgeleitcie von F(fx) sey.
Beyspiel. Die abgeleitete der Function
(a+bx+ex2+ ... 4 Ixm)n
witre sonach, wenn wir a4 bx+ cx?+ ...+ [x" als y betrachten.
n(a4+bx+ex?+ .-+ lxm)y=1(b+2ex + - -« - + mlx™1):
z. B. dic abgeleitete von
(4x2 4 5x%3 gleich 3 (4?4 5x4)? (8x + 20x%) u. s. w.
.48 Anmerkung. DaB die im Lehrsatze gemachte Be-
schrimkung, betreffend dic positive oder negative Natur des
Zuwachses. fiir welchen die abgeleitete von Fy und fx Stait
finden. nicht iiberfliissig sey. obgleich man sie insgemein weg-
ki, isi leicht durch Beyspicle zu zeigen. Nehmen wir, dafl Fy
fiir cinen bestimmten Werth von y nur eine abgeleitetc habe
hinsichtlich auf cin negatives 4y. wenn Fy=(1—y)? wire. fiir
y=1: sctzen wir ferner, dall y ein solcher Werth von x, fx sey.
welcher bey demjenigen Werthe von x. der fx=y machi. nur
cine abgeleitete fiir ein positives Zx habe: und daB aus diesem
. .- . 5.
nur ein positives dy hervorgehe, wie wenn y=4x? + (x2—1)* ist:
so wird F(fx) fiir den chen bestimmten Werth. der fx=1 macht.
hicr v=1 gar keine abgeleitete haben. Unter dieser Voraus-
sctzung ist nimlich
N > — L
F({fx) =1 —4x* F (22— 1)2|3,
welehes fir =1 zu Null wird, fiir x=1}+da aber imaginér ist.
man mag bey ./x das obere oder untere Vorzeichen gelten lassen.
Wer gewohnt ist. das Dascyn einer abgeleiteten iiberall anzu-
nehmen. wo die gewihnliche Regel des Differenzirens nur keinen
imaginiiren oder unendlich groflen Ausdruck hervorbringt. wiirde
hicr cine abgeleitete zu finden glauben: denn er erhielte
—_ 13 —_ L
I —doet F (02— DI [— 8 F 3 (6" — D],

welehes fiir x=14 in den Werth 0 iibergehet.
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Y, 49. Zusatz 1. Da wir die abgeleitete ciner Funciion {'y
in Hinsicht auf y nach der zweyten in §. 2 gelehrten Bezcich:

. d.Fy .
nungsweise durch --T-J darsicllen und die abgelcitete von y

. _ . < di } . ) . "r
in Hinsicht auf x durch (1'{_: so wird die abgeleitete von Fy == F(fx),

wenn wir & als frey verdnderlich betrachien d. .
d.Fy ( _d.F(fx)\ _d.Fy dy

dx dx dy dx
geschrieben werden kénnen.

§.50. Zusatz 2. Der Lehrsatz erinnert dureh seine Achn-
lichkeit von selbsg an den des 851 (1. Abscehn.). wo von der Stetig-
keit des cersten Grades gesprochen wird., Wie aber dort schon
angemerkt wurde. dal man wohl von der Stefigkeit der heyden
Funetionen Fy und fx aul die Stetigkeit der F(fa). nichi aber
umgekehrt von der Unstetigkeit ciner der Funetionen Fy. fx fiir
cinen gewissen Werth ihrer Verinderlichen sofort aueh auf die
Unstetigkeit der F(fx) fiir dicse Werthe sehlieflen diirfe: so gilt
dasselbe auch bey der Stetigkeit des zweyten Grades. So hat

2
z. B. l"‘_y-:-é-vy-—— kcine abgeleitete fiir den Werth y =a: setzen wir

b . L
aber y=fx=-—x-'--f cine Function. die fiir x=0 keine abgeleitete

hat; so findei-sich, dal
| b2 . b?
Fi)= (o 7] e
* X

schon fiir zwey Werthe von x keine abgeleitete hat. ndmlich

. b

fiir den Werth x=- der y=a macht und fiir den Werth x==0,
b . .. L g e '

der fx= . unstelig macht. Wiire dagegen wice in 8,33 (1. Abschn,)

Fy:li—ya und y:fx::l, so hittte I'(/_x): .xi_i nur fiir den

cinzigen Werth x =1 keince abgeleiwete.

§.51. Lehrsatz. Wenn dic Gicizthung y=/[x fiir alle inner-
halb a und b gelegenen Werthe der x bestehet: fiiv eben diese
Werthe bestehet aber auch die Gicichung x=qy: und wir finden,
daf} fx fiir irgend cinen innerhaly a und b gelegenen Werth
der x eine abgeleitete fx hat, wenigsiens hinsichtlich auf cinen
positiven (oder negativen) Zuwachs von x: so hat auch die Fune-
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tion @y eine abgeleitete fiir den Werth y und wenigstens hin-
sichtlich auf einen (positiven oder negativen) Zuwachs von y,
sofern nur f'x nicht eben =0 ist; und zwar bestehet die Glei-

, 1
('-hl]!]g Yy =f,"£"

Beweis. Hat fx einc abgeleitete fiir den Werth x und hin-
sichtlich auf einen positiven Zuwachs; so muf}

f(x +Ax)—fx
Ax
seyn. Weil aber die Gleichung fx =y fiir alle innerhalb a und b
gelegenen Werthe der x bestehet; so miissen, wenn wir nur x
und x+ dx innerhalb dieser Grenzen nehmen f(x+4x)=y+4y
und f(x+4dx) —fx=4dy; und weil eben so x=¢y seyn solle
auch x+dx=9(y+ dy) und dx=9(y 4+ dy)— oy seyn. Die Ver-
bindung dieser Gleichungen gibt
Py+4y)—oy _ dx __ 1
Ay T fxtax)—fx T [+

=f'x+£,

welches sofern nur f'x nicht =0 ist, =i,-_,1&+.$2, gesetzt werden

kann. (8.). Aus dieser letzteren Gleichung ist aber zu ersehen,
dall auch @y eine abgeleitete habe, wenigstens hinsichtlich auf
einen Zuwachs von solchem Vorzeichen, wie ihn 4y hat, und

zwar bestehet die Gleichung qa'y=i%c-

Beyspiel. Ist y=fx=£-, so ist dagegen xztpy-——-a; und
weil fx eine abgeleitete hat fiir jeden Werth von x, ger nur
nicht Null ist, niimlich f’x=—.’%; so mul} auch @y eine abge-
leitete, nimlich ¢’y = :—_ng fiir jeden Werth von y haben. Und es

e s a _ 1 _ o x?
bestehet die Gleichung Ty e a

§.52. Erkldrung. Ganz in demselben Sinne wie im §. 38.,
(I. Abschn.) von einer Stetigkeit des ersten Grades bey Fune-
tionen mehrerer Verinderlichen gesprochen wurde, bediene ich
mich dieser Redensarten auch von der Stetigkeit des zweyten
Grades; und sage also z. B. daB die Function F(x, y) stetig im
zweyten Grade sey oder eine abgeleitete habe fiir ihre beyden
Verinderlichen x und y wenigstens fiir diesen bestimmten Werth

derselben und hinsichtlich auf einen positiven oder negativen
9
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Zuwachs, wenn F(x, y) eine abgeleitete hat in Hinsicht auf x
fiir den bestimmten von x, und fiir jeden von y, der nicht auBler-
halb der Grenzen y und y + 4y liegt; und eben so cine abge-
leitete in Hinsicht auf y fiir den bestimmten Werth von y und
bey jedem von x, der nicht auflerbalb der Grenzen x und x4+ 4x
liegt, u. s. w.

§.55. Lehrsatz. Wenn eine Function F(y, z,...) mchrerer
Veriinderlichen y, z, ... cine abgeleitete hat zuvorderst in Hin-
sicht auf die Veridnderliche y fiir den bestimmten Werth y, so-
dann in Hinsicht auf die Veriinderliche z fiir den bestimmicn
Werth z u.s.w.immer zum Wenigsten hinsichtlich auf einen posi-
tiven oder auf einen negativen Zuwachs: und wir betrachten nun
diese Veriinderlichen y. z,... selbst wieder als Functionen von einer
einzigen frey Verinderlichen x, nimlich y =fx, z=9¢x u.s. w. und
diese Functionen haben fiir denjenigen Werth von x, der fx =y,
@x = z macht, insgesammt ihre abgeleiteten in Hinsicht auf x aber-
mahls wenigstens fiir einen solchen Zuwachs von x als erforderlich
ist. um iny und zZuwichse von cinem solchen Vorzeichen zu er-
zeugen. in Betreff deren die erwihnten abgeleiteten Statt finden:
so behaupte ich, daB auch die Function von x, in welche F(y, z. . . .)
iibergehet, wenn wir fiir y, z.... beziehungsweise fx, ox. ...
setzen. eine abgeleitete habe fiir jeden Werth von x, der nur
fx=y, px=1z,... macht: und zwar sey diese abgcleitete

d.Fly.z..) dy d.Fly.z...) dz

dy dx dz “dx

+ ..

d. h. man findet die abgeleitete einer Function F (y, z,...) mehrerer
Verinderlichen y, z, .. .. die selbst noch als Functionen einer ein-
zigen frey Verinderlichen x betrachtei werden, wenn man die
abgeleitete von dieser Function in Hinsicht auf jede Verinder-
liche y, z,... so nimmt, als ob dieselben von einander unab-
hiingig wiiren, sodann mit der abgeleiteten ihrer Veriinderlichen
selbst hinsichtlich auf x multiplicirt und (hcsc Producte zuletzt
in eine Summe vereinigt.

Bewecis. Es wird geniigen, den Satz nur fiir den Fall zweyer
Verianderlichen y, z zu beweisen. Hier ist nun offenbar

AF (y,2z) _ F(y+4dy, z+4z) — F(y, z)
dx Adx

und der letztere Ausdruck kann auch
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_Fy+dy,.z+42)—F(y+4dy,2)+F(y+4y.z) —F(y.z) _

Adx
_Flyt+dy.2) —Fly.2) Fy+dy, z+4z)—F(y +4y,: Z)
- Adx Adx
_Fly+4ay,2—F(y,2) {_1_,!4+F(y+dy, z+dz)—F(y+4dy.z) dz
Ay dx Az dx

geschrieben werden.

Allein Fly +Ay2z)—ﬁ(y :2) ist. weil dic gegebene Function
: d.F(y.2)
T dy

F(y, z) eine abgeleitete in Hinsicht auf y hat. = + L,,
und 5—‘1 ist, weil y auch eine abgeleitete in Hinsicht auf x hat,
=%‘ch +&,. Also das Produect
Fly+4y,z)—F(y.z) 4y _Td.F(y.2) ][dy ]__

Ay T T Adx dy + & d &=

_d.F(y,z) dy
T dy daé+
Weil dic gegebene Function F(y. z) cine dbgeleltete auch in Hin-
sicht auf z haben soll; so mul}

F(y,z+42) — F(y. 2)

Ax
einer gewissen (bey einerley y) bloB von z abhiingigen mefbaren
1. d.Fy, z
Zahl, niimlich der d(y d )so nahe kommen, als man nur immer

will, wenn wir nur 4z klein genug nehmen, und so sehr wir
es dann auch noch ferner vermindern. Weil aber die Function
F(y., z) auch in Hinsicht auf y stetig seyn mul}; so ist es moglich
den Zuwachs 4y (folglich nur durch Verminderung von 4x. und
somit auch 4z) so klein zu machen. daf}

Fy+4y, z+4z) — F(y+4y. z)

Az
dem Werthe von Fy, z-+42)— F(y. z_)_’
Adz
und somit auch dem von d(y’ 2) so nahe kommt, als man nur

immer will. Wir diirfen daher

Fly+dy z+42) —F(y+dy,2) _d.F(y. z)

Az dz + 4

9*
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dz

A
schreiben; und da auch —Z— dx + Q; ist: so erhalten wir

Fy+dy, z+4z)—F(y+4dy,z) Az [d F(y.z) ][dz +-Qs]

Az “Ax dz 1
_d.F(y,2) dz
- dz “dx + Qs

Als - n
SO AF(y. 2) _ d.F(y,z) dy  d.F(y,2) (IZ+Q

Ax dy dx dz dx

Mithin ist

dy dx’  dz dx
dic abgeleitete der F(y, z).

d.F(y,z) dy , d. d.F(y,z) dz

Beyspicl. Wire F(y, z)=yiz; so hiitte man
d.Fly,z) _ —2z . d.F(y,z) _ 2y
dy (y—2z)? dz — (y—2)

fiir jeden Werth von y und z, dabey nur y—z nicht aber =0
wird. Wire nun ferner

'x?— a? bix
y=—"%" T erat
so hitte man dy a4 x* dz _ b*(a>—x?)
dx~  x®  dx (x*+a?)?

fiir jeden Werth von x, mit Ausnahme etva von x=0. Also muf}
auch, hochstens mit Ausnahme des Werthes x =0 und derjenigen,
die y—z=——————bzxa—i‘ y+z

x(x%+ a?) y—z

zu Null machen, die abgelecitete von

in Hinsicht auf x seyn
dy dz
B 2z dx +2y Y dx _ —2b% (at+ x)
(y—z) (x*— b2x®— ad)®
§. 54. Anmerkung. Die Nothwendigkeit der angebrachten
Beschriinkung, ndmlich derjenigen des 8. 48. leuchtet auch hier
wieder ein. So hat z. B., wenn wir F(y,z) =y .z und y = (x2—1)%,
z=(x*—3x+4 2)} setzen, F (y,2) = (x*—1)}. (x®*—3x+2)} keine
abgeleitete fiir den Werthx = 1, weil der Ausdruck F(y +4y,z + 4z)
fiir ein positives sowohl als negatives 4x imaginir, namlich
=(+ 2dx + Ax})} . (F 4x + 4x?)? wird. Man wiirde also irren,
wenn man bloB aus dem Umstande, weil
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d.l"(y,z), tl.F(y,__z), dy dz

dy dz  dx’ dx
alle reell sind; sofort den SchluB ziehen wollte, dal auch
d.F(y,z)
dx

reell seyn miisse. Uibrigens behaupte ich keinerdings, da} der
Satz umgekehrt werden konne, und daB} fiir jeden Werth, fiir
welchen eine der nur eben genannten abgeleiteten fehlt, auch

die abgeleitete d_d‘(;cy_,_Z_) fehlen miisse. Das Beyspiel des Lehr-
3__2
satzes selbst beweiset das Gegentheil. Denn obgleich y =x—x—§L

fiir den Werth x =0 gewill keine abgeleite hat, so hat doch
xt4 bix?__at
P2 = i
eine abgeleitete fiir den Werth x =0 hinsichtlich auf ein posi-
tives sowohl als negatives 4dx; fiir beyde Fille findet sich
niimlich
Fly+4y,z+44z)—F (y,z) _  ~ 2b*4dx

Adx Ax*—Db* Ax® —at’

also die abgeleitete =0.

§. 55. Zusatz. Wenn F(x,y,z...) eine Function mehrerer
Veriinderlichen ist, darunter wir eine x als unabhingig, die
iibrigen y,z... aber als von ihr selbst abhingig betrachten: so
erhalten wir die abgeleitete dieser Function in Hinsicht auf x,
wenn wir zuerst die abgeleitete von F(x,y,z,...) in Hinsicht
auf x nehmen, als ob sich x ohne die y,z... verindern konnte,
d. h. als ob y,z,... bestindige Zahlen wiren; dann eben so die
abgeleitete von F(x,y,z,...) in Hinsicht auf y, auf z..., immer
als konnte jede derselben fiir sich allein sich @ndern, wihrend
die iibrigen alle samt x unverindert bleiben; jede von dieser
Abgeleiteten, sodann auch noch mit der abgeleiteten ihrer Ver-
dnderlichen als einer Function von x betrachtet multipliciren,
und alles addiren. Wire nidmlich nebst y, z, ... auch x noch
abhingig von einer andcren frey Verinderlichen u; so wire
der Fall des Lehrsatzes vorhanden, und wir erhielten die abge-
leitete von F(x,y,z....), wenn wir die abgeleitete in Hinsicht auf
X,Y,2,... suchten, wie eben angegeben wurde, und jede noch
mit der abgeleiteten ihrer Veridnderlichen in Hinsicht auf u
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multiplicirten. In dem gegebenen Falle aber ist x mit u einerley,
also die abgeleitete von x in Hinsicht auf u gleich 1. Dicjenige
abgeleitete, die wir von F(x.y.z....) erhalten, wenn wir blof} x
als verinderlich ansehen, brauchen wir also bloB dureh 1, d. h.
gar nicht zu multipliziren.
Beyspicel. Wire
. X3y —y®z®+ az®,
Iv (.x. Y, Z,) — ____-!__ZrQ.__é_. . M
: at+x

und y,z abhiingig von x. x aber frey verinderlich; so wire die
vollstindige abgeleitete dieses Ausdruks

(a%+ x?)? T atta? dx
—2y’z+3az® dz
a?—+ x2. dx

_ (@t af)aty— 2wy —y®2 +azd)x | xP—2y.2% dy

2 2
Tee a ——‘x .
Wiire nun y=0+x, z=——""
.. dy dz a?
S0 wiire I =1 o= —1—",
dx dx x

also dic vollstindig abgeleitete nun

2864+ x) —x(64 x)2 (a2 —x?%)% 4 a(a?—x?)°

x3 (a2 + x2)
_3x*(6+x)  ,x(0+ x)—x(6+ x)*(a*— %)+ a(a®—x?)° n
- a4+ x? = xz(az_l_xz)z
x3—2(0+ x)(a®*—a?)? Ga(a®—x?)?—2x(6+ x)2(a?—x?)
B
__ 3a*(a®—x?)P—2a%x(0+ x)® (a®—x?)
24 T )
S. 56. Lehrsatz. Wenn eine Function zweyer von einander

unabhiingiger Veriinderlichen F(x.y) eine abgeleitete sowohl in

Hinsicht auf x als auf y hat, dl'((l.a;,y), dF((;;,y); beydes zum

Wenigsten fiir diejenigen Werthe der Verinderlichen, die wir
so eben durch x und y bezeichnen und in Bezug auf einen po-
sitiven oder negativen Zuwachs; wenn ferner die abgeleitete in

dF (x.y)

Hinsicht auf x oder — g noch eine abgeleitete in Hinsicht
auf y, namlich :
q4F (>.y)
dx



hat. und zwar in Bezug aufl denselben positiven oder negativen

. dF (x.1 . . .
Zuwachs. der bey - (I -Y) zu Grunde liegt: wenn endlich ehen
di
, R A , dF (x.y) ,
so die Abgeleitete in Hinsieht auf y oder dy noch cine
abgeleitete in Tinsicht auf & namlich
dF(x.y)
d -
dy
dx

hat. und zwar in Bezug auf densciben positiven oder negativen
(I I (x.y)

Zuwachs. der bey e Grunde lLiegt: so behaupte ich,

daB dicse letzieren zwey abgeleiteien

[(II(.X y) [(l]‘( y)
- ([\ lln(l (Ilj
dy dx

cinander gleich sind.

Beweis. Weil I'(x,y) cine abgeleite hat in Hinsicht auf x,
wenigstens in Bezug auf einen gewissen positiven oder nega-
tiven Zuwachs: so mull. wenn wir diese dureh Ax bezeichnen,

dF (x.y)  Flx+dxy)—1F(xy)

= sy Ny o
dx Adx &

Nach der 8. gegebenen Erklarung muld aber diese abgeleitete auch
noch bestchen. wenn wir statt y.y + Ay seizen: also ist auch,

dF(xy+dy)  Fx+dxvy+dy) —F(xy+-1y) o
dx Ax =
In diesen Gleichungen bezeichnen &, und £, e¢in Paar Zahlen,
dic mit -Jx in das Unendliche abnehmen. Es ist daher durch
Abzug und Division mit Jy

dF(x.y —l—Jy) dF (x.y)

i (Ix T dx
Ay o
Fx+4dxy+ay)—F(x.y +dy) —F (x4 dx,y) + I (x.y)
= - + QB~
AdxAdy
) o, — &, .
wenn wir statt - Ty -da es bey einerley 4y durch bloBe Ver-

minderung von a in das Unendliche abnehmen kann, £,
schreiben. Es ist aber das Glied linker Hand dieser Gleichung,
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) ) e . . d Fx.y)
nichts anderes als die Differenz der Funetion _—;ITL wenn

y um Jy wichst. getheilt dureh “y: also vermog der Voraus-
setzung des Lehrsatzes

PLACRY))
dx
_ — (l'l/ . _['— ‘S&;.

Wir erhalten sonach
<t dI(x.y)
TN Fx+adx.y+Ady)—F (v y+dy)— 1 (x+dx.y)+F(x.y)
R —— + 82,

([l/ Ax . 4][/ °

(1)
wenn wir 8, —8,=8; setzen. Aul ahnliche Arvt ist
dF(x.y) _ Fx.y+4y) —F(x.y)
dy Ay

+ &2
und
dF (x4 -dxy) . [’7(3« + dxy+ Ady) — iy dxy)
dy B Ay
und durch Abzug und Division mit dx

dF(x+dx.y) dF(x.y)

+ 8.

dy dy
e =
Fx+dey+dy)—F(x+dx.y)—F(x.y+dy)+ (v y) +o,
dx.dy
82— 82,

wenn wir statt —— nur g schreiben, weil & und £, bey

e
einerley Ax dureh bloBe Verminderung von 4y in das Unend-
liche abnehmen konnen. Da ferner das Glied linker Hand

1([[ (x.y)
(11/
dx
ist: so erhalten wir dF (x.y)

l*(llj -

dx
[(.x-f—zjvx y—f— Ay) — [ (x + A y)A/ (x, y—{—dg)—{—l (x.y)
Ax Ay + &y
Die Vergleichung der beyden Gleichungen (L) und (B) zeigt. dal3
dF(x,y) dI'(x.y)
d-
dy (11/
dy o dx

— 4 82,

d-




secyn miisse: weil sich die Glieder rechter Hand nur durch cin
&£ unterscheiden.

§. 57. Anmerkung. Man kinnte versucht seyn. zu glauben.
daB aus dem Vorhandenseyn einer abgeleiteten von F(x.y) in
. . dF (x.1
Hinsicht aul x oder dF (. y)

dx
abermahls in Hinsicht aul y
dI'(x.y)
o —>"2
dx
dy
sofort auch auf das Daseyn ciner abgeleiteten von F(x.y) in Hin-

dF(x.y)

sicht aul y oder Ty geschlossen werden diirfe. So ist es aber
]

und eincr abgeleiteten von dieser

nicht. Denn wenn z. B. F(x,y) =x2y+/1—y ist: so gibt es fiir

‘ . dF(x. . . .
den Werth y=1, wohl ein %Z) namlich 2xy?: ingleichen
auch cine abgeleitete von dieser abgeleiteten in Hinsieht auf y
namlich

g x-y)

dx PR
dy XY.
Allein cine abgeleitete von F(x.y) in Hinsicht auf y fiir den
Werth y=1 gibt es in Wahrheit nicht: indem

dF(x.y) 5 s, !

dy

) 5,2 L
= 2 J p———py—
2)1—y
fiir y=1 unendlich groB wird.
§. 58. Zusatz. Da aul ihnliche Art auch noch erwiecsen
werden kann. daB unter ahnlichen Einschrankungen, wie die im
Lehrsatze angegeben sind. ’

gy dFx.y.2)

dx dz
d- dy d  dx
dz o dy

sey: so crhellet. daB es iiberhaupt gleichgiiltig sey. in weleher
Ordnung die abgeleitete von einer und eben derselben Funetion
mehrerer Verinderlichen genommen werden moge. Daher be-
stehet z. B. die Gleichung
dPlF(x.y.z) Pl (x.y.2)
dxdydz — dzdydx

u. s. w,



§. 59. Lchrsatz. Wenn ein Paar Functionen dieselben ab-
geleiteten fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe ihrer
Verinderlichen haben: so kann ihr Unterschied fiir irgend einen
innerhalb eben dieser Grenzen gelegenen Werth ihrer Verinder-
lichen hichstens in einer von & selbst unabhiingigen bestindigen
Zahl bestehen.

Beweis. Wenn Fx und @x fiir alle innerhalh a und b ge-
legenen Werthe der x einerley abgeleitete fx haben; so ist nach
§. 28, wenn wir x und h+x innerhalb a und b nehmen,

F(x+h)—Fx=

[f.x+/(a+ )+f(x :)+-----+f(x+£~:—lh)]+91,
O(x+h)—Px= )

[fx+f(x+ Y+ (= ’:—)+-----+f(x+—«-~h)]+szg,

wo £, und &, durch die Vermehrung von n in das Unendliche ab-
nehmen konnen. Hieraus ergibt sich (nach §.), daB F(x 4+ h)—Fx =
=0(x+h)—®Px oder F (x+h) ¢(.x+h):l'.x—¢x seyn miisse.
Setzen wir nun fiir ¥ einen bestindigen innerhalb a und b ge-
legenen Werth ¢, wiithrend wir h willkiirlich doch immer so
abindern, dafl ¢+h einen innerhalh a und b gelegenen Werth,
den ich durch x bezeichnen will, darbietet; so sehen wir, dal3
Fa—®x=Fc—®c eine bestiindige von & ganz unabhiingige Zahl sey.

§. 60. Zusatz Haben wir also erst eine cinzige Function
Fx gefunden, die so beschaffen ist, dal ihre abgeleitete F'x
ciner gegebenen Function fx oder einer gegebenen von x ganz
unabhéngigen constanten Zahl gleich gilt, und zwar fiir alle
innerhalb gewisser Grenzen a und b liegenden Werthe der Ver-
inderlichen x: so konnen wir auch schon alle Functionen, die
sich als urspriingliche der gegebenen abgeleiteten fx oder C an-
schen lassen; insofern wenigstens, daR wir wissen, sie alle konnen
sich hichstens um eine einzige von x nicht abhingige bestiindige
Zahl, die mit dem iibrigen allen gemeinschaftlichen Theile durch
das Vorzeichen + oder — verbunden ist, unterscheiden d. h.
sic miissen der Form Fx 4 oder —C unterstehen. Denn wiire
dieB nicht, wie konnte, wenn wir eine der ersten durch @x be-
zeichnen, der Unterschied Fx—®x fiir alle Werthe von x einer
und eben derselben constanten C gleich kommen?
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§. 61. Lehrsatz. Die urspriingliche Function, deren abge-
leitete eine von x ganz unabhiingige constante Zahl a ist, mul}
der Form ax+ C unterstehen.

Beweis. Denn ax ist Funclion, dic als urspriingliche be-
trachtet, die abgeleitete a gibt. (8. 36.)

§.62.Lehrsatz. Sind Fx,Px,¥x,- - - Functionen von einer endli-
chen oder unendlichen Menge, die sich als urspriingliche der abge-
leiteten fx,px,9x, - - betrachten lassen; somuf jede Function die sich
als eine urspriingliche der algebraischen Summe fx + @x + px+ -
soll ansehen lassen, der Form Fx+ @x+ ¥Ux+---+ C unterstehen;
d. h. wir finden die Form der urspriinglichen Funection einer
algebraischen Summe, wenn wir die urspriingliche Function der
cinzelnen Summanden nehmen und dazu noch eine beliebige
constante beifiigen.

§. 63. Lehrsatz. Wenn die gegebene Function, die wir als
eine abgceleitete betrachten, und deren zugehorige urspriingliche
wir (soviel es sich nimlich thun liBt) bestimmen sollen, ein Pro-
duct aF’'x aus zwey Factoren ist, deren der eine a von der
Verinderlichen x ganz unabhiingig, der andere F'x dagegen eine
uns bekannte urspriingliche Fx hat: so ist die allgemeine Form
der verlangten urspriinglichen Function aFx+ C.

Beweis. Ergibt sich unmittelbar aus §. 39.

5. 64. Lehrsatz. Wenn die gegebene Function, deren ur-
spriingliche wir suchen, eine Summe aus zwey Producten
Fx®'x+ F'x®x ist,in deren jedem wir nur zwey Factoren finden,
davon der Eine die abgeleitete des Einen in dem anderen Pro-
ducte vorkommenden Factors ist (?’x nidmlich die abgeleitete
von @x, und F’'x die abgeleitetc von Fx): so bildet das Product
aus den zwey Factoren, die sich als urspriingliche Functionen
betrachten lassen, namlich Fx ®x den verinderlichen Theil der
zu findenden urspriinglichen Function, die somit unter der Form
(+ Fx®x enthalten seyn mufl.

Beyspiel. Wire uns als abgeleitete folgende Function ge-
gebenen: 2x (x®— b%x) + (x? + a?) (3x2—b?), so brauchen wir nur zu
bemerken, dafl 2x die abgeleitete von x?+ a?, und dagegen 3x2 —b?®
die abgeleitete von x*—b2x ist, um sofort schlieBen zu konnen, daf?
die gesuchte urspriingliche unter der Form (x%+ a?) (x®*—b%x) + C
cnthalten seyn miisse.

§.65. Uibergang. In dem Bisherigen ist noch nicht erwiesen,
daR cine jede Function fx einer Verinderlichen x, sich in Riick-
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sicht auf eben diese Verinderliche als cine abgeleitete betrachten
lasse, dergestalt, daB irgend eine andere Function von eben
dieser Verinderlichen x,Fx angeblich seyn miisse, dic sich zu
jener als die urspriingliche verhilt, oder in Betreff deren die
Gleichung

Fix4+4x)—Fx .
Ax =fx+2

bestehet. Sollte nun in der That eine gewisse Funetion fx von
einer solchen Beschaffenheit seyn, daf keine Function IFx an-
geblich ist, von der sie als abgeleitete betrachtet werden kann:
so wiire der Begriff, den das Zeichen f [fx]dx ausdriickt, gegen-
standlos. (Einleitung. II. 8.) Insonderheit diirfen wir uns nicht
erlauben, aus dem Umstande, da eine gewisse Summe mehrerer
Functionen fx 4 ¢x +--- die abgeleitete einer gegebenen Function
Fx darstellt, sofort zu schliefen, daB auch jede einzelne dieser
Functionen fx, gx,--- fiir sich als abgelcitete einer gewissen
Function betrachtet werden konne. Hieraus ergibt sich, daR wir
aus der Gleichung flfx+ @x+--]Jdx =Fx nicht unbedingt die

Gleichung f[fx] dx—{—f[(px] dx+-.-=Fx ableiten diirfen. So ist z.B.
nach §. 41 die Summe Fx®'x+ F'x®x eine Function, die als
die abgeleite von folgender Fx.®x angesehen werden kann. Ob
aber auch Fx.®'x, ingleichen F'x.®x fiir sich schon Functionen
sind, die sich als abgeleitete betrachten lassen, wissen wir nicht.
Wihrend also die Zeichnung f[Fx.¢'x+F’x.¢x]dx eine gegen-
stindliche Vorstellung ausdriickt, konnte es seyn, daB die Vor-
stellung, die durch die Zeichnung

[IFx.®x|dx+[|F'x.®x|dx

ausgedriickt wird, gegenstandlos sey. Gleichwohl erachtet man
leicht, daB es seine grofle Bequemlichkeit hitte, wenn wir
uns allgemein erlauben diirften, solche Zeichnungen wie

[ifx+ox+--]dx und [[fx]dx+ [[px]dx+ -

als gleichgeltend zu betrachten. Und wir werden dieB diirfen,
wenn wir durch eine gewisse Erweiterung des Begriffes, welchen
wir mit der Zeichnung f [fx]dx bisher verbanden, festsetzen, dal}
diese Zeichnung kiinftig nur eben eine solche Bedeutung haben
soll, dal} f[fx] dx +f[(px] dx jederzeit :f[fx—l— @x|dx gesetzt werden
konne.
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§. 66. Erklarung. Wir setzen also fest, die Zeichnung
[[/‘.x}(lx solle in Zukunft cinen Begriff von solcher Art bezeichnen,
daB nicht nur jede Funetion, deren abgeleitete =[x ist, unter
derselben begriffen werde, sondern daB auch

/Ifx]dx —}—/ [px]|dx :flfx + x| dx
geschrichen werden diirfe, gleichviel ob eine Funetion, deren
abgeleitete =[x, und ecine andere, deren abgeleiteie = @x, und
endlich eine dritte, deren abgeleite =[x+ ¢gx ist, in der That
angeblich sind oder nichi.
S. 07. Zusatz. Also gilt allgemein die Gleichung:

d[[Fx]dx = Fx.

§. 68. Lehrsatz. Wenn eine gegebene Function, die wir
als cine abgeleitete betrachien sollen, ein Produet aus zwey
Factoren Fa.@'x ist, deren der eine @'x die abgeleitete ciner aus
bekannten I*:uncli(mon @x vorsielli; so wird es erlaubt seyn, die
Gleichung jl]"x.@'.xld.x = I”x.@x——f{l"x.@x] dx+ (7 anzusetzen.

Beweis. Wenn wir von beyden Ghliedern der Gleichung
die abgeleitete nehmen; so erhalien wir nach §. 67. u. 41.
Fx.@x=Fx.®x+I'x. Px—IF'x.Dx,
cine identische Gleichung. Da nun das eine Glied dieser Glei-
chung iiberdie} noch eine beliebige constante C enthalt: so ist
kein Zweilel, daB wenn es in der That eine urspriingliche Fune-
tion von der Art gibt, wie sie das Zeichen /[Fx.@'x] dx andcutet,
dieselbe unter der Form, welche das andere Glied der Gleichung
hat. gleichfalls enthalten seyn miisse. Falls aber keine solche
g Y
Funetion angeblich seyn sollte, so ergibt sich die Richtigkeit
dicser Gleichung aus der nun eben aufgestellten Erklirung. Denn
zu Folge dieser kann
JFx.®x|dx+ [1Fx . ®x|dx= / [Fx. @ x+Fx.0x]dx,
und dieses nach 8.41 = Fx.@x 4 C gesetzt werden. Also ist auch
[1Fx. @ a]dy = Fx.x—[|Fx.®x]dx+ C.

Beyspicl. Ware f(x2+ a?) 3x*—b?dx zu bestimmen, so
finde sich, indem wir 35x2—0b2? als die abgeleitete von x3—Db%x
betrachten

_/.(x2+ a?) Gx?—b?) dx = (x* 4 a?) (x3 — b2x) —f(x3—- b2x)2xdx + (.
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Ikben so finde sich /x‘(x—l)“dx, wenn wir x4 als die abgeleitete

+5
X
von = betrachten,

x5

=S (x—1)— / S (a-1)2dx.

V"l !

und wenn  wir /xﬂx—l)’dx auf ihnliche Weise behandeln,

.6
. . . . X .
indem wir x% als dic abgeleitete von o anschen, so ist

9

/.vs‘(\'——l)zdx = At (x—1)2—7" "x"‘ (x—1)dx
J (0 6 :

Und
o .7
/x“(x—i)dx—i. (x—1)— _ - ./.\ dx.
Und
. .\.’8
T —
’x dx = g
Wir erhalten also
. .x-5 ';
A —1)3cdx =2 (x—1)3— . 6 (v ])2
j.x (x—1)3dx 5 (x—1) 5 6% (x—1)2 4
3.2 o320
5.07 ¥ =570
Andererseits ist xt(x —1)3=x"—3x%+5x5—x%, also nach §. 71.
8 ~7 3 46 25
[x‘(x——i)”dx:%—.—%—l—%—'; + C, und die Entwiklung der

obigen Formel zeigt, daB sie mit dieser letzteren einstimmig sey,

§. 69. Lehrsatz. Wenn die gegebene Function. die wir als
cine abgeleitete betrachten sollen. sich auf die Form

F'x.0x—Fx.9'x
(Pxp®

bringen ldBt; so ist dic verlangte urspriingliche (px-l—(,.

Beweis. Unmittelbar aus §. 453.

Beyspiel. Wire

(x%+ cx) X2 — a?) — (¥*—a’x) (2x +¢)
(%% + cx)?

gegeben: so kinnten wir schliefen, daR dic urspriingliche

:x’*—a.“x L

x*4cx

.. \
seyn musse.

8. 70. Lehrsatz. Wenn dic gegebene Funetion, die wir als
eine abgeleitete betrachien sollen, sich auf dic Form F'(fx).f'x
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bringen liBt, so ist die gesuchte urspriingliche von der Form
F(fx)+ C.
Beweis. Aus §. 47.

Beyspiel. Wire 15(x3+ a%)*x? gegeben; so bemerken wir
bald, daR dieser Ausdruck auch so zerlegt werden kinne
5(x3+ a%%3x2%, und nun ist, wenn wir x*+a® als eine einzige
Veriinderliche y betrachten, 5(x*+ a%* die abgeleitete von y® 5a*
aber dic abgeleitete von x*4ad Also ist ./15(x3+a.3)4x”dx:

= (x3+4a%5+C.

8. 71. Lehrsatz. Jede ganze rationale Function ldfit sich
als cine abgeleitete betrachten. und dic ihr zugehorige urspriin-
gliche Function kann abermahls nur einc ganze rationale Fune-
tion seyn, die nur um einen Grad hoher als die gegebenc ist.

Beweis. Jede ganze rationale Function unterstehet der
Form a+ bx+ cx®+dx*+ ... 4+ Ix™. Setzen wir nun stait a eine
Funetion, von der sich a als dic abgeleitete ansehen laBt (und
eine solche ist ax); setzen wir ferner statt bx eine Function,
von der sich bx als abgeleitete betrachten liBt (und eine solche
., bx? . . . bx? 2bx .
ist 5 indem die abgeleitete von “ " nach §.36 =-5-= bx ist);
setzen wir eben so statt cx? eine Function, von der sich cx? als

. " . CL,oexd o .
abgeleitete ansehen liBt, (und cine solche ist 5 indem die ah-

. cx? g 3cx? . -
geleite von 3 nach §. 36 =5 =cx?ist) u.s.w.: setzen wir iiber-
haupt statt eines jeden Gliedes von der Form Ix™ ein Glied, von

dem sich Ix™ als abgeleitete Function ansehen liBt (und ein

m +1
solches Glied ist ;?—;1 indem die abgeleitcte von diesem Aus-
.o y 1 l.m .
drucke nach §.736 =(—'2'—'::-:i_l1ﬁ-"=l.x""ist): so zeigt §60, dal dic alge-

braischc Summe aller dieser Glieder, wenn wir noch eine von
x ganz unabhiingige, iibrigens aber noch durchaus unbestimmte
Constante (' beyfiigen. die allgemeine Form darstellen muf,
der die zu findende urspriingliche Funetion der gegebenen
a+bx+cex*+dx*4 -+ Ix™ d. h. die Function

f|a+ bx+cext4 ... + Ixm dx

gewill unterstehe. Diese Form ist demnach
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3 4 NUES

Und da dicB die Form ciner ganzen rationalen Funetion ist, dje
nur um cinen Grad hoher als die gegebene steigi: so ist dje
Wahvheit dessen, was unser Lehrsatz aussagt, erwiesen.

Beyspicl Sollen wir { +4x—1522+8x% als eine abgeleiteqe
Funetionbetrachten,derenurspriingliched.i. f [T 4x— 15224 8x3cly
cesucht wird: so werden wir erwidern, daB diese letztere untep
der Form C4 v 4232522+ 22 enthalten seyn misse. Kbhen g
fande sich zu der gegebenen Funetion 7—x 4 142 —3x3 4 21 \a
dic Form der urspriinglichen Funetion
l-i-\ ax“ 210

_{_ —

/.['.'——.,\'—}— (42— 2 0 dae=C+ T — = 1 :

U s

§. 72, Lehrsatz Jede Funetion, deren n-te abgeleitete iy
jeden innerhalb gewisser Grenzen a und b gelegenen Werg]y
ihrer Veranderlichen =0 ist. ist innerhalb eben dieser Grenzep
cine blof rationale und ganze Funetion vom Grade (n—1).

Beweis. Wenn die n-te abgeleitete =0 ist: so mul dje
(n—1)-te abgeleitete. welehe in Hinsicht auf jene eine urspriing.
liche derselben ist, eine von der Verianderlichen x ganz unal-
hingige Constante a seyn. Dice (n—2)-te abgeleitete, welehe in
Iinsicht aul dic (n—1)-te cine urspriingliche ist, mul} der Form
ax+ b unterstchen, sofern wir durch b cine von x ganz unab-
hangige willkiirliche Constanie bezeichnen. Die (n—53)-te al-

9 42
. . \ ax . , . \
celeitete mul die Form , bx -+ ¢, diec (n—4)-te die Form
5 2
ax’? bx? .
55+~ ~—+ch +d haben u.s.w. Hieraus erhellet nun sehon von
selbst. (Iaﬁ dic erste abgeleitete von der FForm

-3 n—4

ax"—? bx"— cx
S +,

Sn—2) " 25, (n—3) " 2.35...(n—4)

+ -+ px+q

d. h. ¢ine ganze rationale Funetion vom Grade (n—2) seyn miisse.

$. 75. Lehrsatz, Wenn eine Funetion Fx fiiv alle innerhalb
a und b gelegenen Werthe ihrer Veridnderlichen fortwithrend
wichst. und (Idl)Ly auch fortwihrend cine abgelcitete F'x hat:
so mul diese fortwihrend positiv seyn, und kann hochstens fiir
gewisse vercinzelt stehende Werthe, (deren Menge iibrigens auch
scibst unendlich seyn kann) in Null iibergehen. Wenn aber die
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Funetion fortwithrend abnimmt; so ist ihre abgeleitete fortwih-
rend negativ, und kann hochstens fiir gewisse cinzelne Werthe
Null seyn. Wenn im entgegengesetzten Falle die Function Fx cine
abgeleitcte F'x hal, welche fiir alle innerhalb a und b gelegenen
Werthe der x fortwihrend positiv und hichstens fiir einzelne
Werthe =0 ist; so wichst diese Function von a bis b fort-
withrend. sofern sie anders veriinderlich ist. Und wenn die ab-
geleitete fortwihrend negativ oder Null ist, so nimmt dic Fune-
tion Fx fortwihrend ab.

Beweis. Es wird genug seyn, den Satz nur fiir den Fall
des Wachsens zu beweisen.

I. Wenn nun Fx innerhalb a und b fortwiihrend wiichst;
so mufl, wenn dx positiv ist, und x und x + 4x beyde innerhalb
a und b genommen werden, nach der Erklirung des §. 50
F(x+4dx)>Fx seyn. Weil aber Fx cine abgeleitcte hat; so mul}

Flxt+dx) —Fx_ g\ o
Ax
seyn, wenn wir dx in das Unendliche abnehmen lassen. Da nun
der Ziihler sowohl als auch der Nenner des Bruches

F(x+dx)—Fx

Adx

stets positiv verbleiben: so crhellet, dall jene Gleichung un-
moglich bestehen konnte, wenn F’x negativ wiire. Es muf also
entweder positiv oder Null seyn. Der letziere Fall aber kann
hichstens  fiir gewisse vereinzelt stchende Werthe eintreten.
Denn wiiren im Gegentheil cin Paar innerhall a und b gelegene
Zahlen @ und 8 von der Art angeblich, daR wir fiir alle Werthe
von x=a bis x=pg F’'x=0 hiitten; so miifite nach §. 59 fiir eben
dicse innerhalb @ und B gelegenen Werthe von x, Fx einc von
x ganz unabhingige Constanie C seyn; und somit wiire es nicht
wahr, daR unsere Fynetion innerhall) a und b fortwiihrend wiichst.

2. Wenn umgekcehrt bekannt ist, daBl die abgeleitete F'x fiir
alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der x positiv, oder
hichstens fiir gewisse isolirt stehende Werthe Null ist; so ist,
wenn wir dureh 5 ynd x4-i cin Paar beliebige innerhalb a und b
gelegene Werthe hezeichnen, nach §. 28
Fx+i)—Fx=

[erfer orfeet) s rfes )
= v S 1+ 8

10
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und der in den Klammern enthalicne Ausdruck bestehet aus
lauter Gliedern. welehe entweder positiv oder Null sind. Das
letztere aber kann wenigstens nichi bey allen Gliedern der Fall
seyn, aus welchen dicser Ausdruck zusammengesetzt wird, wenn
wir bey cinerley x und i die Zahln in das Unendliche vermehren.
Denn weil & mit der unendlichen Vermehrung von n in das
Uncendliche abnimmi: so miiBlte F(x+i)—Fx=0, also (nach §.)
Fx selbst fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der «
constant seyn. Wissen wir also nur, daB Fx in der That ver-
dnderlich ist: so flicBt aus der obigen Gleichung, dal der Werth
F(x+4i)—Fx jederzeit positiv seyn miisse. und dieR heilt nach
der Erklivung des. 8. 530, dal Fx innerhalb a und b fortwiithrend
wachse.

§. 74. Zusatz. In der Bedingung dieses Lehrsatzes wurde
vorausgesetzt, daB} dic in Rede stechende Funetion fiir allé inner-
halb a und b gelegenen Werthe ihrer Veridnderlichen eine ab-
geleitete hat. Begreiflicher Weise ist aber cin fortwihrendes
Wachsen (und eben so cin fortwithrendes Abnehmen) selbst bey
Funectionen moglich, dic keine abgeleitete haben. sondern nicht
einmal stetig sind. Nahmentlich hindert nichts, dall cine Fune-
tion. welche fortwithrend wiichst (oder abnimmt) fiir gewisse
vercinzelt siehende Werthe ihrer Verdanderlichen cinen Sprung
machen: nur wird zum fortwithrenden Wachsthume erfordert
werden. daff die GroBe dieses Sprunges positiv, und zur fort-
withrenden Abnahme, dalt diese GroBle negativ scy. Auch kann
die Funetion. welehe fortwihrend wichst (oder abnimmt), der
Stetigkeit gehorchen, ohne doch eine abgeleitete zu haben, und
dieB zwar nahmentlich dadurch, dal sie fiir gewisse vercinzeli
stehende Werthe ihrer Verinderlichen cine (wie man zu sagen
pflegt) unendlich grofie abgeleitete hat. d. h. dafl der Quotient

F(x+ dx)—Fx
Ax

mit der Verminderung von gx in das Unendliche wiichst. Nur
wird zu cinem ununterbrochenen Wachsthum erforderlich seyn.
daR dieser Quotient positiv, zu einer ununterbrochenen Abnahme,
daB} er negativ sey. Der Grund ergibt sich aus der Art. wie
wir den Bewecis des cersten Theils unseres Lehrsatzes gefiihrts
von selbst. Damit nimlich Fx foriwihrend wachse, wird cr-
fordert, daBl F (x4 4dx) immer > Fx sey: und dicB vertrigl sich
recht wohl mit der Bedingung. daf}
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F(x +A4x)—Fx
R

in das Unendliche wachse, wenn 4x in das Unendliche abnimint.
Endlich ist auch leicht zu erachten, daB ein fortwiihrendes
Wachsen sowohl als Abnehmen méglich sey, wenn die abgelei-
tete F'x inncrhalb der gegebenen Grenzen a und b der Ver-
danderlichen nicht etwa blo# ein oder etlichc Mahle, sondern
selbst unendliche Mahle theils Null. theils wieder uncndlich
grof wird. wenn nur ein jeder solcher Werth einen, der ihm
der Niichste ist, hat. (8. 73.) ’

§. 75. Lehrsatz. Wenn einc Function Fx fiir alle Werthe
ihrer Verinderlichen von a bis b einschlieBlich einc abgeleitete
hat, die bestiindig positiv oder hiochstens fiir gewisse vercinzelg
stehende Werthe =0 ist: so ist Fa ihr kleinster, 'b ihr griRter
Werih, in dem Sinne. daB alle iibrigen grofer als Fa und kleiner
als I'b sind. Wenn umgekehrt ihre abgeleitete fortwahrend ne-
gativ oder mitunter zuweilen auch Null ist; so ist Fa der grofite.
Fb der kleinste Werth.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung wiichst Fx im ersten
Falle von a bis b cinschlicBlich, und nimmt im zweyten ab
woraus sich das Uibrige nach 8. 73 ergibt.

§. 76. Lehrsatz. Wenn eine Function Fx fiir einen gewissen
Werth ihrer Verinderlichen x=c¢ cine abgeleitete hat, hinsicht-
lich auf einen positiven sowohl als negativen Zuwachs, diese
abgcleitete aber hat beiderseits cinen von Null verschiedenen
Werth, cntweder denselben fiir einen positiven sowohl als ne-
gativen Zuwachs, oder zwar einen verschiedenen (ungleichen)
aber doch mit demselben Vorzeichen behafteten: so isi der
Werth Fc gewill kein AeuBerster in der Bedeutung des 8. 62.
(1. Abschn.)

Bewcis. Ein AeufBlerster in der Bedeutung des §. 62
(L. Abschn.) d. h. cin grifiter oder kleinster Werth ist nur vor-
handen. wo es ein o klein genug gibt, das fiir dasselbe und
alle kleincren Werthe entweder das Verhiltnif}

Flc—w)<Fe>F(c+ o)
oder das Verhiiltnil?
F(c—w)>Fe< F(c+ w)
Statt hat. Wenn aber die Function Fx fiir den Werth x =c eine
abgelcitete hat, und diefl zwar hinsichtlich eines positiven sowohl
als negativen Zuwachses; so haben wir
10*
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F(e+ w)—Fe
_(.E+£), LA ) e

und
F(c—o)—Fc__ Fe—F(c—w)

=N+L,.

Sind nun M und N beyde von Null verschieden und cinander
entweder gleich oder zwar von verschiedenem Werthe, doch
beyde mit demselben Vorzeichen behaftet, d. h. entweder beyde
positiv oder beyde negativ: so ist im ersten Falle offenbar

Fc—w)<Fe<F(c+w),
im zweyten aber
Y Fle—w)>Fe>F(c+ o).

Also in keinem von beyden Fillen das Verhiltnil}, welches bey
cinem iiuBlersten Werthe Statt finden muf.

§. 77. Zusatz. Wenn also umgekehrt der Werth Fe ciner
Function Fx ein Aeuflerster seyn soll; so muf}

a) entweder die Function Fx fiir x=c¢ kcinc abgelcitete
haben, entweder keine nur hinsichtlich auf cinen positiven
oder negativen Zuwachs, oder in beyden Hinsichten keinc: oder

b) die abgeleitete mul} in einer von diesen Hinsichten oder
in beyden gleich Null seyn: oder

¢) ihr Werth ist in keiner von dicsen beyden Hinsichten
Null, aber er hat ein anderes Vorzeichen in der cinen, ein
andcres in der anderen Hinsicht. Denn noch cin anderer Fall
ist nicht gedenkbar.

§. 78. Lehrsatz. In jedem der ebhen aufgezihlten Fille ist
es moglich, aber in keinem derselben, e¢s sey denn in dem
letzten nothwendig, dafl der Werth Fe ein duBerster sey.

Beweis. 1. Wenn dic Function Fx fiir x=c¢ kcine abge-
leitete hat, eniweder keine hinsichtlich auf einen positiven, oder
keine hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs; oder in beyden
Hinsichten keine: so kann, aber ist nicht nothwendig, Fc¢ ein
Maximum oder Minimum seyn. Denn setzen wir, es wire fiir
alle Werthe von x=0 bis x=c cinschlieBlich Fx=ax? fiir
alle groferen Werthe von x aber Fx=ax*—b: so hat Fx cine
abgeleitete fiir den Werth x=c nur hinsichtlich auf cinen ne-
gativen Zuwachs, hinsichtlich auf einen positiven Zuwachs aber
ist keine abgelcitete vorhanden. Denn
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(o — _F —— 2 __ 2
He—wo)—Fc_alc—o)P—ac’_ o . .0
—Q — W

also 2ac dic abgeleitete fiir ecin negatives o. Dagegen
Fleto)—Fe_a(cto)—b—ac® —b+2ace+ ac?

(0] (0] 0]

cin Ausdruck, der mit der unendlichen Abnahme von @ in das
Unendliche zunimmt. Wenn nun a und b positiv sind: so ist
Fe=ac® offenbar groBer als F(c—w) und F(c+ w); denn
F(c—w) =ac’—2aw 4 aw?
und
F(c+ o) =ac®—b + 2acw + aw?.

Also ist Fe ein wirkliches Maximum. Ist aber b negativ; I (c— )
ist noch immer < Fe, aber F(c+ o) > Ke. Also ist hier weder ein
Maximum noch Minimum vorhanden. Man erachtet leicht, wie
sich durch Abiinderung des Vorzeichens von a auch noch die
iibrigen Fille. deren wir oben erwihnten, hervorbringen lassen.

2. Auch wenn die Abgeleitete IF’c entweder nur hinsichtlic h
eincs positiven oder nur eines negativen Zuwachses, oder auch
in beyden Hinsichten =0 ist, kann, aber muf nicht nothwendig,
Fc ein Aeullerstes seyn. Denn setzen wir Fx = 2cx— x2; so findet
sich fiir jedes positive sowohl als negative dx, F'x =2¢—2x.
Fiir & =c ist also die abgeleitete F'c¢=0. Der Werth von Fe¢
aber = ¢ ist ein Maximum. Denn F(c— ) und F(c + ) finden
sich beyde = ¢*—w?, also kleiner als ¢ Hitten wir Fx =x2—2¢x
gesetzt; so hitte sich

F'x=2x—2¢, F'c=0,Fc=—¢c? F(c—o)=F(c+0)=w*—c*>—?

crgeben, also wire Fe ein Minimum. Betrachten wir dagegen
dic Function Fx = (c—x)3, deren abgeleitete F'x =—3(c—x)? fiir
x=c gleichfalls zu Null wird; so findet sich fiir diesen Werth
von x, Fe=0 und F(c—o)=+o? F(c+ 0)=—o? das eine also
grofler, das andcre kleiner als Fe. Daher ist Fc weder ein Ma-
ximum noch cin Minimum. Leicht ist es nach dem vorherge-
henden Beyspiele zu erdenken, wo die abgeleitete F'x nur hin-
sichtlich auf einen positiven oder negativen Zuwachs zu Null
wird, und bald der Fall cines AeuBlersten eintritt, bald wieder
nicht.

5. Wenn endlich dic abgeleitete F'c, je nach dem wir sie
einmahl in Hinsicht auf einen positiven, einmahl in Hinsicht
auf einen negativen Zuwachs betrachten, zwey von der Null
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versehiedene und mit einem versehiedenen Vorzeichen behaliete
Werthe hat; so ist der Werth Fe gewilf cin AeulBlerster. Be-
zeichnen wir niamlich den Werth von F'e fiir cinen positiven
Zuwachs durch M fiir einen negativen durch V: so soll

Fle+ Z_,):T__’..‘_C =+ 8,

und
Fc—w)—Fe¢ Fe—F(e—o
(..._. R ) T — ._____...(______)= N_I_Qz
—w W

seyn: und weil M und .V ein Paar von Null verschiedene Zahlen
bezeichnen. so liaBt sich o so klein nchmen. daB die absoluten
Werthe von &; und 2, kleiner ausfallen als die absoluten Werthe
von M und N. Fiir diese und fiir alle kleineren Werthe von o ist
das Vorzeichen von W+ &, mit dem von M, und das von N+ &,
mit dem von N dasselbe; also das eine 4, das andere —: woraus
von selbst erhellet. daB man entweder

Flc—w)< Fc>F(c+ w)
oder

Flc—w)>Fe<< Fle+ w)
habe; also auf jeden Fall Fe ein AcuBerstes. Wire z. B. die
Function Fx fiir alle Werthe von xZ ¢ von der Form ax?, fiir
alle griofleren aber von der Form 2ac®—ax?; so wiire

Flc+w)—Fc _ [2ac? — a(c+w)?|—ac? _

- =—2ac—aw
® )
und
Flc—w)—Fc__alc—ow)*—ac®__,
—w —w
also der Werth von F'e fiir cinen positiven Zuwachs = —2ae,

fir einen negativen aber = 4 2ac. Haben also a und ¢ beyde
einerley Vorzeichen. d. h. ist ac positiv. so hat man

Flc— o)< Fc¢>> F(c+ w),
d. h. Fe ein Maximum und im entgegengesetzien Falle
Flc—w)>Fc<F(c+ o)
d. h. Fc ¢in Minimum.
8. 79. Anmerkung. Die kleinen Abweichungen von der
gewohnlichen Lehre, die ich in dieser Darstellung mir erlaube,

rilhren nur daher, daRB man die Fille, wo eine Function ent-
weder selbst. oder nur ihre abgeleitete unstetig wird, gewhnlich



151

nicht beachtet. Hrn. Cauchy’s Darstellung, der auf den crsten
dieser Fille schr aufmerksam ist, stimmt eben darum mit der
hier gegebenen schon vicl genauer iiberein.

§. 80. Lehrsatz. Wenn cine Function Fx fiir alle innerhalb
der Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer Veridnderlichen
nicht nur cine -erste, sondern auch eine zweyte, dritte, und
iiberhaupt alle folgenden abgelciteten bis zu der n-ten einschlief3-
lich hat; und auch diese letztere ist noch (falls sie verinderlich
ist) stetig, und es zeigt sich ferner, daR fiir einen gewissen
innerhalb a und b gelegenen Werth von x, die erwiihnten ab-
geleiteten alle bis auf die n-te =0 sind; so ist der Werth Fe
kein dulerster, so oft n eine ungerade Zahl; ist aber n gerade,
so ist F¢ ein Maximum, wenn F"c negativ, ein Minimum, wenn
Fre positiv ist.

Beweis. Weil die gegebene Funclion Fx innerhalb a und
b fortwiithrend eine abgeleitete F'x hat, die noch selbst eine ab-
geleitete hal, also auch stetig ist; so haben wir. weil ¢ ein
innerhalb a und b gelegener Werth von x ist, und also, wenn
wir o klein genug nehmen, auch ¢ + o einen solchen vorstellen
muf}, nach §. 29 _ v

Flct+w)=Fc+olF'(c+ wy),

sofern wir durch o, cine gewisse Zahl bezeichnen, welche auf
keinen Fall auBerhalb 0 und o liegt. Weil aber auch die Fune-
tion F'x noch eine abgeleitete hat, welche selbst abermahls nur
dem Gesetze der Stetigkeit gehorcht: so haben wir, weil auch
¢+ o, innerhalb a und b liegt, nach demselben 8. auch

F'(c+ o) =Fc¢+ o, F"(c+ w,),
worin @, eine gewisse nicht auflerhalb 0 und o, liegende Zahl
bedeutet. Wenn nun n > 2, so hat auch noch die Function F”x
eine abgeleitete. welche selbst stetig ist; und wir erhalten sonach

F"(c + w)) = F"c + 0, F™(c + wy),
wo ®; eine nicht auBlerhalb 0 und w,; gelegene Zahl bezeichnet.
Man sieht von selbst ein, wie diese Schliisse fortgesetzt werden
kionnen. so daR wir zuletzt noch die Gleichung

Fn—l(c + w"—l) e Fn—lc + Wn—y F"(C + wn)

erhalten. Da aber die Zahlen F'c, F”c, - -- F* ¢ insgesammt Nullen
sind, so gibt die Verbindung dieser Gleichungen

Flc+ow)=Fc+ 0w.0,.0y--@p—y . F*(c + wp).
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Lassen wir nun o. also um so gewisser auch o 0, 0, in das
Unendliche abnehmen: so folgt aus dem Geseize der Stetigheit.
welches die Funetion I77x beobachitet. daB

(e 4+ w,) = I"e + 8,

seyn misse. Also st

Fledo)=Fe4 0.0 0,0, (I"c+4 ).
Weil nun I7¢ nicht = 0 ist: so lal} sich jederzeit o so betrachten.
dalB nach dem absoluten Werthe beyder Zahlen 2 F7¢ ist und
dann wird [I"¢ + &) positiv oder negativ, jenachdem es [ isi.

[. Nach dicser Vorausschickung ist nun leicht zu erweisen.

daB der Werth Feo wenn die Zahl n ungerade ist. weder cin
Maximum noch Minimum darbicte. Denn Alles. was wir bisher
von der Formel

(et o) =IFc40.0.0y - 0y |[I"c + 2

sagten. gilt fiir cin positives sowohl als negatives w. sofcirn nur
beyde klein genug angenommen werden. Ist aber o positiv: so
sind aueh die sammtlichen Zahlen o,. @, - w,—; positiv: und
umeckehrt. wenn o negativ ist. sind diese alle negative Wenn
also n ungerade ist, so ist die Anzahl der Factoren in dem Pro-
ducic .0,. 0, 0, ; ungerade. also dasscelbe positiv oder ne-
gativ. je nach dem es o ist. Demnach dndert hicr das Glied
O.0. 0y O |[ITe 4 8] scin Vorzeichen mit . Also ist entweder

e+ o) Fe - Fle— o)
Fle+ o)< Fe = Flc—w):

d. h.in keinem Falle ist hier dee Werth I'e cin AcuBersier.

oder

2. Wennabern gerade ist: soist diec Anzahl der Factoren in
dem Producte 0.0y .0, 0, gleichfalls gerade. daher verbleibt
das Vorzeichen dasselbe. und somit auch das Vorzeichen des
Ausdrucks 0.0, 0, 0, [I"c + L] dassclbe. @ mag positiv oder
negativ genommen werden. Wenn demnaceh e selbst positiv
ist: so ist I'(¢c 4+ ) sowohl als IF'(c—w») > Fc. somit Fe cin Mini-
muin. Ist aber "¢ negativ:soist I'(¢c 4+ o) sowohlals Fe—w) - i¢
somit Fe ein Maximum.

Beyspicel, 1. Die Funetion Fax=a*+ b*x—c2?® hat liir
jeden Werth von x cine abgeleitete 17x = b*—2c¢2x. welehe fiir
b3

den Werth w= " zu Null wird. Dic zweyte abeeleitete dieser
2 ) ¢
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3
I!‘;i dic Fune-

BHieraus ergibt sich danm, daff der Werth vonx =,

tion at-- b3x—cix? zu cinem Maximum erhebe.

. . . x*—2ax 4 a°

2, I.)l(.‘ Funchon f’x = e
a? . .. .

= 1_"';,;-'5’ welehe za Null wird fiir x=+ a sowohl als auch fir

P o
x=—a. Dic zweyte abgeleitele F'x ist -“F
2

positliv =;~ fiir x=—a, negativ =—i- Also gibt x =+ a cin Mi-

gibt die abgeleitele F'a =
» wird also fiir x = - a

nimum, nimlich Fa={0. x=-—a aber ein Maximum, nimlich
F(—a)=—4a. Um sich zu iiberzeugen, dalf diese Werthe in der
That der eine ein Minimum, der andere ein Maximum in der
Bedentung des 8. 62 ([. Absebn.) sind, braucht man nur a+ e

und —a+ @ an die Sielle von x zu setzen, wodurch man he-
w? w? e :
zichungsweise = - und —4a— - _-- erhilt.

atw atow
3. Die Funetion (a+x)* hat zu ihrer ersten abgeleifeten
4(a+ x)® zu ihrer zweyten 12{a + x)®. zu ihrer dritien 24{a+ x)

und zu ihrer vierten die eonstanie Zahl 24, Setzen wir also x =—a.
s0 werden alle diese abgeleiteten. bis auf die letzte, =0, Also
hat dicse Funetion fiir x=—a ein Mirimum, weil 4 gerade und

24 positiv ist.

4. Dagegen die Funetion (a4 x)° hat die erste abgelcitete
S(a+x)4 die zweite 20{a+x)3, die dritte 60(a+ x)?, die vierte
120(a+x) und die fiinfte = 120. 1Da nun alle diese abgeleiten
bis auf dic letzte fiir x =-—a verschwinden; x =35 aber ungerade
ist, 8o hat diese Function fiir den Werth x=—a weder ein
Maximum noch ein Minimum.

8. 81. Lehrsatz. Wenn eine Funetion Fx fiir alle innerhally
a und b gelegenen Werthe ihrer Verdnderlichen das Gesetz der
Stetigkeit befolgt, auch eine abgeleitete hat, die hichstens fiir
gewisse vercinzelt stehende Werthe, deren jeder einen ihm
niichsten hat, unendlich groR wird, iibrigens aber das Gesetz
der Stetigkeit abermahls hichstens mit Ausnahme gewisser ver-
cinzelt stchender Werthe, deren jeder einen ihm niichsten hat,
beohachiet: so kann es wohl vielleicht eine nnendliche Menge
innerbalb a und b gelegener Werthe von x geben, fiir welche
der Werth der Function ein AenBerstes wird: aber zu jedem
solchen Werthe von x gibt es anch einen niichsteu; und von je
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zwey AeuBersten Werthen der Funetion, welche zu zwey ein-
ander zuniichst stehenden Werthen von x gehoren, ist immer
das eine cin Maximum. das andere ein Minimum; es wiire denn,
daB die Function gewisse innerhalb a und b liegende Grenzen
hat. innerhalb deren sie ihre Werthe gar nicht verindert; wo,
wenn sie von x = a ausschlieBlich bis x =g einschlieBlich einerlcy
Werth behilt, Fe und F3 cin Paar cinscitige AeuBerste sind,
die Beyde sowohl Maxima als auch Minima seyn kiénnen.

Beweis. 1. DaB eine Funection, wie sie der Lehrsatz be-
schreibt. einc unendliche Menge innerhalb a und b liegender
Werthe ihrer Veriinderlichen besitzen konne, fiir welche ihr
cigener Werth zu einem AcuBlersten wird, lehrt uns schon
manches bisher betrachtete Beyspicl, nahmentlich das des §. 70

. . o2n___{ 92n+1___{
(I. Abchn.), worin fiir jeden Werth von x==5;— bis X =mr
dic Function -
. _‘)211__ 1
Fa=x—g=54-
) . 2+l | Jam+2 |
und fiir jeden Werth von =" i bis x = Tt
. l‘.!u+2_ {
Fao="35 m —x

festgesetzt wurde: wo dann fiir alle Werthe von x. die der Form
on

“—;— unterstehen, dergleichen AeuBlerste zum Vorsehein kommen.

2. Daft aber bey einer Function dieser Art zu jedem Werthe
der x, der cin solches AcuBerstes hat, ein zweyler angeblich
seyn miisse. der ihm der nichste stehet, und zwar sowohl auf
Seite der positiven als negativen Zuwichse von x, erhellet so.
Ein @iuBlerster Werth kann eine Function. die stetig ist, und
hichstens mit Ausnahme gewisser vereinzelt stehender Werthe
¢ine abgeleitete hat. nach §. 753. nur fiir solche Werthe ihrer
Verdanderlichen erhalten, fiir welche ihre abgeleitete unendlich
grol oder =0 ist, oder ihr Vorzeichen fiir ihre beyden Rich-
tungen idndert. Die Werthe von x nun, welche F'x unendlich
grof machen, sollen nach der ausdriicklichen Voraussetzung nur
isolirt vorkommen und jeder seinen ihm nidchsten haben. Was
aber diejenigen Werthe von x betrifft, welche F'x zu Null
machen: so folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit der F'x
nach §. 17 (I. Abschn.). falls es gewisse nicht auRlerhalb a und
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b gelegenen Grenzen @ und g giibe, innerhalb deren F'x so oft
zu Null wird, daB zwischen je zwey Werthen von x, die F'x=0
macht, noch e¢in dritter angeblich wire, der eben dief# thut, daR
dann die Function Fx selbst innerhalb zweyer Grenzen constant
seyn miiffte; wo es dann eben defhalb hichstens bey @ und
cin cinseitiges Maximum oder Minimum gibe. Was endlich die
Werthe der x belangt, in welchem F'x sein Vorzeichen dndert;
so muB es zwar wegen der Stetigkeit, mit der sich F’x dndern
soll. zwischen je zwey solchen Werthen einen dritten geben, fiir
welchen F'x =0 wird. Also ist dargethan, daR auch diese und
somit alle Werthe, fiir welche Fx einen duBersten Werth an-
nchmen kann, nur vereinzelt und so erscheinen kionnen, daBl es
zu jedem einen ihm nichsten gibt.

5. Das Uibrige in diesem Lehrsatze flieBet unmittelbar aus
I. § 78

§. 82. Lehrsatz. Wenn eine Function Fx fiir alle innerhalb
a und a+h gelegenen Werthe der x nicht nur eine erste, sondern
auch cine zweyle, dritte, und jede folgende abgeleitete bis zu
der n-ten einschlieBlich und in beyden Richtungen hat; wenn
auch noch diese letzte das Gesetz der Stetigkeit innerhalb der
genannten Werthe befolgt; wenn endlich die Function Fx auch
fiir die beyden Werthe x =a und x = a+ h Stetigkeit hat fiir
den  ersten wenigstens in demselben Sinne mit h, fiir den
zweyten wenigstens in der entgegengesetzten Richtung: so be-
stehet jedesmahl die Gleichung
Flath=FathFat+ et I prap 4 B poa by

2 2.3 2.3...n ’
worin g cine gewisse nicht anBerhalb 0 und 1 liegende Zahl
bedeutet.

Beweis. I. Wir wollen diesen Lehrsatz erst fiir den Fall
beweisen, wenn eine erste, zweyte, und n-te abgeleitete nicht
bloR fiir alle innerhalb a und a+h gelegenen Werthe, sondern
auch fiir den Werth x=a und x=a-+h selbst noch vorhanden
ist, und ihre Stetigkeit sich gleichfalls von a bis auf a+h cin-
schlieBlich erstrecket. Ist n noch iiberdieR =1, so sagt der Satz
blof aus, daR F(a+h)=Fa-+hF'(a+ph) sey, was schon § 29

erwiesen wurde.
2. Fiir n=2 wird behauptet, daB

2
F(a+h)=Fa+hF'a+!;-F'(a+uh)
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sey. Bezeichnen wir nun cine beliebige nicht aullerhalb 0 und
h gelegene verinderliche Zahl dureh y: und bewirken wir. dafi.
wenn F'x als eine urspriingliche Funetion betrachtet wird, die
I”x ihre crste abgelcitete vorstelle: so berechtigen die bereits
angegebenen Bedingungen, nach dem eben erwiithnten Satze, die
Gleichung aufzustellen
Flaty)=Fa+ylF"(a+ny):
wo py eine gewisse nicht auBlerhalh 0 und y gelegene Zahl be-
deutet. Weil aber die Funetion F”x von x=a bis x=a=h ein-
schlieBig stetig seyn soll: so gibt es [nach §. 24 (I. Abschn.)] unter
den simmtlichen Werthen derselben von x=a bis x=a+ h einen
klcinsten sowohl als cinen grofiten in der Bedeutung, daf? jener
keinen kleincren unter sich und dicser keinen griofleren iiber
sich hat. Bezcichnen wir den klcinsten durch F”p. den grifiten
durch FF”¢: so sind p und ¢ cin Paar nicht auBerhalb a und
a+ h licgende Zahlen, welche ganz unabhiingig von y bey einerley
a und h constant sind. Dabey bestehen fiir jeden der Werthe
von y innerhalb 0 und h die Verhiltnisse ‘
Flaty)—Fa=yF"p und ZyF’q.
Demnach sind
F'a4+y)—F'a—y F"p und yF"q—F'(a+y)+1"'a
ein Paar Ausdriicke, welche fiir alle nicht auBerhalh 0 und h
gelegenen Werthe der Verdnderlichen y fortwihrend Null oder
positiv verbleiben. Nun liBt sich aber, sofern man a als constant,
y aber als verinderlich ansieht, nach §. 47 F'(a+y) als dic ab-
geleitete von F(a+y) betrachten, weil die abgeleitete von a+y
gleich 1 ist. Unter eben dieser Voraussetzung ist /’a die abge-
2
leitete von yF’a und yF"'p die abgelcitete von ‘l‘j)— F"p,weil F'a und

F'"p unter dieser Voraussetzung bestindige Zahlen bezeichnen.
Somit lift sich der ganze Ausdruck

Flat+y)—Fa—yF"p
als die abgcleitete von einer Function betrachten, welche der
Form

2
C+Fla+y—y I“'a———'l(jz F'p

unterstehet. Und auf ganz ihnliche Weise ldBt sich der Ausdruck
yF'q—F'(a+y)+ ['a



als die abgeleitete von
y .., . .
D+ , F'qg—Fla+y) +yl’a

ansehen. wenn wir durch C und D cin Paar belichige Constanten
bezeichnen. Lasset uns nun diese Constanten auf cine solche
Art bestimmen, dal? diese Funetionen mit y =0 zu Null werden.
Hiczu ist nur nothig, C=—Fa und D=IFa zu machen. Also
stellen nun

2
—lFa+Fla4+y) —y l"'a—'lé F'p

2
IFa-+ li F'"g—Fla+y)+yl'a

und

zwey Funetionen von y vor. welehe fiir y =0 verschwinden.

deren abgeleitete aber

(a4 y)
yl"q—I"(a+y)+Ia

fiir alle Werthe von y=0 bis y=h fortwihrend positiv oder
Null sind. Aus 8. 75 wissen wir, dal} solehe Functionen., wenn
I positiv isi. sclbst positiv oder Null seyn miissen. Also ist

Ia—yl"p

llll(l

\ . o yz N
—Fa+ Fla+y)—ylFa—"FI"p
sowohl als =

2
S 7L . .
[‘a—i—J F'qg—Fla+y +yla
) g Yy Ty
entweder positiv oder Null. Daher ist
2 2
. . Y 7L y? .
Flaty)—Fa—yl 'af}"%— F'p und : j; I"q.
Also auch. wenn wir y="h nehmen.

. . v o h? ., —h? .,
Flat+-T)—Fa—hl"a= I"p und <7 I'"q

Da nun IF"x stetig zum Wenigsten im ersten Grade seyn soll;
so gibt es nach 8. 29 (. Abschn.) einen zwischen p und ¢, mit-
hin auch zwischen a und a+h gelegenen Werth von x, der sich
mithin durch a-+uh darsiellen lift, von der Art, daB wir die
Gleichung .

Ila+h)—Fa—hl"a= IL) I"(a+ uh)
oder -

2
Flat+hy=Fa+hF'a-+ h) “(a—+ uh)
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crhalten. Aul cine ganz dhnliche Avt crgibt sich
. , . 2.,
Fla—h)y="1Fa—hl"a+ S ' a—uh):
woraus zu schen. daB jene Formel allgemein fiir cinen positiven,
sowohl als negativen Werth von i gelie.
5. v n=5 behauptet der Lehrsatz, dalB
: . R L h* .,
I'lfa+h)=IFa-hl"a+ S aA _’I' (a - h)

sey. s ist aber. wenn wir dureh y abermahls cine beliehige
nicht aulierhalb 0 und h gelegene verinderliche Zahl bezeichnen.

F'(a+y) =1F"a+yl"" (a+ny)
und wenn wir dureh p und ¢ dicjenigen Werthe der x bezeieh-
nen. fir welehe F7ax den kleinsten und grébien Werth unter
allen von xv=a bis x=a-+h annimmt: so mul

F''(a+y)—F"a -yl p und - yl"q

seyn. Demnach bezeichnen
" (a+y)—F"a—yl"""p
yl”"q—I"a+y)+1"a

und

cin Paar Ausdriicke. welehe fiir alle nieht aulBierhalb 0 und h
licgenden Werthe. entweder positiv oder Null sind. Fs miissen
daher. wenn hopositiv ist. auch die urspriinglichen Funetionen.
von welehen diese als abgeleitete angeschen werden konnen.
niimlich
, . y? .
CH+I'aty) —yl"a—"71""p

und -

D+ y)h F""q—IF"(a+y) +yla

fortwithrend positiv oder Null seyn. d. b wenn wir (" und D
so bestimmen. daB sie fir y=0 verschwinden. d. h. wenn wir
C—=-—Fa und D=+ I"a nchmen. Also sind

2
“I‘ “/ . "//. ,ll "I/f
—la+ I (aty) —yl"a—"1"p
und y?
[Ta+ 7 " q—I"(a+y)+yl"a
abermahls cin Paar Funetionen von y. welehe fortwahrend po-
sitiv oder Null sind. Es LiBt sich aber F'(a+4y) als dic abgelei-
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telc von C+Fla+y). F'a als die al)gcleiielc von yl'a: yl"a

als dic abgeleitete von y: F"a und y l"’ als die abgeleitete
5 g
) .
vo 21.5[’"'1), und eben so ’-y,—)—l‘"’q al.sdno abgeleitete von L I'"q
[~

()"'

betrachten. Nach §. 75 sind also
3
(/ yl a+14(a+y)_ ‘”a_l‘l“”'p

2.3

Y] y 27 Al !]2 73
D+yF a—l—-)—---_vl' qg—Fa+y)+7; I"a

und

zwey urspriingliche Funcetionen von y. die foriwihrend positiv
oder Null verbleibep miissen. wenn wiv nur ihre Constanten (!
und D so bestimmen. daB beyde Funetionen fiir y ==0 verschwin-
den. d. h. wenn wir C=—Fa und D=Fa sctzen. Wir wissen
also. daBl dic zwey Ausdriicke
2
Fla+y)—Fa—y I"a-—'-l';li» I"a ()j_ F'p
und >

—Fa+y)+Fa+yl': -I— l”d-l—y F"q

()-’

fortwihrend positiv oder Null d. h. (lalB.

Fa+y)—Fa—yl a—y- I a ““;—/_l “'pund Z ll l"”

sey. Daher auch. wenn wir y=/h seizen
. . ] h? .., — h® h® .
Fla+h)—Fa—hF ’a——(z— F'a = - 5% F""pund Z 0—_)/”"(1.

Es mul} also einen nicht auBerhalb p und ¢: mithin auch nicht
aullerhalb a und a+h liegenden Werth a+uph geben. der die
Gleichung

h h® .,
Fa+ h)—Fa—hFa—" " zi)-»-».;F (a4 nh)

3
Flath)=Fa-+hE"a+ i Frat L a+uh)

oder
erzeugt. Auf dhnliche Art orgil)i sich fiir —h die Gleichung

h? 7 hs N/
Fa—h)=Fa—h[F’ <l+ ; I ——;—_51' (a—ph).

4. s ist nun leicht zu erweisen. dall unsere Formel ganz
allgemein fiir jeden Werth von n gelte, Denn setzet. dall sie
fiir cinen bestimmien Werth von n noch gilt. so LiBt sich alsbald
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zeigen. daB sic aueh fiir den niichst groBeren Werth n4-1 gelie;
vorausgesetzt. dal die gegebene Funetion cine (n41)-te abge-
leitete lmt welehe fiir alle Werthe von x=a bis x= a-+h ein-
schlieBlich stetig ist. Weil niamlich die Formel fiir den Werth n
noch gilt. F™+lx aber nicht die (n+1)-te sondern bloB n-te ab-
geleitete von F'x ist: so crhalten wir
4 " Il ;” lla R
I (8+Il) l(l"i‘hl’ 8+ l +_")-—'.§l'llﬂ

-

(g 4 uh),

oder auch fiir jedes y. welches nicht auflerhalb 0 und #fi licgt,
Fla+y)=Fa+ylF "a+ "Fa +5 v, r”’a-l- sy J i a +uy).

Bezeichnen wir also den kleinsten Werth, den die stetige Fune-
tion F"lx unter allen Werthen der x von a bis a4+ h annimmt,
durech F*1p, den grioBten durch F*1g; so mul}

2 3 n
. \ . y? ., 1 ' — 1 .
F'(a+y)—F 'a—yl‘"a—'.j, I '"a—~3‘i.;F” a— >3 -51 n [rtip
n
und = _)____31._____ g,
~ '_' .- n
Demnach sind
2 3 n
. \ . y2 .., yd y ]
adpr Y A PN AL - A AL S O § P 7 [Fnt1
F(a+y)—Fa—yl"a—>5F"a 5z 3.3---nr P
und

— a4y + Fa+yFa+ _-‘».’_214"".1_*__-13_ FIVat ...+ Y' o g

Y Y 20 4Tas 2.3..n° 1

cin Paar Functionen von y, dic fortwihrend positiv oder Null

verbleiben. Es LBt sich aber F'(a+y) als die abgeleitete von

Fla+y): F'a als die al)g(‘loitotc von yl”a; yIF"”a als dic abge-
3

leitete von '-y;.~ F'"a;

2
g)—-l"”a: y l"'a als die abgelcitete von 5

j =I""Va als dic al)g(‘lmtcto von-—% ———I‘”’a u.s.w.sendlich - l' nilp

I

2.5 2.3.4 2.3

yul 1 y

2.5 (n+ 1)
l nt1

als die abgeleitete von;—= I'"'1q, daher die ganzen zwey

~(n+1)

Ausdriicke, der erstere dl.s dic abgeleiteie von

F*i1p und chen so 5—; 1’"“(1

als die abgeleitete von 5%

CFlasm)—ulta—L g Y pra_ YL v _ '/"_“_,,.H
CoHlary)—yla="y Fa—y a5 F e s P

und der zweyte als die abgeleitete von
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—J ’ y._z 4 y 1! y a4 y u+1
D l(a+y)+y.Fa+2F’a+,) 31 atsa ——F"a+. (n+1)F
betrachten. Bestimmen wir also die Constanten C und D so, daB
beyde Ausdriicke mit y=0 verschwinden, d. h. setzen wir
C=—Fa und D=+ Fa, so folgt aus 8. 73, dafl die zwey Func-
tionen

Faru)—Fa—uF _y’ v _yf’__ oo Yy YT

Hary)-Fa—yla—, Faz) 51™a 2.3.4’ SR % B e ) LA &
J " y"+1 ﬂ

“l'(a'y)+1'alyl’al- I a+-2=F a,-l rlva+..._|. l4n¥1q

2.3 3 4 2.3 (n+1)

stets positiv oder Null sind. Also muR auch, wenn wir y=h
annehmen,

v h2 ” hs rn I
F(a+h)—Fa—hF a—--z—F a—é—_l‘ a—5= F’Va-—
h Fr =__L "n+- h"+1 n+1
BT SRt v Sy prny ) LA S T ST e | A

seyn. Somit gibt es einen nicht auflerhalb p und ¢, also auch
einen nicht auBerbalb a und a+h gelegenen Werth a+ uh, fiir
welchen die Gleichung eintritt

Flath)=FathF'a+ " Fat )" Frat o lo piva ..
"+LF’H—1(3+ h)
-(n+41) “

Und wie dieB soeben fiir einen positiven Werth von h erwiesen
wurde, erweiset es sich auch fiir einen negativen.

5. Wenn endlich die Function Fx wohl eine crste, zweyte, ---
und n-te abgeleitete fiir alle innerhalb a und a+h gelegenen
Werthe der x, nicht aber fiir diese selbst hat; so wird, wenn
wir nur ¢ und e¢-4i innerhalb a und a 4+ h nehmen, nach dem
bisher Bewiesenen die Gleichung

Fle+i)=Fa+il'a + F' [ + F’” + -4 ————--»——l* (@ pi)

angesetzt werden diirfen; aus der sich durch ihnliche Schliisse
wie §. 31 die
- - ~_  h®.,, h?
F(a+h)= a+hl’a+—l’ a-+t -

1)3

wird ableiten lassen. Denn lassen wir den Unterschied e—a in
das Unendliche abnehmen; so muB, weil Fx fiir den Werth x=a
11

1 h» T



162

und hinsichtlich auf einen Zuwachs von demsclben Vorzeichen
mit h stetig seyn soll, auch der Unterschied Fe— Fa nach seinem
absoluten Werthe in das Unendliche abnehmen. Dasselbe muB
auch von dem Unterschiede

Fa—Fa: F'a—F"a: --- Fya+ pi)— F*(a+ ui)

aus gleichem Grunde gelten. Wir diirfen also auch
Fa+i)=Fa+iF'a + r"a + ~-)--—.;F"'a + - + -F”(a. + pi) + L

schreiben, ingleichen, weil jede Zahl, die sich durch a4 ui vor-
stellen liBt. auch durch a4+ ph vorgestellt werden kann. indem
h>i ist. :

12 73 n
Fa+i)=Fa+il'a+ lz F"a+ 51—.51?"'& Tty %:T'ﬁl""(a +uh) + Q.

Weil aber Fx auch fiir den Werth x=a-h stetig seyn soll,
und zwar hinsichtlich aul einen Zuwachs von entgegengesetztem
Vorzeichen mit h: so muB, wenn wir i dem Werthe h in das
Unendliche nahe riicken, auch der Unterschied F(a+ h)—F(a+1)
nach seinem absoluten Werthe in das Unendliche abnehmen.
Es mul} also auch

Fla+h)=Fa+iF'a —|—§F"a+ F'a+-- —I— Im(a+yh)+sz

seyn. 1Da endlich bey der unendlichen Anniiherung von i an h
auch jedes Glied der Reihe

l[“la I;na is w,a el _in__ o P‘"(a + -Lh)
R T S S PO ¢
dem gleichnamigen der folgenden
h R ., h» "

in das Unendliche nahet, wiihrend die Anzahl derselben unver-
dndert bleibt: so diirfen wir (8. ) gewill auch

Fla+h)=Fa+hF a+’f) l‘"a+h F"a+-- + h.’f_ I™(a + ph) + £,

schreiben. Bestimmen wir endlich die Zahl g auf die Art. daR
der Werth des Ausdrucks

Fa4-hl"a-+ ’—:;F"u +- 5 _;h"n I**(a+ ph)

dem Werthe F(a+4h) so nahe tritt. als es nur immer moglich
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ist; so sind dic simtlichen in der nur eben angegebenen Glei-
chung vorkommenden Ausdriicke bis auf & ganz unabhiingig
von i, und somit muf} auch £ selbst einen von i ganz unab-
hiingigen Werth haben; woraus dann von selbst folgt, das dieser
nur der Werth Null seyn konne.

Beysplel Auch bey diesem Lehrsatze verstehet sich S0
wenig, wie bey jenem des §. 29, von dem derselbe nur eine
weitere Ausbildung ist, die stillschweigende Bedingung, daf die
Function Fx nur eben zur Classe derjenigen gehoren miifte,
die nach einem fiir alle Werthe ihrer Verinderlichen gleich-
lautendem Gesetze bestimmt werden. Wire z. B. Fx eine Fune-
tion solcher Art, daB man fiir alle Werthe von x=2 1,

Fx:_é_i-_.?c4—4x”+ 12x2—4x +1 ,

24
fiir alle hoheren aber :
3x%+ 5x%+ 10x® 4 30x2—5x - 2

120

hitte: so hdtte Fx fiir alle Werthe von x eine abgeleitete, nicht
nur eine erste, sondern auch eine zweyte, dritte und alle fol-
genden in das Unendliche; es wire ndmlich fiir

Fx=

xZ21 ! Lx>1
va_4x3—3x2+6x—1 _3xt+4x®+6x2+ 12x—1
T 0 - 24
]F"v=2x2_x+'f =w1
: 2
F'x=4x—1 _xt2xti
' o 2
FlVx =4 =3x+1
Frx=0 =53.

Und da diese Formeln fiir x’=1 denselben Werth geben bis auf
FTx; so indert sich die vierte abgeleitete noch stetig. Es mul}
sich also die Formel

h? h?

Fla-+h)=Fa+hFa+"oat . F7at _h prvia 4 un)

2.3.4

auf jeden Werth von a und h anwenden lassen. Setzen wir in
der That a=0, h=10; so findet sich

38 1 0, 100 1000 10000
90.7 L t5 7% t FIV(l())

Fa0) = "5==5—6 17

11*
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Also FIV(10p) = %O?(—lx—i)i

welches ein unrichtiges Resultat gibt. Nehmen wir aber >3
so ist FT7(10u) von der Form 3x+1=30s+1; und es findet sich

- Wiire nun pZ 75 so wiire FIV(10p) =4

327.147 . . 1 tinde ir
= 1500.000° also allerdings zwischen ¢ und 1. Wiirden wir
aber a=1, h=9 annchmen; so finde sich
078_5 o1 9 (,+9 3+ FIV (1 4 o).
30 4
Fiir u=0 wire nun FI7(1 49u) =4 also abermahls ein unrichtiges
. 177447
Resultat. Also muB}. #>0 <1 seyn, und es findet sich b= 4g5.935"

U. s. w.

§. 83. Zusatz. 1. Vermittelst dieses wichtigen Satzes, den
man von seinem Erfinder gewchnlich den Taylorschen nennet,
liiBt sich der Werth des Zuwachses F(a+4 h)—Fa, den cine
Function erfihrt, wenn ihre Veriinderliche aus cinem bestimmten
Werthe x =a in einen belicbigen anderen durch a+h angedeu-
teten, iibergchet, berechnen, sofern uns die Werthe der abge-
leiteten Functionen F'x, I"x, F"”x, --- bis zu der n-ten Frx fiir
den Werth x=a bekannt sind. u.n(l wir ferner wissen, daB diese
n-te abgeleitete fiir alle Werthe von x=a bis x=a-+h stetig
ist. und endlich noch ein Mittel kennen den Werth des letzien

Gliedes

h®
55— I"a+uh)

- e

zu bestimmen.

§.84.Zusatz 2. Wenn Fx ganze rationale Funetion vom
m-ten Grade ist, so ist die m-te abgeleiletc derselben constant,
die (m + 1)-te und alle folgenden sind fiir jeden Werth von x
gleich 0 (8. 44). Also findet die Bedingung, welche zur Anwen-
dung des Taylorschen Lehrsatzes' erforderlich ist, bey jeder
solchen Function und fiir alle Werthe von a und h statt, und
weil das Glied

55—+ uh)

und alle folgenden verschwinden, sobald n=m <41 ist: so kann
man den Zuwachs, den eine solche Function erfihrt, wenn ihre
Veriinderliche aus dem Werthe a in den beliebigen a+ h iiber-
geht, durch cine Reihe steigender Potenzen des Zuwachses h
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darstellen. Wire z. B, Fx=4x2—x?*; so wire F'x=8x—>5x%
["x =8—06x. I""x =—0 und alle fongenden abgeleiteten fiir jeden
Werth von x gleich 0. Also hatten wir

h? h3
4a+h)* —(a+ h)*=4a*—a®+ h(Sa—3a? + - (8—ba) -+

= (—0).
2.3( )
wic sich auch durch die Entwicklung beyder Glieder der Glei-
chung bestattigt.

§. 85. Zusatz 5. Als ein Beyspiel von ganz besonderer
Merkwiirdigkeit lasset uns hier die Formel fiir den Zuwachs
ciner Potenz. deren Wurzel veranderlich ist, namlich x* be-
trachten. Wir kennen bereits die simmtlichen abgeleiteten, die
eine solche Potenz hat: sie sind nimlich anzufangen von der
crsten nx"™ L nn—1)x"2 nn—1)(n—2)x"3, ... so daB die
(n—1)-te =nn—1)(n—2)---2x, dic n-te=nn —1)(n—2)--- 2.1
constant ist, dic (n =+ 1)-te und alle folgenden = 0 sind. Daher ist

(d—l—lz)”—a”—}—na” 1] + ( _ ) an— 2h2+-(———~1)( Z) n—:xhs_l_.,.

1.2.3
nn—1)(n—2)- (n—m) R n(n 1)-~-1
1.2.3- (m—I— ) th +12’5

eine Formel, die man gewohnlich die Bmomlalformel nennt; so
wie die in den einzelnen Gliedern derselben vorkommenden
Coefficienten

nn—1) n(n—1)(n—2) n(n—1)(n—2)---(n—m)
1o 2.3 123 (m+1)

die Binomialcoefficienten heillen.

h*.

1. n

Beyspiel. Nach dieser Formel findet sich
(a + h)® = a3 4 3ath + >ah? + h3,
(a+ h)t= a*+ 4a3h + 6a2h? 4 4ah3 + ha.
U.s.w. Setzen wir a=1 und h =1, so ist fiir jeden ganzzihligen
Werth von n
n(n—1)

n(n—1)(n—2)  n(n—1)(n—2)(n—73)

Pl s 1.2.5.4 torl
Setzen wir aber a=1 und h=—1; so muBl weil 1—1 =0 und
0" =0 ist, fiir jeden ganzzihligen Werth von n

_ _ ) _ _ —
1_n+":(",,, 1) n(n—1)(n _)_l_n,(n, 1)(n 2>(n 3) 1 =0

1.2 1.2.3 1.2.3.4

seyn. U, s. w.



166

§. 80. Zusatz 4. Wie wesentlich auch in diesem Lehrsatze
die Bedingung sey, daB selbst die letzte abgeleitete F*x fiir alle
innerhalb a und a4+ h liegenden Werthe von x dem Gesctze der
Stetigkeit gehorche (von den iibrigen versteht es sich dann von
selbst), mag uns das. Beyspiel der Function -4-_'_.’-‘-. beweisen. Die
Menge der abgeleiteten gehet hier in das Unendliche: sie sind
der Reihe nach

L 2 2.3 253.4 2.3.--n

@—x)* —x)¥ @—x)* d—2> " (@F—x)p
u. s. w. Fiir den Werth x =4 aber werden diese abgeleiteten
insgesammt unstetig. Nehmen wir also a z. B. =3, h aber =2
an: so liBt sich von der Function F*x, wie man auch n bestimme,
nie behaupten, daB} sie fiir alle Werthe von x =a his x —~a+h
(d. h. von 3 bis 5) stetig verbleibe. a sich nun
Flath)=ts=—1 Fa=1, Fa=1, Fa=2.

4—5
: F"a=2.35, FlI'a=2.3 .4, --.

und iiberhaupt Fra=2.3.4---r findet; so sollte. wenn die Formel
des Lehrsatzes auch noch fiir diesen Fall gilte,

)n

—":l'i"z_i—zz )3+)4+ +(1 )‘u)"l-l

seyn. Nun gibt es aber fiir jeden geraden Werth von n, der
also ein ungerades n4 1 macht, wirklich einen Werth fiir g,

der dieser Gleichung genug thut; nimlich der griofte den g an-
n

(—2uy i~
—1 =1+.2.+ 224 28 ... J 2n—1__n
M —1=142+4224234... 201

(8.) sey. Allein bey einem ungeraden n gibt es gar keinen Werth

nehmen kann, =1 gibt —2* und esist ganz gewil}, daf

oder

¢ ﬁ
fir u. der jene Gleichung wahr mache, weil (1= syt fort-

withrend positiv verbleibt, wenn n ungerade, und somit n+ 1
gerade ist.
§. 87. Zusatz. Wenn sich erweisen liflt, daB die Reihe

h’ F"& + h 1 Fn-rla + + hn+r Fn I-r(a + ”h)
2.3---n ‘n+1 ~(n+r)
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fiir jeden Werth, den g annehmen kann, dmch bloe Ver-
mehrung von n kleiner als jeder gegebene Bruch N werde und

verbleibe, so grof man hinterher auch r macht: so wird (aus
§.) auch folgen , daB wir

Fa+ h) = Fa+ hF a+h F"a+ h?

F "a -+ ---ininf.

&ef7en diirfen. So ist zum Beyspiel die r-te abgeleitete von

——T;B_)’rﬁ Setzen wir also Fx-—l _:_ =0, h>0

+ -oleich

Fr(a + uh) auf jeden Fall Z h" und die

und < 1; so ist 2.3h“.r

Reihe

hn o pn+1 s h ntr e L
—_— - n- “ee T

i ate s g et ettt eh)
nimmt ins Unendliche ab, wenn wir n ins Unendhche vermehren;
weil sie < h® 4 hrt 4 o2 ... hrtr ist. Also diirfen wir
i —Il-TL =1—h+h*—h3+ht*—h®+--- in inf. schreiben.

§. 8. Lehrsatz. Wenn eine Function Fx so beschaffen
ist, dal ihre abgeleiteten Functionen, nicht nur die ersten n
(wie im vorigen Lehrsatze angenommen wurde) sondern auch
alle folgenden in das Unendliche hin, fiir alle innerhalb a und
a+ h liegenden Werthe der x meRbare Zahlen sind; fiir den
bestimmten Werth x = a aber Werthe von solcher Art annehmen,
daBl Frx fiir jedes innerhalb a und a + h gelegene x nach seinem
absoluten Werthe, fortwdhrend kleiner verbleibt als eine ge-
gebene Zahl M. r mag so groB werden als man nur will; so
haben wir immer die Gleichung

h3 ht

I‘(a+h)—Fa—l—hF'a+—F”a+ I”” +2 3 4F’Vx+---

oder auch 2.3
3 h? " h? " h* ..
Fa4+ h)=Fa+ hF'a+ - F a+——-F' +2 3 4‘I'"’.|@i+---

-t

5% F’a+ -in inf.

Beweis. Vermioge des vorigen Lehrsatzes haben wir bey
der Voraussetzung des gegenwiirtigen, dafl F'x fiir jeden Werth
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von r cine meBbare Zahl vorsielle: sofern wir nur & innerhalb
a und a—+ N annchmen. die Gleichung
Fla 1 1) = Fa 4 L7 112[,‘", h® [,
(d—*—l = d"l‘l ‘I+n) d+,)*,% d—}—"'
]Ir hr% 1
. R ]Jr.l I /
+*v~4~‘+25~wr+n

-

g 4 uh).

und wenn wir r und um s vermehren

. . " fiz o, h3 ..., L .
Fa+h)=Fa+hF'a+ " Fa+4 o1"a4- 4 52 I'ra -
2 2.5 Soeer

fyr i1 forit Jyr sl I /
ety LALILP: [ PP IERSE s (g 4 ).
25 (r+1) 05 (rfs+1) (@

worin das Zeichen ¢ eine gewisse (nicht ¢ben in beyden Aus-
driicken dieselbe) Zahl bedeutet. welehe nie auBerhalb der
Grenzen 0 und 1 licgen wird. Gibt es nun cine Zahl M groB
genug. um behaupten zu konnen, daB [F7x nach scinem abso-
luten Werthe fortwihrend << M verbleibt. so grolf man auch r
werden lasse. nimmt man nur & stets innerhalb a und a+h:
so ist ein jedes Glied der Reihe

]IM 1 _— hr&-2 o
2iﬁiﬁ¥n' d+13~4r+nl
risi
. B S——— AR Nk
T sty (a 4 ol
dic in der zweyten Gleichung statt des Gliedes
hr':l i1,
ER PN

der ersten erscheint. nach seinem absoluten Werthe kleiner als
das gleichnamige der Reihe
h)"l hr"»2 ]Iri.\-él
— M+ M+ -+ s
2.5 (r41) 2.5 (r42) 2.5 (r4+s-+1)
Folglich ist auch der Werth jener ersten Reihe aul jeden Fall
kleiner als es der Werth der letzteren selbst in dem Falle ist.
wenn wir allen Gliedern ein und dasselbe Vorzeichen zugestehen.

M.

d. h. h positiv annchmen. Es laBi sich aber erweisen. daB der
Werth dieser letzteren Reihe kleiner als jede gegebene Zahl
gemacht werden konne. wenn wir nur r groB genug nehmen.
s wachse dann hinterhier noch in das Unendliche fort. Denn
dicse Reihe st
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h"*“M h ht h*
(r+1)[‘+r+3+(r+2)(r+3)*""*’(r+2)(r+3)---(r+s+n)]‘
nimmt also stirker ab als die nachfolgende

3htj-(lrjfl-l)[1+r+2 (r+2) T +(r+2).]

Nebmen wir also r erst so grofl, daRl r+ 2 grofler als z. B. 2h
ist: so verbleibi 0

1+ 5

(r+9) + .-+ in inf.

{nach §.) < 2. Also ist die nun eben angefiihrte Reihe fiir diesen
hr+1M ])
3.4 (r+1) T
Werth dieses letzteren Ausdruckes aber wird offenbar immer klei-
ner. je grofler wir r nehmen und lifit sich ins Unendliche vermin-
dern. Denn so oft wir r nur um Eins vermehren, multipliciren
wir diesen Ausdrueck mit einem neuen Faector von der Form

und jeden grilleren Werth von r jedesmahl <

der somit << § ist. Aus § wissen wir aber, dafl durch eine.

r+2
beliebige Anzahl von Wiederholungen eines solchen Verfahrens
. d. h. durch fortgesetzte Multiplicirung mit Briichen, die <} sind,
jede gegebene meflbare Zahl in das Unendliche vermindert
werden kinne. Um so gewisser also lifit sich die Reihe

hr+1 Fr+ 1 hr+8

BRI R L

hretl
2.5 (r+s+1)

durch blofle YVermehrung von r in das Unendliche vermindern.
Daraus aber folgt (nach §.)

h? h®

Friat1(a 4 uh)

F(ﬂ-l-h)=Fa-I—hF'a+?F”a+—2—_’-P”a+...+2 _h'r” Fra+ &
und
F(a+h)-ﬁa+hF’a+——F"a+£~F’”+ + h F'a—i- - in inf.

§. 89, Zusatz. Ergibt es sich fiir einen besonderen Werth
von a oder auch iiberhaupt fiir jeden Werth von x, dafl die
(n-+1)-te abgeleitete F*+1a und alle ihr folgenden bloffe Nullen
sind: 80 hat man

Fla+h)=Fa+hFa+'oF

- _hn fa,
—n
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Aus § 84 wissen wir, daBl dieser Fall fiir jeden Werth von a
eintritt, so oft die Function Fx eine bloB rationale und ganze
Functien ist; fiir einzelne Werthe von a aber diese Erschei-
nungen auch bey manchen Functionen von einer anderen Art
eintreten.

§.90. Zusatz. Setzen wir h=2z—a und somit a-+h=z, wel-
ches erlaubt seyn wird, wenn alle abgeleiteten unserer Function
fiir alle Werthe der Verinderlichen innerhalb a und z meBbare
Zahlen sind; und wenn iiberdie irgend cine bestindige Zahl M
grol genug angeblich ist, um behaupten zu koénnen, daB die
Werthe aller dieser abgeleiteten, innerhalb der soeben erwédhnten
Grenzen ihrer Veriinderlichen fortwiihrend << M verbleiben: so
crhalten wir

Fz=Fa+ (z—a)Fa+ a4 O prg 28 prvg

---+:,~(::—91—F’a+53
oder 2.5.4---r

Fz=Fa+ (z—a)F a+( a) —F"a + a) —F"a+--- ininf.,

welche Formel, zumahl fiir den I)csonderen Fall, daB a=0 ist,
dic Maclaurinsche Formel genannt wird.

§.91. Anmerkung. Ohne mich hier in eine umstindliche
Priifung der verschiedenartigen Beweise einzulassen, die fiir den
Taylorschen und Maclaurinschen Satz bisher gefiihrt worden
sind: erinnere ich nur, daB sich die Fehlerhaftigkeit der meisten
schon durch den Umstand offenbare, da sie (wie man zu sagen
pflegt) zu viel beweisen;d.h.daB man sich Schliisse erlaubt, aus
denen sich, wennsie zulissig wiren, ergeben miiflte, dal diese For-
mel auch in gewissen Fillen gelte, in denen sie doch entschiedener
MaRBen nicht gilt.Fiir einen der strengstenBeweise sicht man denje-
nigen an, den Lagrange (in der Théorie des fonctions analytiques
und in den Legons sur le calcul des fonctions) gegeben, den auch
so viele Anderez.B.Kdstner, Tempelhof,Pfaff, Bohnenber-
ger,Mayer,Prasse,Pasquich,Eytelwein,Brosius, Ohm,
Young, (Elements of the differential Calculus. London. 1831)
im wesentlichen noch immer beybehalten haben. Die Schwiiche
dieses Beweises bestehet (wie auch Hr. Grunert in der Fort-
setzung des Kliigelschen Worterbuches B. 5. S. 8. bemerkt)
in der Voraussetzung, daff sich F(x+i)—Fx in der Form
Aie+ Bif+ ... darstellen lasse. welches, da F(x+i)—Fx jede be-
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lichige Function von i bezeichnen kann. im Grunde nichts
anderes als die Voraussetzung ist. daB eine jede Funetion ciner
Verinderlichen x unter der Form Axe4 Bxf+... enthalten seyn
miisse. Diese Voraussetzung ist aber in solcher Allgemeinheit
nicht nur noch unerwiesen, sondern entschieden falsech. So weil3
man z. B. recht wohl. daB} sich die Function log x bey keciner
als Basis angenommenen reellen Zahl durch eine solche Reihe
darstellen lasse. Man gesteht dieB auch ein: sagt aber, dal} der
Fall. wo cine solche Entwiklung nicht angeht, nur ausnahms-
weise, nur fiir gewisse Werthe der Veriinderlichen eintrete. So
lange man also (heiBt es) & noch in seiner volligen Allge-
meinheit lillt, sey die Annahme F(x-+1i)—Fx= Ax*+ Bxf+ ...
verstattet. Ieh will hier nicht die sehr uneigentliche Redensart
riigen, daB man x in seiner volligen Allgemeinheit nehme, wenn
man cs so nimmt, dal} es nicht jede beliebige Zahl vorstellen
kann. Gerade dieB heiBt ja, einen Ausdruck nicht in seiner
volligen Allgemeinheit nehmen. Man sollte also vielmehr sich
adullern. daft die Gleichung F(x+41i)—Fx= Ai*+ Bif4... zwar
nicht fiir jeden Werth von x, auch nicht fiir jeden von 7, aber
doch immer fiir gewisse, ja (wenn mann will) unendlich viele
Werthe gelte. Aber es handelt sich um den Beweis dieser Behaup-
tung. Diejenige Mathematiker, welche wie Lagrange selbst,
oder wic necuerlich auf das Bestimmteste Hr. Ohm (in s. System
der Math. Thl. 5. S. 58.) unter einer Function nichts anderes
verstchen als einen Ausdruck, in welchem einander mehrere
cine Veranderliche Zahl bedeutenden Buchstaben, und allenfalls
auch gewisse Ziffernausdriicke vermittelst eines oder mehrerer
Operationszeichen verbunden sind. behaupten hier freylich etwas,
daB sich nach ihrem Begriffe vollkommen rechtfertigen laBit:
wie denn auch Einige von ihnen. nahmentlich Hr. Ohm Beweise
fiir ihre Behauptung geliefert haben, denen im wesentlichen
nichts auszusctzen ist. Allein wir diirfen nicht vergessen, dal}
der Satz. den sie auf soleche Weise unter dem Namen des Tay-
lorischen Lehrsatzes darthun, eine Wahrheit von sehr beschrank-
tem Umfange und Gebrauche sey, mit deren Aufstellung wir
uns auf dem gegenwiirtigen Standpunkte der Wissenschaft nicht
wohl befriedigen konnen. Bey jenem Begriffe von einer Func-
tion wire namlich der Satz lediglich nur auf solche veridnder-
lichen und von anderen abhingigen Zahlen und Grélen anwend-
bar. von denen wir schon im Voraus wissen, daBl ihr VerhaltniB
der Abhiangigkeit sich durch eines oder mehrere Operations-
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zeichen darstellen laBt. Es gibt aber cine viel allgemeinere Wahe-
heit, die ndamlich, daB cine jede Zahl, welche von einer andern
nach einem solchen Gesetze abhiingt, dafl eine abgeleitete an-
geblich ist. auch der im §. 82 gelieferten Taylorschen Formel
gehorchen miisse. Dall dieses eine viel allgemeinere Behauptung
sey. sicht Jeder ein; oder wie lieBe sich, es wiare denn eben
nur durch Beniitzung des Taylorischen Satzes erwiesen, dal} eine
jede Zahl, welche.von einer andern nach dem soeben erwiihnten
Gesetze abhiingig ist, darstellbar seyn miisse durch einen Aus-
druck, der keine andern als jene Operationen in sich fafit, da
doch oft noéthig ist, daB wir derselben eine unendliche Menge
anwenden, und auch noch hier fiir einzelne Werthe Ausnahmen
Statt finden?

§. 92. Lehrsatz. Wenn eine Function Fx fiir alle innerhalb
a und b gelegenen Werthe ihrer Weriinderlichen nicht nur eine
erste. sondern auch eine zweyte, dritte,... und n-te abgeleitete
hat; und wenn auch dicse letzte noch fiir alle innerhalb a und
b gelegenen Werthe der x wenigstens stetig ist; so gibt es fiir
jeden innerhalb a und b gelegenen Werth von x ein sowohl
positives als negatives i so klein, daB wir nicht nur die Gleichung

"

Fix+ti)=Fx+iF x+ F" t5 3I"" x4t --—--———l' (% % pi)
ansetzen diirfen, sondern daB iiberdieB auch jedes Glied in der
rechtsliegenden Reihe, welches nur nicht schon fiir sich selbst
=0 ist, nach seinem absoluten Werthe grofler ist als die alge-
braische Summe aller nachfolgenden.

Beweis. 1. Wenn x ein innerhalb a und b gelegener Werth
ist, und wir nehmen i nur klein genug, damit es sowohl <x—a
als auch <b—x sey: so liegt auch x+i sowohl als x —i inncr-
halb a und b. Die Function Fx hat sonach fiir alle Werthe
ihrer Verinderlichen von x—i bis x+i die n ersten abgeleite-
ten, und noch die letzte derselben ist stetig; also ergibt sich
aus 8. 82, dall wir die Gleichung haben:

v
2.35---n
wobey p eine gewisse nicht auBerhalb 0 und 1 liegende Zahl
bedeutet. Wenn aber diese Gleichung erst fiir einen bestimmten

Werth von i bestehet: so bestehet sie fiir jeden noch kleineren
um so gewisser.

F(x+i)= Fx+lrx+ F"x+ ———T"’x-{----i Fr(x + ni).
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2. Wenn nun verlangt wird, einen Werth fiir 7 zu finden,
dabey das vorletzte Glied in der Reihe, nimlich

in—l

2.3 (n—1)

nach seinem absoluten Werthe griofler als das letzte

Fr—1x

n
55— (e + )

wird: so ist es cin Leichtes, diese Forderung zu erfiillen, wenn
nur I"1x fiir den gegebenen Werth von x nicht eben =0 ist,
was wir im Lehrsatze uns schon bedungen haben. Weil niimlich
Frx fiir alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der x stetig
ist; so gibt es unter den simmtlichen Werthen desselben einen
groften in der Bedeutung des §. 24 (1. Abschn.). Bezeichnen
wir diesen durch F"q oder sonst eine andere beliebige grioflere
Zahl durch Q; so ist kein Zweifel, da F*(x + ui) nach seinem
absoluten Werthe Z Q ist. Nehmen wir also ein i so klein, daf
nebst den beyden Bedingungen i <x—a und i <b—x auch noch
die dritte

Pt
Q
crfiillt wird: so bestehet gewiRl auch noch das Verhéltnil}

. n Fr—1x
N TP i)

multipliciren

. . . .
und folglich auch, wenn wir heyderseitsdurch 5 5
2.3...

1 l —1ln Fn—l X

2.5---n ~2.3---nk(x 4 ui)

d. i.
in—l lq‘n——l X

" .
55 nl ) <53 Tm—n

3. Wenn es nicht eben das vorletzte, sondern irgend ein
frithcres Glied ist, von dem man verlangt, da es nach seinem
absoluten Werthe groer als die algebraische Summe aller nach-
folgenden Werthe; so konnen wir diese Aufgabe alsbald auf
die nur eben betrachtete zuriickfiihren; indem wir die Reihe
rechterhand immer so abkiirzen konnen, da@ das uns angege-
bene Glied darin das vorletzte werde. Denn wenn die n-te ab-
geleitete F"x die Beschaffenheit hat, stetig zu seyn; so haben
auch alle friiheren diesc Beschaffenheit, weil sie ja selbst eine.
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abgeleitete haben. Ist es also z. B. das dritie Glied oder 12 F"x.

daR wir groBer als die algebraische Summe aller folgenden
machen sollen: so nehmen wir nur cin # von der Art, dal}

Fx+i)=Fx+iF'x + F".x + I""'(x + i)
3
ﬁey, wo denn das Glied _;—,}F "(x+ui)= der Summe aller auf
l’ "x folgenden, oder

-'_ " ——FIV i" . fn .
T 25 x+z.3.4F ooty G et ed)

ist. Wahlen wir nun i so klein, dafl nebst den beyden Verhilt-
nissen i <x—a und i<b—x auch noch das dritte Verhiltnif}
)F’f
I""(.x—{—m)
eintrit. welches. wenn F”x nicht =0, immer moglich ist: so wird
i? .
~ F'"x > F”’(x-l—m).

2 2. 5
also auch

> 3—. F"”x +5573 F”’x e I'"(x+pu)

2.3
seyn. Sollte gleich das erste Glied Fx griiﬁor als alle folgenden
werden: so haben wir nur. wenn
Flx+i)=Fx+ i F'(x 4+ pi)

Fx

< Flx+pi)

ist, nothig -

zu nchmen.

Beyspiel. So hat die Function; fiir alle innerhalb 0 und

jeder anderen Zahl gelegenen Werthe ihrer Veridnderlichen alle
abgeleiteten; es gilt also immer die Gleichung
1 T ¢ ¢ @B it "1
= L LTt
x? xt X (x + mi)»

Setzen wir hier z. B. x=1%: so wird

1 . . . . i1
N 0 4i8it 160 4 3R — - + :
i+ (2 + !"l)" _
Wollten wir nun einen Werth fiir i erfahren, bey welchem
yn—2

nach seinem abso-

. . g . b
das (n—1)-te Glied dieser Reihe d. i. g
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luten Werthe grifler als das n-te wird: so brauchen wir fiir ¢
nur denjenigen nicht auflerhalb 0 und 1 gelegenen Werth zu
wihlen, fiir den R
Fr(x+ ui
D)= (4
am groflten wird. DieR geschieht offenbar fiir x=0. wo dieses
Glied in 2" iibergehet. Um also

n bll—lx
.. . i< Frq
Zzu erha]ten, mussen wir
2n—1
<=,

wihlen. Und in der That geniigi schon der Werth i=} zu

unserem Zwecke: denn das Glied ! wird bey diesem Werthe

Il—

yh—1
=2, withrend das letzte Glied —IL—.uzl wird. Auch findet
(3 + mi)
sich fiir diesen Werth ganz richtig
1
e =1 =2—242—242—2- 2 F 1.
IF + + + - +

§.93. Lehrsatz. Wenn eine Function von x fiir alle Werthe
ihrer Veriinderlichen x von a einschlieBlich bis a 4+ h folgende
Gleichung erlaubt:

Fx=A+B(x—a)+C(x—a)*+ Dx—a)*+ --- + R(x—a) + L.

worin die Zeichen A4.B,C,D,--- R gewisse mellbare und von x un-
abhiingige Zahlen bedeuten, & aber durch blofle Vermehrung
von r in das Unendliche abnimmt; wenn iiberdieB bekannt ist.
daBl die Function Fx mindestens fiir den Werth a und fiir einen
Zuwachs, der von demselben Vorzeichen mit h ist, nicht nur eine
erste, sondern auch eine zweyte, dritte und alle folgenden abge-
leiteten in das Unendliche fort hat: so muf}
7 g r
Fa., D_P a . R= Fra

2 3 2.5---r

A=Fa, B=Fa, C=
seyn.

Beweis. DaB 4= Fa seyn miisse, ergibt sich schon daraus.
weil die gegebene Gleichung fiir den Werth x=a bestehen soll.
und hier in Fa= A iibergehet (8.). Da ferner nicht nur das Glied
linker Hand d. i. Fa, sondern auch alle auf der rechten Seite des
Gleichheitszeichens vorkommenden Glieder A. B(x—a)., C(x—a)?,
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D(x—a)3, --- R(x—a)" bis etwa auf &, eine erste, zweyte, dritte,
und alle folgenden abgeleiteten haben, weil diese Glieder ins-
gesammt blofe rationale Functionen von x sind: so ist, wenn
wir zu beyden Seiten der Gleichung die erste abgeleitete nehmen,
nach dem vorigen 8.

Fx=B+42C(x—a)+3D(x—a)t+---+rR(x—a)—14+8, (1)
und diese Gleichung mulR fiir dieselben Werthe, wie die gege-
hene, bestchen. Es ist also, wenn wir x=a nehmen, Fla= B+ L,;
woraus (nach §.) B=Fa folgt. Eben so findel sich, wenn wir
von der Gleichung (1) abermahls zu beyden Sciten dic abge-
leitcte nehmen,

F'e=20C4+2.5D(x—a)+---+ (r—1)rR(x—a)—2 4+ L,, (2)

woraus sich fiir

4‘11
- a
x=a, F'a=2(4+8, und C=- -
crgibt. Auf gleiche Weise findet sich

F'x=23D4---4+ (r—2)(r—)r R(x—a) 3+ L, (3)

und daraus fiir x=a.
"l”
\ - a
F"a=2.3D48; oder D-———;,--—.-,--

Man sieht von selbst, wie diese Schliisse stets fortgesetzt werden
&

kinnen, und allgemein ]{:\;)._l;?

§. 94. Lehrsatz. Wenn ein Paar Funectionen Fa und ®x
fiir einen gewissen innerhalb a und b liegenden Werth von x
cinander im Werthe gleichkommen, und eben dief} gilt auch von
ihren ersten, zweyten, bis zu der n-ten abgeleiteten, so da} sich
crst die Werthe der (n+1)-ten abgeleiteten I**+'x und @"*+x fiir
den bestimmten Werth von x unterscheiden; wenn iiberdiel jene
abgeleiteten auch stetig sind: so behaupte ich, daf# der Unter-
schied F(x+i)—®(x+1i) nach seinem absoluten Werthe durch
bloBe Verminderung von i kleiner gemacht werden konne, als
der Unterschied zwischen irgend einer von diesen IFunctionen
und einer dritten fx, bey der nicht chen so wic zwischen Fx
und Px, alle die nachstehenden (n+1) Gleichungen Fx=fx,
Fx=fx, F'sx={f"x, .-+ Fre={frx Statt finden.

Beweis. Weil die zwey Functionen Fx und @x, wenigstens
(n+1) abgeleitete haben, und auch noch diese stetig sind; so
gelten die beyden Gleichungen '

‘eben.
. 8
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12
Fai)=Fx+ilx+ ' x4

t ___Jn l" i N1 (4n ;
F5 l J«+————~—(n+l)l (x 4 pi)
D(x+1) = Dx —I—1<Z5x+ d””x—l—
l‘n l‘lr{l nr )
IR R o vy LA S

wo u und » ein Paar nicht aufierhalb 0 und 1 liegende Zahlen

bedeuten. Weil ferner fiiv den bestimmten Werth von x
Fx=0x. ' =®'x. ["x=D"x. - ['"x =D~

seyn soll: so erhalten wir

I’l‘l 1

c(n 41
Der Unterschied [t (x—{—ui)—@“"“l(.x'—{—1'1') verandert sich mit i,
er kann aber. wenn wir L anzufangen von cinem  gewissen
Werthe j.in das Unendliche abnehmen lassen. nie groBer werden,
als er dann wird. wenn wir fiir I (x4 ui) den groBten. fir
O (x +2i) den kleinsten Werth setzen. welchen die beyden
Functionen Friix+1i) und @**Yx+ i) innerhalb x und x4
annehmen: und solehe groBie und kleinste Werthe derselben
mull es vermoge der vorausgesetzien Stetigkeit derselben geben.
Bezeichnen wir nun diesen groBien Unicrschied dureh Q: so
ist nach scinem absoluten Werthe

Flx+1i) —D(x+1i)= o “ W1y A i) — D+ i),

o i1
(i) — Pl +i) < E.’*Lmir 1’

Wenn nun in dem VerhiliniBe zwisechen den beyden Funetionen
Fx und [x nicht cinmahl dic erste im Lehrsatze angefiihrte
Gleichung niamlich Fax =[x bestechet: so nimmt der Unterschied
Fx4+i)—f(x+1i). so sehr cr sich auch mit i vermindern mag,
sicher doch nieht in das Unendliche ab. weil sonst aus der vor-
ausgeselzien Stetigkeit der Funetionen Fx und fa {olgen miilie.
daB I'x =[x sey. Es gibt also cine Zahl P, dic klein genug ist.
um immer kleiner zu bleiben als dieser U ni(‘rs‘ehi(‘d nach seincm
absoluten Werthe. Also ist P < F(x+1)—/[(x . Nehmen wir

demnach @ so klein, dalB 21 <25 (n 4 1) Q: so wird auch

i N 0 vewisser — b i) — fx 4 ) nac
i) “P und um so gewisser <Z F(x 1) —f(x+41) nach

scinem absoluten Werthe, Wenn aber Fa = fx. und vielmahl auch
12
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ctliche der Gleichungen Fa={x. F'x=["x. .- bestehen: so
seyen [y =y die hisehst abgeleiteten. welehe einander noch
gleichen. ynd m hicbey <~ n. Es ist aber

. + 'in [,‘m + R l7ﬁ_+1 _ [,‘m+1( . _{_ ,')
A 2.5 (m 1) X
;2
Jc i) =[xt i+ )
+ m /'m + 3 m+1 i /’m+1( N _{_ 1[[)
25 .m’ 2.5 (mA+1) ’ ’

wo gt und » nicht dieselben. sondern nur dhnliche Bedeutungen.
wic im vorhergehenden. haben. Mithin st

Pl [t = o O e (e ) — i)

. . 0 ) X - x i)
Weil aber Fmticnicht =41 so nithern sich aneh I Y(x i) und
[y 42i) beyv der unendlichen Abnahme von @ nicht ins Uin-
endliche. Bezeichnen wir also durch P eine Zahl so klein. daB
dev Untersehied [F74(x i) — [# 1 (x +20)| nach seinem abso-
luten Werthe fortwihrend groBer verbleibt. als sie: so haben wir

fmt1
Flx4+0)—f(x+4+10) = ! P. Wenn wir somit einen Werth
2.5 (m1) P
fir @ klein genug withlen: damit 7 (m+2)(m+3)---(n+ ¢
I‘,I+]_ I'm+] 2

ausfalle: so ist auch

P. Um <o ge-

2.5 (n+ I)Q‘ 25 (m A+ 1)
wisser (v +0) — D +10) - Flx+0) — (x4 1).

Bevspiel, Sey

A2 Oy S . | )
Fa= N0 xi"’-{_ e T D= A 20 2 fao=a3 4282 —0x+4:
SO st
Va3 A2
AR —v;)" + 1 : D=3 —4x+2: [xv =324 4 —0:
I x =55t —ua D'y = Ox—4: ["x=06x44:
I x = 6a—1: D" x=0: ["x=0:
Iy = BV =0 [ =0,

Nehmen wir nun liir & den besonderen Werth 1 an: so findet sich
Fx=®x=[x=1:
F'x=Px=[x=1:
["x=®"x=2: aber "x=10:
[ x==5: P"x=["x=0:
IV = 6 DIV x = [1V 5 =,
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Nach unserem Lehrsatze werden somit die beyden Functionen
F(x+i) und @(x+41i) fiir den kleinsten Werth von i einander
nither kommen als F(x 4 i) und f(x+i) oder @(x+1i) und f(x+1i).
In der That findet sich aber fiir den Werth x=1

14(1+')__|+I+l2+)13+ i
D(1 + )_1+l+l2+13
f(14+)=1+i454
Also der Unierschied
L LB
F(1 +l)—¢(l+l)-———6+v4
. oy } L
Fit+i)—f(t+i)=—dt—+ -

wo denn der zweyte nach scinem absoluten Werthe offenbar
grofer ist als der erste, wenn wir z. B, nur i=1 setzen.

Y. 95. Lehrsatz. Wenn eine Funetion F(x,y) zweyer von ein-
ander unabhiingiger Verdanderlichen a.y fiir jeden innerhalb x
und a4.dx gelegenen Werth der a. und fiir jeden innerhalb y
und y+4y gelegenen Werth der y. eine erste, zweyte, --- und

. T . dF(x,
m-te abgeleitete in Hinsicht auf x hat: wenn ferner auch &= (%,Y)

d?F(x.y) dx

noch eine erste. zweyte. - p-te: - -- daz noch eine crste, zweyte,
d’"l‘ (x,y) .

“am noch cine crste. zweyte, -+ f-te abge-
leitete in Hinsicht anf y hat: wenn endlich diese letzte abge-
leitete innerhalb der Grenzen & und x+4x und y und y+4dy
stetig sind: die Funetion F(a,y) selbst aber stetig auch noch fiir
dic Werthe x und x4+4dx,y und y+dy ist: so lift sich jeder-
zeil die Gleichung ansetzen

F(x +dx.y 4+ dy) =

- g-te u. s, WL

Aax? d*F(x, y)

_ (ll(x y)
Flay) 4 22?0 = gl
Ax™  d"F(x 4 pdx. J)
CtesTm dxm
,. l_l(x_u_) dy* d*F(s.y) s " Flx,y +vdy) |
=Tty g Tt E T Ay
o BE(x,y) Ay* d?F(x,y)
+A.\ Y l h/ + X 9 '—(Ix(ly l+1F( + A)
Ayr /4 x,y T Y
“'+Ax2.3---p dx dy? +

12*
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dxt  dBF(x,y) | dx* 4y d*F(x.y)

+ —‘Z_Ay dx*dy + 2 2 dxtdy?
dx® Ayt A F(x,y + xdy)
S 2 25 dx? dyt +
+ -+
Axm dPH i (x + pdx.y) dxm Ay d"PF(x+ pdx. J)

+ 25 -m Y dx™ dy 2.3 -m 2 dxmdy®

Axm Ayt d™ Y x 4 pdx,y + Tdy)

“+3.3---m'2.3---t dx™ dyt

Beweis. Aus den vorausgesetizten Bedingungen ergibt sich,
wenn wir nur x um Ax wachsen lassen nach §. 82

(ll(.x y) A.x_“ d*F(x. y)

F(x+ dx,y) = F(x.y) + Ix + o m Y
o 4_*1'”_1 d™ F(; o udxy) gy
Wiichst aber auch y um 4y: so mul}
. %
Fla + dx.y + dy) = Flay + ) + 4x & ;f;’" 2
Ax* d? F(x,y + dy) ,_I.y:’:'__ l"‘P(.x +udx.y+-y)
Ty dx* R Sove dxm S

seyn. Allein das Glied F(x. J—I—Ay) laBt chh abermahls aufl fol-
gende Weise entwickeln:

dF(x.y) | dy* F(x.y)

F(x.y + 4y) = F(x.y) + Ay - dy +75 dy? + -
Ay drEy tvdy)
BRI R Shoes dyn (3)
Ferner liBt sich auch das Glied A/x d l—(—'&-'/—;_!_—‘]q) eniwickeln, wenn
(”((li,y) als cine urspriingliche Funetion betrachten. deren
erste, zweyte, --- p-te abgeleitete in Hinsicht aul y durch ¢ ll (;\lyy)
3 Ji +1 )
& . l/)_ drmF (. y) vorgestellt werden kisnnen. Wir erhalten
dx dy? ~dxdy?
also ‘
axFey+dy) _  dF (w J) 4 ey CLEY) |
dx l Iy -
139" LHxy) Ay A" (e y tady)
T 2 dxdy? ot ¥35.0 p dx dy» )

x2 AP F(x.y + 4y)

Eben so liiBt sich das Glied PP noch weiter ent-
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o :
wickeln. wenn wir d fl&;y ) als eine urspriingliche Function be-
trachten. deren erste, zweyte, --- g-te abgeleitete in Hinsicht
- d*F(x,y) d*F(x,y)  d*2F(x,y)
auf y durch Iedy  dedy dedyt
kinnen. Daher
Ax* d*F(x, y+Ay) _4x* d*F(x,y) _Ax“ d*F(x,y) |
0 T de T 2 de T2 Wy T
dx* dy* d*F(x, y)+ +Ax’ _Ay? d¢+’F(x,y+xAy) 5)
2 2 dxtdy? 2 23...q dx?dy* (

li. s. w. Endlich kann mann auch das Glied

dx™  d"F(x 4 pdx,y+ Ay)

23--m’ dxm
m [ (x A
entwickeln, wenn wir d ('x(;:.f: *Y) als eine urspriingliche
Funection betrachten, deren erste, zweyte, --- f-te abgeleitete in

Hinsicht auf y durch

A"1F(x + pdx,y) d™*F(x+pdx,y)  d™HF(x+pdx,y)
dx™ dy dx™ dy? ’ dx=dyt

vorgestellt werden konnen. Wir erhalten also
_ar drF(xtpdx,y+dy)

2.3---m dxm
_dam dnF(xtpdx,y) | dxm dHF(x 4 pdx,p)
T25m 0 dxm te3 o mY dx= dy +
_dxm Ayt dvF(x tpdry)
+2.'§---m. 2 dx™ dy? +
. dxm Ayt .dm+tF(x+yAx;y+z4_y)__ 6)
2.3---m 2.3--- ¢ dx™ dyt

Dic Substituirung der Werthe (3), (4), (5), (6) in (2) gibt die
Gleichung des Lchrsatzes.

.96. Zusatz. Ist F(x,y,z---) cine ganze rationale Function
der mehreren frey Verinderlichen x, y, z, ---, so treten alle Be-
dingungen, welche zur Anwendbarkeit der Formel des vorigen
Lehrsatzes crforderlich sind, fiir jeden Werth von x, y, z
und dx, dy,dz,--- ein; so zwar, daB, wenn die Function vom
m-ten Grade ist, alle abgeleiteten, die durch eine mehr als m
hohe Ablcitung genommen werden, =0 sind. Die Verinderung
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die eine solche Funection erfithrt, wenn ihre Verinderlichen um
beliebige Stiicke 4x, Ay.A4z,--- wachsen, d. h.

Flx+4dx,y +4dy,z+4 dz.---)—F(x.y,z,--)

lift sich also jederzeit durch eine Reihe steigender Potenzen
dieser Zuwiichse selbst darstellen. So wiire z. B., wenn wir

Flx.y) = *° + 2x% — 2xy° + y°

hatten:
<%y_):3x2+4xy—zy=; ! l:l(x Y_oxtay: ¢ 1;1(:__5!1)_ o:
-‘1--"‘(5;‘”2:2.0 dxy + 3yt (M,(xz Y) o gxtoy ”?Z(;-‘;y-)zo

und alle folgenden =0. Also finde sich
(¥ +02)® 4 2(x + %) (y 4 Ay) — 2Ax + %) (y +Ay)*+ (y +4y)° =
»2
= a® + 2xty — 2wy? + y? + (322 + 4xy — 2y%) dx + (bx + dy) 4_3_ +
%} Au? A 3
+(=) ’f + (a2 —4xy +3y?) Ay + (—4x + 6y) —-;)'4--+()-,-:‘1§ +

2
+ (4 —dy) dx dy—dedx J+4‘4" Ay,

wie sich auch durch die Entwicklung beyder Glieder der Glei-
chung bhestiittigt.

§. 97. Zusatz. Wenn nicht nur dic m oder n ersten. sondern
auch alle folgenden abgeleiteten von F(x,y) hinsichtlich jeder
Veridnderlichen x,y,--- meBbare Zahlen sind (wohin auch der
Fall gehort, wo diese abgeleiteten anzufangen von ciner gewissen
zu Null werden); so kann die Reihe, aus welcher das rechte
Glied der Gleichung zusammengesetzt ist, so weit als man will
fortgesetzt werden; und wenn cs sich zeigt, da@ sie convergire:
so kann sie (nach §.) auch als fortschreitend in das Unendliche
angesehen werden.

§. 98. Zusatz. Dief Letziere ist nahmentlich jederzeit, wenn
alle abgcleiteten von F(x,y) fortwiihrend kleiner als cine gewisse
bestiindige Zahl M verbleiben: was sich auf idhnliche Art wie
§. 88 crweisct.

§. 99. Zusatz. Und auf einc ihnliche Ari wie §. 92 liBt sich
auch darthun, daB cs in allen Fiillen, wo sich die Formel des
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Lehrsatzes anwenden liaBit. auch moglich scy, wenn man die Zu-
wiichse x. dy einander alle gleich setzt, und die Reihe dann
nach den Potenzen von 4dx ordnet, dieB 4x so klein zu nehmen,
daB jedes Glied. welches in ciner und derselben Potenz von dx
multiplicirt ist, sofern sein Coefficient nicht =0 ist. griBer als
die Summe aller folgenden Glieder ausfillt.
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