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ZAVEITER ABSCHNITT. 

ABGELEITETE FIJNCTIONEN. 

$. I. I i b e r g a n g. Wir hatten uns in diesem Hauptstücke 
vorgesetzt, das eigenthiimliche Verhalten kennen zu lernen, das 
eine abhängige Zahl nach der besonderen Beschaffenheit des Ge
setzes ihrer Abhängigkeit an den Tag legt, wenn die Veränder
liche, von der sie abhängig ist, verschiedene Werthe annimmt. 
Bisher sind wir aber mir dabey stehen geblieben, zu beobachten, 
ob der Unterschied, den die abhängige Zahl erfährt, in das Unend
liche abnehme, sofern der Unterschied ihrer Veränderlichen in 
das Unendliche vermindert wird, oder ob dieses nicht geschehe. 
Es ist aber leicht zu erachten, daß sich noch viele andere Eigen-
thümlichkeiten zu erkennen geben werden, wenn wir je zwey 
Unterschiede auf eine noch genauere Art mit einander ver
gleichen: nalimentlicli wenn wir den Einen durch den anderen 
d i v i d i r e n und auf die Beschaffenheit des hier zum Vorschein 
kommenden Quotienten achten. Denn während die S u m m e , die 
D i f f e r e n z , und das P r o d u k t zweyer Zahlen, die beycle in 
das Unendliche abnehmen, abermahls nur eine Zahl, die in das 
Unendliche abnimmt, erzeugen; hat d e r Q u o t i e n t zweyer sol
chen Zahlen das Eigene, daß er die mannigfaltigsten Werthe 
erreichen kann. Ein solcher Quotient kann nämlich unter ge
wissen Umständen eine beständige Zahl von jedem beliebigen 
Werthe. unter anderen wieder eine veränderliche Zahl darbieten, 
und diese kann zuweilen in das Unendliche wachsen, zuweilen 
sich wieder einer gegebenen meßbaren Zahl, so sehr als man 
nur wil, nähern, zuweilen auch keines von diesen leisten. Wenn 
wir z. B. die Function W= ax betrachten, so ist JW = aJx\ 

somit der Quotient •---- = a. d. h, von x und Jx ganz unabhän

gige beständige Zahl. Haben wir W=ax2, so ist 
JW 

JW=(2ax +Jx) Jx\ also der Quotient - •-• = 2 ax + Jx. 

eine Zahl, die sich dem Werthe 2ax. einer zwar nicht von Jx\ 
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wohl aber von x abhängigen Zahl, in das Unendliche nähert, 
ßey der Function 
W=a/x ist zJW= — —.—r—-—-, also der Quotient '—— = — - • - - -

x(x-\-zJx) zJx x(x-\-z/x) 
ein Ausdruck, der sofern x nicht Null ist, dem Werthe —a/x2 

in das Unendliche nahet, für x = 0 aber unmefibar wird. U. s. w. 
§.2. E r k l ä r u n g . Fs leuchtet ein, dafi der Kall, wenn eine 

zJ F x 
Zahl angeblich ist, der sich der Quotient - bey der unend-

zJ x 
liehen Abnahme von zJx in das Unendliche nahet, besonders 
merkwürdig sey. Wir sagen also von einer solchen Zahl, dafi 
sie die a b g e l e i t e t e von der Fx sey, und verstehen sonach 
unter der a b g e l e i t e t e n von einer Function Fx f ü r d e n 
W e r t h x u n d f ü r e i n p o s i t i v e s o d e r ei n n e g a t i v e s 
zJx\ eine solche meßbare Zahl M, bey welcher der Unterschied 

/ Lr 
—-— — M für einen bestimmten Werth von x und für ein be-
zJx 

sümmtes positives oder negatives Vorzeichen xonzJx nach seinem 
absoluten Werthe kleiner als jede gegebene Zahl wird und ver
bleibt, wenn man nur zJx klein genug nimmt, und so sehr man 
es dann auch noch fernerhin vermindert. Wir sagen, dafi die 
Function Fx eine a b g e l e i t e t e f ü r d e n W e r t h x u n d f ü r 
e i n e n p o s i t i v e n o d e r n e g a t i v e n Z u w a c h s oder in posi-
tiver oder in negativer Richtung habe, wenn eine solche Zahl, 
wie wir so eben die M beschrieben, für den besonderen Werth 
x und bey einem positiven oder negativen Werthe von zJx ange
blich ist"; und wir sagen, dafi Fx eine b e i d e r s e i t i g abgeleitete 
oder eine abgeleitete nach b e y d e n R i c h t u n g e n oder hin
sichtlich auf einen positiven sowohl als negativen Zuwachs habe, 
wenn eine solche Zahl M angeblich ist sowohl für einen positiven 
als negativen Werth von zJx. Wenn ein und eben dieselbe Zahl M 
den abgeleiteten Werth der Fx für den bestimmten Werth von x 
in beyden Richtungen d. h. für einen positiven sowohl als nega
tiven Werth der zJx vorstellt: so nennen wir sie nur schlechtweg 
die abgeleitete von Fx für den Werth x\ Da für verschiedene 
Werthe von x begreiflicher Weise auch eine verschiedene Zahl M 
nöthig, also M überhaupt zu enden von x abhängig sein kann: 
so nennen wir eine Function der x\ die so beschaffen ist, dafi sie 
f ü r j e d e n W e r t h v o n x die zu der Fx gehörige abgeleitete 
vorstel li, die a b ge 1 e i t e t e Fu nc t i on von Fx, und Fx dagegen 
die dieser abgeleiteten Function zugehörige u r sp r ü n g 1 i c h e 

6 
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K11 n c t i o n . So nennen wir z. B. 2ax die abgeleitete Function von 
der a.v2. weil 2ax jene bloli von x abhängige Zahl ist, der sich 
der Quotient Ai 9. , . 4 .0 9 

* <d(ax2) a (x + Ax)2 - ax2 

—---—- ==—v- - , = 2 a JC + aAx 
Ax Ax 

bey der unendlichen Abnahme von Ax in das Unendliche nahet: 
und zwar für jeden Werth von x. In dem besonderen Falle, 
wenn eine Function Fx für einen gewissen Werth ihrer Ver
änderlichen x keine abgeleitete hat bloß aus dem Grunde, weil 
der Quotient ,•" für diesen besonderen Werth von x unend-< Ax 
lieh groß ist. oder doch bey der unendlichen Abnahme von Ax 
in das Unendliche "wuchst: pflegt man zu sagen, die abgeleitete 

der Fx sey u n e n d I ic h g r o ß. So hat z. B. t ^ für x = 1 keine 
abgeleitete, weil der Quotient 

1 1 
1—x—Ax \—x\ 

Äx 

für den Werth x= 1 unendlich groß wird. Man sagt also (unei-
gentlicher Weise) auch wohl, daß die abgeleitete der Function 

- für x= 1 unendlich groß werde. Wenn die abgeleitete Zahl 
I — x 
M der Function Fx in der That abhängig von x ist, und es 
zeigt sich, daß auch sie noch eine abgeleitete habe; so nennen 
wir diese die zweyte abgeleitete in Hinsicht auf die ursprüng
liche von A/. d. i. auf Fx; und zu besserer Unterscheidung heißt 
dann die vorhin beschriebene die e r s t e abgeleitete. So hat z. ß . 
die Function 2ax. welche die abgeleitete, d. i. die erste abge
leitete von der ursprünglichen ax2 ist, auch selbst noch eine abge-
i . i •• i. i ^ i 2a(x + Ax) — 2ax _ . , IA. r / . . 
leitete, nämlich 2a: weil •- -=2ais t . Diese Zahl 

Ax 
la also nennen wir die z w e y t e abgeleitete von der ursprüng
lichen ax2. Hier nächst versteht man nun schon von selbst, was 
wir die d r i 11 e, v ie r t e . . . . und überhaupt nw a b g e l e i t e t e 
nennen. Die erste abgeleitete einer gegebenen durch Fx ange
deuteten Function pflegt man nach einer von L a g r ä n g e ein
geführten Bezeichnung durch F'x, die zweyte durch /'"je, die 
dritte durch F"'x,... die nte durch li{n)x darzustellen. Ist die gege
bene Function von -v, deren abgeleitete wir vorstellig machen 
sollen, aus mehreren schon für sich selbst becleutlichen Zeichen 
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zusammengesetzt, wie ax* + bxz: so schließt man sie zuvor in 
Klammern: und so w7ürde man z. B. die dritte abgeleitete von 
dieser Function durch (ax* + bxz)m ausdrücken. Weil aber ein 
und derselbe Ausdruck öfters aus mehreren Zahlen zusammen
gesetzt ist. die als veränderlich betrachtet werden können z. ß . 
-kv3 — y*x + xyz oder F(x + y + z,...) und da begreiflicher Weise 
eine ganz andere abgeleitete zum Vorschein kommt, je nachdem 
wir bald diese bald jene seiner Zahlen als diejenige ansehen, 
die sich so eben verändern soll: wie denn z. B. 4x* — y2x + xyz 
i n H i n s i c h t a u f x, d. h. wenn w7ir nur x als veränderlich an
sehen, die abgeleitete 12 x2 — y2 + yz. in Hinsicht auf y aber die 
abgeleitete — 2 y x + xz hai : so bezeichnen wir die abgeleitete 
einer gegebenen Function wie F(x,y,z,...) in Hinsicht auf xöfters 

d r (x uz ) 
auch durch folgende Zeichnung ' r j ? " — , die abgeleitete 

d F (x u z....) 
von eben dieser Function in Hinsicht auf y durch \ 

u. s. w. Bey dieser Bezeichnung mag man sich vorstellen, daß 
die in Form eines Divisors untergesetzten Zeichen dx, dy,... 
bloß anzudeuten haben, in Hinsicht auf welche Veränderliche 
die Ableitung genommen werden soll: obgleich die ursprüng
liche Bedeutung dieser Zeichen noch eine andere ist. Die zweyte 
abgeleitete der F(x.y.z,...) in Hinsicht auf x, oder die abge
leitete von - : -;-•— •-"-- in Hinsicht auf x\ die man nach dieser 

dx Bezeichnungsart durch 
jdľ(x,y,z,...) 

clx 
dx 

darstellen sollte, wird kürzer durch 
d2F(x\y.z—) ,. , ... , ! d*F(x,y9z....) 
— v Y~ . die dritte durch L ^ - — - u.s.w. 

vorgestellt. Wenn angezeigt werden sollte, daß von der Function 
F(x.y.z,...) zuerst die abgeleitete in Beziehung auf JC, und von 
dieser dann noch die abgeleitete in Hinsicht auf y genommen 

d2 F (x ii z ...) 
werden soll; so würden wir diefi durch / / ' ausdrücken, 

d2(x*+u*x2) clxcty 
So ist also z. B. 1—y =by2x. Denn die erste abgeleitete 
von x* + yzx2 in Hinsicht auf x ist 5xl + 2y*x; die erste abge
leitete von 5xi + 2y*x in Hinsicht auf y aber ist by2x. Wenn 
umgekehrt die zu einer gegebenen Function oder Zahl M, wrelche 

6* 



84 

als a 1) g e 1 e i i e t e betrachtet wird, gehörige u r s p r ii n g I i c h e 
Lunction von x bezeichnet werden soll: so bedient man sich 
hiezu der Zeichen J Mclx oder J \M\clx\ wobey man sich vorstellen 
mag, dafi das Zeichen clx bloß da stehe, um bemerklich zu ma
chen, welche Zahl (nämlich x) man hiebey als die frey Ver
änderliche zu betrachten habe. So wird z. B. eine Lunction die 
als die ursprüngliche der 5xi + 2y3x angesehen werden kann, 
wenn in dieser letzteren x als die Veränderliche betrachtet werden 
soll, durch I |5JC4 + 2yzx\clx dargestellt. U. s. w. 

§. ">. A n m e r k u n g . Wesentlich eben so wie hier, wird dvv 
Begriff einer a b g e l e i t e t e n auch von Lag r ä n g e . L a c r o i x . 
( a u e h y und dei\ meisten unseren Mathematikern erklärt. Zu 
bemerken ist nur. dafi man den Lall, wo eine Lunction Fx für 
einen bestimmten Werth ihrer Veränderlichen x, entweder nur 
in Beziehung auf einen p o s i t i v e n , oder nur in Beziehung auf 
einen n e g a t i v e n Zuwachs eine abgeleitete hat. oder wenn diese 
abgeleitete in jeder dieser Hinsichten einen anderen Werth hat. 
bey der Bestimmung dieses Begriffes insgemein mit Stillschwei
gen übergehet. Aus der hier aufgestellten Erklärung aber ergibt 
sich, dafi eine Lunction in gewissen Lallen keine abgeleitete habe, 
wo Manche nicht abgeneigt seyn dürften, ihr eine solche zuzu
gestehen. So möchten wohl Viele der Lunctioji 

Fx=(x* — ^x + 2^ + (JC2 — 1)* 
unbedenklich eine abgeleitete, nämlich 

| (x2 - 3 x + 2) * (2 x — 5) + ! (A;2 — \) * 2A» 

selbst für den Werth .v = 1 zugestehen, und sagen, dafi sie für 
fliesen Werth— 0 sey; wogegen ich mich strenge haltend an die 
gegebene Erklärung sagen muß, daß diese Lunction für den 
erwähnten Werth gar keine abgeleitete habe. Denn weil Jl x 
hier für einen positiven sowohl als negativen Zuwachs imaginär 
ausfällt; so kann auch von keiner Zahl Af, der sich der Quotient 
/ /-r 

-----—-- bey der unendlichen Abnahme von Jx in das Unendliche 
Jx J 

nahet, die Rede seyn. Da ferner eine abgeleitete zuweilen nur 
für ein positives, zuweilen nur für ein negatives Jx vorhanden 
ist. oder die eine einen ganz anderen Werth als die andere hat: 
so wäre wohl zu wünschen, dafi wir in der Bezeichnung einer 
abgeleiteten (so oft es nöthig ist) ausdrücken könnten, in welcher 
Hinsicht, ob in Beziehung auf einen positiven oder auf einen 
negativen Zuwachs, sie zu nehmen sey. Allein ich werde mich 
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hii i ten, die ohnehin schon zu vielen Zeichen, die man insoiider-
heit fiir die Ableitungsrechnung bereits in Vorschlag gebracht 
hat. noch durch ein neues zu vermehreii. 

§. 4. L e h r s a t z . Es gibt Functionen, welche fiir alle Werthe 
ihrer Veranderlichen und bey einem positiven sowohl als nega
tiven Zuwachse derselben eine und eben dieselbe bestiindige Zalil 
zu ihrer abgeleiteten haben; und es gibt Functionen, bey denen 
dieR nichi der Fall ist, sondern die abgeleitete derselben ist 
fiir verschiedene Werthe derselben gleichfalls verschieden, und 
somii selbst noch eine Function der x. Manche von diesen ab
geleiteten Functionen ándern sich innerhalb gewisser Grenzen 
nach dem Gesetze der Stetigkeit, und haben wohl gar selbst 
wieder eine abgeleitete; andere nicht. 

B e w e i s . Ist die gegebene Function von Form ax: so ist 
AFx a(x + Ax) — ax 
Ax Ax 

Also die abgeleitete derselben = a fiir alle Werthe von x und 
fiir ein positives sowohl als negatives Ax. Hátten wir uber z. B. 
Fx = ax2: so fandě sich 

A F x a (x + Ax)2 — ax1 
-—— = —- -r = 2 ax + aAx, Ax Ax 

also die abgeleitete =2ax fiir verschiedene Werthe von x ver
schieden. An eben dieser Function haben wir zugleich ein Bey-
spiel von einer Function, deren abgeleitete stetig ist, die selbst 
noch eine andere abgeleitete namlich 2a hat. Setzen wir, dafi 
fiir alle Werthe von x. < 2, Fx = x2, fiir x = 2 und alle gróBeren 
Fx = xz seyn solle; so hat Fx fiir alle Werthe von x < 2 die 
abgeleitete 2x. fiir x = 2 und alle grofieren Werthe die abge
leitete 3 x2. Diese abgeleitete ist also selbst eine Function von jt\ 
die fiir den Werth x=2 das Gesetz der Stetigkeit hinsichtlich 
auf ein negatives Ax verletzet. Denn AFx=F(x — Ax)— Fx 
ist fiir diesen Werth = 2 (2 - Ax) — 3.4 = — 8 — 2Ax. U. s. w. 

§. 5. L e h r s a t z . Eine einformige Function Fx hat fiir einen 
bestimmten (einformigen) Werth ihrer Veranderlichen x und 
hinsichtlich auf ein bestimmtes Vorzeichen ihres Zuwachses auch 
n ur eine einzige abgeleitete, sofern sie iiberhaupt eine hat. 

B e w e i s . Denn ist Fx einfórmig; so ist nach §.11 (Einl.) 
AFx auch Ax und somit auch —-— einfórmig. Also kann es (nach §.) 

auch nicht zwey von einander verschiedene d. h. ungleiche mefi-
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bare Zahlen M und N geben, denen der Werth des Bruches 

—--— bey der unendlichen Abnahme von Jx so nahe kommt 
Jx J 

als man nur immer will. 
§. b. Z u s a t z . Für den Werth Jx = () übersehet der Quotient 

JFx 
- — in den an und für sich jederzeit unbestimmten Ausdruck 

Jx 
% (§.): indem, wenn Jx = () auch JFx = Fx—Fx = () ist. Hat 
aber die Function Fx für den bestimmten Werth x und hin
sichtlich auf dasjenige Vorzeichen, das wir beym Jx so eben 
voraussetzen, eine abgeleitete d. h. gibt es eine gewisse von Jx 
unabhängige meßbare Zahl M von der Art, daß bey der uiiencl-

JFx 
liehen Abnahme von Jx der Unterschied 4 M < ! , A wird 

Jx 
und verbleibt: so gibt es jederzeit auch Fiiien und nur einen 
einzigen Werth. nämlich M selbst, den wir dem Quotienten 
J Fx 
—-— für Jx = Q beylegen müssen, w e n n m a n v e r l a n g t , dafi 

±JX 

e r e i n e Z a h l v o r s t e l l e n s o l l e , d i e d e m G e s e t z e d e r 
S t e t i g k e i t f ü r d e n W e r t h Jx = 0 g e h o r c h e . I)enn wenn 
wir den Werth, in welchen dieser Quotient - -— - für Jx = 0 
übergehet, durch C bezeichnen: so forciert die Bedingung der 

JFx 
Stetigkeit, daß — C < i/M werde und verbleibe, wenn Jx in 
das Unendliche abnimmt. Da aber bey dieser Abnahme des Jx 

JFx 
in das Unendliche auch — M<\/N wird und verbleibt: so 

Jx 
erhellet, daß C=M seyn müsse. 

§. 7. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Functionen fx und <px für 
alle innerhalb gewisser Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer 
Veränderlichen sich als die abgeleiteten einer und eben derselben 
Function fjc betrachten lassen: so muß für alle innerhalb a und 
b gelegenen Werthe von je die Gleichung fx = (px bestehen. 

B e w e i s . Wenn für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe 
der x die Gleichungen 

F(x + Jx) — Fx , n . F(x + Jx) — Fx . 0 —j~~~ =fx + Q1 und —Jx = (px + Sl2 

bestehen sollen; so muß für eben diese Werthe auch die Glei
chung fx + Qx = (px + £l2 bestehen. Dieses ist aber, da fx und 
q>x sich als beständige Zahlen betrachten lassen, während ilt und 
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Q2 in das Unendliche abnehmen, (nach §.) nur möglich, wenn 
für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe von x fx = g>x ist. 

§.8. Z u s a t z . Für gewisse v e r e i n z e l t stehende Werthe 
von x können die Gleichungen 

F (x + Jx) — Fx £ , n i F (x + ^x) ~~ fx . ~ ----- = fx + Qx und - * — = <Px + ßi 

bestehen, ohne daß fx und <px für jedes x einander gleich zu 
gellen brauchen. Setzet z. B. <px=fx+(x — i) (x—2) (x—5) ...in inf.x 
so können fx und <px keineswegs als ein Paar gleichgeltende 
Functionen angesehen werden. Ist aber 

F(x+4x) — Fx . . 0 
2te = / * + ^ 5 

so bestehet auch die Gleichung 
Fix + Jx)— Fx , ,. 

_ = 9 x + a 

für alle Werthe von x9 die in der Reihe 1 ,2 ,3 , . . . liegen; weil 
das Product (x—i) (x — 2) (x—3) in inf. für jeden dieser Werthe 
wegfällt. 

§.9. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Functionen für alle inner
halb gewisser Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer Verän
derlichen einander gleichgelten; so müssen auch ihre abge
leiteten innerhalb eben dieser Grenzen einander gleichgclten. 
Allein nicht umgekehrt muß, wenn das Letztere ist. auch das 
Ivrstere seyn. 

B e w e i s . 1. Haben wir für alle Werthe von x innerhalb 
a und b9 Fx = 0x; so haben wir auch, wenn wir nur x \-Jx 
innerhalb dieser Grenzen nehmen, 

F(x + 4x) = 0(x + <dx); 
daher auch F(x+<dx)— Fx = ®(x + 4x) — 0x 

und F(x + 4x)— Fx _ 0(x + 4x) — &x 
Jx 4x 

Bezeichnen wir nun die abgeleitete der Function Fx durch F'x9 

der &x durch &'x; so soll 
F(x + 4x) — Fx ,v , o i 0(x + zJx) — 0x ,, , ~ —-——r— = h x + Qx und — -—-—'- - = <P'x + Q2. Jx dx 

also auch F'x + Q±= $'x + Q2 seyn. Da nun bey einerley x\ Qx 

und Q2 in das Unendliche abnehmen können; so folgt, daß F'x=0'x 
seyn müsse, und zwar für alle Werthe von x9 die innerhalb 
a und b liegen. 
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2. Daß aber nicht umgekehrt bloß daraus, weil die Gleichung 
F'x=&'x\ wenn auch für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe 
von x bestehet, schon folge, daß auch die Gleichung Fx= (Px 
Statt finden müsse, erhellet daraus, wreil auch die zwey un
gleichen Functionen a + Fx und Fx einerley abgeleitete haben, 
wenn wir durch a eine beliebige von x ganz unabhängige Zahl 

bezeichnen. Denn unter dieser Voraussetzung ist A—— = - A * > 
* 4x 4x 

also die abgeleitete von beyclen Functionen gewiß dieselbe. 
§. 10. Z u s a t z . Soll also eine Gleichung für alle Werthe 

einer in ihr vorkommenden Veränderlichen x\ oder wenigstens 
für alle, die innerhalb gewisser Grenzen liegen, bestehen: so 
wird sie nicht gestört, wenn wir von beyden Gliedern derselben 
die abgeleitete in Hinsicht auf eben diese Veränderliche nehmen. 
Soll z .B. allgemein (1 + x)3 = 1 + 3_v+ 3JC2 + X* seyn; so ist auch 
allgemein 5(1 + x)2 = 3 + bx+ 3_v2. Nicht also wäre es, wenn eine 
Gleichung nur für einen oder einige vereinzeltstehenden Werthe 
der x bestehet, und wir die abgeleitete nehmen wollten. So ist 
z .B . (x — 3) (x—5)x2=(x—3) (x—5)x* für x = 0 oder JC = 3 oder 
x = 5 eine richtige Gleichung. Keineswegs aber wäre es die 
folgende: (x_$) *« + (je—3) x2+ 2 (x—3) (x — 5)x = 

= (x — 5)x* + (x — 5)x* + 4(x — 3)(x—5)x*, 
welche zum Vorschein kommt, wenn wir von beyden Gliedern 
der vorigen die abgeleiteten nehmen. Denn diese letztere be
stehet wohl noch für x = (\ nicht aber für x = 5 oder x = 5. 

§ 11. L e h r s a t z . Wenn die Zahl W von der Zahl x, die wir 
soeben als die Veränderliche ansehen sollen, in der That un
abhängig ist; wie wenn x in dem Ausdrucke derselben entweder 
gar nicht, oder doch nur auf eine solche Weise vorkömmt, dal. 
sich der Werth von W bey jedem beliebigen Werthe von x nicht 

Q ^ _____ ky Y* 

ändert: wie z. ß . wenn W= wäre: so ist die abgeleitete 
ex n 

von W in Hinsicht auf x gleich 0. 
B e w e i s . Denn nun ist, wenn wir W=Fx setzen F(x + 

AFx 
+ 4x)=Fx. also AFx=Q und somit auch—-;— = 0. Also gewiH 

4Fx 
keine andere meßbare Zahl als Null, der sich der Quotient • * 
in das Unendliche nahet. 

§. 12. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für den bestimmten 
Werth je in Hinsicht auf einen gewissen positiven oder negativen 
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Zuwachs eine abgeleitete hat: so mufi sie für eben diesen Werth 
von x und hinsichtlich auf denselben Zuwachs auch s t e t i g seyn; 
nicht aber umgekehrt folgt aus der Stetigkeit einer Function 
für einen bestimmten Wcrth ihrer Veränderlichen und hin
sichtlich auf ein gewisses Vorzeichen, daß sie auch eine abge
leitete in dieser Beziehung *habe. 

B e w e i s . /. Soll Fx stetig seyn vom zweiten Grade für den 
Werth x und hinsichtlich auf dasjenige Vorzeichen, das wir 
bey *4x voraussetzen: so mufi der Quotient 

AFx __ F(x +4x) — Fx 
<dx 4x 

bey der unendlichen Abnahme von dx einer bey einerley x 
beständigen und meßbaren Zahl M in das Unendliche nahen. 
Daraus folgt aber, dafi auch der Zähler jenes Bruches oder die 
Differenz F(x + 4x)— Fx eine meßbare Zahl vorstelle, welche 
mit Ax selbst in das Unendliche abnimmt. Denn im entgegen
gesetzten Falle, wenn dieser Zähler entweder gar keine meßbare 

Zahl darböthe, oder fortwährend > -»• verbleibe, oder von Zeit 
1 

zu Zeit > .-,• würde, indem man <dx in das'Unendliche abnehmen 
/l IT 

läßt: so würde auch der Bruch —— entweder gar keine mefi-
4x p 

bare Zahl vorstellen oder in das Unendliche wachsen. Nimmt 
aber der Unterschied F(x + 4x)—Fx mit 4x in das Unendliche 
ab : so ist Fx stetig im ersten Grade für den Werth x und für 

4lFx 
dasjenige Vorzeichen von <dx\ daß wir bey —-— zu Grunde legten. 

2. Dafi aber nicht umgekehrt aus der Stetigkeit einer 
Function oder bloß daraus, weil F(x+4x) — Fx mit <dx in das 
Unendliche abnimmt, schon auf das Vorhandenseyn einer abge
leiteten, oder darauf, dafi der Quotient — einer be
ständigen und meßbaren Zahl in das Unendliche nahet, ge
schlossen werden könne: lehrt uns schon das Beyspiel .der 

Function .-••- für den Wert x= 1, das wir §. 2. betrachteten. 
1 —x 

§. 13. L e h r s a t z . Wenn es wahr seyn soll, daß eine Function 
für den Werth x und hinsichtlich auf einen gewissen positiven 
oder negativen Zuwachs keine abgeleitete haben soll, während 
sie in eben dieser Hinsicht Stetigkeit hat : so kann nur einer 
von folgenden zwey Fällen Statt finden. 
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JFx 
Erstens entweder der Quotient ------- wächst bey der unend-

--Jx 

liehen Abnahme von Jx in das Unendliche; oder 
zweitens es gibt wohl eine gewisse meßbare Zahl M, der 

dieser Unterschied so nahe gebracht werden kann, als man nu r 
immer will, aber er bleibt nicht bey dieser Annäherung, son
dern es gibt zu jedem Jx ein kleineres, dabey der Unterschied 

—— — M abermahls > ,. wird. 
Jx A 

B e w e i s . 1. Einen dritten Kall kann es. weil Jx und JFx 
doch beycle fortwährend meßbar verbleiben sollen, nicht geben. 
Denn sind Jx und JFx fortwährend meßbar, so ist auch der 

JFx 
Werth des Quotientes * fortwährend meßbar, und somit gibt 

JLJX 

es entweder eine gewisse meßbare Zahl, welche fortwährend 
größer ist, als dieser Quotient nach seinem absoluten Wcrthc 
oder derselbe wächst in das Unendliche. (Übt es eine meßbare 

JFx 
Zahl, die fortwährend > —— ist. so gibt es (nach §.) auch eine M. 

Jx 
welche die kleinste unter denjenigen ist, von denen gesagt 
werden kann, daß allen größeren die Eigenschaft, fortwäh-

JFx 
rend > —r1- zu verbleiben, zukommt. Dieser Zahl M muß 

Jx i r 
J L X 

der Quotient--------- für gewisse Wcrthc von Jx entweder völlig 
JFx 

gleich werden, oder so nahe treten, daß der Unterschied M-—— 
1 **' 

kleiner als jeder gegebene Bruch v zu werden vermag. Denn 
1 

bliebe dieser Unterschied fortwährend > *v-: so gäbe es eine 

noch kleinere Zahl als M, von welcher gleicher Weise, wie von 
.1/ selbst gesagt werden könnte, daß alle größeren fortwährend 
„ JFx i , .. 
, > —— bleiben. 

Jx , r , JrX 
Allein so klein auch der Unterschied M—~-r— oder (was 

JV x 
ebenso viel ist) der Unterschied ----- — M (nach seinem absolu-

Jx 
ten Wcrthc) für gewisse Jx werde; so muß doch andere noch 

JFx 1 
kleinere Jx geben, für welche • •- —M abermahls > - r r wird. 

Jx JM 
Denn geschähe dieß nicht; so müßten wir nach der Erklärung 
des §. 2. zugeben, daß Fx eine abgeleitete habe, und daß ilf diese 
abgeleitete sey. 
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2. Daß aber jeder der beyden im Lehrsatze angegebenen 
Fälle unter gewissen Umständen eintreten könne, wollen wir 
durch ein Paar Beyspiele beweisen. Nehmen wir an, daß eine 
gewisse Zahl y von der Veränderlichen x nach einem solchen 
Gesetze abhänge, daß wir fortwährend die Gleichung i/ a= 1—x2 

haben, wo überdiefi festgesetzt seyn mag, daß der Werth von y 
nur immer positiv ist. Unter diesen Voraussetzungen ist leicht 
darzuthuii, daß für alle x, die ihrem absoluten Werthe nach 
nur nicht eben > 1 , sind, y eine meßbare und nur eine einzige 
Zahl sey. Denn wenn die Zeichen a, b, c, c/, . . . beliebige wirk
liche Zahlen, jede > 1 . bedeuten, und wir wählen zu den Nen
nern a, ab, abc, abeel, . . . die Zähler a, /!, y, (5, . . . nach einem 

— 1 < 1 —xK aber I 1 schon > 1 —x2 ist, 

c laßferner(~ + ^ ) 2 ^ l - - v 2 , aber/-" + - ^ . - J V l - J C 1 , daß eben so 

(•:+Ä4r>• --' -»VW1) > • -*•• 
und allgemein l a ß u \2— 

(«+i ;...+_£+_.)'>,_*, 
\ a ab ab...ml 

ausfällt: so folgt (aus §.), daß die Zeichen a, /J, y , . . . p insgesammt 
wirkliche Zahlen oder theilweise auch Nullen bedeuten, ein 
jedes aber nur einen einzigen Werth hat. Ferner wissen wir 
(aus §.), daß der unendliche Zahlenausdruck 

" _!_ 0 J - ? _J- __. -* -J- • ' / 
— + - T +—r- + • • • H—i in inf. 
a ab abc abc... m 

eine meßbare Zahl vorstelle, und zwar nur eine einzige und 
eine solche, die an die Stelle des y in die Gleichung y2= 1 — x2 

gesetzt, dieser Genüge thut. Ich behaupte nun, die so bestimmte 
Zahl y sey eine Function von x\ welche für alle Werthe von 
x= — \ bis x= + i einschließlich Stetigkeit, für alle Werthe 
von x =—1 bis x= + l ausschließlich aber auch eine abge
leitete habe. Weil nämlich die Gleichung i/2 = 1 — je2 für alle 
Werthe von x bestehen soll; so muß sie auch bestehen, wenn 
wir statt x\ x + Ax und statt !/, y + Ay setzen, d. h. es muß auch 
seyn (y+Ay)2 = 1 — (x + Ax)2 

oder y2 + ly Jy + (zly)2 = 1 — x2—2xAx — (Ax)2. 

«! H*r l n fí f l i | \ 2 
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Hieraus ergibt sich aber durch Abzug 

Jyt2y + Jy)=-Jx(2x + Jx) oder Jy = - % * ± ^ x • 

Diese Gleichung erweiset nun zuvörderst die Stetigkeit der 
Function y für jeden Wertli der x von x = — 1 bis x = + i ein
schließlich, sofern nur in dem ersten Falle <dx positiv in letzteren 
aber negativ angenommen wird. Denn für x = —1 ist y = 0. 

u шl Jy = (2—Jx)Jx 
~ďy~ 

oder 4y2=(2—Ax)<dx\ woraus erhellet. 

daR es, wenn Ax positiv bleibt, ins Unendliche abnimmt, auch 
für zly einen fortwährend meßbaren Wertli gebe, der gleichfalls 
in das Unendliche abnimmt. Dieselbe Gleichung 4y2 = (2—4x)4x 
kommt aber auch «um Vorschein, wenn wir x= + 1 und dx ne
gativ nehmen. Also ist dargethan, daß die Function stetig sey. 
sowohl für x= + 1 als auch für x= — 1. Aber auch für jeden 
dazwischen liegenden Werth von x; denn für jeden solchen hat y 
irgend einen von Null verschiedenen meßbaren Werth und der 

Werth von du = — — -—-—- nimmt hier mit Z/JC offenbar in 
30 ty + 4y 

das Unendliche ab. Ja für jeden solchen innerhalb + 1 und — 1 
liegenden Werth von x hat y sogar auch eine abgeleitete. Denn 
der Werth --— = — ^ — , — — nähert sich offenbar dem von dx dx 2y + dy ^ 
ganz unabhängigen Werthe in das Unendliche. Für die zwcy 

Wert he J C = + 1 und — 1 hat y schon keine abgeleitete; denn x-
weil für diesen Werth von x, u = () ist; so i s t - ^ - = — ; und 

* Ax dy 
wächst sonach in das Unendliche, wenn dx in das Unendliche 
abnimmt, eben weil dann zugleich auch dy in das Unendliche 
abnimmt. Wir haben liier also das Beyspiel einer Function, bey 

dFx welcher der Quotient — — mit dx in das Unendliche wächst. 
* dx 

Ein Beyspiel des zweyten Falles gibt uns die Function y. 
wenn sie nach einem solchen Gesetze von x hängt, daß wir für 
nachstehende Werthe von x beigeschriebene Werthe von y haben: 

.V У 

VOП 0 bis ł X 

.. i 
"2" •4 

3 
T i—x 

•W 
3 
4' * 7 

8 x—| 
,. 7 

M W tf * - * 

X 

von tł 
łł 
Ił łf 

У 

)ІS ł ł X ^ 

«tч н П-x 
î - ;Mł x—i" 
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u . s . w . . d. i. wenn al lgemein für j e d e n Wer ih der x 
92// _ 92//+1 . 1 

V O l l 9 2/ř D I S У X 
2 2 H + 1 - ^ 

und für j eden Werih der x von 
J2// + 1 | 22" + 2 I 22" + 2 

)~2/7+~l 

12/ /— j 

" ^/T^T' 

Dis - • ) 2/1 + 2 • !У 
1 

92// — X ist. 

Daß z/ un te r dieser Voraussetzung stetig sey einschließlich von 
.v = () bis x=i, sieht m a n von selbst. F ü r diesen letzteren Werth 
aller übergehe t es (nach §. 70., f. Abschn.) in | , weil (ließ die 
Grenze ist, Acr sich die A u s d r ü c k e 

22n— 1 - 2 2 " + 2 — 1 
n5 1111(1 - , ^ 0 „ X 7 Г)2//- 9. 92// 

bey dem u n e n d l i c h e n Wachsen von n in das U n e n d l i c h e n ä h e r n , 
wenn x=i gesetzt wi rd . Eine abgelei te te aber ha t diese Func t ion 
für den Werih x=i ke ineswegs . Denn da für alle Wer the 
der x von >2// j 92/1 + 1 j ^jj. 

"+2—
 hisiV+1— ^=+< 

und für alle Wer the der x von 
22// + 1 _ j ^ 22" + 2 J z / [ 

92//+ 1 
D l S 

92//+ 2 = — t ist: 

so sieht man, daß sich für den W e r t h x=i ke in negat ives zJx 

klein genug angeben lasse, damit der Quot ient ^ ~ bey einem 

dieser Wer the + 1 oder —1 verbleibe, wenn zJx noch immer 
k le iner gemacht wird . 

§. 14. A n m e r k u n g . Der soeben behaup te t e z w e y t e Fall, 
wo eine Funct ion für einen gewissen Wer th ih re r Veränder l ichen 
bloß desha lb keine abgele i te te hat . weil der Quot ien t 

F(x + zJx) — Fx 

zJx 

MCII for twährend meßbar verbleibt , doch ke iner bes tän-
igen m e ß b a r e n Zahl 1/ in das Unendl iche so nahet , daß es nicht 

1 

ob er 

noch immer k l e ine re Wer the der x gäbe, für welche der Unier 

schied —--*-— M wieder 
zJx V 

v wird , — findet auch Statt bev 

Funct ionen, die e inem einzigen für alle W e r t h e ihrer Veränder 
lichen gle ichlautenden Gesetze folgen. Zum Beweise führe ich 
nu r w iede r die schon m ehrm ah l s be t rach te te Funct ion 

(c—x) sin log (c — x) an. 
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welche für x=c und einen negativen Zuwachs von x die §. 2. 
(I. Absehn.) erklärte Stetigkeit ohne Zweifel besitzt; indem der 
Unterschied F(x+zJx)—Fx für JC = (), = (o sin log (o ist, also mit (o 
allerdings in das Unendliche abnimmt. Eine Abgeleitete aber 
ist hier nicht anzutreffen; indem der Quotient 

F (x + <dx) — Fx . , 
— -— = sin log OJ 

dx * 
in das Unendliche hin und herschwankt zwischen i\^\\ beyclen 
äußersten Werthen + 1 und — 1 . Sonach mögen wohl einige in 
Hrn. C a u c h y ' s Cours d Algebre vorkommende Sätze, nahment-
lich der Ch. 2., §. ^.: ..Wenn Zähler und Nenner eines Bruches un
endlich kleine Creißen sind, deren Werthe zugleich mit denen der 
Veränderlichen x in das Unendliche abnehmen; so ist der Werth 
dieser Function für JC = <). bald e n d l i c h , bald N u l l , bald un
e n d l i c h * — einer kleinen Berichtigung bedürfen; insofern we
nigstens als nicht an c\c\\ Fall gedacht wird, wo der Werth jenes 
Bruches u n b e s t i m m t bleibt, indem er fortwährend zw ischen 
z w e y Grenzen hin und her schwankt. Hr. C a u c h y gründete 
den Beweis seines Satzes auf die Voraussetzung, „daß eine j e d e 
veränderliche Größe, die mit einer anderen zugleich verschwindet, 
durch die Form kx(i±e) sich müsse darstellen lassen, worin k 
eine von Null verschiedene b e s t ä n d i g e , oder aber eine ver
änderliche und abermahls mit x selbst verschwindene Größe 
vorstellt". Allein daß sich diese Voraussetzung nicht strenge 
darthun lasse, j a nicht einmahl allgemein wahr sey , wird jener 
scharfsinnige Gelehrte gewiß selbst eingestehen. 

§. 13. L e h r s a t z . Wie die Beschaffenheit der Stetigkeit man
cher Function nur für einen gewissen vereinzelt stehenden Werth 
ihrer Veränderlichen zukommt (§.10., I. Abschn.): so kann auch 
die Beschaffenheit, e i n e a b g e l e i t e t e z u h a b e n , einer Func
tion zuweilen nur für einen vereinzelt stehenden Werth ihrer 
Veränderlichen zukommen: und es ist möglich, daß eine Function 
für eben den einzelnen Werth ihrer Veränderlichen, für welchen 
sie stetig ist, auch eine abgeleitete habe. 

B e w e i s . Setzet, daß Fx für j e d e n Werth von .v, der von 

eren 
2m + 1 / 1 \ 

der Form^-^rt - ist. den Werth(1 + -^~\x habe, für jeden and 

Werth von x aber =x sey; so zeigt sich, wie in §. 10., I. Abschn., 
daß F(x + 4x) — Fx immer nur folgende vier Werthe haben 
könne; 
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je nach dem weder je noch JC+_ÄTVOII der Form sind. 
2" 

oder das erste oder das zweyte oder beyde von dieser Form 
sind. Hieraus erhellet, wie in §. 10., I. Abschn., daß diese Func
tion nur für den einzigen Werth x = () stetig sey. Für eben 
diesen Werth aber hat sie auch eine abgeleitete. Denn es ist 

F(x+Ax) — Fx , . 1 
entweder = 1 oder = 1 + •; 

4x 2" 

und dieser letztere Werth nähert sich bey der unendlichen Ab

nahme von Ax. wo n in das Unendliche wächst, dem Werthe 1 

in das Unendliche. Also darf allgemein 1 als die Grenze ange

sehen werden, der sich der Quotient — — bey der un

endlichen Abnahme von Ax in das Unendliche nahet. 
§. 16. L e h r s a t z . Wie eine Function eine abgeleitete haben 

kann. Beycles, sowohl für gewisse vereinzelt stehende Werthe. 
als auch für einen ganzen Inbegriff von Werthen ihrer Veränder
lichen so viele innerhalb gewisser Grenzen a und b liegen oder 
auch durchgängig für alle Werthe von x: so kann auch umge
kehrt eine Function einer abgeleiteten e r m a n g e l n sowohl für 
einen gewissen vereinzelt stehenden Werth, als auch für einen 
ganzen Inbegriff von Werthen ihrer Veränderlichen, so viel 
innerhalb gewisser Grenzen a und b liegen, ja auch wohl durch
gängig für alle ihre Werthe. 

B e w e i s . Setzet, daß Fx für alle Werthe von x9 die < 10 
sind. =x. für x=H). aber -=20. endlich für alle Werthe von-v. 
die > 10 sind, = 1+-JC sey: so ist für alle Werthe von x. die 
< 10 sind, der Quotient 

F (x + Ax) — Fx _ (x + /ix) — x _ 
Ax Ax 

also 1 selbst die abgeleitete. Eben so findet sich für alle Werthe 
von x. die > 10 sind. 

F(x + Ax) — Fx = (i+x + Ax) — (i+x) = 

<dx Ax 
d. h. auch für alle diese Werthe ist 1 die abgeleitete. Für den 
Werth jc=-10 aber ist der Unterschied F(x + Ax)— Fx für ein 
positives Ax. = t + 1() + A x _ 2 ( ) = _ 9 + j X n 
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= (10 —Jx) — 20 == — 10 — Jx. 

Also ist diese Y unction für den Wer th x= 10 nicht e inmahl stetig, 
um so viel weniger hat sie eine abgele i te te . (§. 12.) Daß es endlich 
auch Funct ion gebe, welche für al le i n n e r h a l b gewisser G r e n z e n 
en tha l t enen Wer the ih re r Veränder l i chen oder für alle ü b e r h a u p t 
e iner abgele i te ten e rmange ln , folgt schon da raus , weil es auch 
Funct ionen gibt, welche nicht e inmahl stet ig sind. 

§. 17. A n m e r k u n g . Der le tz tere Theil des vorigen Satzes 
widerspr ich t gewisser Maßen demjen igen , was L a g r a n g e und 
so viele Ande re theils ausdrück l i ch be ha up t en , iheils nur still
schweigend vorausse tzen . daß e ine j e d e Funct ion, höchstens mit 
Ausnahme einiger isoliri s tehenden Wer the ih re r Veränder l ichen , 
für al le übr igen Fäl le e ine a b g e l e i t e t e habe. Es ist abe r wohl 
zu bemerken , daß diese Ge leh r t en (wie ich es auch schon §. 3.. 
I. Abschn. anmerk te ) das Wort F u n c t i o n in e iner viel engeren 
Bedeu tung nehmen, indem sie d a r u n t e r bloß solche von e iner 
anderen x abhäng ige Zahlen vers tehen, we lche durch eines de r 
sieben Zeichen 

a + x. a — .v. ax, - xtl. ax. log x: 
x n 

oder durch eine Verb indung m e h r e r e r de rse lben ausged rück t 
werden können . Von solchen gilt nun . was sie behaup ten , a l ler 
d ings : zumahl da es bey e in igen dieser Zeichen schon in die 
B e d e u t u n g derse lben gelegt wird, daß sie Zahlen bezeichnen 
sollen, die sieh n u r nach dem Gesetze der Stet igkei t ände rn , 
ja eine abge le i te te haben. Da ich aber (§. 1.. 2. Finl.) geglaubt , 
daß man dem Wor te F u n c t i o n einen viel we i t e r en Begriff an
weisen m ü s s e : so wird es no thwend ig auch dasselbe von Func
tionen zuzuges tehen , die nicht nu r ke ine abgele i te te haben , 
sondern selbst das Gesetz der Ste t igkei t nicht nur für e inze lne 
Wer the . sondern für al le i n n e r h a l b gewisser Grenzen ge legenen 
und für al le Wer the i h r e r Veränder l ichen ü b e r h a u p t ver le tz ten . 

Allein auch Einige de r j en igen Mathemat ike r , die den Begriff 
e iner F u n c t i o n we i i e r und so wie ich es oben that . fassen, 
scheinen geneigt zu g lauben , daß eine j e d e Funct ion ihre abge
leitete habe, wenn wi r n u r e inze lne Wer the ausnehmen . In den 
Annales de Matheniatiques par J.D. der gönne 7 . 21. (1850) findet 
sich p. 182 ein Versuch von G a 1 o i s, de r dieses d a r i h u n soll. 
Da der Beweis sehr k u r z ist. mag er hier wört l ich folgen: 
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T h ć o r è n i c . Soicni ľx cl fx deiix fonciions quelcojiques 
i i • І J i ľ(x + h) — ľx n . 

clonnees: on aura quels quc soient x ct h. ... -t +[-..- =ф(k). 
I(x + h) — jx 

(p ćtant une fonciion clćleгminée. et k unc quaniiié inieľnuчliaire 
entľe x ct x + li. 

D ŕ m o i ì s i r a i ion. Posons. cn effet. ,., • , , ч « =ľ: on 
l(x + h) — lx 

en dcчluira ľ(x+ h) — ľ . f(x + h) = ľx — ľ . fx: cľoiì ľon voit 
que la fonction ľx—ľfx ne changc pas cцiand on y changc 
л" en x + h: cľoň il suil quïi moins quel le en reste constante 
entre ces limiies, ce qui ne poiптait avoiľ lieu que dans cles 
cas paľticuliers. cette fonciion aura. entre x ei x+h. un ou 
plusicuľs lìiaxima ct mininia. Soit k la valeur cle x rćponclaiit 
à ľun cľeux: on aura cЧidemmeni k = ty(ľ). i/> étant une fonction 
déierminee: clonc on cloit avoir aussi ľ = <p(k), <p ćtant une autre 
fonction égalcment clćtcrmiiнЧ*: cc qui démontre le Іhćorcmc.— 
De hì on peui conclurc. comuie corollaire. que la quantiié 

ľ(x + h)-ľx 
I -i.111 , t г 7T — 1 ~ ~ V W t(x+h)—lx 

pour /'==(). est iicccssaircnicnt ime fonction cle x. cc qui clć-
nюntľc. à priori, /' existence des fonctions derivóes. 

Dieser ßcwcis ist für mich nicht hcfriccligcnd. Ohnc Zwcifel 

foľdeľt clie (ìleichunц* ... , j \ .. = ľ. chití шan sich ľ als 
t(x + h)—tx 

cine Zahl denke. clie niclit nuг von .v und h. sondcrn anch von 
dcr Naiuľ clcr Functioneii. dic durch dic Zcichen ľ iшcl / aus-
gcdrücki wcrclcn sollen, ahhängc. Daß nun der ganzc Лusdriick 
ľx—ľfx seineii Werih nicht ändeľi. wciш л in л' + /i iihcr-
gehci. ist richtig: iincl claraus folgt (wcnn erst die Steiigkcit 
cler Funciionen ľx iind fx vorausgcsclzt wird) allcrclings. clafí 
jcner Лusdruck innerhalh л* und x + h eine ocler mehrere Maxima 
uncl Minima hahen miisse. Daßahcr . wenn man Kincs derselhen 
cliirch k hezcichnei, évidemment eine łчinction von cleг Zahl ľ 
scyn müsse, lcuchiet mir gar nicht cin. Wie nänilich in dcm 
Лusclriicke ľx — ľ. fx nicht iiiir ľ voľkommí. sondern auch die 
Zeiehen ľ uncl /': so könntc wohl seyn. ja es ist in der That* 
clafl fc nicht Ыoß von clem Werthe der ľ. sonclern auch von cler 
Naiur cler Kunciionen, clie лvir clurch ľ шrcl / hezeichncn. ah-
hängt. Sollic nian niir vielleicht entgegnen лvollcn. daß cler Kin-
ПuЙ, clen clie Naiur cler Kunctioncn ľx uncl fx auf clic ßestim-
niiшg von k hat. allcrdings unläughar sey. claß man dcrselhen 

7 
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aher hcy der Bestimmung von k enthelircn könne, wenn man A* 
nur von P ahhängig seyn läßt, wei l j a P seihst schon von F und / 
ahhängt: so antworte ich. es sey kein sicherer Schluß: - W e n n 
k u n d P hcy de von einer und ehen dersclhcn Kunctioii Fx (oder 
von zweyen Fx und fx) ahhangen: so müsse sich auch k durch P 
( u n d P durch k) hcstiinnien lassen". — So w i r d z. ß. d ie Länge 
eine1!' Linie s durch d ie Ahszisse .v. und d ie Kunciion für d ie 
Ord inate y = fx hestiinini: dasselhc gilt auch von dem Kläehen-
ra i in ic / ' . den diese Linie niii ihrer ( o o r d i n a i e einschließt. Können 
w i r aher wohl sagen, daß s = i/>(P) oder P = (p(s) sey? — 

§. 19. Z u s a t z . Die I. §.75. hetpachtete Kunctioii Fx. hcy 
welcher das Steigen und Kalten so vicl inahl ahwcchseli . daß es 
zu keinem Werthc von x ein (o k lein genug giht. um hehaupten 
zu können, daß / \v innerhalh x und x ± (o for twährend wachse 
oder for twährend ahiiehnic. giht uns einen Beweis, daß eine 
Kunctio i i sogar stetig scyn könne und doch keine ahgelcitete hat 
Für so viele Werthc ihrer Veränderl ichen, daß zw ischen j e zwey 
dersclhcn sich noch ein dr i i ter . für welchen sie ahermahls keine 
ahgelcitete hat. nachweisen läßt. Denn ist x einer von denjenigen 
W e r t hen. deren zugehörige Fx mit ei nein der zu x gehörigen 
Werthc. welche die Kunctioii yx. y2- i/8. . . . annehmen, genau 

zusammenfäl l t : so ist leicht zu erweisen, daß es keine hesiänd ige 
dFx 

mcKharc Zahl irehc. der sich der Quot ient * hcy der iincncl-
<Jx 

l iehen Ahiial i i i ir von zlx in das Unend l iche nahe, sondern daß 

d ieser Quotient vielmehr in das Unend l iche wachse: welches 

somit heißt, als daß d ie ahgelciteie F*x unend l ich groß d . h. gar 

nicht vorhanden ist (§. 2). Zu j e d e m auch noch so kleinen z/.v 

nämlich läßt sich ein so großes n angehen, daß (*)"~~J(b — a) •• dx 

w i r d . ßczeichnen w i r nun cließ (J)"~"J(b—a) zur Ahkürzung durch 

«. den l nterschieel aher. um welchen d ie zu x + a gehörigen 

Werthc der Kunctioii y„ größer ist. als der zu x gehörige = Fx. 

durch \i: so wissen wir, daß zu x + ^a ein Zuwachs von yn + \ = •}/?: 
zu A + (|)2a ein Zuwachs von i/n-r-2=(li)8^ "n<l i iherhaupt zu .v+(i!)'« 

ein Zuwachs von yn + r=(n)rfi gehöre. Da nun al le zu den so ehen 

genannten Werthen der x zugehörigen Werthc1 oder Zuwächse der 

Kunctioii iju+r auch zugleich Werthc oder Zuwächse1 der Fx s ind : 
zlFx 

so sieht man. daß das \ erJiältniß ,— hcy al l inähliger Vcrmin-
slx J 

dcr i ing von <Jx alle in Folgender Reihe vorkommenden Wer ihe 
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annehmen kann : 

'ii- / 5 r f i , Vvfi. /'V*-
"> a \ 3 / a ' \ 1 / a ' ' \~->f a 

in das l IUMICIliclic wuchst : so ist kein Zweifel, (lall Da nun 

auch das Verhä l tn i s 
Jx 

in das Unendl iche wachse. 

§.20. L e h r s a l z . Ls gibt Lunctionen die für einen gewissen 
Werth ihrer \ e ränder l i ehen eine abgele i te te haben, nur rück
sichtlich auf einen p o s i t i v e n oder nur rüeksichi l ieh auf einen 
n e g a t i v e n Zuwachs . Ls gibt auch Lunct ionen. welche für einen 
gewissen Werth ihrer Veränder l ichen eine ande re abgelei te te 
haben für ein positives und eine ande re für ein negat ives Vor
zeichen von Jx. Ls gibt endlich auch V uneiionen und Wer ihe 
ihrer \ e ränder l i ehen . bey welchen eine und e b e n d i e s e l b e abge
leitete in beyden Rücksichten (d. h. für einen positiven sowohl 
als negat iven Zuwachs) Statt hat. 

ß e w e i s. Lin ßeyspiel des ersten und zweyten Lalles 
gibt uns schon die §. 13 be t rach te te Lunciion ij. die durch die 
( d e i c h u n g ij2= 1—.v2 bestimmt wird. Denn bey dem Wer ihe 
A ——I hat ij e ine abgele i te te nur für ein positives Jx. für den 
Werth .v = + 1 aber nur für ein negat ives Jx. 7A\ einem B e i 
spiele des dr i t ten Lalles laut uns nur annehmen , daß y für alle 
W er tho von x. die 4 sind, bis zu dem Wer ihe x -4 e inschließ-
lich. den Werth 3A. für alle größeren Wer ihe von .v aber den 
Werth ~>.\—<S haben soll. Denn bey dieser Annahme ist für den 
Werth .v = 4 und für ein positives Jx der Quot ient 

Jij \j(4+Jx) — 8 | - 3 . 4 . 
Jx ^ Jx 

\wr ein negat ives Jx aber ist 

Jy 7(4— Z/.Y) — 3 . 4 
— Jx ~~ ~~Jx 

Daß es endlich auch Lunctionen. gebe, bey denen die Zahl A/, 

der sich der Quot i en t ~ / in das Unendl iche näher t , e iner ley 
Jx 

Werih behält , wir mögen Jx posiiiv oder negat iv annehmen . 
bedarf kaum eines Beweises. So ist. wenn ij = ax2 ist. für jeden 
Werlh von .v der Quot ient / für ein positives Jx 

Jx 
a(x+Jx)2-~ax2 _ 

= - ----- =--2ax + aJx. 
Jx 

-=- •?. 

= Ï. 
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IIIKІ fiir ein negatives Jx 

a (x — Jx)2 — ял'2 . , 
= . =2ax — aJx: 

— Jx 
also 2ax clie ZahL dcr sich clcr Wcrth jenes Quotientcn ľiir hevdc 
Ҝülle in clas Unendlichc nähcrt. 

§ 21. L e h ľ s a t z . Wenn eine ľuncłion ľx fiir alle jniicrlialh 
гi iincl b gclegciien Werłhe ihrcr VeränclerJicheii eine ahgelcitete 
in heyclcn llichtungcn hat, clic iiherclicß Гür allc so ehen ge-
naiintcn VVerthe cler .v clcni ( îcsełze cler Stetigkeit folgt: so mulî 
cliese ahgeleiłetc fiir jcclen cinzeliicn Wcrth von л* in hcyclcn 
Richtungen dicsclhe seyn. 

B c л v e i s . liezCichnet x einen hcliehigcii inncrhalh a iincl b 
gelegcnen Weľth: so muß cs ein posiłives Jx klcin gcnug gchcn. 
claшit cler Unłeľschicd 

ľ(x + Jx) — ľx_„ 1 
Jx " ' ' A ' ^ Д 

ausfalle. Weil ferner wegcn dcs V7Oľliandcnseyns cincľ cloppcltcn 
ahgeleitcten clie ľuncłion ľx (§. 12) iincl nach dcr ausdrücklichen 
Voraussctzung auch ihre ahgelciłetc ř'.v sclhst s lcl ig scyn soll. 
fiir jcdcs inncľhalh a uiкl b gc legene л : so 11111 ß es cin posi-
łives / klein genug gehcn. claß fiir dassclhc und al lc klcincrcu 
Wertlie folgcncle clгcy Verhältnisse ei ï iłrcłen: 

ľ'(x — i) — ľ'x< X

ҳ 

ľ(x — i) — ľx < " V 

F(x + Jx — i) - ľ (x + Jx) < ^ -

wenn wir clie Unterscliicde iii dcn clrey Vorclerglieclcrn alle nach 
ihren ahsoluten Wcrthcn ì ichmcn. lЭahcr isł auch. wenn wir dic* 
heyden letzłcren Veľhälłnisse rait clem positiven Jx cliviclîrcn. 
iincl von cinandcľ ahziehen 

ľ(x + Jx —J) — F (x + Jx) _ F (x — i) — Fx 2 
JX JX " ;V ? 

was sich auch so schľeihcn läИł: 

ľ (x + Jx —i) — ľ (x — /) _ ľ (x + Jx) — ľx 2 
Jx Jx :V 

l)a aher F(x + Jx) — ľx f V 1 и 

A- — ľ x < _. scyn soll: 
Jx \ J 
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so m.,11 auch i^x + J x _ i ) _ r ( x _ i ) 

Jx~ l ' X < S 

seyn und verbleiben, wenn / ins Unendl iche abnimmt. 

/. Ist nun i = Jx: so ist 

Fjx + Jx — i) — F(x — i)_ Fx — F (x — Jx) F(x — Jx) — Fx 

Jx Jx -Jx 

ЛЬ ľ(x — Jx)~~ľx 
-Jx 

F. " .V 

I 
eine Zahl bedeutet , die ins Lín-I )a nun eben so gut wie eine 

cMidlichc a b n e h m e n kann, wenn Jx in das Unendl iche a b n i m m t : 
so ist kein Zweifel. daH sicli für diesen Kall Fx ganz so verhal te , 
wie* es die abgele i te te der Fx bey einem n e g a t i v e n Jx soll. 

2. Ist i r Jx: so wird das VerhaltniH 

F (x + Jx — /) — F (x — /) . v 3 
Jx ' X A 

um so gewisser bestehen , wenn wir /•vermindern und = Jx 
w e r d e n lassen. Denn die d r e y obigen \ crhal in i s se . aus welchen 
clieH letztere flicHt, werden d u r c h ke ine V e r m i n d e r u n g von / 
gestört . Also ist auch in diesem f a l l e 

F (x—Jx) — Fx f v 3 
-Jx t X A 

d. h. auch hier verha l t sich Fx wie eine abgele i tete der Fx in 
negat iver Richtung. 

1. Ist endl ich i Jx: so b r a u c h e n wir n u r zu b e m e r k e n , 
daH unsere V unetion für j e d e n Werih von .v. also a u c h für den 
Werth .v—/ eine abgele i te te hal)cn sol l : d a h e r sich d e n n auch 
ein co muH a n g e b e n lassen klein genug, daH für dasselbe und 
a l le k le ineren Wert he 

F(x-i + co) ~ F(x~-i) _ ^ _ \ 
co ^ \ 

w i r d u n d v e r b l e i b t . 
Dil wi r aber, wie bereits festgesetzt w u r d e . / so klein nehmen 

soll ten. claH 

ist : so wird auch 

F(x~i)~ľ'x 

/•'(.v— í + û)) — F(.v— /) 
w 

- ľ'x < 
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Da nun d ieses Yerhältiiiß bestehet, auch wenn wir / und (o in 
das Unend l iche abnehmen lassen: so muH es auch bestehen, wenn 
wir d ie größere d ieser beyden Zahlen der kleineren gleich 
werden lassen. Dann aber ist 

Fx — F(x — (o) 1 - . F(x — (o) — Fx ,v 2 
CO ; \ (O \ 

d. h. d ie Function Fx hat e ine abgeleitete auch Für ein nega
tives Jx. 

§. 22. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für alle inner
halb a und b gelegenen Werthe ihrer Yeränderlichen eine abge
leitete hat. d ie nur für gewisse vereinzelt s iebende Werihe der x. 
deren jeder auf beyden Seiten einen ihm nächsten hat. das Cese iz 
der Stetigkeit verletzet: so besteht d iese Verletzung nur eben 
darin, daß, wenn c einen solchen Werlh vorstellt, d ie abgeleitete 
F'c einen anderen Werth M für einen p o s i t i v e n , und einen 
anderen R für einen negativen Zuwachs hat. während d iejenigen 
abgeleiteten, d ie der Form F'(c+(o) unterstehen, dem Werihe M. 
d iejenigen abgeleiteten aber, d ie der Form F'(c — (o) unterstehen, 
dem Werthe R b e y der unendlichen Abnahme von (o in das Un
endliche nahen. 

B e w e i s . Weil jeder Werlh von x. für welchen d ie abge
leitete das ( icsetz der Stetigkeit verletze!, ein einzeln stehender 
seyn soll, auch auf beyden Seiten einen ihm nächsten hat: so 
sey c+i d ieser nächste auf der positiven, c — j der auf der ne
gativen Seite. Für alle Werihe der x. d ie zwischen c und c+-i. 
jiigleichen für alle, d ie zwischen c und c — j liegen, folgt also 
F'x dem Gesetze der Stetigkeit. Für alle d iese Werihe ist daher 
nach dem vorigen Satze der Werth von F'x in beyden Richtungen 
derselbe. Wäre (ließ also auch für den Werth x = c: so würde 
sich überhaupt gar keine Abweichung von dem Gesetze der 
Stetigkeit kund geben. Wenn also im ( iegenihci l Kine Stau 
finden soll: so müssen d ie beyden Werthe von F'c. d ie wir im 
Lehrsatz durch M und R bezeichneten, e inander ungleich seyn. 
Daß aber der Werth der abgeleiteten F'(c+(o) durch d ie un
end l iche Verminderung von (o dem Werthe M so nahe kommen 
könne, als man nur will, erweiset sich so. Weil M d ie abge
leitete der Fx für x = c und einen positivem Zuwachs vorstellt; 
so muß ein positives OJ klein genug angeblich seyn, damit 

FS?+.2") — Fc—M^ 1 
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wird , und dann ist um so gewisse.* 

F(c + o))—Fc | 

MI»- W 

' Flc + 2<?) — Fc
 = W? + 2w) — F ( c + ft>) /''(C+CÜ) - Fe 

2w 2<o 2OJ 
Also muß ... . „ . ... . . r . , v ,, , 

/' (c + 2w) — f (c+(o) h (c + to)—hc , , „ 2 
" '"" 1 " •• - -•• • -- m*iYi *̂ > »"•-

co co A 

• —Af abziehen, 
und wenn wir 

r yc-r 

F(c + 2o>) — F(c+co) 3 
J f < v s e y n . 

co A J 

Aber der Quotient - nähert sich dein Wcrthc 

F'(c+co) in das Unendliche. Also muß auch F'(C + OJ)—M< .. seyn. 

Auf ähnliche Art erweiset sich, daß F'(c—co) —R< .. ist. 
§. 23. L c h r sa tz. Bloß aus dem Umstände, daß eine Function 

FAT für alle innerhalb a und b gelegenen Wcrthc ihrer Veränder
lichen., hinsichtlich auf ein p o s i t i v e s (oder negatives) -JA; eine 
abgeleitete hat, folgt noch nicht, daß sie auch hinsichtlich auf 
ein n e g a t i v e s (oder positives) Jx eine abgeleitete haben müsse. 

B e w e i s . Auf ähn l iche Art, wie der ähnliche Satz §. 12. 
I. Absch.; so daß auch dasselbe Beyspiel hier wieder benützt 
werden kann. Denn ist für alle Wcrthc von x<2, Fx = x2, für 
x = 2 und alle größeren Wcrthc aber Fx = x*: so ist für jedes 

*JFx 
.v<2, —•-"•• = 2.v + z/.v. also 2.v die abgeleitete hinsichtlich auf ein 

** ., . JFx 
positives zix. Kbcn so ist für jedes -v>2, -z--- = lx2 + 3x^Jx + Jx2. 

zix 
also 3.v2die verlangte abgeleitete hinsichtlich auf ein positiv es 4\\ 
Kndlich findet sich auch für den Wcrth x = 2 hinsichtlich auf 
einen positiven Zuwachs eine abgeleitete: denn es ist 

JFx (2+Jx)*— 23 . s , , f . A 2 --— = v ••--•• - - =12 + bJx + 4x2: 
Jx AX 

also 12 diese abgeleitete. Unsere Function hat also für a l l e 
Wcrthc der x eine abgeleitete in Hinsicht auf e inen positiven 
Zuwachs. Nicht also ist es bey einer Differenz mit negativem 
Vorzeichen für den Wcrth = 2 . Denn hier ist 

4Fx ^ (2 — 4x)2—23
 = — 4 —±4x + Jx2 

—Ax~~ —^x —Jx 
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ein Ausdruck, d e r seinem absoluten Wer ihe nach in das u n 
endl iche wachst, wenn Jx in das l ; ncnd] iehc abn immi . 

§. 24. Lc h r s a t z . Bloß aus dem I m s t a n d e , daß eine gewisse 
Function für alle innerha lb a und b gelegenen Wer the ih re r Ver
änder l ichen eine abgele i te te hai. folgt noch keineswegs . daß für 
alle i nne rha lb eben dieser Grenzen l iegenden \\ e r i he der .V e i n e 
u n d e b e n d i e s e l b e Z a h l f angehlieh seyn müsse, klein genug 

um b e h a u p t e n zu können. d a ß der Unterschied ' —F'x (wo 

F'x die abge le i te te in Hinsieht auf x und für dasselbe Vor

zeichen mit Jx vorstellt) nach seinem absoluten Wer the be

trachtet v wird , ohne daß no thwendig wäre _J.v-- f zu nehnien. 

B e w e i s. Setzen wir / .v — , * so tritt das jen ige , was hier 
1 — A' 

behaupte t wird. ein. wenn die \ c rä i ider l iche x sieh d(Mn Wer the 1 
in das Unendl iche na IHM:. Schre iben wir nämlich zur A b k ü r z u n g 

. v = ! /: so ist „ -— . , . , v- also .. die abgele i te te von --,---
Jx i (i—Jx) r n 1 — x 

luv . v = l — • / . Soll iiiiii (Irr liikM-seliied 

Jl'x , _ I _ I _ .Jx 
'"Jx ~~ X""/(/—Jx) i*~ i*{i—Jv} 

w o r d e n : so muß Jx 
л ,•2 Š-jit'iiomiiH'ii \\ cMden : e ine Zahl. ( І I C 

offenbar k le iner als j e d e gegebene e wird, sofern / ins Unend
liche a b n i m m t , d . h. sofern sich x der G r e n z e 1 in das Unend 
liehe nahei . 

§.25. L e h r s a t z . Ls ist möglich, daß eine Kunciion Fx für 
jeden innerha lb a und b ge legenen Werth ih re r Veränder l ichen 
(M'IIC a b g e l e i t e t e wenigstcMis in Bezug auf einen positiven 
(oder negat iven) Zuwachs habe, und dabei doch nichi d a s C e s e i z 
der Stet igkeit für j eden inne rha lb a und b gelegenen Wer th ih re r 
Veränder l ichen in heyden Rich tungen befolge. Wenn abe r die 
Funct ion eine abgele i te te ha t : so muß sie4 a l le rd ings auch lorl-
währond sieiig seyn in heyden Richtungen. 

B e w e i s . /. Setzen wir . daß für alle Wer the von .v. die 4 
sind, und für .v = 4 selbst Fx — x2. für j eden g röße ren abe r 
Fx — x* s e y : so hat Fx für alle Wer the de r x e ine abgele i te te , 
wenigs tens hinsicht l ich auf . L i n e Richtung. Kür alle x 4 
nämlich die abgele i te te 2x\ für alle x > 4 die abgele i te te xv2 
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in beyclen Richtungen: für x = 4 aber nur eine abgeleitete in ne
gativer Richtung = 2x = H: während für einen positiven Zuwachs 

JFx = (4 + 4x)*— 42
 = 4£ + 4H4x + \2Jx2 + Jx* 

Jx z/.v ~~~ z/.v 

in das Unendliche wächst. Für alle diese Werthe ist diese Func
tion auch nichl mehr stetig. Denn dFx ist hier 

^=4H + 4XJx+V2Jx2+Jx\ also fortwährend >4H. 

2. Wenn aber die Function eine abgeleitete in beyclen Rich
tungen für alle innerhalb a und b gelegenem Werthe hat: so muß 
sie auch für alle diese Werthe in beyclen Richtungen Stetigkeit 
haben. Denn gäbe es irgend einen innerhalb a und b gelegenen 
Wcrth x — c. für welchen die Function für ein entweder posi
tives oder negatives (o unstetig ist: so müßte F(c+(o)—Fe ein 

l'nlcrsehied seyn. der entweder nie < \; wird, so sehr man 
1 

auch (o vermindert, oder nicht fortwährend < * verbleibt, wenn 

man (o in das Unendliche abnehmen läßt. Denn weil die Function 
für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der x eine doppel
seitige abgeleitete hat: so müssen die Werthe Fe und F(c + (o) 
beycle meßbar seyn: also kann (nach §. 2. I. Absch.) allerdings 
außer den beyclen genannten Fällen kein dritter eintreten. Allein 
• i • i. v . . i , i . . . i /x .. , F(c + <o)—Fe 
in keinem dieser zwey .halle konnte der vJuotieut J * 0) 

einer von co unabhängigen meßbaren Zahl in das Unendliche 
nahen, sondern er müßte im (iegentheil durch die Verminderung 
von to in das Unendliche wachsen. Denn gibt es zu jedem <o 

irgend ein kleineres, clabey F(c+o)) — Fc^ „ wird: so wird 

{c + o)) t— welches, wenn nur (o klein genug ist. größer 
(0 0)J\ 

als jede gegebene Zahl werden kann. 

§. 2(). Z u s a t z . Nicht umgekehrt können wir daraus, wenn 
uns bloß lnitgetheilt wird, daß eine Function Fx für j e d e n inner
halb a und b gelegenen Wcrth ihrer Veränderlichen eine abge
leitete habe, ohne jedoch zu bestimmen, oli auch jederzeit in 
beyclen Richtungen, wohl- aber beygesetzt wird, daß diese Func
tion fortwährend stetig sey: den Schluß ziehen, daß sie für jeden 
innerhalb a und b gelegenen Wcrth eine abgeleitete in beyden 
Richtungen habe. 
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Denn setzen wir. daß für alle Werthe der .v von 
)2// | )2//-f-1 I )2// t 

—i I I . U I j , ... I 

22w ' ) I S 22" +1 " A " A ^ 22" l 

für alle Werthe der .v von 
22/ .+ 1 j <)2//-f-2 j )2//-|-2 | 

"SfS+i— i l l ) c r , ) i s " 22//-f2- / / A ' = \ B « 2 2 W " ' V 

.V2 

sev . daß man endlich für alle A > 1 . / \ v = = V hat: 
— •) 

die Vergloichung mit dorn loizten Beyspielo in §. 70.. I. Absch.. 
daß diese Function für alle Werthe der x von 0 bis 10 oder zu 
joder beliebigen größeren Grenze stetig sey hinsichtlich auf 
einen positiven sowohl als negativen Zuwachs: inglcichen daß 
diese Function für jeden Werih innerhalb dieser Grenzen auch 
eine abgeleitete in Einer, doch nicht in beyden Beziehungen 
liabe. Kür x=l nämlich und für ein positives Jx gibt es hier 

2-v 2 
die abgeleitete T = -Ür- für ein negatives -J.v aber keine1. 

§.27. L e h r s a i z . Wenn eine Function Fx für alle inner
halb a und a + h gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen eine 
abgeleitete F'x in beyden Richtungen, für den Werth x = a aber 
wenigstens eine in derselben Richtung mit /i. und für den Werth 
x = a + h in entgegengesetzter Richiung hat: wenn diese abge
leitete überdieß für alle soeben genannten Werthe der A' dem 
Gesetze der S t e t i g k e i t folgi: so muß eine Zahl e klein genug 
angeblich seyn. um behaupten zu können, daß der Zuwachs JA* 
nie kleiner als e genommen zu worden braucht, damit der Unter
schied / " —F'x nach seinem absoluten Werthe kleiner 

Jx 
als ein gegebener Bruch ausfalle, so oft nur A' und (x+Jx) beyde 
nicht außerhalb a und a + h liegen. 

B e w e i s . Wäre das Gegontheil und gäbe es keine1 Zahl e 
klein genug, daß das so eben Gesagte von ihr gälte: so müßten 
die Werthe von Jx. die dazu noihwendig sind, um das Verhäliniß 

F(x+Jx)—Fx fV I 
Jx A 

für j e d e n Werth von x, clor nur nicht außerhalb a und a + h liegt, 
herzustellen, in das Unendliche abnehmen. Zu jedem auch noch 
so klein angenommenen Jx gäbe es also liier ein anderes, das 
annoch kleiner ist. Wenn wir daher durch A1? A*2, A#

3. A*4, . . . Wort ho 
clor x bezeichnen, die* so beschaffen sind, daß sie ein joder inner-
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halb a und a + h liegen, und jeder folgende immer ein Jx kleiner 
als das des nächstvorhcrgehendcn brauche, um das Vcrhältniß 

F(x + dx) — Fx | V . 1 
jdx A 

herzustellen: so würden diese Werthe eine Reihe bilden, die ins 
Unendliche gehet. Aus §. wissen wir aber, daß es eine gewisse 
nicht außerhalb a und a + h liegende meßbare Zahl c von der Art 
geben müßte, daß eine unendliche Menge von Gliedern jener 
Reihe sich durch die heyden Grenzen c und c ± i einschließen 
ließe, wo i nach seinem absoluten Werthe so klein man nur 
immer will genommen werden dürfte. Hieraus folgt unmittelbar, 
daß für Werthe von je, die sich dem c in das Unendliche nahen, 
auch der Werth von zlx in das Unendliche abnehmen müßte, um 
die* Bedingung 7,, , , x r, 

* * V (x+^x)—tx n, , 1 
4x A 

zu erfüllen. Denn schließen die Grenzen c und c + L so nahe 
sie auch einander rücken mögen, jederzeit auch eine unendliche 
Menge der Glieder xl9 x2« xs... in inf. zwischen sich ein: so liegt 
am läge, es müsse dieser Werthe unendlich viele geben, welche 
dem c so nahe stehen, daß der Abstand kleiner als jede ge
gebene Zahl ist. Unter diesen unendlich vielen Wertheii muß es 
denn nothwendig auch solche geben, die in der Reihe xlT JC2- x* 
in inf. soweit entfernt von ihrem Anfange liegen, daß ihre Stellen-
zahl größer als eine jede gegebene ist: also Glieder, deren zu
gehöriges 4x kleiner als jeder gegebene Bruch gemacht werden 
muß. wenn die Bedingung 

F(x + Jx) — Fx_ i 
Jx * JV 

erfüllt werden soll. Wenn aber Fx für jeden innerhalb a und 
a + h gelegenen Werth der x eine abgeleitete in heyden Rich
tungen, für x = a überdieß eine in derselben Richtung mit /?, 
und für x = a + h in der entgegengesetzten Richtung hat: so ist 
für jeden nicht außerhalb a und a + h gelegenen Werth von c 
eine Zahl e von demselben Vorzeichen mit i und klein genug 
angeblich, damit der Unterschied 

F(c+e)~Fc .,. . 1 

ausfalle. Ich behaupte nun, kleiner als dieses e brauche kein 4x 
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zu worden, welches zu irgend einem nur nahe genug an c an
grenzenden Worthe von x gehört, damit das Verhältnis 

F(x + Jx)—Fx | V I 
"z/A- ~ "~ / f V A 

eintrete. Weil nämlich clor Voraussetzung nach die ahgeleitete 
F'x für alle nicht aufiorluilh a und a + h gelegenen Worthe clor x 
stolig soyn soll, und weil für alle diese Worthe auch die Func
tion Fx seihst nach §. 12 stetig seyn niufi. indem sie widrigen
falls nicht für jeden der genanntem Worthe eine ahgoleilcte nach 
heyclen Richtungen besitzen könnte: so ist kein Zweifel, es müsse 
irgend eine Zahl j von dcmsclhcn Vorzeichen mit i angehl ich 
seyn so klein, daii für sie und alle kleineren Zahlen nachste
hende drey Vorhältnisse gleichzeitig eintreten: 

F'(c + j)-F'c<{*s 

F(c + j)-Fc<*s 

F(c+j+e)—F(c+e)<(^ 

wenn wir die Unterschiede, welche die Vordorglicdor in diesen 
Verhältnissen bilden, alle nach ihren absoluten Worthen nehmen. 
Aus diesen Verhältnissen uher folgt durch Division der heyclen 
letzteren mit e und Addirung 

F(c + j + e)-F(c + e) F(c+j)-Fc , . . , , . „ F. ^ 1 

Also auch 
F(°+J + *) — F(c+ e) _F(c+J)—Fc 

e e 
inalcichcn 

(ľ'(c+j)-ľ'c)<2
l
N 

ľ(c + j + e) — ľ (c + j) ľ (c + e) — ľc 

e e 
(ľ'(c + j)-ľ'c)--2N-

Du aber auch F { c + e ) _ F c , 

e 2A 
so folgt durch Addition, clafi auf joden Kall 

» > + 7 + - ) - F ( - + J ) _ r ( e + J ) < . ; . 

scy. j mag so klein genommen werden als man nur immer will. 
Unter dieser Voraussetzung stellt aber c + j jeden beliebigen 
innerhalb c und c+i liegenden Werth der x vor: und es ist 
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somit dai-ovthan, c ' a ^ e s ^ r keinen dieser Werthe von x eines Ax 
kleiner t\Js e bedürfe, um das Verhältniß 

F(x+4x)-~ Fx |V t 

herzn stell oti-
§. 2 8 . - L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für alle innerhalh 

a und a-y-/? gelegenen Werthe* der x eine ahgeleitetc in heyden 
Richtungen hat, für -x' = a aber wenigstens eine in derselben 
Richtung mit 7i, und für x = a + h in der entgegengesetzten 
Richtung: wenn endlich diese abgeleitete für alle nur eben ge
nannten Werthe der x fortwährend stetig ist: so besteht jeder
zeit die Gleichung 

F{s + h) =*«+ * [r'a + F(a+ *-)+ F'(a+ ^) + 

+ ''(•+?)+ - + >'(. + •" V")]+* 
in welcher n eine beliebige wirkliche Zahl bedeutet, durch deren 
Vermehrung in das Unendliche die Zahl £1 in das Unendliche 
vermindert werden kann. 

B e w e i s . Wenn die Function Fx die eben angegebene Be
schaffenheit hat: so gibt es nach dem vorragen §. eine Zahl e 
klein genug, um behaupten zu können, daß der Zuwachs dx 
nie kleiner als e genommen zu werden braucht, damit der Un
terschied -. F'x nach seinem absoluten Werthe 

Ax j 

kleiner als der gegebene Bruch .. ausfalle, so oft nur x und 

x+dx nicht außerhalb der Grenzen a und a + h liegen. Gewiß 

aber gibt es auch eine Zahl n groß genug- daß der Quotient 

nach seinem absoluten Werthe <̂  e wird. Es werden sonach. 
wenn wir zur Abkürzung =OJ schreiben, nachstehende Ver-
hiiltnisse obwalten: 

F(a + o)) — Fa_ / v 1 
co i- a ,V 

/:-«.+ ^ - / • • < » + « ) _ n a + < o ) < . i ! 

F(a+30,)-r(a+2»,_ /,„(a + 2 ( o ) < ^ 

F(a+n<ö) — F(a + n — ito) •- 1 
— — , 7 - —t'(a + n—ia>)< v> 
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worin es uns crlauht seyn wird, die Vordcrglicdcr alle nach 
ihrem wirklichen nicht hloß ahsolntcn Wcrthc zu nehmen: indem 
wenn jener von diesem verschieden ist. er als ein negativer 
das Vcrhältniß um so gewisser erfüllt. Unter dieser Voraus
setzung aher erhalten wir durch Addirung. wenn wir die Glieder, 
die sich als gleich und entgegengesetzt aufhehen. weglassen und 
hemerken. daß die Anzahl dieser Verhältnisse n ist 

F(a + nco) — Fa ffV , #v, , x , T», , IT4 v , 
._. — /< a -f /f (a + to) + / (a + 2co) H 

co I. 
...+F'(a + n-lco))i^ * . 

denn wenn wirmitc0= multipliziren und für nco=h suhstituiren: 
n 

[F(a + h)-Fa^-^[ra + r 

In diesem Ausdrucke kann nun hey einerley a und h durch 
hloße Vermehrung von n auch die Zahl A in das Unendliche ver
größert werden, weil die Vermehrung von n das zlx und folglich 

auch den Bruch v '» ( ' a s Unendliche ahnchinen läßt. Hieraus 

ergiht sich dann, daß 

F(a + h)=Fa+h-\F'a+F'(a+ '^ +F'(a + '^) + • • • • 

.... + F'(a+n~i-h)] + a 
B e y s p i c l . Da in diesem Lehrsätze weder ausdrücklich noch 

stillschweigend die Bedingung vorausgesetzt ist. daß die Func
tion Fx zur Klasse der jenigen gehören müsse, welche nach einem 
für alle Wcrthc der Veränderlichen gleichlautenden Gesetze 
hestimmt werden: so lasset uns annehmen, daß für alle x. 
die -" 2 sind, Fx = x2. für x = 2 und alle größeren Werthc aher 
Fx = .v3 — 8.x* + 12 sey. Kerner sey a = 1 und h = 1: so treffen 
hier alle Bcdingugen zu. welche der Lehrsatz fordert. Die 
Kunction Fx hat eine ahgcleitctc für alle Wcrthc der x von a==1 
h i s a + / i = 4 einschließlich und nach heyden Richtungen: und 
diese ahgcleitctc seihst ist stetig. Yür alle J C < 2 ist nämlich 
F'x = 2x bey einem positiven sowohl als negativen <Jx: für 
x > 2 ist F'x = '7>x2 — H gleichfalls hey einem positiven sowohl als 
negativen dx: für x = 2 aher hat man für ein positives Jx 
Jhx= |(2 + Jx)*-H(2 +Jx) + 12J - j 2 » - 8 . 2 + V 2 \ = 4 + ^ +Jx2 

<Jx <dx 

seyn müsse. 



111 

Also ist die ahgeleitete = 4 . Und ehen so findet sich für ein nega

tives ^ AFx (2 — Jx)2—\2*— 8 . 2 + 1 2 | , A 

— ., - = 4 - - = 4— ĴX\ 

— J x —dx 
also die ahgeleitete ahermahls = 4 . Da nun mich 2x und °?x2—8 
für A = 2 in den Werth 4 iihergelien: so ist Fx offenhur stetig. 
Nehmen wir also n=il): so erhalten wir 

4 4 = l + - ' | 2 ( , ( ) + n + 1 ( , + , 9 ) + 
^1() | . 10 ^ 

"5 f22a + 2:52+,>H2 + "512+ i424- "572) I 

§.29. L e h r s a t z . Wenn eine Function.Fx für alle innerhall) 
a und a + h gelegenen Wertlic der x eine ahgeleitete in heyclen 
Richtungen, für x = a aher wenigstens eine in clersclhen Richtung 
mit //, und für x = a + h e inein der entgegengesetzten Richtung 
hat: wenn wir iihercließ wissen, daß diese ahgeleitete für alle 
soehen genannten Werthe der x dem Gesetze der Stetigkeit folgt: 
so giht es jederzeit eine nicht anßerhalh 0 und 1 gelegene Zahl ft 
oder (was ehen soviel ist) eine nicht anßerhalh a und a + h lie
gende Zahl a + /th. hey welcher die Gleichung 

F(a + h)=Fa+h.F'(a + fth) 
zutrifft. 

B e w e i s . Nach dein vorigen §. ist 

F(a+h) =Fu+ h
n [F'a + F(« + £ ) + F'(»+*„) + F ( « + ' ^ ) + 

+ . . . . + p ( a + ^Zli/J)J + ß, 
worin -ö hloß durch Vermehrung von n in das Unendliche ah-
nehmen kann. 

/. Wenn nun (was nicht unmöglich ist) die Zahlen 

r , ,'(„+;;), r( .+»). . . . r ( .+5=l f c) 
alle einander gleich wären, und es hey jeder auch noch so großen 
Vermehrung der Zahl n hliehen (etwa weij F'x eigentlich gar 
nicht ahhängig ist von x): so wäre die Wahrheit dessen, was 
unser Lehrsatz für diesen Kall voraussetzt, außer Zweifel. Denn 

X+r(l+!;)+/.--(a+
2,I')+r(a+;f)+.... 

••• +F'{a+n~i h) = nF'a. 
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Also b (a + h) = ba + h b 'a + SI. Da nun in dieser ( d e i c h u n g n gar 
nicht v o r k o m m t : so isi zu schl ie fen. d a ß 1? — O s c y n müsse*: d a h e r 
wir schlechtweg F(a +h) = Fa +h . F'a setzen dürfcMi. was mit 
dcM* Aussage unseres Lehrsatzes übere ins t immt, weil w i r / ' auch 
= () a n n e h m e n dür fen. 

2. Wenn aber die Zahlen 

h\ , „ / , 2lr 
>"'•>••[»+'')•>••(•<)• 

ungleich s ind: so muH. es. weil die Funct ion b'x für alle nicht 
a u ß e r h a l b a und a + h ge legenen W e r t h e der .v stetig seyn soll, 
nach §.24 (k Abseh.) einen gleichfalls nicht a u ß e r h a l b a und a + h 
gelegenen Werih d e r x = p gcMl)en. \i\r welchen b'x am G r ö ß t e n . 
und e inen a n d e r e n x=(p für welchen b'x am k l e i n s t e n wird, 
in dem Sinne, d a ß es u n t e r den sammtl iehen Wer ihcn der b'x. 
von F'a bis F'(a + h) e inschließlich keincMi größeren als b'p und 
keinen k le ineren als Vq gibt. L n t e r dieser \ o r a u s s e t z u n g be
siedlet gewiß für j e d e n bel iebigen Werth von n das doppe l te 
\ e r h a l t n i ß 

/•> . ^ + ŕ " ( - + ; ) + г ( . + ^ ) + г(- + ^ ) + 

+ П " + '•'----/. 
n 

ľ'<h 

Ist d a h e r h posit iv: so hat man (nach §.) d u r c h Muliipl icaiion 
mit h und Acklirung von ba und Sl. wodurch das init i iere (diod 
dieses doppcdtcMi \ crhal tnisses in F(a + h) übergehet . 

Fa + h . F'p + Sl>F(a + h) Fa + h . F'q + ii. 

Wenn aber // negai iv : so hat man (§.) 

ba + h . b'p + il F(a + h) ba + h . b'q + Sl. 

Da jedoch Sl in das L n e n d l i c h e a b n e h m e n k a n n : so m u ß (nach 
§. ) im ersten fa l l e auch 

ba + h . V'p b(a + h) > ba + h . b'q: 

im zweyten halle" aber 

ba + h . b'p < F(a + h) : ba + h . b'q 

seyn . Also ist ü b e r h a u p t 
,,, F(a + h) — ba _ r , 
i- P •-•••• h I < I -

Mieraus a b e r folgi nach I. §. 29. es müsse" irgend einen i n n e r h a l b 
p und (p folglich auch einen nichi a u ß e r h a l b a und a + h gele-
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cчкчi YYcмTІi der л . (ler sick mitkiн reehí ľiiglicl du ľch 

cíaľsieíкмi a m . Î,ЧT)ЄП. )CV WCTClKMll ( h O ( i [ e i e h i i i i í 

ľ'{u + цh) = 
ľ(a + h)- ľн 

oder (was c-hcn soviel isl) die (.loieliun»' 

l'u + h . F'(u+fih) = F{u + li) 
O І H І ľ i ü . 

P> 0 y s p i o 
/'л д.2 . ľüľ л 

Л' 8 Nehmen \vii\ daß für alle YYoiTlie von 

s' und alle größeren WCMTIIC aber 

Fx = 2xz — 16v + 64 

soy: setzen wir ferner a — 6, h=4: so irifi die Bedingung des 
Lehrsatzes zu. daß Fx für alle Wer ike dvv x \on u = 6 bis 
a+h -----10 einschließlich eine abgelciUTe in heyden Ricktungen 
kai. die übordioß noch dem Gesetze der Stei igke 
Hir alle YYerihe von .v H ist F''x---~-2x. für 
g rößeren YYcrihe aber ist F'x = 4x 16: wo 
heyde Ausdrücke* in einen unci oben denselben 

folgt. Denn 
.v = S und alle 
denn für x = S 
YVerik 16 über

gehen. Ls muß also irgend ein nicht a u ß e r k a i b 0 und 1 lie
gender YVertk für ff angebl ich seyn, der die Gle ichung F(l()) = 
•~ F(b) + 4 . F'(b + 4{f) erfiillei. Und so ist es a u c h : denn da 
F(H)) = H)4. F(6): ^6: so soll 104 = 36 + 4F'(b + 4u). F'(b+4fj) = l7 

\. so wäre F'(b + 4fi) noch von der 
k — ™ 

seyn. Nehmen wir nun // 
f orm 2A\ und es ließe sich a l lerdings L'CMI1 Werth fiir // anцehcч 

so muß 

Clin eine der bey den Bedingungen, ent-
Mmction Fx für alle innerka lb a und b ge-

der 2 ( 6 + 4 / 0 — 17 machte . Nehmen wir aber / ' + - i a n : 

F'(b + 4fi) von der f o r m 4,v—16 seyn. und wir e rha l ten zur Be
s t immung von // die ( do i ehung 4(6 + 4/0 — 1 6 = 1 7 : weleker der 
Werik ff = J\- genüge* ihut. 

§. 10. / u s a l z. W 
weder die. daß die 
legenen YVerthe der ,v eine abgele i te te in heyden Rich tungen 
und für den Werl" x=a wenigs tens eine in derse lben Rich tung 
inii h, luv x = n + h aber eine* in der entgegengesetz ten Richtung 
kai. oder die ande re , daß diese abgele i te te für alle genann ten 
Wer ike dem Gesetze der Stet igkeit gehorcht , wegfäl l t ; so fällt 
auch die Nothwencligkeii der Aussage weg. Denn setzen wir z. 13. 
für alle Wer ike von x l und für x=i selbst e ine Fx = x2. für 
alle größeren Wer tke aber Fx = 4x—x2 + b: so hä t te Fx e ine 
abgele i te te für j e d e n W e r t h von .v, für alle, die < 1, die doppe l 
seit ige 2JC\ für al le die > L die doppelse i t ige 4 — 2x, für x=i 
abe r nur eine abgele i te te für ein negat ives z/x, =2: diese abge-
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leitete selbst würde sich für nlJe Werihc1 von .v nncli chvin Gesetze1 

der Stetigkeit richten, weil für . v = l der Werth 2x mi i dem 
4 — 2.v zusammenfällt: dennoch würde1 die Aussage des Lehr
satzes hier nicht Statt f inden. Denn wenn wir z . B . a = (). h = 2 
nehmen; so gibt es keinen innerhalb 0 und I liegendem Werth 
für /*, der die Gleichung F(2)=F(())+2F'(2fi) erfül l t . Du näm
lich F(2) = l(). F(()) = () ist: so müßte F'(2fi) = 'i seyn. Nehmen 
wir nun J*<-£- s o -s l F'(2fi) von der Korm 2x und dvv größte 
Werth derselben = 2 . I = 2 . Nehnien wir aber fi \: so ist /''(2//) 
von (\vv Korm 4—2xT und der größte Wer th - 4 . Also in keinem 
/'alle F'(2/f) = 7. Kben so wesentlich ist die zwcy i c Bedingung, 
nämlich der Stetigkeit c\cv F'x. Denn wenn w i r z. B. für al le 
.v '<" S. Fx -•- x1. für al le größeren W'Vrihc über Fx = 2x2 — ()4 
nelimiMi: so hat Fx wohl für alle Wer ihc der .v eine1 abgeleitete 
in bcycleii Richtungen: allein diese abgeleitete selbst üncleri sich 
nicht nach dein Gesetze der Stetigkeit, weil sie für alle x von 
der Korm H— to. 1(). für alle x von der Korni tt + to. i2 isl. 
Würden wir nun a = b. / / = 4 annehmen: so fände sich in der 
Thal kein Werth für u. der F(iO) = F(b) + 4 . F'(b + 4fi) machte. 
Denn es müßte F'(b + 4fi) = 25 werden. Nehmen wir aber ft-f^l-, 
so ist F'(b + 4fi) von der Korm 2x. nlso der größte1 Werth = t ( )<2 i 5 ; 
nehmen wir aber ,«.:••-£- so ist F'(6 + 4/0 von der f o r m 4.v. also 
der kleinste1 Wer ih "52 > 25. 

§ . 3 1 . L e h r s a t z . Wenn eine Kunetion Fx für alle innerhalb 
a und a+h gelegenen Wer ihc der x eine abgeleitete1 in beyden 
Richtungen hat, die übercließ für die gevnnnnten Wer ihc der x 
das Gesetz der Stetigkeit befolgt: wenn ferner die1 Kunetion Fx 
mich für die1 beyden Wer the x = a und =a + h Stetigkeit hat 
für den ersten wenigstens in demselben Sinn mit //. für den 
zweyte1!) wenigstens im entgegengesetzten Sinne: so gilt auch 
für diesen Kall noch die Gleichung des vorigen Lehrsatzes: 

F(u + h) = Fa + h . F'(a + fih). 

. B e w e i s . Ks seyen u und u + i ein Pnur innerhalb a und 
a + h gelegene Zahlen: so hat Fx eine abgeleitete, und zwar in 
beyden Richtungen nicht nur für alle innerhalb « u n d a + i ge
legenen Wer the der x. sondern auch noch für .v = a und x = a + i. 
Ks muß also, weil sich der vorige Lehrsatz hier gewiß anwenden 
läßt. F(a+ i) = Fa+ i . F'(a + fd) seyn und verbleiben, so nahe w i r 
auch den Werth der a an u. den der i an // rücken: thun wi r 
diefi nur immer so. daß a und a + i innerhalb a und a + h l iegen. 
Wenn wir den Unterschied a — a nach seinem absoluten Werthe1 
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in das Unendliche abnehmen lassen: so muß. weil die gegebene 
Function Fx für den Werth a = a und hinsichtlich auf einen Zu
wachs von demselben Vorzeichen mit /J, stetig seyn soll, auch 
der Unterschied Fa—Fa nach seinem absoluten Werthe in das 
Unendliche abnehmen. Dasselbe inufi auch von dem Unterschiede 
F*(a+pi) — F'(a + f,U) gellen. Wir dürfen also auch F(a+i) = 
= Fa +i . F'(a + fii) + Sl schreiben. Soll der Werth a+i innerhalb 
a \\\u\ H + h liegen, wie wir vorausgesetzt haben: so muß i seinem 
absoluten Werthe nach < h seyn. Mithin kann jede Zahl, die sich 
durch a + fii vorstellen läßt, um so gewisser durch & + p-h vor
gestellt werden, wenn /./ nichts anderes als eine gewisse nicht 
außerhalb 0 und I liegende Zahl bedeuten soll. Wir können also 
statt F'(n + fii) ohne unsere Gleichung zu stören, auch F'(a+fih) 
setzen und erhalten hiedurch F(a + i) = Fa + i . F'(a + /ih) + ß-
Weil aber Fx auch für den Werth x = a + h stetig seyn soll, 
und zwar hinsichtlich auf einen Zuwachs von entgegengesetztem 
Vorzeichen mit h: so muß. wenn wir die Zahl i dem Werthe h 
in das Unendliche nahe rücken, auch der Unterschied 

F(a + h)—F(a + i) 

nach seinem absoluten Werthe in das" Unendliche abnehmen-
Es muß also auch F(n + h) = Fa + i . F'(a + fth) + Sl± seyn. 

Da endlich hey der unendlichem Annäherung von i an h auch 
der Werth von i. F'(a+ph) dem Werthe h.F'(a + fih) in das Un
endliche nähert: so dürfen wir gewiß auch 

F(H + h) = Fa + h . F'(a + /ife) + &l 

schreiben. Bestimmen wir endlich, wie es erlaubt seyn muß. den 
Werth der Zahl // auf die Art. daß der Werth des Ausdrucks 
Fa + h . F'(a + !th) dem Werthe F(a+li) so nahe tritt, als es nur 
immer möglich ist. durch die Annahme eines Werthcs für /*. 
welcher nicht außerhalb der Grenzen 0 und I liegt: so sind die 
sämmilichen Ausdrücke F(a + h)9 Fa und h.F'(a + /,ih) durchaus 
ganz unabhängig von i: und somit muß auch ß. da 

Sl = F(a + h) — Fa - h . F'(a + tuh) 

ist. einen von dem i" ganz unabhängigen Werth haben. Da aber 
Sl auf jedem Kall nur einen Werth von solcher Art haben kann, 
der hey der unendlichen Annäherung des i an h kleiner als jede 
gegebene Zahl wird: so folgt, daß dieser Werth hier kein anderer 
seyn könne, als Null. Demnach ist 

F(a + h) = Fa + h. F'(a + nh). 
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Bey s p i e l . Wäre Fx = y eine solche Function von .v\ dal! 
wir (wie in §. I*. 2) die Gleichung y2= 1 — x2 halten: so wäre 

Jy __ 2x + dx 
lx~~ 2y+Jy 

welches so of( nur u nicht eben NulJ ist. dem Werthe — •• in 
// 

das Unendliche nahet, den wir somit als die abgeleitete von Fx 
2x + ^Jx 

ansehen können. Kür x= I aber ist u--() und —,v .—T wächst 
2 y + ^y 

ins Unendliche. Kür diesen Werih also hat Fx keine abgeleitete. 
Gleichwohl wird sich die KormeJ 

Fla + h) = Fa + h . F'(a + /*h) 
auch auf diesen Kall anwenden lassen, wenn wir z. B. a = £ und 
h = -| also a + h = 1 annehmen, liier nämlich wird 

J5#«= 1—JC«=1 — 

cilso Fa = y=% und F{a + h) = F(\) = 0 seyn. Ks ist also hin
reichend, wenn ein Wcrth für fi angeblich ist. der 

r(a+tih)=--*: = -1r.1t = - i = -2 

oder was eben so viel ist (F\a + (*li))2 = 4 d. i. 

(M) 
i~xl | _ / , . + 2'*\2 ^ l(v—12p—4-u« 

macht, welches abermahls möglich. Denn für fi = 0 wird 
9 + 12/* + 4 ^ 2 

16— 12p—4^2 ' 

für p--- 1 aber unendlich groß. Also gibt es gewiß einen inner
halb 0 und 1 liegenden Werth für fi. der der obigen Gleichung 
Genüge thut. 

§. 32. L e h r s a t z . Wenn eine Kunctioii Fx für alle innerhalb 
a und a + h gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen in beyden 
Richtungen, für x = a aber wenigstens in demselben Sinne mit h, 
und für x = a + h in der entgegengesetzten Richtung sielig ist; 
wenn ferner— höchstens mit Ausnahme gewisser v e r e i n z e l t e r 
Werthe der x, deren Menge übrigens auch wohl unendlich seyn 
mag, wenn es zu jedem derselben nur einen ihm n ä c h s t e n 
gibt, — die Function Fx auch nur a b g e l e i t e t e F'x in beyden 

— A oder -— = 4 
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Riehtungen hat . d ie i n n e r h a l b j e zwey so eben e r w ä h n t e r W e r i h e 
\ on x a b e r m a h l s stetig ist: so b e h a u p t e ich. d a ß man die ( d e i c h u n g 

F(a + h) =Fa + h . M 

ansetzen könne, wenn man sich u n i e r M e ine gewisse Zahl vor-
^telli, die zwischen dem größten und kleinsten der W e r i h e liegt, 
welche die abge le i te te F'x i n n e r h a l b a und a+h a n n i m m t . 

B e w e i s. Bezeichnen wir d ie jen igen Wert he der x. für welche 
die abge le i te te F'x e n t w e d e r gar nicht v o r h a n d e n ist. oder doch 
das Gesetz der Stetigkeit verletzet, in der O r d n u n g vom kle ine
ren zum größeren oder u m g e k e h r t d u r c h a+./v.-; a + ht+ h2

: 

a -;- hx -{ h2 + hA: u . s . w . . so müssen wir zwar voraussetzen, d a ß 
die Menge der ( d i e d e r in dieser Reihe auch selbst unendl ich 
seyu k ö n n e : a b e r wir wissen doch, d a ß für alle W e r i h e der x. 
die zwischen j e zwey u n m i t t e l b a r a u f e i n a n d e r folgenden Gl iedern 
der Reihe liegen, e ine abge le i te te F'x in beyden Richtungen nicht 
nur v o r h a n d e n , sondern auch stetig sey. Hieraus e rgeben sich 
nach dem vorigen §. n a c h s t e h e n d e G l e i c h u n g e n , deren Menge 
al lenfal ls unendl ich seyn k a n n : 

F(n + lh):,Fa + hl . F'(a+i4jh) 

F(a + hx + h2) - F(a + hx) + h2. F'(a + hx + (h h2) 

F(a + h,+ h2 + hH) - F(a + lh + h2) + h,. F'(a + h, + h2 + /*3/.3) 

u. ^. w. Die r-te dieser ( d e i c h u n g e n lautet 

F(a + hl + h2 + h*+--- + /*>)-
=-- F(a + lh + h2-\ h /i,--i) + hr. Ff(a + lh + h2+ • • • • + //,-k) 

und die A d d i r u n g a l ler / G l e i c h u n g e n gibt, wenn wir die gleichen 
G l i e d e r auf beyden Seiten woglassen. 

F(a + hx + h2+h^ + h,) = 

=r Fa + hx . F'(a + //1 hx) + h2. Fr(a + hx + ,wa h2) + 

+ h, . F'(a + hx + h2+ //3 Jh) + f hr. Fr(a + hx 4 Vhr-1+ /*,- hr) 

Weil aber die Zahlen hx. h2. A3. . . . . h, al le von e i n e r l e y Vor
zeichen s ind: so wissen wir (aus §.), daß die S u m m e der P r o d u e t e . 
die h inter Fa s tehen, gleichgesetzt w e r d e n können e inem einzigen 
Prodi iclc. dessen ein Kacior die S u m m e (h1+h2+h%+• • • •+h+ 
«Irr a n d e r e irgend ein zwischen dem größten und kleinsten 
WvHhe der F(a + f-txhx): F(a+ h±+ fi2h2): . . . u. s. w. l iegender 
m i t t l e r e r Werth ist. Dieser init i iere Werih ist auch ein m i t t l e r e r 
zu d(Mi sanimil iehen W e r i h e n . die Frx von x = a bis x~a + h 



a n n i m m t : also das jen ige , was wir im Lehrsalze du rch 1/ be
zeichne! haben. Wir dürfen sonach die (dc ieh i ing 

TJ(a + h, + h2 + h, +] f hr) = Fa + (hx + h2 + h, -\ + hr) M 

schreiben. Bey (\vv uiiendlieluMi V e r m e h r u n g von /• übergehet abe r 
die Siiinmc hl + h2 + h^ +— + h, in den Wcrih //. DtMiinaeh ist 

F(a + h)------ l'a + h . M. 

B e v s p i e l . Setzen wir. daH zu nachs tehenden \\ e r then von ,v 
nachs tehende von Fx gehören : 

.V /'.V 

voи 0 bis 
) 

4 

> 

4 

U. S . W . 

Л 

Jл-— í 
4.v— ^ 
Sл I" 

l().v - 49 

so ist ditv Vunetion Ix von a () bis a+/>--"> stetig und erfüllt 
alle Bedingungen, welche der Lehrsalz fordert . I )ie säminilielien 
Wer ihe aber , welche die abgele i te te F'x i nne rha lb a und a + h 
annimmt , sind I. 2. 4. S. ih: der kle inste Wcrih also ist 1, der 
g ioü te 1(): und somit muH es einen zwischen I und 1() l iegenden 
Wcrih für 1/ geben, welcher die ( d e i c h u n g F(a + h) Fa \ h.M 
erfüllt , wie dein auch wirkl ich ist. da F(a + h)~~*>\ und la 0. 
h aber~">. also 1/ — V -- 64 ist. 

§. "il. L e h r s a t z . Wenn tvintv Vunetion zvveycr \ e r ä n d e r -
lichtMi F(x. y) von e iner solchen Besehaffcnheii isi. dal? sie bev 
j edem inne rha lb ci und b l iegenden Wer ihe dtvr einen \ e r ände r -
ILCIKMI .v bloft d u r c h V tv r m i ntl tv r u n g d (v r a n d e r ( v n //. nach 
ihrem absoluttMi Wer ihe k le ine r als jeder gegebene Bruch wird 
und verbleib! , wenn man dann y immer noch mehr vc r in inde r i : 
und diese Kuneiion hat in Beziehung auf .v (d. h. wenn .v allein 
als die Veränderliche, be t rach te ! wird) e ine abge le i te te für jeden 
inne rha lb a und b gelegenen Werth der .v in beyden Richlungen : 

so b e h a u p t e ich. daH auch diese abgelc i ic tc ', " ditv nu r so 
(Ix 

eben beschr iebene Beschaffenheit , für j e d e n innerhal l ) a und b 
gelegenen Wcrih der x durch bloHe unendl iche Abnahme von // 
in das Unendl iche ve rminder i zu werden , besiize. 
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B e w e i s . /. Dafi es zuvorderst Kiiiictioncii von der Ar t . wie 
sie hier angenommen werden, gebe, zeigt uns das Key spiel der 
Reihe 

— 1 — x — ,v2 — .v3 — — X'1. 
I — X 

A.r+-
deren W r r l h - ' wohl füglich als eine Kiinction von x und r 

V 1 
oder auch von x und — y betrachtet werden kann. Sooft nun 

r 
x innerhalb der Grenzen — 1 und - j - | l iegt: so wissen wir- dafi 
der Werth dicker Reihe blofi du ich Vermehrung von r. oder was 
eben soviel heifii. blofi durch V e r m i n d e r u n g von y k leiner 

\ 
als jeder gegebene ISrueh . werde und verbleibe, wenn wir dann 
r noch immer größer d. h. y noch immer kleiner machen. 

2. Ist nun x irgend ein innerhalb u und b gelegener WerihJ: 
so muß die Gleichung 

F(x + to. y) — F(x. y) d l (A-. y) 
« " ~ = clx + i w 

bestehen, worin b e y c i n e r l c y .v u n d y. Sl mit <o in das Un
endliche abnimmt: jedoch nur so. dafi bey einem geänderten 
Wer ihe von ,v oder y vielleicht ein anderes und immer kleineres 

o nöthig seyn könnte1- um & *•" v zu machen. Obgleich also bey 

ei i icr ley c0 d. h. bey c iner lcy Nenner des Bruches 

F(x+co. y)- F(x. y) 
CO 

der Zähler, und somit auch (\vv ganze Werth des Rruches bloß 

durch Verminderung von y so klein werden kann, als man nur 

w i l l : so dürfen w i r hieraus doch nur schließen, dafi die alge

braische Summe , +&1 in das Unendliche abnehme: nicht 
IFl ) 

aber, dafi auch das (Mied ! " für sich allein in das lIn— 
clx 

endliche abnimmt: indem j a seyn könnte, dafi durch Vermin
derung von y. Sl wächst und bey verschiedenen Vorzeichen 

beyder Zahlen , und Ä nur ihre D i f f e r e n z in das Un-
J clx 

endliche abnimmt. — Al lein nach §. muß es ein w k le in genug 

geben, um behaupten zu können, dafi die Kunction •¥-• • für 

alle Wer ihe von *v bis x + co dem Gesetze der Stetigkeit gehorche. 
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Daraнs ľoljrt ahcr иach §. 29.. cs miissc oiпo нichi aпlUчhalh NiilJ 

иncl I frolofroнo Zahl // ţrchcн. лvolchc dic (ìlcicliпn{Г 

// i ^ LІ \ . dľ(x + iкo. y) 
ľ (x + (o. y) :т ľ (w y) -I <o . i 

OCІOľ ľ(x+ 0). / / ) - - ľ(x. y) (lľ(x + t*(o. y) 
0) dx 

Iнчvoľhľinîдl. 

111 clicsoľ (.ìlcicliiiпg majr ниn clcľ \\ oľih voп /i i inшoľhin voи 

cUч- Zahl y ahliäiißig scyn: so lohľl sic пns cloch. claß clcr Woгth 
dľ (x + iкo. y) . . . . . . . 

von , hov OlllCľlCyЛ' IIIICІ (O ҺІOH CІIIľCІl \ (Ч IПIІHHЧЧШ5Г 
(ІX 

voи i/ in das Uпeпdlichc ahnchшcн köнnc. weil aнch ľ(\\ y) 
I І / . . i i v i i i -ІÏ i ľ(x + <o. y)- ľ(x\ y) 

iшcl ľ(x + (o.y) also d c r / n l i l c ľ cles mиchcs 

hcy нnţrcändcľtcш Noнnoľ. ннcl soшit doľ Woľih clos ţrnnzcи 

Iłľiichos solhsl hloH dнľch \ (ЧчнiiнUч чiиjr voп // iп clas Uncncl-

liehe ahnclшнчł kann. I)a ahcr hoy jocloiп Weiчho von y cмleľ /1 
W ( ' ^ v n dľҶx + tuo.ij) dľ(x. ) . ,5 

(ІX (ІX 

scyп І Ш I І І woil widľi jreнfalls diosc ľ п п c l i o п sich нichl nach 

cloiн (íesolze cler Stetifrkeit äпcUчп wi iľdo: so niнlţ aнch voн 

> "' ІГOІІCП. clalí os chiľeh hlolie VcľшiiнUччшir voн u iн clas 
dx 

[ пcпdlichc voľшiпdoľ l wciчlcн küнпe. 

§. "54. Z - н s a l z . /. Лнch wcчш die ľ н п c l i o п ľ(x.y) пichi cliiľch 
V(Ччniпderнnţr. wohl aher diiľch нпhcfrľcпzic \ c ľ ш c1 h П I I I J Ï 
voн y in clas l иondlieho veľiнiiиlcľi wчччlcчi kann. iniiH ihiч1 

i i . i i. • i f i i I- ľ d ľ(x. u) ,. 
nhíroloilolo in l lшsichl aнi .v cl. н. clн1 ľ н п c h o и , dюso 

dx 
ßcsoliaffoиheil iиil ihľ {rcшcin hahcn. Dcпн wччiи y iп clas Uи-

eнdliclн 1 wiichsi. so isl (UIÍГCЦЧЧI cinc Zahl. clio iнs l iпcпdlichc 
l}. ! 

a h п i ш ш l : нпd ľ (x. y) isl. ciнc ľ н н c i i o н von .v iшd . aнl clic1 

sich der Lohľsalz aиweiкleп läHl. 

§. ^ . Z н s a l z . 2. Wonи also ciпc ( ì lcichiшţr voн clcr ľoiчн 

'"(•v- У)~Ф(x. y)+H fiiľ alU1 inncľhalh a пiнl h {rolojţcnoн Woľthc 
der .v hcslchct. iп wclchcľ clнľch ҺI0IÈ0 VЧччнiнcUччiiifГ cкloľ Vcľ-
шclичiиţr voп y iп clas Uncndlichc clcľ W c r l h voи iì iп clas U n -

ciнИichc veľiнiпcUчч wчччlcчi k a п п : iiнcl hcyclc ľппctioпoн ľ(x\fj) 
sowohl a lsØ(л \ 17) linhoп iн l l iпsichi aпf alU 1 iшicľhnlh a iпиl h 
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gelegenen Werthe der x eine abgeleitete in beyden Richtungen: 
so bestehet, innerhalb eben dieser Grenzen für .v auch die Glei-

Mfay) = M(X\.y)+am 

dx dx 
M> zwar. daß durch bloße Verminderung oder Vermehrung 
von y in das Unendliche der Werth von &l in das Uuendlielie ver-
minderl werd(Mi kann. Denn dieser Voraussetzung nach stellt 
F(x. f/) 0(.v. y) eine Function von x und y vor. von welcher Alles 
gilt, was in unserem Lehrsätze zur Bedingung »emacht wird. Daher 
muß auch die abgeleitete von dieser Function in Hinsicht 
auf x d. h. . f l / v . r , 

db(x.y) d<D(x\y 
. — , = &>l seyn. 

dx dx J 

§.*}(). L e h r s a t z . Jede Function von der Korm ax". worin a 
eine beliebige von x ganz unabhängige meßbare Zahl, n aber 
eine wirkliche Zahl bezeichnet: hat für jeden meßbaren Werth 
ihrer Veränderlichen .v eine abgeloiieic von der Korm nax"~~l. 

ß e w e i s. Ist n~-\. so hat man. wie wir schon wissen / -a: 
Jx 

also ist a selbst die verlangte abgeleitete: welches auch mit 
der Korinel nax"~~l iibereinstiinmt. Ist aber n \: so haben wir 

Jax" __ a_x+J_x__~ ax" 
Jx Jx 

welches (nach §.) zwischen den Grenzen nax"'1 und na(x + Jx)"~l 

liegt. Da aber der Werth von na(n+Jx)"~l dem Werthe najc""1 

in das Unendliche nahet, wenn Jx in das Unendliche abnimmt 
(§.). so ist kein Zweifel, daß nax"~l die verlangte abgeleitete sey. 

S. >7. L e h r s a t z . Jede algebraische Siimme zweyer Kune-
tionon Fx und 0.v einer und eben derselben Veränderlichen .v. 
die1 beyde für den nämlichen Werth dieser Veränderlichen, 
und beyde hinsichtlich auf einen positiven oder beyde hinsicht
lich auf einen negativen Zuwachs derselben eine abgeleitete1 

haben, hat auch selbst eine abgeleitete für diesen Werth der 
Veränderlichen und hinsichtlich auf eben diesen (positiven oder 
negativen) Zuwachs derselben: und zwar ist diese abgeleitete1 

die Summe der abgeleiteten von beyden Addenden nämlich 
Fx und 0'.v. 

B o w e i s. Setzen wi r Fx + @x = IV: so ist 
1W JFx J^x F(x + __tf—___ 0 x + Jx) — 0x 
Jx '"" Jx + Jx " Jx H Jx 
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Hat nun die4 Fx eine abgeleitete für den soeben angenommen 
Werlh von .v. und bey demjenigen Vorzeichen, das _7.v hat: 
so ist , , , . t v ,, . 

Hx + Jx)-tx = F,x + tli: 

und unier ähnlicher Voraussetzung für &x\ auch 

<Hx+Jx)-*x = ^ 
Jx 

Daher denn auch 

J'' ,r F . v + «-. + # 'v + « 2 = F'.v + <Fx + &n: 

woraus orhellei. daß F'.v + ^'.v die verlangte abgeleitete von 
W=Fx + 0x s c y / 

§.38. / II s a l z . Man sieht von selbsi. daß diese Schlüsse* auf 
eine jede beliebige selbsi unendliche Menge von Summanden 
ausgedehnt werden können und es ist also die* abgeleitete von 

Fx + 0x + </;.v H in in f. = F'x + 0'x + Wx I in in f. 

§.39. L e h r s a t z . Kin IVoduet aFx aus zwoy Kacloren a und 
/ \v. deren der Line a eine von x ganz unabhängige meßbare Zahl-
der andere eine beliebige Function von ,v isi. welche für den 
so eben zu (iruncle gelegten Werih von x und in Beziehung auf 
einen positiven oder negativen Zuwachs eine abgeleitete hat. 
hat auch selbsi eine abgeleitete für eben diesen Werih von x 
und hinsichtlich auf denselben (positiven, oder negativen) Zu
wachs: und zwar ist diese abgelei ieie a . F'x. ein Produel aus 
dem beständigen Factor a in die abgeleitete ch\s anderen. 

ß e w e i s. Seh reiben wi r a . Fx — W: so ist 

JW _ a . F(x+Jx) - a. Fx 
Jx Jx 

Ist also der hier angenommene Werlh von x derselbe, für welchen 
Fx eine abgeleitete hat. und nehmen wir bey Jx dasselbe Vorr 

zeichen an. für welches die Fx eine abgeleitete hat: so isl 

F(x + Jx) -Fx .„ 

"~ Jx = 1 x + a ' 

, ) l l , M i r -'lV = a{F'x + U) = a.F'x + Sl1. 

Also ist a.F'x die abgelei ie ie von W oder a. Fx. 
§.40. Z u s a t z . Auf ähnliche Ari ist auch die abgeleitete 

Fx 
eines Quoiionien ' • dessen Divisor eine von Null verschiedene 

a 
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F'x 
meßbare Zahl ist = -- • Denn das vorige a kann unter der nur 

a „ i 
eben gemachten Voraussetzung auch den Factor bedeuten. 

§. 41. L e h r s a t z . Auch ein Product aus zwey veränderlichen 
Factoren Fx.&x, deren jeder eine abgeleitete hat für einen und 
eben denselben Werth von x, und hinsichtlich auf denselben 
positiven oder negativen Zuwachs, hat gleichfalls selbst eine 
abgeleitete in eben derselben Beziehung, und zwar ist diese 
abgeleitete Fx ,0'x + F'x ,0x d. h. wir erhalten sie. wenn wir 
jeden Factor mit der abgeleiteten des anderen multipliziren. 
und diese Producte addiren. 

B e w e i s. Schreiben wir Fx . 0x = W; so ist 

JW __ F(x +<dx). 0(x +Jx) — Fx . 0x 
-JX Jx 

Hai aber Fx eine abgeleitete =F'x und 0x eine* abgeleitete — ̂ .v : 
so ist 

F(x +Jx) — Fx .., , 0(x +Jx) — 0x M ' =v x + S^1 und ----- ---— =0x + &&2« 
Jx Ax 

daher ^ +Jx) = ^ + ^ ^ + ^ ^ 

t m c l 0(x + Ax) = 0x +Jx . 0'x +Ax . S^2. 

Durch Substitution findet sich also 

JW _ (Fx+Jx . F'x +Jx . HJ (0x+Ax . 0'x + Jx mO_ — Fxj^ 
Jx Ax 

= F'x. 0x+Fx . 0'x + Fx . ß 2 + 0x . S^1 + 
+ Jx \F'x. &x+F'x. s^2 + 0'x. aL + s^1 a%i 

Da nun die Glieder, die ß l 5 «Q2 und dx als Factoren enthalten, 
in das Unendliche abnehmen, wenn Jx in das Unendliche ab
nimmt: so erhellet, daß 

~™ = Fx . &x + F'x . 0x + S^s 
Jx 

und somit Fx ,0'x + F'x . 0x die verlangte abgeleitete von W 
oder Fx.0x sey. 

§.42. Z u s a t z . Also muß auch ein Product aus "5.4,. . . und 
jeder beliebigen nur immer endlichen Menge von veränderlichen 
Factoren eine abgeleitete haben für einen gewissen Werth der 
Veränderlichen und hinsichtlich auf einen gewissen positiven 
oder negativen Zuwachs, wenn alle diese Factoren ihre abge-
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leitete iu ehen tlieser Richtung hahen. So isi z. R. tlit1 abgeleitete 
eines Procluctcs aus t lrey Kactorcn 

Fx . 0x . (Px - F'x . 0x . «r.v + Fx . 0x . «Rv + Fx . 0.v . Wx. IJ. s. w. 
/< A 

§. -4o. L e h r s a t z . Line Kimciioii ^ • welche ein Quotient 

zweyer anderer / \v und 0x ist. hat eine abgeleitete für jeden 
Wcrth von x und hinsichtlich auf jeden positiven oder nega
tiven Zuwachs, wenn in dieser Beziehung auch heyde Functionen 
ihre ahgeleiiett1 hahen. und der Wcrth 0x iihercließ nicht Nul l 

F'x . 0x Fx . 0'x 
isi: und zwar ist diese abgeleitete •••-= " •" •- . , •-.•-"- -"• "• d . h . w i r 

r (0A-)2 

erhalten sie. wenn w i r die abgeleitete des Zählers mit dein 
Nenner und tlit1 ahgeleitete tles Nenners mit dem Zähler mu l t i -
pl icircn. heyde Productc von einander ahziehen untl durch das 
Quadrat des Nenners d iv id i ren. 

Fx 
B t1 w c i s. Schreihcn w i r ^ --\f : so isl 

<Px 

Jf/ F(x+Jx) Fx F(x + Jx). 0x~-0(x+ Jx) . Fx 
" 0(x +JX) "0X~~ 0(x~+2x~r0x 

Also M\ F(x+Jx) . 0x -0(x +Jx). Fx 

Jx Jx . 0(x+Jx). 0x 

Setzten w i r hier stall 

F(x + Jx) = Fx +Jx . F'x + Jx . 6l±. 
SUlU 0(x +. Jx) = 0x +Jx . 0'x + Jx . iL,: 
untl liehen im Zähler untl Nenner den gemeinschaftlichen Kaetor 
Jx auf. und heincrkcn. tlaß tlic ( i l iet ler. welche -Wj. &l2 oder Jx 
als Kaetoren enthalten, in das Unendliche ahnehinen: so findet 
sich, so oft mir 0x nicht ehen Nul l ist. 

Jli rx.0x — Fx.0'x , fl Kl . F'x.0x Fx.0'x 
, -••••" ,w ..> - - & . A l s o ist ^ w, 
Av ( 0 A ) 2 (0x)2 

die vcrlanglt1 abgeleitete des Quoi icnicn ^ / 

§.44. L e h r s a t z . Jede g a n z e oder g e b r o c h e n e r a t i o 
n a l « 1 Lunction ist für al le Wcrthe ihrer Veränderl ichen, die 
letztere nur mit Ausnahme solcher, dadurch ihr Nenner zu Nul l 
w i rd , stetig im zwey i en (iracle, untl ihre ahgeleitete isi aber-
mahls nur eine ganze oder gebrochene rationalt1 Kuneiion. die 
w i r nach Anweisung der in ticin vorhergehenden Lehrsalze ent
haltenen Andeutung finden können. 
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B e w e i s . /. Jede ganze rationale Function ist unter der Form 

a + bx + ex2 + c/.v3 f ex4 H h IxJU 

entkalten; und somit ist nach Ausweis der §. 3(>. und 38. ihre 
abgeleitete Tür jeden beliebigen meßbaren Werih von x 

b + 2cx + nix2 + 4ex* -\ h mix"1-1. 

welches offenbar abermahls eine* ganze rationale Function ist. 

2. Jede* gebrochene rationale Function unterstehet der Form 

a + bx+ cx2 + dx's H h /*'". 

a+fix + yx2+'<fxl' + \-~Äxi< * 

ihre abgeleitete also für jeden Werth von x, der nur den Nenner 

a + ftx + yx2 +rfjc8 H + kx» 

nicht zu Null macht, ist nach §. 43 

(b + 2cx + 5dx2 +_ + mix"1-1) (a + fix + yjc* + rf'-v8 H h Ix'1) _ 
(a + "ßx + 7x

2 + lix* + " "+ Xx'f "" 
_ (ß + 2yx + 3öx2H 1- fJite»-1)(a+ bx + cx2 + .j_- • + Ix"1) 

" " (a + ßx + yx2 + Öx*+ •."".'+ Ix")2 " " ; 

welches abermahls eine rationale Function.ist. 

ß e y s p i e l . /. Die erste abgeleitete Function von SJC4+3JC3 — 5JC 

ist also 32JC3 + 9.X2—5; die zweyte oder die abgeleitete von dieser 
ist % X 2 + 1 8 J C ; die dritte oder die abgeleitete von der nun eben 
gefundenen 1 9 2 J C + 1 H : die vierte 192; alle folgendem — 0. 

2. Die abgeleitete des Products (xs + a) {}x2+ b) ist nach §. 41 

3.v2 (3-v2 +b) + (x* + a) bx. 
\ 2x2 

7. Die abgeleitete der Function ;-"—— -.--„für jeden Werth n l + ix—xv2 

von x, der nur den Nenner 1+3:x:— 5x2 nicht zu Null macht, 
ist nach §. 43 

— 4x (1 + 3x - W—(1 — 2x*)jp— 10*) = _ - 1—2JC + 2AT2 

~(1 + 3JC — 3 ^ 2 ) 2 — ~~ *(i + 3x— 5x)2' 
U. s. w. 

§.45. Z u s a t z /. Jede ganze rationale Function vom n-ten 
Grade hat eine abgeleitete, die eine ganze rationale Function 
vom Grade (n—1) ist. Die zweyte abgeleitete ist somit nur vom 
Grade (n — 2); die (n — l)-te vom ersten Grade, die n-te schon 
keine veränderliche sondern bloß beständige Zahl (zuweilen 
auch die Null); die (n+ l)-te und alle folgenden sind immer und 
durchgängig Null. 
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S. -M). X u s a l / . 2. Nicht also ist es mii den g e b r o c h e n e n 
rationalen Functionen, bey welchen die Menge ihrer abgeleiteten 

in das unendliche gelten kann. So hat die Function zur ersten 
I 2 2 "5A 

ulmclcilelen — , - / u r zweyien + *V zur dritten-—""•,• • zur vierten 
* _ .v2 y XA .V4 

_i_ "" * ' . ii. s. w.: woraus man bald die al lgemeine Form ersieht. 
. v 6 •> .-

") n 
nämlich die n-te abgeleitete ist -fc ""• r;l{ - wobey das Zeichen + 
Für ein gerades, das Zeichen — für ein ungerades n gilt. 

§. 47. L e h rsa t z. Wenn eine Function Fy für den bestimmten 
Wer th ihrer Veränderl ichen, den w i r soeben durch y bezeichnen, 
eine abgeleitete lint. entweder nur hinsichtlich auf einen posi
tiven oder nur hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs oder 
in beyden Hinsichten zugleich: und w i r betrachien nun diese 
Veränderl iche y selbst als Function einer anderen frey veränder
lichen Zahl .v. wobey sich findet, daß diese Function y =fx für 
den besiimmieii Werth von x. der fx = y macht, auch eine abge
leitete hat. und (ließ zwar wenigstens hinsichtlich auf einen 
solchen Zuwachs von x. dabey das zugehörige Ay dasselbe Vor
zeichen erhält, in Betreff dessen auch Fy ihre abgeleitete hat: 
so behaupte ich. daß die Function von x. F(fx). welche zum 
Vorschein kommt, wenn w i r in der Fy an die Stelle des y die 
fx setzen, gleichfalls eine abgeleitete habe für jeden W e r t h von x. 
der fx = y macht, und hinsichtlich auf dieselbe positive oder 
negative Natur des Zuwachses, die schon e rwähnt worden ist; 
und diese abgeleitete isi =Ff(fx) . fx: d. h. w i r erhalten die abge
leitete einer Function von der Veränderl ichen y. die w i r selbst 
noch als eine Function von x betrachien, wenn w i r die abge
leitete der ersteren in Hinsicht auf das y noch durch die ab
geleitete des y selbst in Hinsicht auf x muJtipliciren. 

B e w e i s . Wei l Fy eine abgeleitete in Hinsicht auf y hat. 
so muß wenigstens bey einem gewissen Vorzeichen von Ay. 

F{y + Jy)-Fy_F, 

seyn. Setzen wir y = fx. so isi 
y + Jy = f (x + Ax). u n d Ay = f(x+ Ax) — fx: 

» , H O F[f(x+Jx)\-F(fx) _ , 
;f(x+zix)-fx - ' ux)+iil 

u m l F[f(x+4x)} — F(fx) = \f(x+Jx)—fx\ \F'(fx) + «i|. 
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Wenn, nun auch fx eine abgeJeite hat, und zwar bey demselben 
Vorzeichen von <dx, das eben nothwendig ist, um das oben vor
kommende 4y hervorzubringen: so haben wir 

f(x + 4x) — fx _„ 
Jx~ • — - ' * + * * 

DieH gib. durch Substitution 
Fw(x+J*v- *:$*)=ifx+u_ \nfx)+n,\=F'(fx).fx+n9. 

woraus erhellet, daß F'(fx).f'x die abgeleiieie von F(fx) sey. 
Bey s p i e l . Die abgeleitete der Function 

(a + bx + ex* H + Z-v"')" 

wäre sonach, wenn w.«r a + bx + cx2 + • \- Ix'" als 1/ betrachten. 

n(ä + bx + ex2H h /.vm) , , _ i l (fc + 2CJC H 1- mix1"-1): 

/,. ß. die* abgeleitete von 

(4.v2 + xv4)3 gleich ~>(4x- + 5x*y-(tix+2()x*) u. s. w. 

§. 4N. A n m e r k u n g . Daß die im Lehrsatze gemachte Be
schränkung, beireffend die positive oder negative Natur des 
Zuwachses, für welchen die abgeleitete von Fy und fx Stait 
finden, nicht überflüssig sey. obgleich man sie insgemein weg
läßt, isi leicht durch Beyspiele zu zeigen. Nehmen wir, daß Fy 
für einen bestimmten Werth von y nur eine abgeleitete habe 
hinsichtlich auf ein negatives z/i/- wenn Fy = (i—i/)* wäre, für 
y = t: setzen wir ferner, daß y ein solcher Werth von x9 fx sey. 
welcher bey demjenigen Werihe von x. der fx — y macht, nur 
eine abgeleitete für ein positives Ax habe: und daß aus diesem 
nur ein positives dy hervorgehe, wie wenn y=4x2 ± (x2 — tf* ist: 
so wird F(fx) für den eben bestimmten Werth. der fx=t macht, 
hier x= i gar keine abgeleitete haben. Unter dieser Voraus
setzung ist nämlich 

F(fx) = \l-4X**{\* — i ) ^ , 
welches für x=\ zu Null wird, für x=\+dx aber imaginär ist. 
man mag bey Jx das obere oder untere Vorzeichen gelten lassen. 
Wer gewohnt ist. das Daseyn einer abgeleiteten überall anzu
nehmen, wo die gewöhnliche Regel des Differenzireus nur keinen 
imaginären oder unendlich großen Ausdruck hervorbringt, würde 
hier eine abgeleitete zu finden glauben: denn er erhielte 

\\\ —ix2 + (x2 -*)*|* [ — 8JC =F 3 (x2 — # A - | , 

welches für x = 4s in den Werth 0 übergehet. 
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§,49. Z u s a t z /. Da wir d ie abgeleitete einer Function Fy 
in Hinsicht auf y nach der zwey ten in §. 2 gelehrten ßczeich-

nungsweise durch -—••' darstellen und d ie abgeleitete von ^ 
dy du 

in Hinsicht auf x durch / : so wird d ie abgeleitete von Fy ----- /'T(/.v), 

wenn wir x als frey veränderlich betrachten d. i. 
d :Fß ( =

 d : F (fx) \ =. d: FU dV 
dx \ dx ) dy dx 

geschrieben werden können. 

§. 50. Z u s a t z 2. Der Lehrsatz erinnert durch seine* Aclin-
lichkcii von selbst an den des §. 31 (I. Abschn.). wo von der Sieiig-
keii des ersten Grades gesprochen wird . Wie aber dort schon 
angemerkt wurde, dal? man wohl von der Steiigkcii der hcyclcii 
Functionen Fy und fx auf d ie Steiigkcii der F(fx). nichi aber 
uingckchri von der Unstcligkcii. einer der Functionen Fy.fx für 
einen gewissen Werth ihrer Veränderlichen sofort auch auf d ie 
Unstetigkcil der F(fx) für d iese Werthe schließen dürfe: so gilt 
dasselbe auch bey der Stetigkeit des zwey ten Grades. So hat 

z .B . Vu= - keine abgeleitete für den Werth ii = a: setzen wir 
* a y G mJ 

b 
aber y = fx = ----? e ine Function, d ie für x = 0 keine abgeleitete 

hat; so findet sich, daß 

h(fx) = - --- -f-- = . 
' ' x ax2— bx 4 - 5) 

schon für z w e y Werthe von x keine abgeleitete hat. nämlich 

für den Werth x= * der ij=a macht und für den Werth x - O , 
b U 

der fx= unstetig macht. Wäre dagegen wie in §. 33 (I. Abschn,) 
1 x \ x 

Fy= * u n d y = f x = ; so hätte F(fx)= nur für den 
i ~- ^ *\ *v i 

einzigen Werth x = 1 keine abgclciictc. 
§. 51. L e h r s a t z . Wenn d ie Gleichung y=fx für alle inner

halb a und b gelegenen Werlhc der x bestehe!: für eben d iese 
Werthe bestehet aber auch c.ie Gleichung x—(fy: und wir finden, 
daß fx für irgend einen inncihnl1) u und b gelegenen Werth 
der x e ine abgeleitete fx hat, wenigstens hinsichtlich auf einen 
positiven ^oder negativen) Zuwachs von x: so hat auch d ie Func-
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tion <py eine abgeleitete für den Werth y und wenigstens hin
sichtlich auf einen (positiven oder negativen) Zuwachs von y9 

sofern nur f'x nicht eben = 0 ist; und zwar bestehet die Glei-

u > i 

chnng (Py = ifx' 
B e w e i s . Hat fx eine abgeleitete für den Werth x und hin

sichtlich auf einen positiven Zuwachs; so muß 

f(x+^zfx=ftx 
«dx 

seyn. Weil aber die Gleichung fx = y für alle innerhalb a und b 
gelegenen Werthe der x bestehet; so müssen, wenn wir nur x 
und x + 4x innerhalb dieser Grenzen nehmen f(x + 4x)=y+4y 
und f(x+4x) — fx = 4y\ und weil eben so x = <py seyn solle 
auch x + Jx = <p(y + 4y) und 4x = <p(y + 4y) — <py seyn. Die Ver
bind ung dieser Gleichungen gibt 

<p(y + ^y)— <py ^x = 1 
4y f(x+4x)—fx f'x + Sli 

\ 
welches sofern nur f'x nicht = 0 ist, = p %+Sl2 gesetzt werden 

/• x 
kann. (§.). Aus dieser letzteren Gleichung ist aber zu ersehen, 
daß auch <py eine abgeleitete habe, wenigstens hinsichtlich auf 
einen Zuwachs von solchem Vorzeichen, wie ihn 4y hat, und 
zwar bestehet die Gleichung <p'y=p~' 

a a 
ß e y s p i e l . Ist y = fx = —9 so ist dagegen x=<py= : und 

y 
weil fx eine abgeleitete hat für jeden Werth von x, der nur 

Q 

nicht Null ist, nämlich fx= ;̂ so muß auch <py eine abge-
o 

leitete, nämlich <p'y = — 2 für jeden Werth von y haben. Und es 
^ a 1 x2 

bestehet die Gleichung — 9 = -t ^ = n y 2 (— a: x2) a 

§.52. E r k l ä r u n g . Ganz in demselben Sinne wie im §. 38., 
(I. Abschn.) von einer Stetigkeit des e r s t e n Grades bey Func
tionen m e h r e r e r Veränderlichen gesprochen wurde, bediene ich 
mich dieser Redensarten auch von der Stetigkeit des z w e y t e n 
Grades; und sage also z. B. daß die Function F(x, y) stetig im 
zweyten Grade sey oder eine abgeleitete habe für ihre beyden 
Veränderlichen x und y wenigstens für diesen bestimmten Werth 
derselben und hinsichtlich auf einen positiven oder negativen 

9 
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Zuwachs, wenn F(x,y) eine abgeleitete hat in Hinsicht auf x 
für den bestimmten von x, und für jeden von y, der nicht außer
halb der Grenzen y und y+jdy liegt; und eben so eine abge
leitete in Hinsicht auf y für den bestimmten Werth von y und 
bey jedem von -v, der nicht außerhalb der Grenzen x und x+<dx 
liegt, u. s. w. 

§. 53. Le h r s a t z. Wenn eine Function F(y, z,...) m e h r e r e r 
Veränderlichen y, z , . . . eine abgeleitete hat zuvörderst in Hin
sicht auf die Veränderliche y für den bestimmten Werth i/, so
dann in Hinsicht auf die Veränderliche z für den bestimmten 
Werth z u.s.w. immer zum Wenigsten hinsichtlich auf einen posi
tiven oder auf einen negativen Zuwachs; und wir betrachten nun 
diese Veränderlichen y.z,... selbst wieder als Functionen von einer 
einzigen frey Veränderlichen x. nämlich y = fx, z = <px u. s. w. und 
diese Functionen haben für denjenigen Werth von x, der fx = y, 
<px = z macht, insgesammt ihre abgeleiteten in Hinsicht auf x aber-
mahls wenigstens für einen solchen Zuwachs von x als erforderlich 
ist. um in y und z Zuwächse von einem solchen Vorzeichen zu er
zeugen, in Betreff deren die erwähnten abgeleiteten Statt finden; 
so behaupte ich, daß auch die Function von JC, in welche F(«/, z , . . . ) 
übergehet, wenn wir für y, z . . . . beziehungsweise fx, <px. . .. 
setzen, eine abgeleitete habe für jeden Werth von x, der nur 
fx = y9 <px = z9... macht: und zwar sey diese abgeleitete 

d . F(y, z ...) dy d.F(y,z,...) dz_ 
dy dx dz dx 

d. h. man findet die abgeleitete einer Function F(y, z,...) mehrerer 
Veränderlichen y, z , . . ., die selbst noch als Functionen einer ein
zigen frey Veränderlichen x betrachtet werden, wenn man die 
abgeleitete von dieser Function in Hinsicht auf jede Veränder
liche y, z, . . . so nimmt, als ob dieselben von einander unab
hängig wären, sodann mit der abgeleiteten ihrer Veränderlichen 
selbst hinsichtlich auf x multiplicirt und diese Producte zuletzt 
in eine Summe vereinigt. 

B e w e i s . Es wird genügen, den Satz nur für den Fall zweyer 
Veränderlichen y^z zu beweisen. Hier ist nun offenbar 

JF(yiA =
 F(y+^y> z+4z) — F(y,z) 

4x <dx 

und der letztere Ausdruck kann auch 
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= F(y +dy, z+dz) — F(y + dy, z) + F(y +dy. z)—F(y. z) = 

dx 

= F(y+dy,z)-F(y,z) F(y+dy, z+dz) - F(y +dy, z) = 

/ix dx 

= F(y+4y,z)-F(y, z) dy F(y+dy, z+dz)-F(y+dy,z) dz^ 
dy dx dz dx 

geschrieben werden. 

AJJein •* — ~ A ML—L ist. weil die gegebene Function 
y d F(u z) 

F(y,z) eine abgeleitete in Hinsicht auf y liat. = ' j ' + &i-
du und —- ist. weil y auch eine abgeleitete in Hinsicht auf x hat, 

= C-M + £l2. Also das Product 

F(y+dy,z) — F(y,z) dyJd.F(y,z) 9~\\dy , ß"l 
dy ' dx L dy "*" ^Idx^ 2J 

= d1F(y2z) dy 
dy dx 

Weil die gegebene Function F(y, z) eine abgeleitete auch in Hin
sicht auf z haben soll; so muß 

F(y,z+dz)-F(y,z) 
dx 

einer gewissen (bey einerley y) bloß von z abhängigen meßbaren 
d F(u z) 

Zahl, nämlich der —:—r^1 so nahe kommen, als man nur immer 
dz 

will, wenn wir nur dz klein genug nehmen, und so sehr wir 
es dann auch noch ferner vermindern. Weil aber die Function 
F(y, z) auch in Hinsicht auf y stetig seyn muß; so ist es möglich 
den Zuwachs dy (folglich nur durch Verminderung von dx. und 
somit auch dz) so klein zu machen, daß 

F(y+dy, z+dz) — F(y+dy. z) 
dz 

dem Werthe von F(y, z+dz)-F(y,z) 
dz 

und somit auch dem von ^ '— so nahe kommt, als man nur 
dz 

immer will. Wir dürfen daher 
F(y+dy,z+dz)-F(y+dy,z)_d.F(y, z) Q 

~dz : - di - + ih 

9* 
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.s-_/z dz 
schreiben; und da auch —-- = -,—\- -05 ist: so erhalten wir 

F{y+4y, z + Лz)—F(y+Лy,z) Лz 
Az <dx -[*^+-.l[£+-.]-

_ d.F(yn z) dz n 

- dz mdx + U* 

Also 4F(y9z) = cLF(y, z) dy _ _ _ _ _ ] dz Q 

dx dy dx dz dx 7' 

d.F(y9z) dy d.F(y9z) dz 
dy dx dz dx 

die abgeleitete dei* F(y, z). 

B e y s p i e l . Wäre F(y,z) = u ; so hätte man 
y z 

d.F(y,z) _ -2z_9 cLFj^z) _ 2y_ 
dy (y — z)2 dz (y — z)a 

für jeden Werth von y und z, dabey nur 1/ — z nicht aber =() 
wird. Wäre nun ferner 

_ ' J C 8 — a 2 _ _ _ _ _ 
17"" JC 5 Z"~JC 2 + ^ ; 

so hätte man dy _ ^ 2 + ^ 2 ^ _ fe2(a2—JC2) 

C/JC je2 ' dx ( j c 2 +a 2 ) 2 

für jeden Werth von JC, mit Ausnahme etva von JC = (). Also muß 
auch, höchstens mit Ausnahme des Werthes JC-=0 und derjenigen, 

die iy—z= T—r-;—ör- zu Null machen, die abgeleitete von -
* jc(jc2+a2) & */—z 

in Hinsicht auf x seyn 

9Z._V + 2II - -
_ "Z dx+dydx — 2fe2jc(a4+jc4) 

(.?/—z)2 (JC4— 62JC2—a4)2' 
§. 54. A n m e r k u n g . Die Notwendigkeit der angebrachten 

Beschränkung, nämlich derjenigen des §. 48. leuchtet auch hier 
wieder ein. So hat z. B., wenn wir F(y,z) = y . z und i/ = (JC2— 1)', 
Z = (JC2 — 3 J C + 2 ) * setzen, F (y,z) = (x2— 1)§. (JC2 —3JC'+ 2)* keine 
abgeleitete für den Werth x = 1, weil der Ausdruck F(y +dy, z +dz) 
für ein positives sowohl als negatives dx imaginär, nämlich 
= (± 2̂ JC + .^JC2)*.( + -̂ -xr + z/jc2)^ wird. Man Würde also irren, 
wenn man bloß aus dem Umstände, weil 
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d. F (y9 z) d.F(y9z) dy dz 
dy dz dx' dx 

alle reell sind; sofort den Schluß ziehen wollte, daß auch 

d.F(y9z) 
dx 

reell seyn müsse. Uibrigens behaupte ich keinerdings, daß der 
Satz umgekehrt werden könne, und daß für jeden Werth, für 
welchen eine der nur eben genannten abgeleiteten fehlt, auch 

die abgeleitete —'-—p^— fehlen müsse. Das Beyspiel des Lehr

satzes selbst beweiset das Gegentheil. Denn obgleich y = 
x 

für den Werth x = 0 gewiß keine abgeleite hat, so hat doch 
x*+b2x2 — a4 

F(y,z) 
x*— Ьгxг-

eine abgeleitete für den Werth x = 0 hinsichtlich auf ein posi
tives sowohl als negatives Ax; für beyde Fälle findet sich 
nämlich 

F(y + Jy9z + Az) — F(y9z) = ' 2b24x 
Ax dx* — b2 Ax2 — a4' 

also die abgeleitete = 0 . 

§. 55. Z u s a t z . Wenn F(x9y9z...) eine Function mehrerer 
Veränderlichen ist, darunter wir eine x als unabhängig, die 
übrigen y9z... aber als von ihr selbst abhängig betrachten; so 
erhalten wir die abgeleitete dieser Function in Hinsicht auf x9 

wenn wir zuerst die abgeleitete von F (x9 y9 z , . . . ) in Hinsicht 
auf x nehmen, als ob sich x ohne die y9z... verändern könnte, 
d. h. als ob y9z9... beständige Zahlen wären; dann eben so die 
abgeleitete von F(x9y9z9...) in Hinsicht auf y9 auf z . . . , immer 
als konnte jede derselben für sich allein sich ändern, während 
die übrigen alle samt x unverändert bleiben; jede von dieser 
Abgeleiteten, sodann auch noch mit der abgeleiteten ihrer Ver
änderlichen als einer Function von x betrachtet multipliciren, 
und alles addiren. Wäre nämlich nebst y9z9 . . . auch x noch 
abhängig von einer anderen frey Veränderlichen u; so wäre 
der Fall des Lehrsatzes vorhanden, und wir erhielten die abge
leitete von F(x9y9z,...), wenn wir die abgeleitete in Hinsicht auf 
x9y9z9... suchten, wie eben angegeben wurde, und jede noch 
mit der abgeleiteten ihrer Veränderlichen in Hinsicht auf u 
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multiplicirten. In dem gegebenen Falle aber i«t ,v mit u einerley, 
also die abgeleitete von x in Hinsicht auf u gleich 1. Diejenige 
abgeleitete, die wir von F(x\y,z....) erhalten, wenn wir bloß .x: 
als veränderlich ansehen, brauchen wir also bloß durch U d. h. 
gar nicht zu multipliziren. 

B e y s p i e I. Wäre 
j , t v x3u — u2z2+az3. 

und i/,z abhängig von .v. x aber frey veränderlich; so wäre die 
vollsiändige abgeleitete dieses Ausdruks 

__ > (a2 + x2) x2y — 2{x*y —y2z2 + az3)x .v3—2y. z2 dy 
~ '(ä^+lc2)2 — +"a i+'jc i dx 

—2i/2z + 3az2 ch 
a2 + x2 dx 

a2 ^.2 

Wäre nun y = b + x. z = 
x 

du . dz . a2 

so w ä r e , - = I. ->- = — I — 9: dx dx x2 

also die vollständig abgeleitete nun 

x«(b + x)—x((-> + x)2(ä2 — x2)2 + a(a2—x2)*_ 
x*(a2 + x2) ~~ 

_ 3jt-2(6 + x)_ f , jc
6(6 + x)—-v(6 + jc)a(aa—x2)2 + a(a2 — x2)* 

""" a2+x2 " x2(a2 + x2)2 + 

x°—2(b + x)(a2—x2)2 m(a2—x2)2—2x(b + x)2(a2—x2) 
+ л-2(a2 + * 2 ) .v2(a2 + jc2) 

З a 3 ( a 2 — J C 2 ) 2 — 2a2л- (Ь+JЄ) 2 ( a 2 — J C 2 ) 

jc4(a2 + jc2) 

$. 56. L e h r s a t z . Wenn eine Function zweyer von einander 
unabhängiger Veränderlichen F(x.y) eine abgeleitete sowohl in 

dF(x u) dFlx i/) 
Hinsicht auf x als auf y hat, -—j-^"-, — y — ^ ' ; beydes zum 

Wenigsten für diejenigen Werthe der Veränderlichen, die wir 
so eben durch x und y bezeichnen und in Bezug auf einen po
sitiven oder negativen Zuwachs; wenn ferner die abgeleitete in 

d F (JC, u) 
Hinsicht auf x oder yi&± noch eine abgeleitete in Hinsicht 
auf y, nämlich 

ddF(x,y) 
dx 
dy 
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hat, und zwar in Bezug auf denselben posit iven oder nega t iven 

Zuwachs , der b e y ------y--^ zu G r u n d e l iegt; wenn endl ich eben 
y i i~ ( * \ 

so die Abgele i te te in Hinsicht auf ij oder r noch e ine 
n -J cly 

abgele i te te in Hinsicht auf x näml ich 
jdF(x,y) 

dy 
dx 

lud. und zwar in Bezug auf dense lben posit iven oder nega t iven 

Zuwachs , de r bey --J—7-1-— zu G r u n d e l iegt ; so b e h a u p t e ich, J dx 
daß diese letzteren zwey abgele i te ten 

, d F(x1y) j d F (xj, y) 
dx , du — u n c l .. M 

cly dx 
e inande r gleich sind. 

B e w e i s . Weil F(x,y) e ine abgelei te hat in Hinsicht auf x , 
wenigs tens in Bezug auf einen gewissen posi t iven oder nega
t iven Zuwachs ; so muH. wenn wir diese durch Jx bezeichnen, 

d F (x. y) F(x + Jx, y) — F (x\y) _ 
dx Jx 

Nach der §. gegebenen E r k l ä r u n g m u ß aber diese abgele i te te auch 
noch bestehen, wenn wi r stat t y.y + Jy se tzen: also ist auch, 

d F(x\y + Jy) _ F (x + Jx.y + Jy) — F (x.y + Jy) 0 

dx Jx 

In diesen ( d e i c h u n g e n bezeichnen Q1 und ß 2 ein P a a r Zahlen, 
die mit Jx in das Unendl iche abnehmen . Es ist dahe r d u r c h 
Abzug und Division mit Jy 

d F (x\ y + Jy) d F (x. y) 
dx dx ___ 

~ " "Jy ~ 

=
 v ( - v + J x - y+Jy) ~~l (x>y+Jy) ~ ~ (x+Jx> y)+" fo y) i ® 

Jx/ly 3* 

wenn wi r statt 1 . %- da es bey e ine r ley Jy d u r c h bloße Ver

m i n d e r u n g von Jx in das Unendl iche a b n e h m e n k a n n , ß 3 

schre iben. Ls ist abe r das Glied l i nke r Hand dieser Gle ichung , 
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nichts ande re s als die Differenz de r Function ——f-1 wenn 
dx 

y um Jy wächst , gethei l t du rch Jy : also vermög der Voraus
se tzung des Lehrsa tzes 

dl+ìiïÙ 
dx 

Wir e rha l t en sonach 
dy 

+ Ui. 

dc]£(__y) 
dx F(x+Jx. y + Jy) - F (x, y + Jy) - F(x+Jx. y) + F(x. y) 

dy Jx. Jy 

wenn wir Siz — Sl^^=SZ5 setzen. Auf ähn l iche Ar t ist 

d F (x. y) ___ F (x. y + Jy) — F (x\ y) 

Ы) 

dij J У 
•SЪ 

шкl 
d F (x + Jx. y) __ F (x + Jx, y + zly) — F (x + Jx. y) 

dy ^У 
SI. 

und d u r c h Abzug und Division mit Jx 

d F(x + Jx^y) d F (x. y) 
dy dy ___ 

Jx 
__ F (x + Jx. y + zJy) — F (x + Jx, y) — F (x. y + Jy) + F (x. y) 
~~ Jx. Jy 

ÍI» 

wenn wir statt S2R — Sł 
Jx 

7 n u r £i8 schre iben, weil Sl6 und &l- bev 

e ine r l ey Jx d u r c h bloße Ve rminde rung von Jy in das Unend
liche a b n e h m e n können . D a ferner das Glied l inker Hand 

,dF(x.y) 

d.У 
dx + &„ 

ist: so e r h a l t e n wir 
.tJF(x.y) 

+dy_ = 
dx 

F (x + Jx, y ±Jfj) — F (x + Jx. y) — F(x,y + Jy) + F (x.y) 
JxJy + Í-10. 

(«) 
Die Vergle ichung der beyden . G l e i c h u n g e n (A) und (B) zeigt, daß 

. dF(x\y) (IF(x,y) 
dx ___ dy 

dy dx 
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seyn müsse: weil sich die Glieder rechter Hand nur durch ein 
Sl unterscheiden. 

§. 57. A n m e r k u n g . Man könnte versucht seyn. zu glauben, 
daß aus dem Vorhandenseyn einer abgeleiteten von F(x.y) in 

Flinsicht auf x oder "-?^-, u n d einer abgeleiteten von dieser 
clx 

abermahls in Hinsicht auf y 
ddF(x.y) 

clx 
dy 

sofort auch auf das Daseyn einer abgeleiteten von F(x.y) in Flin-
/ 17 ( \ 

sieht auf 1/ oder , -^-geschlossen werden dürfe. So ist es aber 

nicht. Denn wenn z. ß. F(x,y) =x2y2+ ]/i—y ist: so gibt es für 

den Werth y = i, wohl ein —~/~r nämlich 2xy2: ingleichen 

auch eine abgeleitete von dieser abgeleiteten in Hinsicht auf y 
nämlich , „ , , 

j cltjx,y) 
clx 

~~*iT ... 
Allein eine abgeleitete von F(x\y) in Hinsicht auf y für den 
Werth y = 1 gibt es in Wahrheit nicht: indem 

dF(x.ij)_0, i 
2x ii -

dy * 2]/i—y 
für y = \ unendlich grofi wird. 

§. 58. Z u s a t z . Da auf ähnliche Art auch noch erwiesen 
werden kann, dafi unter ähnlichen Einschränkungen, wie die im 
Lehrsatze angegeben sind. 

7 clF(x,y,z) j dF (x,y,z) 
1 clx , dz 

cl -, c/ dy __ dx 
dz dy 

sey: so erhellet, clafi es überhaupt gleichgültig sey\. in welcher 
Ordnung die abgeleitete von einer und eben derselben Function 
mehrerer Veränderlichen genommen werden möge. Daher be
stehet z. B. die (deichung 

c/3 F (x\ y. z) ___ c/31 (x, y, z) 
clx dy dz dz dy clx 

u. s. w. 
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§. 59. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Functionen dieselben ab 

geleiteten für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe ihrer 
Veränderlichen haben; so kann ihr Unterschied für irgend einen 
innerhalb eben dieser Grenzen gelegenen Werth ihrer Veränder
lichen höchstens in einer von x selbst unabhängigen beständigen 
Zahl bestehen. 

B e w e i s . Wenn Fx und &x für alle innerhalb a und b ge
legenen Werthe der x einerley abgeleitete fx haben; so ist nach 
§. 28, wenn wir x und h + x innerhalb a und b nehmen, 

F(x + h)—Fx = 

-S['*+'K)+'(*+*)+ +'(-+2iL'*)]+*-
0(x + h)—®x = 

= s['MK)+'(-+v)+ +'(*+%1*)l+*-
wo Slx und £l2 durch die Vermehrung von n in das Unendliche ab
nehmen können. Hieraus ergibt sich (nach §.), daß F(x + h)—Fx = 
= 0(x + h) — Q>x od er F (x + h)—<P(x + h)= Fx—Ox sey n mii sse. 
Setzen wir nun für x einen beständigen innerhalb a und b ge
legenen Werth e, während wir h willkürlich doch immer so 
abändern, daß c + h einen innerhalb a und b gelegenen Werth, 
(]cn ich durch x bezeichnen will, darbietet; so sehen wir, daß 
Fx-0x=Fc—0c eine beständige von x ganz unabhängige Zahl sey. 

§. 60. Z u s a t z . Haben wir also erst eine einzige Function 
Fx gefunden,, die so beschaffen ist, daß ihre abgeleitete F'x 
einer gegebenen Function fx oder einer gegebenen von x ganz, 
unabhängigen constanten Zahl gleich gilt, und zwar für alle 
innerhalb gewisser Grenzen a und b liegenden Werthe der Ver
änderlichen x: so können wir auch schon alle Functionen, die 
sich als ursprüngliche der gegebenen abgeleiteten fx oder C an
sehen lassen; insofern wenigstens, daß wir wissen, sie alle können 
sich höchstens um eine einzige von x nicht abhängige beständige 
Zahl, die mit dem übrigen allen gemeinschaftlichen Theile durch 
das Vorzeichen + oder — verbunden ist, unterscheiden d. h. 
sie müssen der Form Fx + oder —C unterstehen. Denn wäre 
(ließ nicht, wie könnte, wenn wir eine der ersten durch &x be
zeichnen, der Unterschied Fx—<t>x für alle Werthe von je einer 
und eben derselben constanten C gleich kommen? 
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§. 61. L e h r s a t z . Die ursprüngliche Function, deren abge
leitete eine von x ganz unabhängige constante Zahl a ist, muß 
der Form ax+C unierstehen. 

B e w e i s . Denn ax ist Function, die als ursprüngliche be
trachtet, die abgeleitete a gibt. (§. 36.) 

§. 62. L e h r s a t z. Sind Fx, Ox, *Px, • • • Functionen von einer endli
chen oder unendlichen Menge, die sich als ursprüngliche der abge
leiteten fx,q>x,tpx,- • • betrachten lassen; so muß jede Function die sich 
als eine ursprüngliche der algebraischen Summe fx + q>x + tfjx + " • 
soll ansehen lassen, der Y*ormFx + &x + ?Px+-+C unterstehen; 
d. h. wir finden die Form der ursprünglichen Function einer 
algebraischen Summe, wenn wir die ursprüngliche Function der 
einzelnen Summanden nehmen und dazu noch eine beliebige 
constante beifügen. 

§. 63. L e h r s a t z . Wenn die gegebene Function, die wir als 
eine abgeleitete betrachten, und deren zugehörige ursprüngliche 
wir (soviel es sich nämlich thun läßt) bestimmen sollen, ein Pro-
duct aF'x aus zwey Factoren ist, deren der eine a von der 
Veränderlichen x ganz unabhängig, der andere F'x dagegen eine 
uns bekannte ursprüngliche Fx hat : so ist die allgemeine Form 
der verlangten ursprünglichen Function aFx+C. 

B e w e i s . Ergibt sich unmittelbar aus §. 19. 
§. 64. L e h r s a t z . Wenn die gegebene Function, deren ur

sprüngliche wir suchen, eine Summe aus zwey Producten 
Fx&'x+F'xOx ist, in deren jedem wir nur zwey Factoren finden, 
davon der Eine die abgeleitete des Einen in dem anderen Pro-
ducte vorkommenden Factors ist (&'x nämlich die abgeleitete 
von 0x9 und F'x die abgeleitete von Fx): so bildet das Product 
aus den zwey Factoren, die sich als ursprüngliche Functionen 
betrachten lassen, nämlich FxOx den veränderlichen Theil der 
zu findenden ursprünglichen Function, die somit unter der Form 
C+Fx&x enthalten seyn muß. 

Bey s p i e l . Wäre uns als abgeleitete folgende Function ge
gebenen: 2x(xs—b2x) + (x2 + a2) (5x2—b2), so brauchen wir nur zu 
bemerken, daß 2x die abgeleitete von x2 + a2, und dagegen 3x2 —bz 

die abgeleitete von xs—b2x ist, um sofort schließen zu können, daß 
die gesuchte ursprüngliche unter der Form (x2+a2)(x3—b2x) + C 
enthalten seyn müsse. 

§. 65. U i b e r g a n g. In dem Bisherigen ist noch nicht erwiesen, 
daß eine jede Function fx einer Veränderlichen x, sich in Rück-
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sieht auf eben diese Veränderliche als eine abgeleitete betrachten 
lasse, dergestalt, daß irgend eine andere Function von eben 
dieser Veränderlichen x,Fx angeblich seyn müsse, die sich zu 
j ener als die ursprüngliche verhält, oder in Betreff deren die 
Gleichung 

F(x + 4x)—Fx 
ĂX 

• = / * + f l 

bestehet. Sollte nun in der That eine gewisse Function fx von 
einer solchen Beschaffenheit seyn, daß keine Function Fx an
geblich ist, von der sie als abgeleitete betrachtet werden kann: 
so wäre der Begriff, den das Zeichen J\fx]dx ausdrückt, gegen
standlos. ( E i n l e i t u n g . II. §.) Insonderheit dürfen wir uns nicht 
erlauben, aus dem Umstände, daß eine gewisse Summe mehrerer 
Functionen fx + <px H die abgeleitete einer gegebenen Function 
Fx darstellt, sofort zu schließen, daß auch jede einzelne dieser 
Functionen fx, <px,- • für sich als abgeleitete einer gewissen 
Function betrachtet werden könne. Hieraus ergibt sich, daß wir 
aus der Gleichung f\fx + <px-\ \dx = Fx nicht unbedingt die 

Gleichung f\fx] dx + f[<px] dx + "- = Fx ableiten dürfen. So ist z. B. 
nach §. 41 die Summe Fx&'x + F'x&x eine Function, die als 
die abgeleite von folgender Fx.&x angesehen werden kann. Ob 
aber auch Fx.&'x, ingleichen F^'x.&x für sich schon Functionen 
sind, die sich als abgeleitete betrachten lassen, wissen wir nicht. 
Während also die Zeichnung J[Fx.O'x + F'x.Ox]dx eine gegen
ständliche Vorstellung ausdrückt, könnte es seyn, daß die Vor
stellung, die durch die Zeichnung 

f[Fx. &x]dx+f[F'x. 0x] dx 

ausgedrückt wird, gegenstandlos sey. Gleichwohl erachtet man 
leicht, daß es seine große Bequemlichkeit hätte, wenn wir 
uns allgemein erlauben dürften, solche Zeichnungen wie 

J[fx-\-<px H ] dx und f[fx] dx + f[<px] dx~\ 

als gleichgeltend zu betrachten. Und wir werden dieß dürfen, 
wenn wir durch eine gewisse Erweiterung des Begriffes, welchen 
wir mit der Zeichnung /ffx]dx bisher verbanden, festsetzen, dafi 
diese Zeichnung künftig nur eben eine solche Bedeutung haben 
soll, dafi f[fx] dx + f[<px]dx jederzeit = f\fx + <px]dx gesetzt werden 
könne. 
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§. 66. F r k 1 ä r u n g. Wir setzen also fest, die Zeichnung 
\fx\dx solle in Zukunft einen Begriff von solcher Art bezeichnen, 

dafi nicht nur jede Function, deren abgeleitete = fx ist, unter 
derselben begriffen Averde, sondern dafi auch 

/ \fx\ dx + / [yx\ dx = / [fx + (px\ dx 

geschrieben werden dürfe, gleichviel ob eine Function, deren 
abgeleitete =fx\ und eine andere, deren abgeleitete = cpx, und 
endlich eine dritte, deren abgeleite =fx + qx ist, in der That 
angeblich sind oder nicht. 

§. 67. Z u s a t z . Also gilt allgemein die Gleichung: 

df[Fx\dx = Fx. 
§. 68. L e h r s a t z . Wenn eine gegebene Function, die wir 

als eine abgeleitete betracliten sollen, ein Product aus zwey 
Factoren Fx.@'x ist, deren der eine <P'x die abgeleitete einer aus 
bekannten Functionen &x; vorstellt; so wird es erlaubt seyn, die 
(deichung f[Fx.&'x\dx = Fx.@x — l[F'x\@x]dx+C anzusetzen. 

B e w e i s . Wenn wir von beyden Gliedern der Gleichung 
die abgeleitete nehmen; so erhalten wir nach §. 67. u. 41. 

Fx. 0'x = Fx. 0'x + F'x. 0x—F'x. &x\ 

eine identische Gleichung. Da nun das eine Glied dieser Glei
chung überdiefi noch eine beliebige constante C enthält; so ist 
kein Zweifel, dafi wenn es in der That eine ursprüngliche Func
tion von der Art gibt, wie sie das Zeichen [Fx.0'x\ dx andeutet, 
dieselbe unter der Form, welche das andere Glied der Gleichung 
hat, gleichfalls enthalten seyn müsse. Falls aber keine solche 
Function angeblich seyn sollte, so ergibt sich die Richtigkeit 
dieser Gleichung aus der nun eben aufgestellten Erklärung. Denn 
zu Folge dieser kann 

j [ Fx. 0'x] dx +1 f F'x. &x\ dx =j | Fx. &'x+F'x, &x] dx, 

und dieses nach §.41 = Fx.<Px+ C gesetzt werden. Also ist auch 

f\ Fx. 0'x]dx = Fx. 0x~f[F'x. <Px]dx + C. 

B e y s p i e l . Wäre (x2+ a2)(5x2— b2)dx zu bestimmen, so 
fände sich, indem wir 'yx2—b2 als die abgeleitete von je3—b2x 
betrachten 

f(x2 + a2) (5x2 — b2) dx = (x2 + a2) (JC3 - b\x) —f(x* — b2x) 2x dx + C 
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Eben so fände sich jx*(x—\)*dx\ wenn wir je4 als die abgeleitete 
.v5 

von ~ betrachten. 

= y ( j c— l)3—^fx*(x 1 )»</*-

und wenn wir jx5(x—1)2c/.v auf ähnliche Weise behandeln, 
.v6 

indem wir x* als die abgeleitete von * ansehen, so ist 

1.1 nd 

Lind 

fx* (x— l)2 dx = X* (x— 1 )2 — ?J'x* (x—\) dx. 

fx*{x—i)dx = *- (x— 1) — I fx7dx. 
•' £ '. J 

fx'dx=%-

Wir erhalten also 

/ > ( * • - - 1 )*dx = ~ (x - 1 )3 - £hx* (x-1 )2 + 

Andererseits ist X4(JC— t)3 = ;v7—3-v6 + '5-v5—.v4, also nach §. 71. 

f jc® *5 JC'*' "̂  v^ v** 
.v4(.v—1)3C/AT---- — -. =7- + - 7 - — r + C , und die Entwiklung der 

obigen Formel zeigt, daß sie mit dieser letzteren einstimmig sey, 

§. 69. L e h r s a t z . Wenn die gegebene Function, die wir als 
eine abgeleitete betrachten sollen- sich auf die Form 

F'x.&x—Fx.0'x 
(0X)2 

Fx 
bringen läßt; so ist die verlangte ursprüngliche ^ „ + C-

B e w e i s . Unmittelbar aus §. 4*5. 

B e y s p i e l . Wäre 
(x2+ cx)Cix2 — a2) — (JC3—a2x) (2x +_c) 

(x2 + cx)2 

gegeben: so könnten wir schließen, clafi die ursprüngliche 

seyn müsse. x +cx s 

§. 70. L e h r s a t z . Wenn die gegebene Function, die wir als 
eine abgeleitete betrachten sollen, sich auf die Form F'(fx).f'x 
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bringen läßt, so ist die gesuchte ursprüngliche von der Form 
F(fx) + C 

B e w e i s . Aus §. 47. 

B e y s p i e l . Wäre 15(.v3 + a3)4.v2 gegeben; so bemerken wir 
bald, daß dieser Ausdruck auch so zerlegt werden könne 
5(jc3 + a3)43jc2, und nun ist, wenn wir x3 + a3 als eine einzige 
Veränderliche y betrachten, 5(.v3 + a3)4 die abgeleitete von i/5, 3A*2 

aber die abgeleitete von x2 + a\ Also ist j \5(x*+a*)*x2dx = 
==(.v3 + a3)5 + C. 

§. 71. L e h r s a t z . Jede ganze rationale Function läßt sich 
als eine abgeleitete betrachten, und die ihr zugehörige ursprün
gliche Function kann abermahls nur eine ganze rationale Func
tion seyn, die nur um einen Grad höher als die gegebene ist. 

B e w e i s . Jede ganze rationale Function unterstehet der 
Form a + bx + ex2 + C/JC3 + h lxm. Setzen wir nun statt a eine 
Function, von der sich a als die abgeleitete ansehen läßt (und 
eine solche ist ax): setzen wir ferner statt bx eine Function, 
von der sich bx als abgeleitete betrachten läßt (und eine solche 

ist ——* indem die abgeleitete von nach §.36 =-~==bx ist); 
dt »L dt 

setzen wir eben so statt ex2 eine Function, von der sich ex2 als 
cx^ 

abgeleitete ansehen läßt, (und eine solche ist -•••- > indem die ab-

CJC3 » 3CJC2 

gele i te von -= nach §. 36 = — •=—• = ex2 ist) u . s . w. : setzen war übe r 

h a u p t statt e ines jeden Gl iedes von de r Form lxm ein Glied, von 

dem sich lxm als abgeleitete Function ansehen läßt (und ein 
lxm+l 

solches Glied ist - : • indem die abgeleitete von diesem Aus-
t n + 1 & 

[m -|- \)lxm 

drucke nach §.36 = — - = /.v'^ist): so zeigt §6(),dafidiealge-
m +1 ' * * 

braische Summe aller dieser Glieder, wenn wir noch eine von 
x ganz unabhängige, übrigens aber noch durchaus unbestimmte 
Constante C beyfügen, die allgemeine Form darstellen muli, 
der die zu findende ursprüngliche Function der gegebenen 
a + bx + ex2 + dx3 H h lxm d. h. die Function 

f\a + bx + ex2 H h /Ä-"| dx 

gewill unterstehe. Diese Form ist demnach 
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, , , , bx2 , CA-'3 , c/.V4 , , lxm'{ 

( + ax + — + „ + ----- -\ h • 
2 *> 4 fii + l 

l!nd da (ließ die Korni einer ganzen rationalen Knnction ist, d j e 

nur um einen Grad höher als die gegebene sieigt; so ist (]{0 

Wahrheit dessen, was unser Lehrsatz aussagt, erwiesen. 

H e y s p i e l . Sollen wir 1+4.V—ir>x2+ fix3 als eine abgeleitete 
Kuuctionbetrachten,deren ursprüngliched.i. |[1 +4x- i1x2+8xz\clx 

gesucht wird: so werden wir erwidern, daß diese letztere unt> r 

der Korm C + x + 2x2—^A^ + I.V4 enthalten seyn müsse. V.ben HO 
lande sich zu der gegebenen V uneiion 7—x*+\4oc*—"Sx3 + 2 \ ^ 
die Korm der ursprünglichen Function 

x2 14v3 3x-4 21 \*5 

\7 — x+Ux2 — >x* + 2ix*\clx = C + 7x-^- + ^ — * ; + • l~--. 
•' 2 i 4 i 

l . s. w. 

§. 72. L e h r s a t z . Jede Kuuction, deren zi-te abgeleitete fij r 

jeden innerhalb gewisser (Frenzen a und b gelegenen Werth 
ihrer Veränderlichen = 0 ist. ist innerhalb eben dieser Grenzen 
eine bloß rationale und ganze Kuuction vom Grade (n — 1). 

B e w e i s . Wenn die n-ie abgeleitete = 0 ist: so muß die 
(n—l)-te abgeleitete, welche in Hinsicht auf jene eine ursprüng
liche derselben ist, eine von der Veränderlichen x ganz unab
hängige ( onsiante a seyn. Die (n — 2)-te abgeleitete, welche in 
Hinsicht auf die (n — l)-ie eine ursprüngliche ist, muß der Korm 
iix+b unterstehen, sofern wir durch b eine von x ganz unab
hängige willkürliche ( onstante bezeichnen. Die (n— l)-te ab-

i x2 

geleitete muß die Korm c-~ + bx + c\ die (n — 4)-te die Korm 

+- - + -+— + ex+cl haben u.s.w. Hieraus erhellet nun schon von 
2 . i 2 
selbst, daß die erste abgeleitete von der Korm 

ax ^ ox ' . ex . . 
2?T. . [n - 2) + 2. ">... (n-i) + 2.1 ^(n -4) + -+P* + <1 

d. h. eine ganze rationale Kuuction vom Grade (n — 2) seyn müsse. 

§. 73. L e h r s a t z . Wenn eine Knnction Fx für alle innerhalb 
a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen fortwährend 
wächs t , und dabey auch fortwährend eine abgeleitete F'x hat: 
so muß diese fortwährend positiv seyn, und kann höchstens für 
gewisse vereinzelt stehende Werthe, (deren Menge übrigens auch 
selbst unendlich seyn kann) in Null übergehen. Wenn aber die 
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Function fortwährend a b n i m m t ; so ist ihre abgeleitete fortwäh
rend n e g a t i v , und kann höchstens für gewisse einzelne Werthe 
NuJJ seyn- Wenn im entgegengesetzten Falle die Function Fx eine 
abgeleitete F'x hat, welche für alle innerhalb a und b gelegenen 
Werthe der x fortwährend p o s i t i v und höchstens für einzelne 
Werthe = 0 ist; so wächst diese Function von a bis b fort
während, sofern sie anders veränderlich ist. Und wenn die ab
geleitete fortwährend negativ oder Null ist, so nimmt die Func
tion Fx fortwährend ab. 

B e w e i s . Es wird genug seyn, den Satz nur für den Fall 
des W a c h s e n s zu beweisen. 

/. Wenn nun Fx innerhalb n und b fortwährend wächst; 
so muß, wenn 4x positiv ist, und x und x + dx beyde innerhalb 
a und b genommen werden, nach der Erklärung des §. 50 
F(x + <dx)>Fx seyn. Weil aber Fx eine abgeleitete hat; so muß 

F(x±^x)-LFx = r x 

dx 
seyn, wenn wir Jix in das Unendliche abnehmen lassen. Da nun 
der Zähler sowohl als auch der Nenner des Bruches 

Ffr + dx)—** 
dx 

stets positiv verbleiben: so erhellet, daß jene Gleichung un
möglich bestehen könnte, wenn F'x negativ wäre. Es muß also 
entweder positiv oder Null seyn. Der letztere Fall aber kann 
höchstens für gewisse vereinzelt stehende Werthe eintreten. 
Denn wären im Cegeiitheil ein Paar innerhalb a und b gelegene 
Zahlen a und ß von der Art angeblich, daß wir für alle Werthe 
von x = a bis x^=ß F'x = () hätten; so müßte nach §. 59 für eben 
diese innerhalb a und ß gelegenen Werthe von x, Fx eine von 
x ganz unabhängige Constanie C seyn; und somit wäre es nicht 
wahr, daß unsere Function innerhalb a und b fortwährend wächst. 

2. Wenn umgekehrt bekannt ist, daß die abgeleitete F'x für 
alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der x positiv, oder 
höchstens für gewisse isolirt stehende Werthe Null ist; so ist, 
wenn wir durch x und x + i ein Paar beliebige innerhalb a und b 
gelegene Wertlio bezeichnen, nach §. 28 

'(y+0
i[^^+^)+r(.+i)+,,,+,-(.+^ i)] 

n 
10 
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und der in den Klammern enthaltene Ausdruck bestehet aus 
lauter Gliedern- welche entweder positiv oder Null sind. Das 
letztere aber kann wenigstens nicht bey allen Gliedern der Kall 
seyn, aus welchen dieser Ausdruck zusammengesetzt wird, wenn 
wir bey einerley x und / die Zahlfi in das Unendliche vermehren. 
Denn weil Sl mit der unendlichen Vermehrung von n in das 
Unendliche abnimmt: so müßte /fl(.v + i) — Fx = {), also (nach §.) 
Fx selbst für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der ,v 
constant seyn. Wissen wir also nur. daß Fx in der That ver
änderlich ist: so fließt aus der obigen Gleichung, daß der Werlh 
F(x + i) — Fx jederzeit positiv seyn müsse, und (ließ heißt nach 
der Erklärung des. §. 50, daß Fx innerhalb a und b fortwährend 
wachse. 

§. 74. Z u s a t z . In der Bedingung dieses Lehrsaizcs wurde 
vorausgesetzt, daß die in Rede stehende Kunciion für alle inner
halb a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen eine ab
geleitete hat. Begreiflicher Weise ist aber ein fortwährendes 
Wachsen (und eben so ein fortwährendes Abnehmen) selbst bey 
Functionen möglich, die keine abgeleitete haben, sondern nicht 
einmal stetig sind. Nahmentlich hindert nichts, daß eine Func
tion, welche fori während wächst (oder abnimmt) für gewisse 
vereinzelt stehende Werthe ihrer Veränderlichen einen S p r u n g 
machen: nur wird zum fortwährenden Wachsthume erfordert 
werden, daß die Größe dieses Sprunges positiv, und zur fort
währenden Abnahme, daß diese (iröße negativ sey. Auch kann 
die Function, welche fortwährend wächst (oder abnimmt), der 
Stetigkeit gehorchen, ohne doch eine abgeleitete zu haben, und 
dieß zwar nahmentlich dadurch, daß sie für gewisse vereinzelt 
stehende Werthe ihrer Veränderlichen eine (wie man zu sagen 
pflegt) unendlich große abgeleitete hat. d. h. daß der Quotient 

F(x + zIx) — Fx 
Jx 

mit der Verminderung von /Ix in das Unendliche wächst. Nur 
wird zu einein ununterbrochenen Wachsthum erforderlich seyn. 
daß dieser Quotient positiv, zu einer ununterbrochenen Abnahme, 
daß er negativ sey. Der (Jrund ergibt sich aus der Art. wie 
wir den Beweis des ersten Theils unseres Lehrsatzes geführt» 
von selbst. Damit nämlich Fx fortwährend wachse, wird er
fordert, daß F(x + 4x) immer > Fx sey: und dieß verträgt sich 
recht wohl mit der Bedingung, daß 
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F(x + 4x) — Fx 
*Jx 

in das Unendliche wachse, wenn z/x in das Unendliche abnimmt. 
Endlich ist auch leicht zu erachten, daß ein fortwährendes 
Wachsen sowohl als Abnehmen möglich sey, wenn die abgelei
tete F'x innerhalb der gegebenen Grenzen a und b der Ver
änderlichen nicht etwa bloß ein oder etliche Mahle, sondern 
selbst unendliche Mahle theils Null, theils wieder unendlich 
groß wird, wenn nur ein jeder solcher Werth einen, der ihm 
der Nächste ist, hat. (§. 73.) 

§. 75. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für alle Werthe 
ihrer Veränderlichen von a bis b einschließlich eine abgeleitete 
hat. die beständig p o s i t i v oder höchstens für gewisse vereinzelt 
stehende Werthe -=() ist: so ist Fa ihr k l e i n s t e r , Fb ihr g r ö ß t e r 
Werth, in dem Sinne, dafi alle übrigen größer als Fa und kleiner 
als Fb sind. Wenn umgekehrt ihre abgeleitete fortwährend ne-
gai i v oder mitunter zuweilen auch Null ist; so ist Fa der größte. 
Fb der kleinste Werth. 

B e w e i s . Unter dieser Voraussetzung wächst Fx im ersten 
Falle von u bis b einschließlich, und nimmt im zweyten ab 
woraus sich das Uibrige nach §. 73 ergibt. 

§. 76. Le h r s a t z. Wenn eine Function Fx für einen gewissen 
Werth ihrer Veränderlichen x=c eine abgeleitete hat, hinsicht
lich auf einen positiven sowohl als negativen Zuwachs, diese 
abgeleitete aber hat beiderseits einen von Null verschiedenen 
Werth, entweder denselben für einen positiven sowohl als ne
gativen Zuwachs, oder zwar einen verschiedenen (ungleichen) 
aber doch mit demselben Vorzeichen behafteten; so ist der 
Werth Fe gewiß kein A e u ß e r s t e r in der Bedeutung des §. 62. 
(I. Abschn.) 

B e w e i s . Ein Aeußerster in der Bedeutung des 8. 62 
(1. Abschn.) d. h. ein größter oder kleinster Werth ist nur vor
handen, wo es ein <o klein genug gibt, das für dasselbe und 
alle kleineren Werthe entweder das Verhältniß 

F(c—(o)<Fc>F(c + (o) 
oder das Verhältniß 

F(c—(o)>Fc<F(c + o>) 

Statt hat. Wenn aber die Function Fx für den Werth x = c eine 
abgeleitete hat, und dieß zwar hinsichtlich eines positiven sowohl 
als negativen Zuwachses; so haben wir 

10* 
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F(c+ш)—Fc 

llllđ 

M + SІ! 
ы 

F(c—o))^Fc=Fc—F(c—co) = y + i i 

Sind nun M und JV beycle von Null verschieden und einander 
entweder gleich oder zwar von verschiedenem Werthe- doch 
beycle mit demselben Vorzeichen behaftet, d. h. entweder beycle 
positiv oder beyde negativ: so ist im ersten Falle offenbar 

F (c —o))< Fe < F (c + o))9 

im zweyten aber 
" F (c— (o) > Fe > F (c + OJ). 

Also in keinem von beyden Fällen das Verhältnis, welches bey 
einem äußersten Werthe Statt finden muH. 

§. 77. Z u s a t z . Wenn also umgekehrt der Werth Fe einer 
Function Fx e in Aeußerster seyn soll; so muß 

a) entweder die Function Fx für x = c k e i n e a b g e l e i t e t e 
h a b e n , entweder keine nur hinsichtlich auf einen positiven 
oder negativen Zuwachs, oder in beyden Hinsichten keine; oder 

6) die abgeleitete muH in einer von diesen Hinsichten oder 
in beyden gleich Null seyn; oder 

c) ihr Werth ist in keiner von diesen beyden Hinsichten 
Null, aber er hat ein anderes Vorzeichen in der einen, ein 
anderes in der anderen Hinsicht. Denn noch ein anderer Fall 
ist nicht gedenkbar. 

§. 78. L e h r s a t z . In jedem der eben aufgezählten Fälle ist 
es mög l i ch , aber in keinem derselben, es sey denn in dem 
letzten nothwendig, daß der Werth Fe ein äußerster sey. 

B e w e i s . 1. Wenn die Function Fx für x = c k e i n e a b g e 
l e i t e t e hat, entweder keine hinsichtlich auf einen positiven, oder 
keine hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs; oder in beyden 
Hinsichten keine: so kann, aber ist nicht nothwendig, Fe ein 
Maximum oder Minimum seyn. Denn setzen wir, es wäre für 
alle Werthe von JC==0 bis x = c einschließlich Fx = ax2

T für 
alle größeren Werthe von x aber Fx = ax2—b: so hat Fx eine 
abgeleitete für den Werth x = c nur hinsichtlich auf einen ne
gativen Zuwachs, hinsichtlich auf einen positiven Zuwachs aber 
ist keine abgeleitete vorhanden. Denn 
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F(c — (o)—Fc a(c—(o)2 — ac2 . rt 

— = - = + 2ac—act>, 
— (O (O 

also 2ac die abgeleitete für ein negatives (o. Dagegen 
F(c+ (o) — Fe __ a(e + (o)2 — b — ac2 __ — b + 2aco) + a(o2 

O) (O CO 

ein Ausdruck, der mit der unendlichen Abnahme von (o in das 
Unendliche zunimmt. Wenn nun a und b positiv sind; so ist 
Fc = ac2 offenbar größer als F(c — (o) und F(c + (o); denn 

F(c — (o) = ac2,—2a (o + a(o2 

und 
F (c + (o) = ac2 — b + 2ac(o + a(o2. 

Also ist Fe ein wirkliches Maximum. Ist aber b negativ; F(c—(o) 
ist noch immer < Fe. aber F(c-{-(o) > /5c. Also ist hier weder ein 
Maximum noch Minimum vorhanden. Man erachtet leicht, wie 
sich durch Abänderung des Vorzeichens von a auch noch die 
übrigen Fälle, deren wir oben erwähnten, hervorbringen lassen. 

2. Auch wenn die Abgeleitete F'c entweder nur hinsichtlich 
eines positiven oder nur eines negativen Zuwachses, oder auch 
in beyden Hinsichten = 0 ist, kann, aber muß nicht nothwendig, 
Fe ein Aeußerstes seyn. Denn setzen wir Fx = 2cx—JC2; so findet 
sich für jedes positive sowohl als negative 4x9 F'x = 2c— 2xm 

Für x = c ist also die abgeleitete F'c = Q. Der Werth von Fe 
aber = c2 ist ein Maximum. Denn F(c—(o) und F(c + (o) finden 
sich beyde = c2 — (o2, also kleiner als c2. Hätten wir Fx=x2—2cx 
gesetzt; so hätte sich 

F'x = 2x-2c, F'c = 0, Fe = —c\ F(c—(o) = F(c + (o) = (o2-c*>—c2 

ergeben, also wäre Fe ein Minimum. Betrachten wir dagegen 
die Function Fx = (c—x)3, deren abgeleitete Ffx = —3(c—x)2 für 
x = c gleichfalls zu Null wird; so findet sich für diesen Werth 
von JC, Fc = 0 und F(c—(o) = + (o3

9 F(c + (o)=—(oz
9 das eine also 

größer, das andere kleiner als Fe. Daher ist Fe weder ein Ma
ximum noch ein Minimum. Leicht ist es nach dem vorherge
henden Beyspiele zu erdenken, wo die abgeleitete F'x nur hin
sichtlich auf einen positiven oder negativen Zuwachs zu Null 
wird, und bald der Fall eines Aeußersten eintritt, bald wieder 
nicht. 

3. Wenn endlich die abgeleitete F'c, j e nach dein wir sie 
einmahl in Hinsicht auf einen positiven, einmahl in Hinsicht 
auf einen negativen Zuwachs betrachten, zwey von der Null 
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verschiedene und mit einem verschiedenen Vorzeichen behaftete 
Werthe hat; so ist der Werth Fe gewiß ein Aeufierster. Be
zeichnen wir nämlich den Werth von F'c für einen positiven 
Zuwachs durch M für einen negativen durch A'; so soll 

F(c + (o)—Fc f | 

und 
pfc~ Cl))> — Fc

 = tSl^B^ZZ^l = ,v + £2 
(O (O J 2 

seyn: und weil M und $ ein Paar von Null verschiedene Zahlen 
bezeichnen, so läfit sich (o so klein nehmen, dafi die absoluten 
Werthe von Slx und -Q2 kleiner ausfallen als die absoluten Werthe 
von M und N. Kür diese und für alle kleineren Werthe von (o ist 
das Vorzeichen von M + £i± mii dem von .1/, und das von M + £l2 

mit dem von N dasselbe; also das eine + , das andere —; woraus 
von selbst erhellet, dafi man entweder 

F(c—(o)< Fc>F(c+(o) 
oder 

F (c— (o) > Fe < F(c + (o) 

habe; also auf jeden Fall Fe ein Aenfierstes. Wäre z. ß . die 
Function Fx für alle Werthe von x<^c von der Form ax2

9 für 
alle größeren aber von der Form 2a c2—ax2: so wäre 

und 

F(c + (o) — Fc \2ac*-a(c+w)*\ — ac* 
-'• =-• —• — —2ae—a(o 

(ú (O 

F(c—(o) — Fc a(c — (o)2—ac2 ... 
— = 2ac— a(o; (O (O 

also der Werth von F'c für einen positiven Zuwachs = —2ac, 
für einen negativen aber = + 2ac. Haben also a und c beyde 
einerley Vorzeichen, d. h. ist ac positiv, so hat man 

F(c— (o) < Fe > F (c + (o), 

d. h. Fe ein Maximum und im entgegengesetzten Falle 

F (c— (o) > Fe < F (c + (o) 

d. h. Fe ein Minimum. 

§. 79. A n m e r k u n g . I)ie kleinen Abweichungen von der 
gewöhnlichen Lehre, die ich in dieser Darstellung mir erlaube, 
rühren nur daher, dafi man die Fälle, wo eine Function ent
weder selbst, oder nur ihre abgeleitete unstetig wird, gewöhnlich 
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nicht beachtet. Hrn. Cauclii/s Darstellung, der auf den ersten 
dieser Fälle sehr aufmerksam ist, stimmt eben darum mit der 
hier gegebenen schon viel genauer überein. 

§. SO. L e h r s a t z . Wenn eineFunct ion Fx für alle innerhalb 
der Grenzen a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen 
nicht nur eine erste, sondern auch eine zweyte, dritte, und 
überhaupt alle folgenden abgeleiteten bis zu der n-ten einschließ
lich hat; und auch diese letztere ist noch (falls sie veränderlich 
ist) stetig, und es zeigt sich ferner, daß für einen gewissen 
innerhall) a und b gelegenen Werth von x9 die erwähnten ab
geleiteten alle bis auf die n-te = 0 sind; so ist der Werth Fe 
k e i n ä u ß e r s t e r , so oft n eine u n g e r a d e Zahl; ist aber n gerade, 
so ist Fe ein Maximum, wenn Fnc negativ, ein Minimum, wenn 
Fnc positiv ist. 

B e w e i s . Weil die gegebene Function Fx innerhalb a und 
b fortwährend eine abgeleitete F'x hat, die noch selbst eine ab
geleitete hat. also auch stetig ist; so haben wir. weil c ein 
innerhalb a und b gelegener Werth von x ist, und also, wenn 
wir (o klein genug nehmen, auch C + GJ.einen solchen vorstellen 
muß, nach §. 29 

F(c + (o) = Fc + (o F'(c + wx)9 

sofern wir durch (or eine gewisse Zahl bezeichnen, welche auf 
keinen Fall außerhalb 0 und (o liegt. Weil aber auch die Func
tion F'x noch eine abgeleitete hat, welche selbst abermahls nur 
dem Gesetze der Stetigkeit gehorcht: so haben wir, weil auch 
c-\-(ox innerhalb a und b liegt, nach demselben §. auch 

F'(c + (o1) = F'c+(o1F"(c + o>2), 

worin (o2 eine gewisse nicht außerhalb 0 und (ox liegende Zahl 
bedeutet. Wenn nun n> 2, so hat auch noch die Function F"x 
eine abgeleitete, welche selbst stetig ist; und wir erhalten sonach 

F"(c + (o2) = F"c + (o2 F'"(c + (o3)9 

wo (o3 eine nicht außerhalb 0 und (o2 gelegene Zahl bezeichnet. 
Man sieht von selbst ein, wie diese Schlüsse fortgesetzt werden 
können, so daß wir zuletzt noch die Gleichung 

F*-1^ + On-J = F"- 1 C + (On-t Fn(c + (On) 

erhalten. Da aber die Zahlen F'c9 F"c9 • • • Ff*~1c insgesammt Nullen 
sind, so gibt die Verbindung dieser Gleichungen 

F(C +0)) = Fc+(0.(0lm(02" (On-! . Fn(c + (On). 
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Lassen wir nun o). also um so gewisser auch (oi.o)2.---(on—1 in das 
Unendl iche a b n e h m e n : so folgt aus dem Gesetze CICM' Ste t igkei t , 
welches die Funct ion F"x beobachte t . daß 

P ( c + c O / / ) - P e + ^ 1 

seyn müsse. Also ist 

F(c + (o) ~ Fe + (o . cO!. cO2 • • • (on-1 (F"c + Slx), 

Weil nun F"c nicht = 0 ist : so läßt sich j ederze i t OJ so be t rach ten , 
d a ß nach dem absoluten VVerihe heyde r Zahlen ül< F"c ist. und 
dann wird \Fnc + H^ positiv oder negat iv , j enachdem es Fnc ist. 

/. Nach dieser Voraussch ickung ist nun leicht zu e rweisen , 
daß der Wer ih Fe. wenn die Zahl n u n g e r a d e ist. weder ein 
Maximum noch Minimum da rb ie te . Denn Alles, was wir b isher 
von der Formel 

F(c + cO) = Fe + o). cO!. OJ2 • • • (o„-1 \F"c 4- üx\ 

sagten, gilt für ein posi t ives sowohl als negat ives cO. sofern nur 
beycle klein genug angenommen werden . Ist abe r cO positiv : so 
sind auch die sämmil ichen Zahlen OJX. OJ2. • • • ojn^l posi t iv: und 
umgekehr t , wenn cO negativ ist. sind diese alle negat iv. Wenn 
also n u n g e r a d e ist, so ist die Anzahl der Fac toren in dem Pro-
duc ie (o mojl.(o2- • - (on—1 unge rade , also dasselbe positiv oder ne
gativ, je nach dem es cO ist. Demnach änder t hier das Glied 
cO . cO t . cO2 • • • ton_1 \Fnc +&W sein Vorzeichen mit cO. Also ist e n t w e d e r 

F(C + OJ)> Fc>F(c—(o) 

F(c+ oj)<Fc<F(c — oj): 

d. h. in ke inem fa l l e ist hier der VVerth Fe ein Acußers ie r . 

2. Wenn aber n g e r a d e is t : so ist die Anzahl der Fac toren in 
dem Produc ie OJ.OJ1.OJ2 ••• oon-1 gleichfalls ge rade , dahe r verbleibt 
das Vorzeichen dasselbe, und somit auch das Vorzeichen des 
Ausd rucks cO . cOt. cO2. cO/,_1 \I

iUc + &l\ dasselbe4, OJ mag posi t iv oder 
negativ genommen w e r d e n . Wenn demnach F"e seihst p o s i t i v 
ist : so ist F (c-\-(o) sowohl als F (c — (o)>Fc. somit Fe ein Mini-
mum. Ist abe r Fnc n e g a t i v : so ist F(c+ OJ) sowohl als F(c — cO) Fe-
somit Fe ein Maximum. 

B e y s p i e l . /. Die Function Fx — a4 + b'\x — c2x2 hat für 
jeden Werih von x e ine abgele i te te F'x — h* — 2c2x. welche für 

bz 

den Werih .v = ^ 0 zu Null wird. Die zweyie abge le i te te d ieser 
2c2 J 

Function abe r F"x\si - — 2 c 2 . also für jeden Wer ih von .v negat iv . 

ocler 
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b* 
Hieraus ergibt sich dánu, dafi der Werth vonx = (y2 die Func
tion a4 + fc3jc — c2x2 zu einem Maximum erhebe. 

2. Die Function Fx = * —^ gibt die abgeleitete Fřx^= 
a2 X 

— j ... Welche zu Null wird fiir x= + a sowohl als auch fijr 
X , 2a2 

x — —a. Die zweyte abgeleitete F"x ist ^—^ ? wird also fii r x — + a 
2 2 X 

positiv = -•• fiir x = — a, negativ = — • Also gibt x= + a ein Mi-a a 
nimum, namlich Fa = (). x = — a aber ein Maximum, namlich 
/y7(—a) = —4a. Um sich zu iiherzeugcn, duR diese Werthe in der 
That der eine ein Minimum, der andere ein Maximum in der 
Bedeutung des §. 62 (I. Abschn.) sind, braucht man nur a ± OJ 
und — a ± co an die Síelle von x zu setzen, wodurch man be-

• i • ^ i 4 v* i ~u zienmmsweise = • • und —4a— „ erhalt. * a ± co a + (o 
3. Die Function {SL + X)* hat zu ihrer ersten abgeleiieten 

4(a + x)3 zu ihrer zweyten 12(a + jc)2. zu ihrer dritten 24(a + .v) 
und zu ihrer vierten die constante Zalil 24". Setzen wir also x = —a-
so werden alle diese abgeleiteten. bis auf die letzte. = 0 . Also 
hat diese Function fiir x = — a ein Minimum, weil 4 gerade und 
24 positiv ist. 

4. Dagegen die Function (a + x)* hat die erste abgeleitete 
5(a + .v)4, die zweite 20(a-f-jc)3, die dritte (A)(a + x)2, die vierte 
120(a + x) und die fiinfte = 120. Da nim alle diese abgeleiten 
bis auf die letzte fiir x = —a verschwinden: x = 5 aber ungerade 
ist, so hat diese Function fiir den Werth x = — a weder ein 
Maximum noch ein Minimum. 

§. 8Í. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx fiir alle innerhalb 
a, und b gelegenen Werthe ihrer Veránderlichen das Gesetz der 
Stetigkeit befolgt, auch eine a b g e l e i t e t e hat, die hochstens fiir 
gewisse vereinzelt stehende Werthe, deren jeder einen ihin 
nachsten hat, u n e n d l i c h grofí wird, iibrigens aber das Gesetz 
der Stetigkeit abermahls hochstens mit Ausnahme gewTisser ver
einzelt stehender Werthe, deren jeder einen ihm nachsten hat, 
beobachtet: so kann es wohl vielleicht eine unendliche Menge 
innerhalb a und b gelegener Werthe von x geben. fiir welche 
der Werth der Function ein A e u f í e r s t e s wird: aber zu jedem 
solchen Werthe von x gibt es auch einen nachsten: und von je 
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zwey Aeußersten Werthen der Function, welche zu zwey ein
ander zunächst stehenden Werthen von x gehören, ist immer 
das eine ein Maximum, das andere ein Minimum; es wäre denn, 
daß die Function gewisse innerhalb a und b liegende Grenzen 
hat. innerhalb deren sie ihre Werthe gar nicht verändert ; wo, 
wenn sie von x = a ausschließlich bis.Y==/3 einschließlich einerley 
VYcrth behält, Fa und Ffi ein Paar e i n s e i t i g e Aeufierste sind, 
die Beycle sowohl Maxima als auch Minima seyn können. 

B e w e i s . L Dafi eine Function, wie sie der Lehrsatz be
schreibt, eine unendliche Menge innerhalb a und b liegender 
Werthe ihrer Veränderlichen besitzen könne, für welche ihr 
eigener Werth zti einem A e u ß e r s t e n wird, lehrt uns schon 
manches bisher betrachtete Beyspiel, nahmentlich das des §. 70 

22H 1 22w+1 1 
(I. Abchn.), wor in für j e d e n W e r t h von x = —^~ bis X = ^-—T:^— 
die Function 

>2n 4 

Fx = . - _ 1 
Э . 1 }2и—- 1 

2 2 H + 1 1 22/J + 2 J 
und für j e d e n Wer th von x = ~ r2n^.1 bis x = —^,7+ 2 ' 

12n + 2 | 

r*=~-- ,2« — * 

festgesetzt wurde: wo dann für alle Werthe von x. die der Form 
2" 1 
*"—— unterstehen, dergleichen Aeufierste zum Vorschein kommen. 

2. Dafi aber bey einer Function dieser Art zu jedem Werthe 
der „v, der ein solches Aeufierstes hat, ein zweyter angeblich 
seyn müsse, der ihm der nächste stehet, und zwar sowohl auf 
Seite der positiven als negativen Zuwächse von je, erhellet so. 
Ein ä u ß e r s t e r Wer th kann eine Function, die stetig ist, und 
höchstens mit Ausnahme gewisser vereinzelt stehender Werthe 
eine abgeleitete hat, nach §. 73. nur für solche Werthe ihrer 
Veränderlichen erhalten, für welche ihre abgeleitete unendlich 
groß oder = 0 ist, oder ihr Vorzeichen für ihre beyden Rich
tungen ändert. Die Werthe von x nun, welche F'x u n e n d l i c h 
g r o ß machen, sollen nach der ausdrücklichen Voraussetzung n u r 
isolirt vorkommen und jeder seinen ihm nächsten haben. Was 
aber diejenigen Werthe von x betrifft, welche F'x zu N u l l 
m a c h e n ; so folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit der F'x 
nach §. 17 (1. Abschn.). falls es gewisse nicht außerhalb a und 
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b gelegenen Grenzen a und /i gäbe, innerhalb deren F'x so oft 
zu Null wird, daß zwischen je zwey Werthen von x, die F'x = 0 
macht, noch ein dritter angeblich wäre, der eben diefi thut, daß 
dann die Function Fx selbst innerhalb zweyer Grenzen constant 
seyn müßte; wo es dann eben defihalb höchstens bey a und (i 
ein einseitiges Maximum oder Minimum gäbe. Was endlich die 
Werthe der x belangt, in welchem F'x sein Vorze i chen ä n d e r t ; 
so muß es zwar wegen der Stetigkeit, mit der sich F'x ändern 
soll, zwischen j e zwey solchen Werthen einen dritten geben, für 
welchen F'x = 0 wird. Also ist dargethan, daß auch diese und 
somit alle Werthe, für welche Fx einen äußersten Werth an
nehmen kann, nur vereinzelt und so erscheinen können, daß es 
zu jedem einen ihm nächsten gibt. 

5. Das Uibrige in diesem Lehrsatze fließet unmittelbar aus 
1. §. 78. 

§. 82. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für alle innerhalb 
a und a + h gelegenen Werthe der x nicht nur eine e r s t e , sondern 
auch eine z w e y t e , d r i t t e , und jede folgende abgeleitete bis zu 
der n-ten einschließlich und in beyden Richtungen hat; wenn 
auch noch diese letzte das Gesetz der Stetigkeit innerhalb der 
genannten Werthe befolgt; wenn endlich die Function Fx auch 
für die beyden Werthe x = a und x = a + h Stetigkeit hat für 
den ersten wenigstens in demselben Sinne mit h9 für den 
zweyten wenigstens in der entgegengesetzten Richtung: so be
stehet jedesmahl die Gleichung 

F(a + h)=Fa+hF'a+l^F''a + ^ ^ ^ 

worin fi eine gewisse nicht außerhalb 0 und 1 liegende Zahl 
bedeute!. 

B e w e i s . /. Wir wollen diesen Lehrsatz erst für den Fall 
beweisen, wenn eine e r s t e , z w e y t e , und n-te abgeleitete nicht 
bloß für alle innerhalb a und a + h gelegenen Werthe, sondern 
auch für den Werth x = a und x = a + h selbst noch vorhanden 
ist, und ihre Stetigkeit sich gleichfalls von a bis auf a + h ein
schließlich erstrecket. Ist n noch überdieß = 1 , so sagt der Satz 
bloß aus, daß F(a + h) = Fa + hF'(a + ph) sey, was schon §. 29 
erwiesen wurde. 

2. Für n = 2 wird behauptet, daß 

F(a + h) = Fa + h F'a + -*" F'(a + fih) 
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sey. Bezeichnen wir nun eine beliebige nicht außerhalb 0 und 
h gelegene veränderliche Zahl durch y: und bewirken wir. daß. 
wenn F'x als eine ursprüngliche Function betrachtet wird, die 
F"x ihre erste abgeleitete vorstelle: so berechtigen die bereits 
angegebenen Bedingungen, nach dem eben erwähnten Satze, die 
Gleichung aufzustellen 

F'{a + y) = F'a + yF"{a + iiy): 

wo fiy eine gewisse nicht außer halb 0 und y gelegene Zahl be
deutet. Weil aber die Function F"x von x = a bis x = a = h ein
schließig: stetig seyn soll: so gibt es [nach §. 24 (I. Abschn.)] unter 
den sämmtliehen Wcrthen derselben von x = a bis x = a+ h einen 
kleinsten sowohl als einen größten in der Bedeutung, daß jener 
keinen kleineren unter sich und dieser keinen größeren über 
sich hat. Bezeichnen wir den kleinsten durch F"p, den größten 
durch F"q: so sind p und q ein Paar nicht außerhalb a und 
a + h liegende Zahlen, welche ganz unabhängig von y bey einerley 
a und h constant sind. Dabey bestehen für jeden der Werthe 
von y innerhalb 0 und h die Verhältnisse 

F'{a + y) — F'a^yF"p und ^yF"q. 

Demnach sind 

F'{a + y)-F'a-yF"p und yF"q-F'{a + y) + F'a 

ein Paar Ausdrücke, welche für alle nicht außerhalb 0 und h 
gelegenen Werthe der Veränderlichen y fortwährend Null oder 
positiv verbleiben. Nun läßt sich aber, sofern man a als constant, 
y aber als veränderlich ansieht, nach §.47 F'{a + y) als die ab
geleitete von F{a + y) betrachten, weil die abgeleitete von a + y 
gleich 1 ist. Unter eben dieser Voraussetzung ist F'a die abge-

-y2 

leitete von yF'a und yF"p die abgeleitete von -•- F"p, weil F'a und 
«_< 

F"p unter dieser Voraussetzung beständige Zahlen bezeichnen. 
Somit läßt sich der ganze Ausdruck 

F'(a + y)-F'a-yF"p 
als die abgeleitete von einer Function betrachten, welche der 
Form 2 

C+F(a + y)-yFa-y
2F"p 

unterstellet. Und auf ganz ähnliche Weise läßt sich der Ausdruck 

yF"q-F'(a + y) + F'a 
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als d ie abge le i te te von 

D + '^F"q — F(a + y) + yF'a 

a n s e h e n , w e n n wi r d u r c h C und D ein P a a r bel iebige C o n s t a n t e n 
beze ichnen. Lasset uns n u n diese C o n s t a n t e n auf e ine solche 
Art bes t immen, dafi diese F u n c t i o n e n mit i/ = 0 zu Null w e r d e n . 
Iliezu ist n u r nöihig, C = —Fa und D=Fa zu m a c h e n . Also 
stellen n u n 

unci 
-Fa + ľ(a + y) — y ľ'a-У

2ľ"p 

ľa+У*ľ"q- ľ(a + y) + yľ'а 
2 

Z 

zwey F u n c i i o n e n von ij vor, welche für ij = 0 ve r schwinden , 
deren abge le i te te abe r 

F'(a + y) — F'a-yF"p 
und 

yF"q—F'(a+ij) + F'a 

l'iir a l le W e r i h e von ij = 0 bis y = h fo r twährend posi t iv oder 
Null sind. Aus §. 73 wissen wir , dafi solche Func t ionen , wenn 
h positiv ist. selbst positiv oder Null seyn müssen. Also ist 

.Fa+F(a + y)-yF'a-yyF"p 
sowohl als .2 

Fa + y
2F"q-F(a + y) + yF'a 

e n t w e d e r positiv oder Null . D a h e r ist 

F(a + ij) — Fa-ijF'a^^F"p und + ^F"q. 

Also auch , wenn wir y = h nehmen , 

F(a + h) — Fa — hF'a^-F"p und ^~F"q. 

Da nun F"x stetig zum Wenigs t en im ersten G r a d e seyn soll; 
so gibt es nach §. 29 (I. Absehn.) e inen zwischen p und cy, mit
hin auch zwischen a und a + li ge legenen W e r t h von x, der sich 
mi th in durch a + fih dars te l len läßt, von der Art , dafi w i r die 
( d e i c h u n g 

F(a + h) - Fa—h Ffa = ^ F"(a + fih) 
oder T2 

F(a + h) = Fa + h F'a + ~ F"(a + i*h) 
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e rha l t en . Auf eine ganz ähnl iche Ari ergibt sich 

F ( a - h) = Fa — h F'a + '** F"(a—fih): 

w o r a u s zu sehen, daß j e n e Kormel a l lgemein für e inen posit iven, 
sowohl als nega t iven Wer ih von h gelte. 

1. I iir n = ^ behaup te t der Lehrsatz , daß 

F(a + h)= Fa + h F'a + h* F"a + h'\ F'"(a + t<h) 

sey. Es ist ahcr . wenn wir du rch y a h e r m a h l s e ine hel iehige 
nicht außerhal l ) 0 und h ge legene ve rände r l iche Zahl beze ichnen . 

F"(a + y) = F"a + yF'"(a+fiy) 

und wenn wir durch /) und ( / d i e j en igen Wer ihe der .V hezeieh
nen. für welche F'"x den k le ins ten und größten Werth un te r 
allen von x = a bis x = a + h a n n i m m t : so muß 

F"(a + y) — I "&1+ y F"' p und y F'"(\ 

scy n. I ) emnach hezeiehnen 

, F"(a + y) — F"a — yFt"p 
und 

yF"'q—F"(a + y) + F" a 
ein Paar Ausd rücke , welche für al le nicht außerha l l ) 0 und h 
l i egenden Wer ihe . e n t w e d e r positiv oder Null sind, Es müssen 
daher , wenn h positiv ist. auch die u r sp rüng l ichen Eunct ionen. 
von welchen diese als ahgele i tc te angesehen werden können , 
nämlich 

C+F'(a + y)- -yF"a—lJ
l*F'"p 

unci 
У l)+У\ ľ'"Ч-ľ'(a + y) + yľ"a 

for twährend positiv oder Null seyn. d. h. wenn wir C und D 
so bes t immen, d a ß sie für y = 0 v e r s e h w i n d e n , cl. h. wenn w i r 
C = — F'a und D= + F'a n e h m e n . Also sind 

ÌГ 

unci 
- ľ'a + ľ'(а + y) — y ľ"a - ", ľ'"p 

ľ'u + У* ľ'"q — ľ'(a + y) + yľ"a 

a b e r m a h l s ein P a a r Eunc t ionen von y. welche fori w ä h r e n d po
sitiv oder Null s ind . Es läßt sieh a b e r F'(a + y) als die abgelei-
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tele von C+ t\a + y), F'a als die aligeleiteie von yF'a: yF"a 
11 11 

als die abgeleitete von •-- F"a und ^ F'"p als die abgeleitete 
bm mm 

3 2 1 

von % -F'"p, und eben so ~F'"q als die abgeleitete von ^ /•'"</ 

betrachten. Nach §. 73 sind also 
C-yFa + F(a + y)-^F"a-f^F"p 

und 3 " tm" 2 

I) + y F'a + -^ • F"q-F(a + y) + ^ F ' a 
l-W • ' mm 

zwey ursprüngliche Functionen von y. die fortwährend positiv 
oder Null verbleiben müssen, wenn wiv nur ihre Constanten C 
und I) so bestimmen, daß beyde Functionen für y=() verschwin
den, d. h. wenn wir C = — Fa und l)=Fa setzen. Wir wissen 
also, daß die zwey Ausdrücke 

F(a + y)-Fa-y F'a-% F"a-£. F'"p 
Imm * _ - . . } 

und 2 ,.3 
- F(a + y) + Fa + yF'a + \ F"a + J L F ' " q 

mM mm . / 

fortwährend positiv oder Null d. h. daß 

F(a + y) — Fa—yF'a—^F"a^ fm.F"'p und ^^F"q 

sey. Daher auch, wenn wir y = h setzen 

F(a + h) — Fa — hFa—~F'a^~^F"p und ^j~F,nq. 

Es muß also einen nicht außerhalb p und q: mithin auch nicht 
außerhalb a und a + h liegenden Werth a + ph geben, der die 
Gleichung 

F(n + h)—Fa—hFa- * *F"a = ('--^ F'"(a + ph) 
oder T2 V 3 

F(a + h) = Fa + hFa + %F"a + g-;F"(a +ph) 

•erzeugt. Auf ähnliche Art ergibt sich für —h die Gleichung 

F(a—h) = Fn—h Fa + ^ F"a-^Ff"(a—ph). 
4. Es ist nun leicht zu erweisen, daß unsere Forme] ganz 

allgemein für jeden Werth von n gelte. Denn setzet, daß sie 
für einen bestimmten Werth von n noch gilt, so läßt sich alsbald 
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zeigen, daß sie auch für den nächst größeren Wcrth n+t gelte; 
vorausgesetzt, daß die gegebene Function eine (n + l)-te abge
leitete hat, welche für alle Wert he von x = a bis x = a + h ein
schließlich stetig ist. Weil nämlich die Formel für den Werth n 
noch gilt. Fn+1x aber nicht die (ii + l)-te sondern bloß n-te ab
geleitete von F'x ist: so erhalten wir 

F'(a + h) = Fa + hF'a + '•-F'"a +:~-~F1 va + • • +T^7 n
F " ^ a + &)> 

oder auch für jedes i/. welches nicht außerhalb 0 und h liegt» 

F{a + ij)=Fa + yF'a + £ F"a + f . F' l 'a + - • + - •• •*--;- F»+Ha +/«/) . 
__< __. .5 (L % J ''' n 

Bezeichnen wir also AK>\\ kleinsten Werth, den die stetige Func
tion F"+1x unter allen Werthen der x von a bis a+h annimmt, 
durch /'Vil/>, den größten durch F"+1q; so muß 

F(a+ ij)-F'a— ijF'a—y* F"a—-^Fiva ^ v j ^ F"+1p 
•' 2 2.) l.-y-n 

und = yn 

2. -> • • rt ' 
Deninach sine! 

unci 

F'(a + ij)—Fa—yF"a—'JjF'"a—;^Fna , f F"+1p 
__ •_ • . / u i . / ' ' ' 11 

I 

— /"'(a + /y) + F'a + ijF"a + # V ' a + i £ Fn'a + ••• + ., -f" / '" ' h[ 
__ __ •. J _ _ • . ? * * " / l -

ein Paar Functionen von iy, die fortwährend positiv oder Null 
verbleiben. Es läßt sich aber F'(a + y) als die abgeleitete von 
F(a + y); F'a als die abgeleitete von yF'a; yF"a als die abge-

2 2 3-

leitete von ^ -F"a: ^F'"a als die abgeleitete von V„F"a; 

j / 3 iy4 u" 
'--Flva als die abgeleitete v o n - - - r F ^ U.S.W.; endlich,^ J —F"rlp 
2.*) b 2.^.4 2.3 -n f 

als die abgeleitete von _ ••_.-• • -•• -• • x / < " } V und eben so —~~ Fn+1q & 2.->•••(/!+1) ' 2 . 1 - n * 

als die abgeleitete vonr——--, , .F" ,-1c/, daher die ganzen zwey 
1 _ . . ) , , , ( / I T i j 

Ausdrücke, der erstere als die abgeleitete von 

und der zweyte als die abgeleitete von 
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D - F ( a + i/)+i/F'a+^2F"a + f? ~F'"a + ^-AFiya+ • • + ^^—r^n+1q v u J 2 2.3 2.3.4 2 . . ) . (n+l ) * 

betrachten. Bestimmen wir also die Constanten C und D so, daß 
beyde Ausdrücke mit y = 0 verschwinden, d. h. setzen wir 
C = — Fa und D = + Fa, so folgt aus §. 73, daß die zwey Func-
.ionen 

t(avy) \a yla ^ a ^ l a 2 3 - / a 2 . 3 - ( n + l)1 l 

-F(a ,y)+Fa + yFa+y*F^ • • • - , - ^ ^ - P + 1 q 

stets positiv oder Null sind. Also muß auch, wenn wir y = h 
annehmen, 

F(a + h)—Fa—/iF'a—^F"a — ~^F"a— Y^1V& 

jty1 fen+1 hn+1 

_ - - fna ^ - fn+1„ i m c l ^ 1 Fn+1ü 
2 . 3 . :-n a > 2 . 3 - ( M + l ) ' i m C I < 2 . 3 - ; ( n + l ) q 

seyn. Somit gibt es einen nicht außerhalb p und </, also auch 
einen nicht außerhalb a und a + /i gelegenen Werth a + ^/i, für 
welchen die Gleichung eintritt 

F(a + h) = Fa + hF'a + ^ F " a + ^F"a + ö^/IV* + -

77w+l 

Fw+1(a + ^/i). 1 2 . 3 . . - ( n + l ) 

Und wie (ließ soeben für einen positiven Werth von h erwiesen 
wurde, erweiset es sich auch für einen negativen. 

5. Wenn endlich die Function Fx wohl eine erste, zweyte, ••• 
lind rc-te abgeleitete für alle innerhalb a und a + /i gelegenen 
Werthe der x9 nicht aber für diese selbst hat; so wird, wenn 
wir nur a und a + i innerhalb a und a + /i nehmen, nach dem 
bisher Bewiesenen die Gleichung 

î 2 í 3 i'н 

1 i?t' i v г?ttt„ F(a + i)=Fa + iF'a + --F'a + ~--F'"a+ ... + - ^ F»(a + iii) 
_-. -w • .5 __• • .5 • • # f. 

angesetzt werden dürfen; aus der sich durch ähnliche Schlüsse 
wie §.31 die 

F(a + h) = Fa + hF'a + %F'a + ~F'"a + ••• + ^~— F*(a + fih) 
•_-< «-J . - 7 t_l • - 7 * ' * I V 

wird ableiten lassen. Denn lassen wir den Unterschied et—a in 
das Unendliche abnehmen; so muß, weil Fx für den Werth x = a 

11 
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und hinsichtlich auf einen Zuwachs von demselben Vorzeichen 
mit h stetig seyn soll, auch der Unterschied Fa—Fa nach seinem 
absoluten Werthe in das Unendliche abnehmen. Dasselbe muß 
auch von dem Unterschiede 

F'a—F'a: F"a—F"a: ••• Fn(a + /ii) — Fn(a + fii) 

aus gleichem Grunde gelten. Wir dürfen also auch 

ÍI F(a + i) = Fa + iF'a + f F'a + ~--F'"a + • • • + „ / . F»(a + (n) + 
dt iL • J (L , J * ' ' Tt 

schreiben, ingleichen, weil jede Zahl, die sich durch a + fii vor
stellen läßt, auch durch a + fih vorgestellt werden kann, indem 
h>i ist, 

F(a + i) = Fa + iF'a + l*F"a + ^F'"a + • • • + 2 £ — Fn(a + ph) + Sl. 

Weil aber Fx auch für den Werth x = a + h stetig seyn soll, 
und zwar hinsichtlich auf einen Zuwachs von entgegengesetztem 
Vorzeichen mit h: so muß, wenn wir i dem Werthe h in das 
Unendliche nahe rücken, auch der Unterschied F(a + h)—F(a + i) 
nach seinem absoluten Werthe in das Unendliche abnehmen. 
Es muß also auch 

F(a + h) = Fa + iF'a + l^F''a+0
llF'"a + ''+^—F^a+ti^+Si, 

dt dt • . ) dt . . . / • * • Ti-

seyn. Da endlich bey der unendlichen Annäherung von i an //. 
auch jedes Glied der Reihe 

iFa, p="'a, ^F"a. ... ^-£--F*(a + ph) 

dein gleichnamigen der folgenden 

hF'a, '?F'% £ f ' » a , ... --»--F^+M 

in das Unendliche nahet, während die Anzahl derselben unver
ändert bleibt: so dürfen wir (§. ) gewiß auch 

F(a+h) = Fa + hFa + h*F'a + £iF'"a + • •• + ^J— P ( a +(ih) +i\ 

schreiben. Bestimmen wir endlich die Zahl // auf die Art, daß 
der Werth des Ausdrucks 

Fa + hFa + -F'a + ••• + 0- £* ~ F*(a + /ih) 
dt dt . * " * * f l 

dem Werthe F(a + h) so nahe tritt, als es nur immer möglich 
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ist; so sind die sämtlichen in der nur eben angegebenen Glei
chung vorkommenden Ausdrücke bis auf ß ganz unabhängig 
von i, und somit muß auch Sl selbst einen von i ganz unab
hängigen Werth haben; woraus dann von selbst folgt, das dieser 
nur der Werth Null seyn könne. 

B e y s p i e l . Auch bey diesem Lehrsatze verstehet sich so 
wenig, wie bey jenem des §. 29, von dem derselbe nur eine 
weitere Ausbildung ist, die stillschweigende Bedingung, daß die 
Function Fx nur eben zur Classe derjenigen gehören müßte, 
die nach einem für alle Werthe ihrer Veränderlichen gleich
lautendem Gesetze bestimmt werden. Wäre z. B. Fx eine Func
tion solcher Art, daß man für alle Werthe von J C ^ I , 

Fx = 

für alle höheren aber 

4JC4— 4.v8+12.va—4x + 1 
' 24 

F. x-
З.vs + 5лr4 + lOдг8 + ЗOл:8—5x + 2 

120 

hätte: so hätte Fx für alle Werthe von x eine abgeleitete, nicht 
nur eine erste, sondern auch eine zweyte, dritte und alle fol
genden in das Unendliche; es wäre nämlich für 

-v<M ! J C > 1 

Fx = 
4xa—Зл:- + Ьx— 1 

F'л = 2лra—дг+ì 

F"x = 4x— í 

FIrx = 4 
Frx = 0 

Зл-4 + 4лг8 + бл:8 + 12лг — 1 
~~ 24 
_ .v 8 + .va-f-.v+l 
~ 2 
_3лľa + 2лг + l 
~ 2 

= 3 * + 1 
= 3. 

Und da diese Formeln für x*= 1 denselben Werth geben bis auf 
Fivx: so ändert sich die vierte abgeleitete noch stetig. Es muß 
sich also die Formel 

F(a + h) = Fa+hFa + ~F'a + ^,F"a + 0 - ^ F " ( a +/ih) 
2.3 2.3.4 

auf jeden Werth von a und h anwenden lassen. Setzen wir in 
der That a = (\ /i = 10; so findet sich 

F(H)) = 
90.738 1 10 . 100 1000 . 10.000 

30 24 24 
FIV(HЏ). 

II
1 
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Also ^1F(10rt = 3 ^ ^ - Wäre nun p^-fr, so wäre F ^ ( 1 ( W = 4 ; 

welches ein unrichtiges Resultat gibt. Nehmen wir aber p>-fam
9 

so ist FIV(iO/i) von der Form 3x+ 1 =30/*+ 1; und es findet sich 
327 147 

^ = = i500nnn : a ' s o a " e r ^ i n 8 s /wischen TV und 1. Würden wir 

aber a = l , /i = 9 annehmen; so fände sich 

90.738_ 3 , 0 . 9 \ 9*. 3 9* 
" 3 0 — 8 + 9 + 2 2 + 2 T 3 + 2 . 3 . 4 l ( , + J>'0' 

Für jtt=0 wäre nun F IF(1 + 9^) = 4 also abermahls ein unrichtiges 
177.147 

Resultat. Also muß /*>() < 1 seyn, und es findet sich (i= ',== • 

IL s. w. 

§. 83. Z u s a t z . /. Vermittelst dieses wichtigen Satzes, den 
man von seinem Erfinder gewöhnlich den T a y l o r s c h e n nennet, 
läßt sich der Werth des Zuwachses F(a + h) — Fa. den eine 
Function erfährt, wenn ihre Veränderliche aus einem bestimmten 
Werthe x = a in einen beliebigen anderen durch a + h angedeu
teten, übergehet, berechnen, sofern uns die Werthe der abge
leiteten Functionen F'x, F"x, F'"x, ••• bis zu der n-ten Fnx für 
den Werth x = a bekannt sind, und wir ferner wissen, daß diese 
n-te abgeleitete für alle Werthe von x = a bis x = a + h stetig 
ist. und endlich noch ein Mittel kennen den Werth des letzten 
Gliedes 

^L-F»{a + iih) 

zu bestimmen. 

§. 84. Zu s a t z 2. Wenn Fx g a n z e r a t i o n a l e F u n c t i o n vom 
m-ten Grade ist, so ist die m-te abgeleitete derselben constant, 
die ( m + l ) - t e und alle folgenden sind für jeden Werth von x 
gleich 0 (§. 44). Also findet die Bedingung, welche zur Anwen
dung des Taylorschen Lehrsatzes" erforderlich ist, bey jeder 
solchen Function und für alle Werthe von a und h statt, und 
weil das Glied 

_?L_^ a + M ) 

und alle folgenden verschwinden, sobald nj>m+l ist: so kann 
man den Zuwachs, den eine solche Function erfährt, wenn ihre 
Veränderliche aus dem Werthe a in den beliebigen a + h über
geht, durch eine Reihe steigender Potenzen des Zuwachses h 
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darstellen. Wäre z. B. Fx = 4x2 — x3 ; so wäre F'x = 8x—5x2. 
F"x = 8—6x, F'"x = —6 und alle fongenden abgeleiteten für jeden 
Werth von x gleich 0. Also hätten wir 

4(a + h)2-(a + h)*=4a2—a* + h(8a —3a2)+^(8—ba) + -^(—6). 

wie sich auch durch die Entwicklung beyder Glieder der Glei
chung bestät igt . 

§. 83. Z u s a t z 3. Als ein Beyspiel von ganz besonderer 
Merkwürdigkeit lasset uns hier die Formel für den Zuwachs 
einer Potenz, deren Wurzel veränderlich ist, nämlich xn be
trachten. Wir kennen bereits die sämmtlichen abgeleiteten, die 
eine solche Potenz hat; sie sind nämlich anzufangen von der 
ersten nxn~\ n(n—\)xn~2, n(n — \)(n — 2)xn~~\ •• so daß die 
(n— l)-te =n(n — l)(n — 2)---2x, die Ai-te = n(n - l)(n — 2) • • 2 .1 
constant ist, die (n+ l)-te und alle folgenden = 0 sind. Daher ist 

(a + hr = a* + na*-1 h + ^^%^2h2 + "^^^ + ... 

• + * ( ^ i ^ ^ + -. . + n ^ ) : l f e « . 
1.2. v • • (m+ 1) 1.2.3—.n 

eine Formel, die man gewöhnlich die Binomialformel nennt; so 
wie die in den einzelnen Gliedern derselben vorkommenden 
Coefficienten 

n(n — \) n(n—\)(n-2) n(n — l)(n — 2)- -(n— m) 
rh 772 ' 1.2.3 ' "" 1.2.3- "(m+1) ' ' " " 

die Binomialcoefficienten heißen. 

B e y s p i e l . Nach dieser Formel findet sich 

(a + /z)3 = a3 + 3a2/i + 3a/i2 + h\ 
(a + /z)4 = a4 + 4a3h + 6a2/i2 + 4ah* + h\ 

U. s. w. Setzen wir a = 1 und h = 1, so ist für jeden ganzzähligen 
Werth von n 

9 , _ , , „ , n(n-1) n ( n - 1 ) ( n - 2 ) n(n-l)(re—2)(»—3) 

Setzen wir aber a = l und /? = — 1 ; so muß weil 1—-1=0 und 
0n = 0 ist, für jeden ganzzähligen Werth von n 

n(n—i) n(n—l)(n—2) . n(n—i)(n—2)(n—3) 
1 _ n + l T 2 ~ ~ 1.2.1 + Ü27T4 ± 1 = 0 

seyu. 11. s. w. 
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§. 86. Z u s a t z 4. Wie wesentlich auch in diesem Lehrsatze 
die Bedingung sey, daß selbst die Jetzte abgeleitete Fnx für alJe 
innerhalb a und a + h liegenden Werthe von x dem Gesetze der 
Stetigkeit gehorche (von den übrigen versteht es sich dann von 

selbst), mag uns das.Beyspiel der Function • • beweisen. Die 

Menge der abgeleiteten gehet hier in das Unendliche; sie sind 
der Reihe nach 

1 2 _ _ 2 . 3 2 .3 .4 2.5-.-n 
(4—x)*' (4—*)»' {4—x)v (4 — x)*9 " " (i—x)n^ 

u. s. w. Für den Werth x = 4 aber werden diese abgeleiteten 
insgesammt unstetig. Nehmen wir also a z. B. = 3, h aber = 2 
an : so läßt sich von der Function Fnx, wie man auch n bestimme, 
nie behaupten, daß sie für alle Werthe von x = a bis x = a + h 
(d. h. von 3 bis 5) stetig verbleibe. Da sich nun 

F(a + h) = -—- , = — 1, Fa = I, F'a = !, F"a = 2. 

F'"a = 2.59 Fira = 2.5.4, 

und überhaupt Fra=2.5.4"-r findet; so sollte, wenn die Formel 
des Lehrsatzes auch noch für diesen Fall gälte, 

yn 

- | = l + 2 + 2- + 2- + 2 - + . . . + - ( i - - ^ - - -

seyn. Nun gibt es aber für jeden g e r a d e n Werth von u, der 
also ein ungerades n+ \ macht, wirklich einen Werth für fi, 
der dieser Gleichung genug thut ; nämlich der größte den fi an-

2n 

nehmen kann, = 1 gibt j - + 1 = —2n, und es ist ganz gewiß, daß 
(1" 2fi) 

— 1 = i .4-2+ 22 + 2 3 + ••• + 2"- 1 — 2n 

oder 
2n— 1 = 1 + 2 + 22 + 23 + • • • 2T-1 

(§.) sey. Allein bey einem u n g e r a d e n n gibt es gar keinen Werth 
2n 

für jU. der jene Gleichung wahr mache, weil jrz^9~\n+i ^or^mm 

während positiv verbleibt, wenn n ungerade, und somit n+1 
gerade ist. 

§. 87. Z u s a t z . Wenn sich erweisen läßt, daß die Reihe 
Un hn+i h1l+r 
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für jeden Werth, den [i annehmen kann, durch bloße Ver

mehrung von n kleiner aJs jeder gegebene Bruch in werde und 

verbleibe, so groß man hinterher auch r macht; so wird (aus 
§.) auch folgen , daß wir 

F(a +h) = Fa + hFa + %F"a + ^F'"a + • • • in inf. 
*_2 Jt. J 

setzen dürfen. So ist zum Beyspiel die r-te abgeleitete von 
i 9 % ... r i 

- gleich ±-77-,—wir* Setzen wir aJso FX=-T—T > a == 0, h > 0 
1 +x* ( l+;x:) r + 1 i+x 

hr = 
und < 1 ; so ist —= F'(a + iili) auf jeden Fall < hr und die 

2. i • • • r 
Reihe 

Un fan+l Ln+r 

fn* + TT^T1 r iFn+la + • • + Ö- i r-rziP+'i* + **) 2 . 3 - - n ' 2 . 3 - - - H + 1 ' ' 2 . 3 - ( r a + r ) 

nimmt ins Unendliche ab, wenn wir n ins Unendliche vermehren; 
weil sie ^hn + hn+1 + hn+2 H h hn+r ist. Also dürfen wir 

= \ — h + h2 — h3 + h* — h5 -\ in inf. schreiben. 

§. 88. L e h r s a t z. Wenn eine Function Fx so beschaffen 
ist, daß ihre abgeleiteten Functionen, nicht nur die ersten n 
(wie im vorigen Lehrsatze angenommen wurde) sondern auch 
alle folgenden in das Unendliche hin, für alle innerhalb a und 
a+h liegenden Werthe der x m e ß b a r e Z a h l e n sind; für den 
bestimmten Werth x = a aber Werthe von solcher Art annehmen, 
daß Frx für jedes innerhalb a und a + h gelegene x nach seinem 
absoluten Werthe, fortwährend kleiner verbleibt als eine ge
gebene Zahl M. r mag so groß werden als man nur will; so 
haben wir immer die Gleichung 

F(a + h) = Fa + hFa + %F'a + ^F'"a + ^t-JlYx + . . • 

• + T T - - ? ' * + & oder a u c h <-.:>• r 

F(a + h) = Fa+hF'a + ^F"a + ^F"a + ^4F
Iva + ••• 

. hr 

2.3 r F
ra H in inf. 

B e w e i s . Vermöge des vorigen Lehrsatzes haben wir bey 
der Voraussetzung des gegenwärtigen, daß Frx für jeden Werth 
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von /• eine meHhaie Zahl vorsielJe: sofern wir n u r ,v innerhal l ) 

a und a + fi a n n e h m e n , die Gleichung" 

F(a + h) = Fa + hFa + ' '*F'a + -j^F"a+-- • 
2 2. *> 

h>< 
> + J ) 

und wenn wir r und um ,s v e r m e h r e n 

2Г-Г:"г/>ä + 2TГ^(Г+>) p + , ( a + ' ł / , ) 

/»/. /). 

//(a + //) = Fa + h Fa + ''* E'a + -''-_- F"a + ••• + ~t' Fa + 
2 2 . *> 2 . v • • r 

/,H 1 Lr+s + l 
+ r--.- - — - — p + i a + • • • + ^ ^ - i i _ - ^ + ,*/,). 

2.->---(r + l) 2 .*>••• (r + -s + 1) 
worin das Zeichen fi e ine gewisse (nicht eben in b e y d e n Aus
d r ü c k e n dieselbe) Zahl bedeutet , welche nie a u ß e r h a l b d e r 
G r e n z e n 0 und 1 l iegen wird. Gibt es nun e ine Zahl M g roß 
genug, um b e h a u p t e n zu k ö n n e n , d a ß Frx nach se inem abso
luten W e r t h e f o r t w ä h r e n d < M verble ibt , so g roß man auch r 
w e r d e n lasse, nimmt m a n n u r „v stets i n n e r h a l b a und a + h: 
so ist ein j e d e s Glied d e r Reihe 

L r i l Lri2 
U F> I l n I _ _ / y > | - 2 o _ | _ 

2 . V . . ( r + l ) / d + 2 . V . - ( r + 2) / a + 

+ 2.V-.(,- + . s + 1 ) / l 

die in der zweyten ( d e i c h u n g statt des Gl iedes 

2^9+7> / , V ,'< a + '* 
<]ev e rs ten erscheint, n a c h seinem absoluten W e r i h e k l e i n e r als 
das g l e i c h n a m i g e d e r Reihe 

Lr-\ 1 ltr \-2 Lr-\ K f 1 

M H M H I M. 
2 . i • • • (r + 1) ^ 2 . 3 • • • (r + 2) ^ ^ 2 . 1 • • • (r + -s + 1) 

Folgl ich ist auch der W e r t h j e n e r ers ten Reihe auf j e d e n Fall 
k l e i n e r als es der W e r t h der letzteren selbst in dem Falle ist. 
w e n n wir a l len G l i e d e r n ein und dasselbe Vorzeichen zugestehen, 
d. h. h positiv a n n e h m e n . Fs laßt sich a b e r erweisen, d a ß der 
W e r t h d i e s e r letzteren Reihe k le iner als j e d e gegebene Zahl 
gemacht w e r d e n k ö n n e , wenn wir n u r r grofi genug n e h m e n . 
s wachse d a n n h i n t e r h e r noch in das Unendl iche fori. D e n n 
diese Reihe4 ist 
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_hr+1M I". h h* _ ^ 1 
2.3'.'"(r+1) L + r + 2 + (r + 2)(r + 3 j + ' " + (r + 2)(r + 3)•• • (r + * + 1)J 
ni nimi also stiirkcr ab als die nachfolgende 

hr+1M |\ . h . t h \* 
2 . 3 -í?^uh^s+(ři5),+ -+U-a)T 

Nehmen wir also r erst so grofi, dafi r + 2 grófíer als z. B. 2/i 
ist: so verbleibt 

1 + 4'2 + (FT2) , + - ÍWlW-
(nach §.) < 2. Also ist die nun eben angefiihrte Reihe fiir diesen 

hr+1M und jeden grofieren Werth von r jedesmahl < =--:—-,—rir\- 1 } " J ° J 3 .4- - - ( r+ l ) 
Werth dieses letzteren Ausdruckes aber wird offenbar immer klei-
nei\ je grofíer wir r nehmen und líifít sich ins Unendliche vermin-
dern. Denn so oft wir r nur um Eins vermehren, multipliciren 
wir diesen Ausdruck mit einem neuen Factor von der Form 

——r der somit < | ist. Aus §. wissen wir aber, dafi durch eine. r + * 
beliebige Anzahl von Wiederholungen eines solchen Verfahrens 
d. h. durch fortgesetzťe Multiplicirung mit Briichen, die <-£ sind, 
jede gegebene mefibare Žahl in das Unendliche vermindert 
werden konne. Um so gewisser also láfit sich die Reihe 

Ur+l Fr+la Lr+2 

2.3 • • • ( r+ 1) ' 2 . 3 -(r + 2) 
hr+s+l 

- + 2.V-fr + . + l ) r W ' ( ' + '*) 

durch blofie Vermehrung von r in das Unendliche vermindern. 
Daraus aber folgt (nach §.) 

F(a + h) = Fa + h F'a + %F"a + ~F"'a + • • + —J*—F'a + & 
d d , J dá • .S ' ' V 

und 

F(a+h) = Fa + hFa + l4F"a + ^F"a+-+lTÍ- F'a + --in inf. 
dá dá. y d . ) • • • v 

§. 89. Z u s á t z. Ergibt es sich fiir einen besonderen Werth 
von a oder auch uberhaupt fiir jeden Werth von x9 dafi die 
( n + l ) - t e abgeleitete Fn+1a und alle ihr f o l g e n d e n blofie Nulleii 
sind: so hat man 

F(a+h) = Fa + hFa + ^ P a + • • • + =-£" P a . 
2 2 . 5 - / Í 
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Aus §. 84 wissen wir, dafi dieser Fall für jeden Werth von a 
eintritt, so oft die Function Fx eine bloß rationale und ganze 
Function ist; für einzelne Werthe von a aber diese Erschei
nungen auch bey manchen Functionen von einer anderen Art 
eintreten. 

§.90. Z u s a t z . Setzen wir h = z—a und somit a + h = z, wel
ches erlaubt seyn wird, wenn alle abgeleiteten unserer Function 
für alle Werthe der Veränderlichen innerhalb a und z meßbare 
Zahlen sind; und wenn überdiefi irgend eine beständige Zahl M 
groß genug angeblich ist, um behaupten zu können, daß die 
Werthe aller dieser abgeleiteten, innerhalb der soeben erwähnten 
Grenzen ihrer Veränderlichen fortwährend <C M verbleiben: so 
erhalten wir 

Fz = Fa + (z-a) F'a + {z~a^F"a + (z~^F"a + (~y^FIva + • • • 

•••+(z~a)r Fra + & 2. y. 4 • • • r 

Fz = Fa + (z—a)Fa + (z~^F"a + (z~4^F"a + . - - in inf., 

odei 

welche Formel, zumahl für den besonderen Fall, daß a = 0 ist,, 
die Mac lau r i n s c h e Formel genannt wird. 

§. 91. A n m e r k u n g . Ohne mich hier in eine umständliche 
Prüfung der verschiedenartigen ßewTeise einzulassen, die für den 
Taylorschen und Maclau rinschen Satz bisher geführt worden 
sind: erinnere ich nur, daß sich die Fehlerhaftigkeit der meisten 
schon durch den Umstand offenbare, daß sie (wie man zu sagen 
pflegt) zu v ie l b e w e i s e n ; d.h.dafi man sich Schlüsse er laubt ,aus 
denen sich, wenn sie zulässig wären, ergeben müßte, dafi diese For
mel auch in gewissen Fällen gelte, in denen sie doch entschiedener 
Mafien nicht gilt.Für einen der strengstenBeweise sieht man denje
nigen an, den Lag r ä n g e (in der Theorie des fonctions analytiques 
und in den Legons sur le calcul des fonctions) gegeben, den auch 
so viele Andere z.B. K ä s t n e r , T e m p e l h o f , P f a f f , B o h n e n b e r -
g e r, M a y e r, P r a. s s e, P a s q u i c h, E y t e 1 w e i n, B r o s i u s, O h m> 
Y o u n g , (Elements of the differential Calculus. London. 1831) 
im wesentlichen noch immer beybehalten haben. Die Schwäche 
dieses Beweises bestehet (wie auch Hr. G r u n e r t in der Fort
setzung des Klügeischen Wörterbuches B. 5. S. 8. bemerkt) 
in der Voraussetzung, dafi sich F(x + i) — Fx in der Form 
Aia + Biß + ... darstellen lasse, welches, da F(x + i) — Fx jede be-
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liebige Function von i bezeichnen kann, im Grunde nichts 
anderes als die Voraussetzung ist, daß eine jede Function einer 
Veränderlichen x unier der Form Axa + Bxß + . . . enthalten seyn 
müsse. Diese Voraussetzung ist aber in solcher Allgemeinheit 
nicht nur noch unerwiesen, sondern entschieden falsch. So weiß 
man z. B. recht wohl, daß sich die Function log x bey keiner 
als Basis angenommenen reellen Zahl durch eine solche Reihe 
darstellen lasse. Man gesteht diefi auch ein; sagt aber, daß der 
Fall, wo eine solche Fntwiklung nicht angeht, nur ausnahms
weise, nur für gewisse Werthe der Veränderlichen eintrete. So 
lange man also (heißt es) x noch in s e i n e r v ö l l i g e n A l l g e -
m e i n h e i i läßt, sey die Annahme F(x + i) — Fx = Axa + Bxß + . . . 
verstattet. Ich will hier nicht die sehr uneigentliche Redensart 
rügen, daß man x in seiner völligen Allgemeinheit nehme, wenn 
man es so nimmt, daß es nicht j e d e b e l i e b i g e Zahl vorstellen 
kann. Gerade dieß heißt ja, einen Ausdruck nicht in seiner 
völligen Allgemeinheit nehmen. Man sollte also vielmehr sich 
äußern, daß die Gleichung F(x + i)—Fx = Aia + Biß-\-... zwar 
nicht für jeden Werth von x, auch nicht für jeden von/, aber 
doch immer für gewisse, j a (wenn mann will) unendlich viele 
Werthe gelte. Aber es handelt sich um den Beweis dieser Behaup
tung. Diejenige Mathematiker, welche wie L a g r ä n g e selbst, 
oder wie neuerlich auf das Bestimmteste Hr. O h m (in s. System 
der Math. Till. 3. S. 58.) unter einer Function nichts anderes 
verstehen als einen Ausdruck, in welchem einander mehrere 
eine Veränderliche Zahl bedeutenden Buchstaben, und allenfalls 
auch gewisse Ziffernausdrücke vermittelst eines oder mehrerer 
Operationszeichen verbunden sind, behaupten hier freylich etwas, 
daß sich nach ihrem Begriffe vollkommen rechtfertigen läßt: 
wie denn auch Einige von ihnen, nahmentlich Hr. O h m Beweise 
für ihre Behauptung geliefert haben, denen im wesentlichen 
nichts auszusetzen ist. Allein wir dürfen nicht vergessen, daß 
der Satz, den sie auf solche Weise unter dem Namen des Tay
lorischen Lehrsatzes darthun, eine Wahrheit von sehr beschränk
tem Umfange und Gebrauche sey, mit deren Aufstellung wir 
uns auf dem gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft nicht 
wohl befriedigen können. Bey jenem Begriffe von einer Func
tion wäre nämlich der Satz lediglich nur auf solche veränder
lichen und von anderen abhängigen Zahlen und Größen anwend
bar, von denen wir schon im Voraus wissen, daß ihr Verhältnifi 
der Abhängigkeit sich durch eines oder mehrere Operations-
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zeichen darstellen läßt. Es gibt aber eine viel allgemeinere Wahr
heit, die nämlich, daß eine jede Zahl, welche von einer andern 
nach einem solchen Gesetze abhängt, daß eine abgeleitete an
geblich ist, auch der im §. 82 gelieferten Taylorschen Formel 
gehorchen müsse. Daß dieses eine viel allgemeinere Behauptung 
sey, sieht Jeder ein; oder wie ließe sich, es wäre denn eben 
nur durch Benützung des Taylorischen Satzes erwiesen, daß eine 
jede Zahl, welche, von einer andern nach dem soeben erwähnten 
Gesetze abhängig ist, darstellbar seyn müsse durch einen Aus
druck, der keine andern als jene Operationen in sich faßt, da 
doch oft nöthig ist, daß wir derselben eine unendliche Menge 
anwenden, und auch noch hier für einzelne Werthe Ausnahmen 
Statt finden? 

§. 92. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für alle innerhalb 
a und b gelegenen Werthe ihrer Weränderliehen nicht nur eine 
erste, sondern auch eine zweyte, dr i t te , . . . und n-ie abgeleitete 
hat; und wenn auch diese letzte noch für alle innerhalb a und 
b gelegenen Werthe der x wenigstens stetig ist; so gibt es für 
jeden innerhalb a und b gelegenen Werth von x ein sowohl 
positives als negatives i so klein, daß wir nicht nur die Gleichung 

F(x ± i) = Fx ± iF'x+ % F"x ± ~~ F'"x + • • • ± ;•••- ~ F»(x ± /ii) 

ansetzen dürfen, sondern daß iiberdieß auch jedes Glied in der 
rechtsliegenden Reihe, welches nur nicht schon für sich selbst 
= 0 ist, nach seinem absoluten Werthe größer ist als die alge
braische Summe aller nachfolgenden. 

B e w e i s . 1. Wenn x ein innerhalb a und b gelegener Werth 
ist, und wir nehmen i nur klein genug, damit es sowohl <x—a 
als auch < b — x sey: so liegt auch x+i sowohl als x—i inner
halb a und b. Die Function Fx hat sonach für alle Werthe 
ihrer Veränderlichen von x—i bis x + i die n ersten abgeleite
ten, und noch die letzte derselben ist stetig; also ergibt sich 
aus §. 82, daß wir die Gleichung haben: 

F(x ± i) = Fx ± iF'x+l~ F"x ± ~ F'"x + • • ± ~ — F* (x ± /«). 
& (L, y £ ,!)''• n 

wobey (i eine gewisse nicht außerhalb 0 und 1 liegende Zahl 
bedeutet. Wenn aber diese Gleichung erst für einen bestimmten 
Werth von i bestehet: so bestehet sie für jeden noch kleineren 
um so gewisser. 
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2. Wenn nun verlangt wird, einen Werth für i zu finden, 
dabey das vorletzte Glied in der Reihe, nämlich 

in~ * 
_ Fn~1x 
2.5-(n-\y 

nach seinem absoluten Werthe größer als das letzte 

F"{x + fii) 
2 . 3 - n 

wird: so ist es ein Leichtes, diese Forderung zu erfüllen, wenn 
nur F"""1^ für den gegebenen Werth von x nicht eben =() ist, 
was wir im Lehrsatze uns schon bedungen haben. Weil nämlich 
Fnx für alle innerhalb a und b gelegenen Werthe der x stetig 
ist; so gibt es unter den sämmtlichen Werthen desselben einen 
g r ö ß t e n in der Bedeutung des §.24 (1. Abschn.). Bezeichnen 
wir diesen durch Fnq oder sonst eine andere beliebige größere 
Zahl durch Q; so ist kein Zweifel, daß Fn(x + iii) nach seinem 
absoluten Werthe <̂  Q ist. Nehmen wir also ein i so klein, daß 
nebst den beyden Bedingungen i<x—a und i<b—x auch noch 
die dritte 

. n Fn~x x 
1<—Q~ 

erfüllt wird: so bestehet gewiß auch noch das Verhältnifi 

. n F " - 1 * 
1 Fn(x + /ii) 

jn—1 

und folglich auch, wenn wir beyderseits durch — multipliciren 

i"-1» in-1nF"-1Jc 
2 .3 - -n 2 . 3 -nFn(x + fii) 

d. i. 
in 4n—1 I/Vi—l-y 

J^-n^ + ^^S^iY 
3. Wenn es nicht eben das vorletzte, sondern irgend ein 

früheres Glied ist, von dem man verlangt, daß es nach seinem 
absoluten Werthe größer als die algebraische Summe aller nach
folgenden Werthe; so können wir diese Aufgabe alsbald auf 
die nur eben betrachtete zurückführen; indem wir die Reihe 
rechterhand immer so abkürzen können, daß das uns angege
bene Glied darin das vorletzte werde. Denn wenn die n-te ab
geleitete Fnx die Beschaffenheit hat, stetig zu seyn; so haben 
auch alle früheren diese Beschaffenheit, weil sie ja selbst eine 
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| 2 

abgeleitete haben, ist es also z. B. das dritte Glied oder wF"x\ 

daß wir größer als die algebraische Summe aller folgenden 
machen sollen: so nehmen wir nur ein fi von der Art, daß 

F(x + i) = Fx + iF'x+^F"x + ^F'"(x + tLi) 

i3 

sey; wo denn das Glied — - f'"'(x + fii) = der Summe aller auf 
i2 -„ 
-j F"x folgenden, oder 

= £/'[X + 2^T4FirX + --+2^^ 

ist. Wählen wir nun i so klein, daß nebst den beyden Verhält
nissen i<x—a und i<b—x auch noch das dritte Verhältnifi 

5F"x 
l<T*(x~+itij 

eintrit. welches, wenn F"x nicht =(), immer möglich ist: so wird 

i2
2F"x>^F'"(x + la). 

also auch 

> &, F'"x+2:0 *"*-+db F"ix+"''> 
seyn. Sollte gleich das erste Glied Fx größer als alle folgenden 
werden: so haben wir nur. wenn 

F(x + i) = Fx + i F'(x + fii) 
ist. nöthig 

. Ix  
l^F'(x + fii) 

zu nehmen. 

B e y s p i e l . So hat die Function für alle innerhalb 0 und 

jeder anderen Zahl gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen alle 
abgeleiteten; es gilt also immer die Gleichung 

1 1 I . І2 І3 . i- І ;в-i 

•V» I l "V -ya -v»3 v * ^ -v1** x + i x x2 x3 x* xh (x + fii)n 

Setzen wir hier z. B. x = i: so wird 

1 2 - 4i + 8i2 - 16i 3 + 3 2 i 4 — • • ± l"^ 
i + i ^ ~(h + l*i)n 

Wollten wir nun einen Werth für i erfahren, bey welchem 
in—2 

das (n—l)-te Glied dieser Reihe d. i. •-„- t nach seinem abso-
xn-l 
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luten Werthe größer als das n-te wird: so brauchen wir für fi 
nur denjenigen nicht außerhalb 0 und 1 gelegenen Werth zu 
wählen, für den 

am größten wird. Diefi geschieht offenbar für fi = 0. wo dieses 
Glied in 2" übergehet. Um also 

. ^nF*~xx 
l < Fnq 

zu erhalten, müssen wir 

t<2—=s 

2" 2 

wählen. Und in der That genügt schon der Werth i = \ zu 

unserem Zwecke; denn das Glied /|—1 wird bey diesem Werthe 
in—l 

= 2, während das letzte Glied - — - — T - = 1 wird. Auch findet 
( 2 + I4,1) 

sich für diesen Werth ganz richtig 

— ^ = 1 =2 — 2 + 2 — 2 + 2 — 2 - + — ± 2 + 1. 
Y + a 

§. 95. L e h r s a tz. Wenn eine Function von x für alle Werthe 
ihrer Veränderlichen x von a einschließlich bis a + h folgende 
Gleichung erlaubt: 

Fx = A+B(x-a) + C(x — a)2 + D(x — a)3 + ••• + R(x — a)r + Sl. 

worin die Zeichen A. B, C, _D, • • R gewisse meßbare und von x un
a b h ä n g i g e Zahlen bedeuten, Sl aber durch bloße Vermehrung 
von r in das Unendliche abnimmt; wenn überdieß bekannt ist. 
daß die Function Fx mindestens für den Werth a und für einen 
Zuwachs, der von demselben Vorzeichen mit h ist, nicht nur eine 
erste, sondern auch eine zweyte, dritte und alle folgenden abge
leiteten in das Unendliche fort ha t : so muß 

A = Fa, B = Fa, C = -£--. D = £ - £ , - H = ^ - r 

seyn. 

B e w e i s . Daß A = Fa seyn müsse, ergibt sich schon daraus, 
weil die gegebene Gleichung für den Werth x = a bestehen soll, 
und hier in Fa = A übergehet (§.). Da ferner nicht nur das Glied 
linker Hand d. i. Fa, sondern auch alle auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens vorkommenden Glieder A. B(x—a), C(x—a)2, 
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D(x—a)3, • • H(x—a)r bis etwa auf «ß, eine erste, zweyte, drit te, 
und alle folgenden abgeleiteten haben, weil diese Glieder ins-
gesammt bloße rationale Functionen von x sind: so ist, wenn 
wir zu beyden Seiten der Gleichung die erste abgeleitete nehmen, 
nach dem vorigen §. 

F'x = B + 2C(x- a) + >D(x—a)2 + - • • + rR(x—a)*-1 + &l± (1) 

und diese Gleichung muß für dieselben Werthe, wie die gege
bene, bestehen. Es ist also, wenn war x = a nehmen, F'a=B + £lx\ 
woraus (nach §.) B=F'a folgt. Eben so findet sich, wenn wir 
von der Gleichung (1) abermahls zu beyden Seiten die abge
leitete nehmen, v. 

F"x = 2C + 2.->D(x—a) + + (r—l)rR(x—a)r-2 +£l2, (2) 

woraus sich für 

x = a, F"a = 2C + £l2 und C = ~,-» 

ergibt. Auf gleiche Weise findet sich 

F'"x = 2.3 D + • • • + (r—2) (r— 1 )r K(x—a)r~* + £l3 (3) 

und daraus für x = a. 
F'"a 

F'"a = 2.3D + £i3 oder D = -~-
Man sieht von selbst, wie diese Schlüsse stets fortgesetzt werden 

Fra 
können, und allgemein / f = - •• geben. 

§. 94. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Functionen Fx und 4>x 
für einen gewissen innerhalb a und b liegenden Werth von x 
einander im Werthe gleichkommen, und eben cließ gilt auch von 
ihren ersten, zweyten, bis zu der n-ten abgeleiteten, so daß sich 
erst die Werthe der (n+ l)-ten abgeleiteten F*+1JC und <Pn+1jc für 
den bestimmten Werth von x unterscheiden; wenn überdiefi jene 
abgeleiteten auch stetig sind: so behaupte ich, daß der Unter
schied F(x+i)—@(x+i) nach seinem absoluten Werthe durch 
bloße Verminderung von i kleiner gemacht werden könne, als 
der Unterschied zwischen irgend einer von diesen Functionen 
und einer dritten fx, bey der nicht eben so wie zwischen Fx 
und 0xr alle die nachstehenden (ra+1) Gleichungen Fx = fx, 
F'x = f'x, F"x = f"x, .. Fnx = fnx Statt finden. 

B e w e i s . Weil die zwey Functionen Fx und <PJC, wenigstens 
(n + 1) abgeleitete haben, und auch noch diese stelig sind; so 
gelten die beyden Gleichungen 
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F(x + i) = Fx + iF'x + l*F"x + 

:У

+'—ľ"x + lT,J",+1(x + џi) 
2 . J - - П 2 . v • ҷn + 1) 

,Vi + l 

0(x + i) = 0x + i&'x + '- &"x + • • • 

. . . + J" -0nx+ .„__. &n + l(x+vi^ 
2.y---n 2 . v • (n + 1) 

wo /i und v ein Paa r nicht a u ß e r h a l b 0 und 1 l iegende Zahlen 
bedeu ten . Weil fe rner für den bes t immten Werth von x 

Fx = 0x\ F'x = &x\ F"x = 0"x\ • • • Fnx = &"x 

seyn soll: so e rha l ten wi r 

F(x + i) — 0(x + i) = :v~^~-r—T-n I ̂ ' ^ + &) ~ ^ + 1 ( * + vi^ JL . 1 • • • (fl -+- 1 ) 

\)er Unterschied F"+1(x + fU) — &n+1(x + vi) ve rände r t sich mit /, 
er k a n n aber , wenn wir /. anzufangen von e inem gewissen 
W e r t h e y, in das Unendl iche a b n e h m e n lassen, nie größer we rden , 
als er dann wird , wenn wi r für Fn+\(x + (ii) den größten, für 
&n+1(x + vi) den kle ins ten Wer th setzen, welchen die beyclen 
Funct ionen Fn+1(x +i) und @n+1(x + i) i nne rha lb x und x + j 
a n n e h m e n ; und solche größte und kle ins te Wer the derse lben 
m u ß es vermöge der vorausgese tz ten Stet igkei t de r se lben geben. 
Bezeichnen wir nun diesen größten Unterschied durch Q ; so 
ist nach seinem absoluten Wer the 

inlO 

nv + O-*(.v + fl?;r;-—(^+n-
Wenn nun in dem Verhal tn iße zwischen den beyclen Func t ionen 
Fx und fx n icht e inmahl die ers te im Lehrsa tze angeführ te 
Gle ichung nämlich Fx = fx bes tehe t : so nimmt d e r Unterschied 
F(x + i) — f(x+i), so sehr er sich auch mit i v e r m i n d e r n mag, 
s icher doch nicht in das Unendl iche ab. weil sonst aus der vor
ausgese tz ten Stet igkei t de r Funct ionen Fx und fx folgen müßte , 
d a ß Fx=fx sey. Es gibt also eine Zahl P, die klein genug ist, 
um immer k le iner zu bleiben als dieser Unterschied nach seinem 
absolu ten Wer the . Also ist P < F(x + i)—f(x + i). Nehmen wir 

p 
demnach i so klein, daß in+1 < 2 .5 • • > (n + 1) . . ; so wird auch 

in+1Q , ^ 
_ — </-> UU(J u m s o gewisser <[F(x+i) — f(x + i) nach 

seinem absoluten Wer the . Wenn aber Fx = fx, und vielmahl auch 
12 
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etl iche d c r Gle ichungen Fx = f'x. F'x = ("x. • bestehen : so 
seyen Fm

x=fmx die höchst abgele i te ten , welche e inande r noch 
gleichen. U l l d /// hiebey < //. Ks ist aber 

I(x + i) ^ Fx + iFx + **F'x + • • 

im jm +1 

2. •>• • • in 2. •>• • • (in + I) 

/(.v + / ) ^ / . v + / / ' . v + ' )
2 / " . v + - . 

;m +1 
• • • + t) -„ fmx + lV-_ 7™-T"[r/

m + 1(A' + vi). 
2. ->• • m 2. v • • (/// + 1) 

wo // und /' nicht dieselben, sondern nu r ähn l iche Bedeu tungen . 
wie im vo rhe rgehenden , haben . Mithin ist 

jm +1 

I'V' + i)—f(x + i) = 0 - : : : { m + 1} \F
m + 1(x + tii) — f»+1(x + vi)\. 

Weil abe r Fm + 1x n i c h t =fm + 1x; so nähern sich auch F w + 1 (^+/ / / ) und 
/W + 1(A' + W) bey der unendl ichen A b n a h m e von / nicht ins Un
endliche. Bezeichnen wir also durch P e ine Zahl so klein. daß 
der Unterschied [Fm + 1(x +/ü) - fm + 1(x+ vi)\ nach seinem abso
luten Werlho (o r twährend g rößer verbleibt , als sie: so haben wi r 

; m +1 i III ' JL 

IJx+i) — f(x + i) . _ . , 4J\ Wenn wir somit einen Werth 
2. v • ( / / / + I) ^ 

für / k le in genug wählen, damit /""m<- (tu + 2) (tn + ^)- ••(/?+ 1) () 
jn + l jm + 1 *< 

ausfa l le : so ist auch --—_——; ,—rvQ T^= ; r -TT^- l l m s o £ o 
2. *>• • • (rt + I) 2 . ->• • • (/// + 1) 

wisser F(x + i) — 0{x + i) < F(x + i) — f(x + /). 
ß c* y s p i e l . Scy 

1 v4—— ) vli 4- (> v 4- -. 
/ \ v = - ~ j ; r : *.v = .v : i-2.v2 + 2.v: /.v = .v3 +2.v2—()X + 4: 

so isl 

p A , . _ - _ _ _ ^ ^ '- <*>'.v=3.v2—4v + 2: /'.v = 3.v2 + 4.x— (>: 

F'.v = xva—.v : <f>"x = ().v—4; f'x = (>.v + 4: 

l'"'x = 6x— I : &"x = (): f'"x = (>: 
Fn'x = (y. _ " \ v = (): / / r . v = 0. 
Nehmen wir nun für .v den besonderen Werih 1 an : so findet sich 

Fx = «frv = fx = 1 : 
F'x = 0'x = f'x=\: 
F"x= 0"x = 2: abe r f'x = 1 0 : 
E".v=3: 0"'x = f"'x = b: 
Fvx = b: 0TVx = fIvx = (). 
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Nach unserem Lehrsatze werden somit die beyden Functionen 
F(x + i) und $(x + i) für den kleinsten Werth von i einander 
näher kommen als F(x + i) und f(x + i) oder &(x + i) und f(x + i). 
In der Thai findet sich aber für den Werth x=i 

F(\+i) = i+i+i* + ?£+l* 
<z>(l+,:) = i + ,: + ;2 + l;3 
f(i+i) = i+i + 5i* + i*. 

Also der Unterschied 

F(\+i)-<P(i+i) = -l*) + * 

/Ҷl+i)-/(l+ŕ) = - 4 i 2 - £ + 1 ^ 

wo denn der zweyte nach seinem absoluten Werthe offenbar 
größer isi als der erste, wenn wir z. B. nur i=i setzen. 

§. 93. Leh r s a t z . Wenn eine Function F(x,y) zweyer von ein
ander unabhängiger Veränderlichen x.y für jeden innerhalb x 
und x+Jx gelegenen Werth der .v. und für jeden innerhalb y 
und y+Ay gelegenen Werth der y. eine erste, zweyte, • • und 

d F(x u) 
m-iv abgeleitete in Hinsicht auf x hat: wenn ferner auch —-—- " ' 

i i i f'a -^(-V. y) i ± i 

noch eine erste, zweyte. • • • /Me: — r * ^ noch eine erste, zweyte, 
dmF(x u) 

••• (j-ic ii. s. w.: i""ä noch eine erste, zweyte. • • /-te abge
leitete in Hinsicht auf y hat; wenn endlich diese letzte abge
leitete innerhalb der Grenzen x und x+Ax und y und y+Ay 
steiig sind; die Function F(x.y) selbst aber stetig auch noch für 
die Werthe x und x+Ax,y und y+Ay ist: so läßt sich jeder
zeit die Gleichung ansetzen 
F(x+Ax.y+Ay) = 

y) Ax2 d2F(x,y) 
^ " 2 ' " " dx2 ^ 

Axm dmF(x + piAx.y) 
m "• 

= Ң X . У ) + ^ . ^ + ^ A У ) + 

' + 2 . 3 •m' Í/JC1 

_i_ inúB^yl^y2 ***(*'y). , 4«/ft ^ ( * . y + » 4 ) • 
+ 'y </«/ + '~2~" ř/.i7- + - + 2 -/; — • ť/ i/B + 
, d*F(x,y) . . Ay* d%F(x,y) , 

+ AxAy>-.^-+Ax X • i i a •• 
ř/.vf/y 2 dxdy* 

_i_ ^ - l̂/" f/"+1F(.v,y + ?t^t/) 
" " h ^ 2 . 3 . / / " ř/ .vV "^ 

12* 
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A-^A d'F(x>y) Ax~ Jy~ <_____*, y) , 
+ 2 y dx'dy + "2 " 2 " dx~dy~ + " 

Jx~ Jy" d_+~F(x,y_+xJy) 
"' + 2 " 2 .3 • • • q' d'x~ dy'i 

Jxm d~+1F(x+fiJx,y) Jxm_ Jy_ dm+~F(x + fiJx.y) { 
+ 2 . 3 - m y dxmdy ' + 2 . 3 - m " 2 " 'dx'dy*" 

Jxm Jy1 (_______ __x,y+ rJy) 
2.3 •in l.~-t' dx'dy1 

IJ t* w e i s . Aus den vorausgesetzten Bedingungen ergibt sicJi, 
wenn wir nur JC um Jx wachsen lassen nach §. 82 

„-,. . . . r , / v , . dF(x.y) . Jx~ d~F(x.ij) . 
t(x + Jx, y) = f (x, y) + Jx - ~^-— + ~~r ' — ^ + '' " 

, _Jx"__ dm F(x + fiJx_y) 
' + 2 .3 • •"• m'~" dx»~ ~~' ( } 

Wächst aber auch y um Jy: so mufi 

F(x + Jx, y + Jy) =- F(x.y + Jy) + Jx d h ( ^ + Jy) + 

Jx~ d~F(x,y + Jy) Jx~__ <_[mV_x + fiJx.y+Jy) 
+ 2 - ^ - - - - • - H • _ „ _ _ _ ^ . .^__... w 

seyn. Allein das Glied F(x.y + Jy) läfit sich abermahls auf fol
gende Weise entwickeln: 
i-v i ^ \ iv \ , , dF(x.ij) , Jii~ d'FLx.u) , ~ (x.y + Jy) = t(x,y) + Jy--^JI + £ . —-^fJ/ + • • • 

Jyn dnF(x,y + vJy) 
'" + 2.~---n dy~ ' [> 

Ferner läfit sich auch das Glied Jx -j-—- entwickeln, wenn 
dF(x,if) , 

wir . I als eine ursprüngliche Function betrachten, deren 
d~F(x.u) 

erste, zweytc, • • •/*-te abgeleitete in Hinsicht auf y durch , V •-> 
d~F(x.ii) dp+1F(x.y) oxdy 
-••••.—r'i • ••• -—j—rir- vorgestellt werden können. Wir erhalten rt.v dy~ dx dyp ~ 
also 

jx
dI(*^y)=jx<

IF(*'y)+jxju *£(*#)+ 
dx dx dxdy 

A-J^2 d*Hx.y) Jy* d~+1F(x,y_±__Jij) 
+ JX-~T "dx~dy~ + - + ^ 2 : r : ; / V dx~d~~ (4) 

Eben so lüßi sich das Glied (> j a noch woher enl-
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d*F(x v) 
wickeln, wenn wir r~a a^s e i n e ursprüngliche Function be
trachten, deren erste, zweyte, ••• q-te abgeleitete in Hinsicht 

,. , , d*F(x,y) dlF(x,y) d*+*F(x,y) , ... , 

auf y durch -^V-, _ ^ « - , • • • - _ j ^ - vorgestellt werden 

können. Daher 

Jx2 d2F(x9y + Jy)__Jx2 d2F(x9y) Jx2 d*F(x9y) 
2 ' dx2 2 ' dx2 ^ 2 y dx2dy "t" 

Jx2 Jy2 d*F(x9y) Jx2 Jy_\ d*+*F(x,y + xJy) 
+ 2 ' 2 ' dx2dy2+'"+ 2 2.3 •••</" ' dx2dy* {) 

V. s. w. Endlich kann mann auch das Glied 
Jxm dm F(x + \iJx9 y + Jy) 

2.3- -m dxm 

i i . dmF(x + fiJx9y) - .. ,. , 
entwickeln, wenn wir *— — als eine ursprüngliche 
Function betrachten, deren erste, zweyte, ••• Me abgeleitete in 
Hinsicht auf y durch 

dm+1F(x + fiJx9y) dm+2F(x + fiJx9y) dm+tF(x + /iJx9y) 
dxmdy ' dxmdy2 ' dä*djf 

vorgestellt werden können. Wir erhalten also 

_Jxm_ dm F(x + pAx9y + Jy) ___ 
2."" m' dxm ~ 

Jxm dm F (x + ii Jx9 y) Jxm dm+1F(x + fiJx9 y) 
~ T;% ::ni dxm + 2.3 • • • m y d&dy ~ + 

Jxm_ Jy2 dm+2F(x + fiJx,y) 
+ 2.3- •""m ' 2" ' dx^'dy2 +'" 

Jxm Jy1 dm+t F(x + fiJx\ y + T Jy) (f* 
+ 2 . 3 - m ' 2 . 3 - - / ' drf*dyi " U 

Die Substituirung der Werthe (3), (4), (5), (6) in (2) gibt die 
Gleichung des Lehrsatzes. 

§.96. Zusatz. Ist F(x9y9z-) eine g a n z e r a t i o n a l e Function 
der mehreren frey Veränderlichen x9 y9 z, •••, so treten alle Be
dingungen, welche zur Anwendbarkeit der Formel des vor igen 
Lehrsatzes erforderlich sind, für jeden Werth von x9 y9 z, ••• 
und Jx9Jy9Jz9- ein; so zwar, daß, wenn die Function vom 
m-ten Grade ist. alle abgeleiteten, die durch eine mehr als m 
hohe Ableitung genommen werden, ==0 sind. Die Veränderung 
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die eine solche Function erführt, wenn ihre Veränderlichen um 
beliebige Stücke Ax,Jy.Jz,-- wachsen, d. h. 

F(x + Jx, y + Jy, z + Jz. •••) — F(x, y, z, • • •) 

läßt sich also jederzeit durch eine Reihe steigender Potenzen 
dieser Zuwächse selbst darstellen. So wäre z. B., wenn wir 

F(x, y) = x3 + 2x2y — 2xy2 + y* 
hätten: 

dF(x,y) _ , , . „ „ d*F(x,y) . , . d3F(x,y) 
^Jil=,x2 + 4xy-2y2; - ^ = bx + 4y ; ^ - = 6; 

dF(x.y) ,, , . , _ 2 d2F(x,y) . . , d3F(x,y) . 

^ F ( r v 1 i / ) _ ^ . _ dW(x1y)=_4: _ _ * , | / ) = 4 

f/-v r/i/ " (7.x: r/z/2 * r/-*'2 dy 

und alle folgenden = 0. Also fände sich 

(x + _/*•)» + 2(JC + JxY (y + Jy) — 2(x + Jx) (y + _fy)« + (y + z/iy)3 .= 

= .v3 + 2*2i/ — 2xy2 + i/3 + px2 + 4jc.iy - 2.y2) Jx + (6.v + 4-y) -~- + 

+ ( ^ 8 + (2.v*-4.v«/ + V ) -% + (-4-V + 6y) - £ + 6 ^ + 

ztu2 Jx2 

+ ( 4 A — 4y)AxJy—4Jx " + 4 * - ^ , 
_ k_< 

wie sich auch durch die Entwicklung beyder Glieder i\cr Glei
chung bestättigt. 

§. 97. Zusa tz . Wenn nicht nur die ///oder n ersten, sondern 
auch alle folgenden abgeleiteten von F(x,y) hinsichtlieh jeder 
Veränderlichen x\y, ••• meßbare Zahlen sind (wohin auch der 
Fall gehört, wo diese abgeleiteten anzufangen von einer gewissen 
zu Null werden); so kann die Reihe, aus welcher das rechte 
Glied der Gleichung zusammengesetzt ist, so weit als man will 
fortgesetzt werden; und wenn es sich zeigt, daß sie convergire; 
so kann sie (nach §.) auch als fortschreitend in das Unendliche 
angesehen wTerden. 

§. 98. Zusa tz . Dieß Letztere ist nahmentlich jederzeit, wenn 
alle abgeleiteten von F(x9y) fortwährend kleiner als eine gewisse 
beständige Zahl M verbleiben: was sich auf ähnliche Art wie 
§. 88 erweiset. 

§. 99. Zusa tz . Und auf eine ähnliche Art wie §. 92 läßt sich 
auch darthun, daß es in allen Fällen, wo sich die Formel des 
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Lehrsatzes anwenden läßt, auch möglich sey, wenn man die Zu
wächse /Ix. /ly einander alle gleich setzt, und die Reihe dann 
nach den Potenzen von /Ix ordnet, diefi /Ix so klein zu nehmen, 
daß jedes Glied, welches in einer und derselben Potenz von /Ix 
muitiplicjrl ist, sofern sein Coefficient nicht = 0 ist. g r ö ß e r als 
die Summe aller folgenden Glieder ausfällt. 
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