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KUN( I IONENLEHRE. 

EINLEITUNG. 

VERHÄLTNISSE ZWISCHEN VERÄNDERLICHEN ZAHLEN. 

§. i. U i b e r g u n g . Obwohl wir schon manche Arten der 
Abhängigkeit veränderlicher Znhhvn von einer oder mich mehre­
ren nnderen in dem Bisherigen kennen gelernt; so hüben wir 
uns doch nicmuls noch bey der Kruge verweilet- wie die Ver­
änderung 1:>escliaffen sey, die eine abhängige Zahl erfährt, wenn 
sich die Zahlen, von welchen sie abhängt-, alle oder nur einige 
ändern? — Es läßt sich über im Voraus erwarten, daß die Unter­
suchung dieser Erage auf sehr merkwürdige Wahrheiten leiten, 
und besonders dienlich seyn werde, uns die Natur der Euctionen 
selbst näher kennen zu lehren; denn durch die Art des Zu-
waclises oder der Abnahme, die eine Kunction erleidet, wenn 
ihre veränderliche wächst oder abnimmt, gibt sich j a ihre eigene 
Beschaffenheit kund. Du wir nun durch (Ins Vorhergehende hin­
reichend in den Stund gesetzt sind, eine Untersuchung dieser 
Art vorzunehmen; sosoll sie der Gegenstand seyn. mit dem wir 
uns jetzt eben beschäftigen wollen. 

§. 2. E r k l ä r u n g . Man wird begreifen, daß es an einem 
Orte, wo die Veränderungen betrachtet werden sollen, die eine 
abhängige Zahl erfährt, wenn sich die Zahlen- von denen sie 
abhängt, verändern. — sehr wichtig sey. zu unterscheiden, ob die 
Abhängigkeit einer Zahl zu der Einen oder der andern der 
beyclen Arten gehöre, die ich jetzt eben I)escJireiben will. Die 
erste Art ist vorhanden, wenn das Gesetz, nach welchem der 
Wert der ubhüngigen Zahl aus dem Wertlie der frey veränder­
lichen Zahlen, von denen sie abhängig ist, auf eine Weise sich 
darstellen läßt, in welcher gar keine Erwähnung von irgend 
einem besonderen Werthe der frey veränderlichen Zalilen ge-
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schieht. w e n n also i m G e g e n i h e i l e ine Regel a n g e b l i c h ist, 
v e r m ö g d e r e n d i e a b h ä n g i g e Zahl aus den Frey V e r ä n d e r l i c h e n 
best immt w e r d e n k a n n . g l e i c h v i e l von w e l c h e m W e r i h e diese 
letz teren auch i m m e r seyn mögen. Wo dieses n i c h t angehet, w o 
also k e i n Gesetz der A b l e i i b a r k e i t d e r (/lasse der V e r ä n d e r l i c h e n 
aus den z u g e h ö r i g e n (Massen der f r e y \ c r ä i i d e r l i c h e n a n g e b l i c h 
ist. welches f ü r a l le W e r i h e der l e t z t e r e n g l e i c h lauten würde 1 , 
f indet d i e z w e i t e A r t der A b h ä n g i g k e i t statt , hau B c y s p i c l d e r 
erstere i i haben w i r in der Zahl 11 , w e n n w i r e r k l ä r e n . daß i h r 
j e d e s m a l i g e r zu den W e r t h e i l der V e r ä n d e r l i c h e n .v. y u n d z. 
von w e l c h e m sie a b h ä n g t , g e h ö r i g e r W e r i h b e s t i m m t w e r d e n 
k ö n n e , i n d e m man x mi t 2. y mi t "S und z mit 4 m u l i i p l i c i r e . 
und diese P r o d u k t e in e ine S u m m e v e r e i n i g t : oder daß \\ -
== Ix + ~*y + 4z sey. l i i e r n ä m l i c h geben w i r f ü r d i e B e s t i m m u n g 
der II aus .v. y und z eine* Kegel a n . in d e r e n A u s d r u c k e o f f e n b a r 
gar k e i n e K r w ä l m u n g i r g e n d eines besonderen W e r t h e s d e r 
Zahlen .v. y und z geschieht, s o n d e r n die angegebene Kegel g i l t 
a l l g e m e i n f ü r e inen j e d e n dieser W e r i h e . l a u B c y s p i c l d e r a n ­
d e r e n A r t ist }\ . w e n n es den Preis bedeutet , w o m i t w i r d i e 
G e s c h i c k l i c h k e i t der Schützen bey e i n e m Scheibenschießen be­
lohnen w o l l e n , w e n n w i r festsetzen. daß der Schuß in den M i t t e l ­
p u n k t 100 Reichstha ler , ein Schuß aber, dessen in Z o l l e n aus­
g e d r ü c k t e K n t f e r n u n g vom M i t t e l p u n k t e = .v. n icht über 2 Z o l l 
b e t r ä g t . 100--25.v .Keichsthaler. e in Schuß, dessen K n t f e r n u n g 
vom M i t t e l p u n k t e > 2 und < 1 Z o l l ~>S—2.v~ K e i c h s t h a l e r ge­
w i n n e n sol l u.s.vv. H i e r n ä m l i c h ist H von x nach e i n e m Ge­
setze a b h ä n g i g , daß sich nicht a u s d r ü c k e n läßt, ohne gewisser 
besonderer W e r i h e von x zu e r w ä h n e n , i n d e m von .v~-() bis 

.V clic G l e i c h u n g H -- 100 — 25.v. von x '1 ms .v - x aber ein 
G l e i c h u n g j r = 5 8 - — 2 x ' 2 u.s.vv. eint r i t t . Von K u n c t i o n c n der ersten 
A r t pf legt man zu sagen, daß sie nach e i n e m e i n z i g e n f ü r a l l e 
W e r i h e i h r e r V e r ä n d e r l i c h e n g l e i c h l a u t e n d e n Gesetze b e s t i m m t 
w e r d e n , von denen der z w e y i e n A r t aber, daß sie* m e h r e r e n , 
f ü r verschiedene W e r i h e i h r e r V e r ä n d e r l i c h e n a u c h verschieden 
l a u t e n d e n Gesetzen f o l g t . W i r w e r d e n uns in der Z u k u n f t n icht 
eben a u s s c h l i e ß l i c h , doch größten ihe i ls n u r m i t K u n c t i o n c n der 
ersten A r t befassen. 

^ •" A n m e r k u n g. Man merke* w o h l , daß ich in dieser Kr-
• e gesagt, e ine K u n c l i o n g e h ö r e z u r z w e y t e n A r t n u r d a n n , 

w e n n es n i c h t m ö g l i c h ist. i h r e W e r i h e 
k l i i r u n 

r l u reli (MU emziges 
'on clcm besonderen W e r i h i h r e r V e ľ ä i к l e r l i c h e н цanz ннab-



hängiges, und somit allgemein lautendes Gesetz zu bestimmen; 
nicht aber, sobald es nur möglich ist, gewisse für besondere 
Werthe ihrer Veränderlichen auch besonders lautende Gesetze 
ihrer Bestimmung anzugeben. Denn dieses Letztere ist bey jeder 
Kunction (auch von der erstem Art) möglich, weil dort, ŵ o ein 
allgemein lautendes Gesetz hinreicht, auch mehrere für ver­
schiedene Werthe verschieden lautende ausgedacht werden kön­
nen. So könnten wir z. B. wenn W=5x ist. erklären, dafi W luv 
den Werth x = i der Zahl 3 gleichkomme, für jeden Werth aber, 

der < 3 ist. durch die Gleichung W= • * und für jeden, der 
12x 

3 ist. durch die Gleichung , bestimmt werden solle. 

§.4. E r k l ä r u n g . Wenn wir aus jenen mehreren (vielleicht 
unendlich vielen) Werthen. die von einer gewissen Zahlen Vor­
stellung x\ der Vorstellung von einer sogenannten v e r ä n d e r ­
l i c h e n Zahl vorgestellt werden können, Einen z. B. x\ heraus­
heben, und die Krage untersuchen, was für eine Zahl zu diesem 
x\ hinzugesetzt, oder von diesem x\ abgezogen werden müsse, um 
einen jeden anderen Werth der x z. B. x2 zu erhalten: so nennen 
wir in dieser Beziehung den Werth x1 einen zu G r u n d e ge-
I e g t en oder u r s p r ü ng I i c h e n oder Ha u p t - W e r t h, die 
übrigen aber, die wir mit ihm vergleichen, wie x2. g e ä n d e r t e 
Werthe: jene wirkliche oder auch nur eingebildete Zahl endlich, 
welche zu x\ hinzugesetzt werden muß. u m ^ z u erhalten, nennen 
wir die V e r ä n d e r n ng . auch wohl den Z u w a c h s , oder das 
I n c r e nie n t, am gewöhnlichsten aber die Di f fe re n z der x1 und 
bezeichnen sie durch 4xx. Wird der ursj)rüngliche Werth von x 
schlechtweg durch x bezeichnet, so wird die Veränderung oder 
dasjenige, was zu x addirt werden muß. um einen geänderten 
Wert wie xr zu erhalten, ebenfalls nur schlechtweg durch dx 
bezeichnet. Ist das Zeichen der Zahl, deren Veränderung wir 
ausdrücken wollen, aus mehreren anderen Zeichen zusammen­
gesetzt: so werden wir dasselbe der größeren Deutlichkeit wegen 
in Klammern einschließen, und also den Zuwachs, den die Zahl 
xy erleidet, durch d(xy) vorstellen. Wenn wir den Zuwachs oder 
(besser zu sagen) die V e r ä n d e r u n g vorstellen wollen, die von 
den mehreren Veränderlichen x,y.z,... abhängige W=F(x,y, z. . .) 
erfährt, wenn sich nur eine dieser Veränderlichen, nahmentlich x 
ändert, so schreiben wir 4XW oder 4xF{x,y, zT . . .): dergestalt, 
daß also zlxF(x, y, z,. . .) eigentlich nichts anderes als den Unter­
schied F(x + Jx. y, z. . ..) — F(x\ y. z. . . .). J„ F(x, yT z,...) nichts 



ande res als den Unterschied F(x\ y + zJy, z. . . .) — F (x\ y. z. . . .) 
bezeichnet . Der Unterschied , den W7 e r fähr t , wenn .v und y sich 
ände rn , bezeichnen wir durch zJxy F(x\y,z.. . .) u. s. w. 

§. 3. An m e r k u n g. Fin Ande re s also ist die Di f f e r e n z 
zweyor g e g e b e n e n Zahlen, z . B . 6—4: ein Anderes die Diffe­
renz e iner Veränder l i chen Zahl zJx\= x2— x\. Denn wenn z. B. x 
eine I rey ve rände r l i che Zahl ist. so kann sowohl x\ als auch .v2 

j eden bel iebigen wi rk l i chen oder auch blos e ingebi lde ten Werih 
beze ichnen : und somit wird auch zJx\ j e d e n beliebigen Worth 
vorstel len k ö n n e n : w ä h r e n d die Differenz zwovor gegebener 
Zahlen j ede rze i t e twas Best immtes und Unverände r l i ches ist. 

§. (). Z u s a t z . Die Differenz e iner ve ränder l i chen Zahl .v 
kann nach Beschaffenheit der beyden Wer the , die mi te inander 
vergl ichen werden , des u r sprüng l ichen nämlich und des ge­
ä n d e r t e n , bald eine wi rk l iche Zahl, bald e ine blos e ingebi lde te 
Zahl, und wenn die Kinheit, auf welche sich die Veränder l iche .v 
beziehet , e ine dos Gegensa tzes fähige Einheit ist. bald oiwas 
Posit ives , bald e twas Negat ives seyn . So ist. wenn der u r sp rüng ­
liche Wer th von . v = 6. und der geände r t e -= 10 ist. die Differenz 
Jx=\() — ()= 4. Wenn der u r sprüng l iche Wer ih noch wie vor­
hin =(> der g e ä n d e r t e aber = 3 ; so ist die Differenz 3 — () = — 3 
subt rac t iv . Wenn der Worth x2. den wir uns als den geänder t en 
vorstel len, mit dem Wer the x\. den *wir als den ursprüng l ichen 
be t rach ten , in einem besonderen Falle gleich ist: so ist die Vor­
s te l lung zJx = x2 — x\ vollends =0. also g e g e n s t ä n d e s . 

§. 7. Z u s a l z . Ist x de r u r sp rüng l i che Wer t , und zJx die \ er-

ä n d e r u n g . so ist der geänder t e Wer th = x + zJx. 

§. H. Z u s a i z . Wenn die Veränder l iche W7 von den Veränder ­

lichen x. y. z. . . . abhäng t , und somit — F(x\ y, /. . . .) ist. und es ge­

hört zu den als u r sp rüng l i ch be t rach te ten Wer then der .v. y. z. . . • 

der Werth W. zu den geänder t en Wer then x + zJx\ y + zJy. z+zJz.. . . 

abe r de r Wer th W + zJW: so ist 

W+zJW=F(x+zJx, y V^y. z+zJz.. . .) 

und somit ziW~- F (x + zJx, y +/ly. z+zJz. . . .) — F(x\y, z. . . .). 

§. 9. Z u s a t z. A uch ist zJxy F(x. y) = F(x + zJx\ y + zJy) — F(x\ y) 

= F(x + zJx. y) — F(x.y) + F(x +zJx. y+zJy) — F(x +zJx, y) 

= Jx F(x\ y) +zJy F(x +zJx. y). 



U nd eben so dWA F (x9 y9 z) •= F(x +dx9 y +dyT z +dz) — F (x9 y9 z) 
= F(x+dx9 y9z) — F(x9 y, z)+F(x-{-dx.y+dyr z)-F(x+dxTy9z) 

+ F(x+dx9 y+dy9 z+dz) — F(x+dx9 y+dy9z) 
= dxF(x\y9z) + dyF(x+dx9y.z)+dzF(x+dx. y+dy9z). Usw. 

8. 10. L e h r s a t z . Der Zuwachs einer Function Ĵ  von mehre­
ren Veränderlichen x9 y9 z.... ist im Allgemeinen abermahls nur 
eine Function von eben diesen Veränderlichen x. y. z. . . . und 
von den Zuwächsen derselben dx.dy.dz....: in einzelnen Fällen 
aber kann dieser Zuwachs auch von einer oder der anderen 
dieser Veränderlichen x9y9 z. . . . ganz unabhängig werden. 

B e w e is. Daß dW=F(x+dx. y+dy, z+dz... .)—F(x9y.z....) 
von keiner a n d e r e n veränderlichen Zahl als von den x9y9 z , . . . 
und ihren Zuwächsen dx9 dy. dz.. . . abhängen könne, leuchtet 
von selbst ein. Denn nur diese Veränderlichen kommen in dem 
Begriffe von dW vor, wenn in dem Begriffe von Woder F(x9 y9z9...) 
keine anderen veränderlichen Zahlen als x9 y9 z.... vorkommen, 
d. h. wenn W in der That nur eine Function der Veränderlichen 
AT. y9 z , . . . und keiner anderen ist. Dali aber in einzelnen Fällen 
auch eine oder die andere jener Veränderlichen je, y9 z. . . . aus 
diesem Ausdrucke auch völlig verschwinden können, in welchem 
Falle dW von dieser Veränderlichen ganz unabhängig wird, kön­
nen uns Beyspiele lehren. Setzet die Function Woder F(x.y9z9...) 
wäre von der Form x + <p(y9z9...), WTO <p(y9 z , . . . ) blos nur noch 
eine von y. z , . . . abhängige Zahl bezeichnet. Dann wäre offenbar 

W+4W=x+4x + <p(y+4yT z + Jz ) 

und durch Abzug 
4W= 4x + <p(y + dy. z + dz....)— <p (y9 z,...). 

In diesem Ausdrucke erscheint die Veränderliche x gar nicht 
mehr, und es ist also dW gewTiß ganz unabhängig von ihr. Auf 
eine ähnliche Weise würde sich zeigen, daß die Differenz der 
Function x + y+<p(z) weder x noch y. sondern nebst z und dz 
nur dx und dy enthalte. Usw. 

§. 11. L e h r s a t z . Wenn eine Function W= F(x9 y.z9...) für 
alle Werthe ihrer Veränderlichen, oder doch für alle diejenigen 
Werthe derselben, unter deren Begriff auch die Werthe x und 
x + dx: y und y+dy; z und z+dz:.. . gehören, einförmig ist. 
so ist auch dW einförmig. 

B e w e i s. Denn 
dW=F(x+dx9 y +dy. z+dz9 . . .) — F(xT y. zr . . .). 



Sind nun F(x+A\\ y + Jy. z + Az. . . .) und F(\\ y, z. . . .) ein 
Paar einförmige Ausdrücke, so ist es gew iß auch die Differenz 
derselben, oder zlW. 

§. 12. Z u s a t z . Nicht umgekehrt muH. wenn W= F(\\y,z.. . .) 
mehrförmig ist. auch dty'eben so viele verschiedene Werthe haben. 

§. 13. F r k l ä r u n g. Da die Differenz einer gegebenen Func­
tion W von einer oder mehreren Veränderlichen x, y, z. . . . in 
den meisten Fällen abermahls eine abhängige Zahl ist und zwar 
vou denselben Veränderlichen x. y, z . . . . und überdies noch von 
ihren Veränderungen <dx. dy.Az* . . . : so w ird sich, wenn wir ge­
w isse Werthe dieser Veränderlichen \\. ylu z, . . . . J\\. dylm Jz±.. . . 
als die ursprünglichen und gew i sse andere x2 . iy2, z2 . . . zlx2. Jy.2. 
Jz2, ... als die veränderten betrachten, untersuchen lassen, von 
welcher Beschaffenheit die Veränderung sey . die diese neue* 
Function AW erfährt? 

Fs ist gewöhnlich die Veränderung dieser d. h. die Differenz 
der Differenz von W die z w e y t e D i f f e r e n z von W. und im 
Gegensätze mit ihr diejenige, die wir vorhin betrachteten d. i. 
die eigentliche Differenz von W. die e r s t e D i f f e r e n z zu 
nennen. Auf eine ähnliche Art wird der Begriff einer d r i t t e n , 
v i e r t e n und überhaupt jeder in-ten Differenz gebildet. Wir 
bezeichnen diese Differenzen beziehlich durch <J2W. d*W. 
A4W.....AmW usw. 

§. 14. L e h r s a t z . Fs ist für jeden Werih von // und /// 
An (Amx)=dn+mx. 

B e w e i s . Der Satz gilt offenbar für jeden Werth von ///. 
wenn n=\ ist. Denn daRA*(Amx) = J(Jmx)=Jm + 1xsvy. folgi un­
mittelbar aus der Frklärung. Gilt aber der Satz An(dmx) = dn+mx 
für irgend einen Werth von n. so gilt er auch für den nächst 
größeren. Denn ist <dn(/lmx) =4n+'"x: so ist auch Jn+1(Jmx) = 
= i " + " + 1 j c : weil 4n+l (z1mx) gew iß = A(zJn(dmx)) ist. Ist aber 
dn(dmx)=dn+mx\ so ist 4n+*(4mx)=J(4n+m)x=4n + m + l \ \ weil 
nach dem vorhin bemerkten d(dmx) = dm + *x für jeden Werih 
Von m ist. Also ist Jn(Amx) = dn+mx auch für n = l. n = 5 und 
für jeden folgenden Werth. 

§. 15. L e h r s a tz. Wenn eine Function W= F(xny, z , . ..) von 
einer oder mehreren Veränderlichen x9y9z.... einförmig ist. so 
ist nebst ihrer ersten auch j e d e ihrer folgenden D i f f e r e n z e n 
einförmig. 



B e w e i s . Ist nämlich Ĥ  einförmig; so ist aucJi JW ein­
förmig und ist JW einförmig, so ist nach eben diesem Satze 
auch J (JW) = J2W einförmig usw. 

§. 16. E r k l ä r u n g . Wenn wir uns Wals eine solche Function 
von den Veränderlichem x, y. z. . . . vorstellen, daß sie beim Uiber-
gange der Werthe x. y. z. . . . in die WerÜic x + Jx. y+Jy. 
z + Jz.. . . eine Veränderung erleidet, die der gegebenen Func­
t ion <p(x, y,z Jx. Jy, Jz,...) von den Veränderlichen x. y, z 
und Jx,Jy,Jz9... gleichgeltend ist: so nennen wir W in diesem 
Betrachte, die zu der Function <p(x, y, z. .. . Jx. Jy. Jz....) geliö-
rige S u m m e ; und zwar die e r s t e Summe. Denken wir uns 
dagegen W wäre eine solche Function von den Veränderlichen 
.v, y, z,... daß nicht die erste, sondern die z w e y t e. d r i I le oder 
die m-te Di f fe renz , welche zum Vorschein kommt, wenn x,y,z,... 
und dann wieder nebst x.y. z,. . . auch noch Jx. Jy. Jz,... usw. 
sich ändern, der gegebenen Function *p(x. y,z. ... Jx. Jy, Jz . . . . 
gleichgeltend ist; so nennen wir Wclie z w e y t e . d r i t t e , über­
haupt i/i-te S u m m e von <p(x, y, z,. . . Jx, Jy, Jz. . . .). Wir be­
zeichnen diese Summe bezieh lieh durch 

2 9> (x, y, z. . . . Jx. Jy, Jz. . . .), SS 9> (x, y, z. . . . Jx, Jy, Jz. . . .) 
oder S2 (p (x- y.z,... Jx, Jy, Jz.. . .). S3 9 (x\ y, z Jx. Jy. Jz ...) 

und allgemein durch Sw <p(x. y,z, . . . Jx, Jy. Jz, . . .). 

§ 17. A n m e r k u n g . Sehr unterscheiden muß man also zwi­
schen der S u m m e gewisser gegebener Zahlen in der früher (8.) 
erklärten Bedeutung, und zwischen der S u m m e eines gegebenen 
Zahlenausdrucks, den wir als eine Differenz ansehen sollen, in 
der hier angenommenen Bedeutung. Die erstere ist nichts als 
ein Inbegriff jener gegebenen Zahlen, bey welchen auf keine 
Ordnung der Theile geachtet, und die Theile der Theile als 
Theile des Ganzen betrachtet werden sollen. Eine Summe in 
der hier festgesetzten Bedeutung dagegen ist eine Function. 

§. 18. L e h r s a t z . Es ist allgemein Swl S" (p = \Zm+n(p. 

B e w e i s . Völlig auf ähnliche Art wie im §. 14. 

§. 19. L e h r s a t z . Wenn eine Function Wder Veränderiichen 
.v. y. z die so beschaffen ist. daß die V e r ä n d e r n ng, welche 
sie durch den Uibergang der x. y, z, . . . in die x+Jx. y+Jy, 
z+Jz,. . . erfährt, der gegebenen <p(x, y, z, . . . Jx,Jy,Jz, . . .) 
gleich kömmt, in der That angeblich ist; so gibt es nicht blos 
eine einzige dergleichen, sondern unendlich viele, die sich je-
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doch alle nur darin von einer derselben W unterscheiden, daß 
sie der Form W+C unterstehen, sofern wir durch C eine von 
.v. y. z,.. . Jx. Jy. Jz. . . . unabhängige, übrigens aber ganz will-
kührlichc Zahl bezeichnen. 

B e w e i s . Ist d ie Veränderung von M o d e r JW= <p(x.y.z, . . . 
Jx. Jy. Jz. . . .): so ist auch d ie Veränderung von W+C gleich 
<p(x. y. z. . . . Jx. Jy, ̂ z, . . .) für alle Werthe von C. Denn es ist 
jedesmahl J(W+ C) = (W+JW+ C)-(W+ C) =JW. Daß es aber 
sonst keine andere Function geben könne, d ie d ieser Bed ingung 
entspricht, erhellet so. Setzet, daß F(x, y. z....) und &(x. y. z....) 
zwey Functionen wären, deren Veränderung beyde-=g?(.v, y, z.. . . 
Jx. Jy. Jz.. . .) sind. Sonach müßte für alle Werthe der Verän­
derlichen .v. y. z. . . . Jx. Jy. Jz, . . . d ie Gleichung bestehen 

F (x + Jx. y + Jy. z + Jz, . . .) — F(x, y. z. . . .) = 

= 0(x + Jx. y + Jih z + Jz. . . . ) — <$(x. y. z. . . .). 

Also auch, wenn wir zu beyclen Seiten (D(x+Jx. y+Jy, z+Jz ) 
abziehen und F(x,y. z. . . .) aclcliren 

F(x + Jx. y + ^y- z + Jz ) — 0(x + Jx. y + Jy- z + Jz,...) = 
= F(x. y. z . . .) — 0 (x. y, z ). 

Da d iese Gleichung für einen jeden Werth nicht nur der x, y, z... 
sondern auch der Jx. Jy. Jz.. . . bestehen soll; so muß sie auch 
bestellen, wenn wir 

Jx = a — x. Jy = b — y. Jz = c — z usw. 

wählen. In d iesem Falle aber übergehet das erste Glied der 
Gleichung in F(a. b. c. . . .) — $(a. b, c. . .), welches offenbar eine 
von x, y, z. . . . ganz unabhängige Zahlenvorstellung ist. Stellen 
wir d iese durch C vor: so ist 

C = F(x\ y. z ) — 0 (x\ y. z ). 

Also F(x. y. z ) = 0(x, y. z. . . .) + C. 

w ie in dem Lehrsatze ausgesagt wird . 

§. 20. Z u s a t z. Wenn d ie gegebene Function <p(x\ y. z. . . . 
Jx.Jy.Jz ) nicht w irklich so beschaffen ist. daß eine Function 
von x, y. z W= <D(x. y. z.. ..) bestehet, welche, wenn x\y.z... . 
in x+Jx\y+Jy. z+Jz übergehen, d ie Differenz \<p(x,y.z 
Jx.Jy.Jz. . . .) hervorbringt: so ist d ie Vorstellung H<p(x, y. z 
Jx, Jy. Jz. . . .) gegenstand los. Daher auch d ie J%<p(x,y. z . . . . 
Jx.Jy.Jz. . . .) gegestand los: ohngefähr eben so w ie (x — y) + y 
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oder i/I I gegenstadlos sind. wenn x—ij oder " gegenstandlos 

\ y i y 
sind. Allein vvie w i r Cr i inde fanden, die urspr i ingi ichen Begriffe 
e iner Diíferenz unci eines Quot ien ten so zu c rwei ie rn . dal? die 
( d e i e h u n g e n (x — y) + y = x unci y (' I = .v al lgemein angeseizi 

werden d i i r f ien : so konnen wir a uch Iiier durch eine almliclie 
Krwei ie rung der Begriffe fesiseizen. dali die Gle ichung 

J 2 <p (x\ y. z. . . . zíx. zly. zlz . . .) = (p (x. y. z. . . . zlx\, /Jy. Jz. . . .) 

a l lgemein gelte. 

§.21. Z u s a l z . Danu wird auch eben so al lgemein Am 2"' + " tp — 
==yi

nq) seyn. <p sey was immer es wolle. 

§. 22. Z u s a l z . Nicht eben so isi aber Sz/<jp schlechlerdings = <p 
zu seizen. sondern nur Kiner der Wer the . die Hzícp vorsiellen 
kanu. ist auch = <jP. Alle Wer the . die %z1(p vorsicl l i . sind abei' 
unter der Korní q> + C en tha l ten . 

§. 23. L e h r s a t z. Die Diíferenz einer Kunciion, die eine 
a lgebra i sche Šumme mehre re r theils verander l icher . theils auch 
wohl unve randc r l i che r Zahlen isi. besiehet aus der a lgebra i -
sclien Šumme der I )if l e ienzen der einzelnen verander l ichen 
Summanden . 

B e w e i s . Bezeichnen wir die a lgebra ische Šumme, welche 
die u n v e r a n d e r l i c h e n Zahlen fur sich allein bilden. durch a. die 
iibrigen ve rande r l i chen Zahlen aber durch .v, y. z. . . .. so isi die 
ganze Šumme d. h. die Kunction. deren \ e r a n d e r u n g wir be-
st immen sol len. W= a ± x ± y ± z ± 

Kerner isi nach §. 8 

W+4W= a + (x + Jx) ± (y + zly) ± (z + zlz) ± - • •. 

Also durch Abzug AW = ± Ax ± zly ± Az ± • • • . 

§. 24. Z u s a l z . Die Diíferenz einer ganz unverander l i chen 

Žahl ist also = 0. 

§. 23. Z u s a l z . Da die Zahlen x\ y. z. . . . nicht eben f r e y e 
\ e r ande r l i che seyn miissen. so konnen sie auch Kunctionen von 
e iner oder m e h r e r e n Verander l ichen vors ie l len: und somii lehrl 
uns die Korniel des vorigen Lehrsaizes auch die Diíferenz e iner 
Knnciion zu finden. die selbsi schon eine a lgebra ische Šumme 
m e h r e r e r ande ren isi. wenn wir die Differenzen dieser zu 
finden vvissen. 
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§. 2h. Z u s a t z . Nichts hindert die Korinel des vorigen Lehr­
satzes gelten zu lassen, auch wenn die Menge der durch die 
Zeichen + oder —- verbundenen Glieder unendlich ist. 

§. 27. Z u s a t z . Ist aber die Menge der veränderlichen .Glieder 
x. y. z. . . . nur endlich, und können die einzelnen Zuwächse 
Jx.Jy. Jz während die Anzahl derselben sich nicht ändert. 
alle in das Unendliche abnehmen: so erhellet aus 8. 2"5. daß auch 
die Differenz JW in das Unendliche abnehmen könne. 

§.28. L e h r s a t z . Die Differenz einer Kunction. die ein Pro­
duct aus einer beständigen meßbaren Zahl und einer veränder­
lichen aber stets meßbaren ist, bestehet aus dem Producte der 
beständigen ZahL in die Differenz der Veränderlichen. 

B e w e i s . Bezeichnen wir die beständige Zahl durch a. die 
veränderliche durch x: so ist die gegebene Kunction W entweder 
ax oder xa. Wenn aber a und x meßbare Zahlen seyn sollen: 
so haben wir ax = xa. Kerner ist W+J\\'"= a (x +Jx). Wenn 
aber nicht nur x. sondern auch x+Jx meßbar ist: so muß auch 
Jx meßbar seyn: daher sich der letztere Ausdruck inajf + a J . v 
zerlegen läßt. Und wir erhalten, durch Abzug JW= aJx. 

§. 29. Z u s a t z . Nimmt also Jx in das Unendliche ab. so 
nimmt auch JW in das Unendliche ab. 

§. "50. Z u s a t z . Auf ähnliche Weise ist auch die Differenz 

des Quotienten ' •• wenn nur a nicht Null ist — * • Denn unter 
* a a 

der Voraussetzung- daß a nicht Null ist. ist' =x . und meßbar. r a a a 
§."51. L e h r s a t z . Die Differenz einer Kunction. die ein Pro-

duet aus z w e y Veränderlichen ist. wird erhalten, wenn wir 
jede dieser Veränderlichen mit der Differenz der anderem, so­
dann die beyclen Differenzen selbst unter einander multiplicircn 
und alle drey Producte acldiren. 

B e w e i s . Sind die Kactoren nur zwey. so ist W = xy. und 

W+ JW= (X +JX) (y + Jy). 

welches, weil x. y. Jx.Jy meßbare Zahlen sind, sich in x y + 
+ y Jx + x Jy + Jx Jy auflösen läßt. Daher durch Abzug die 
verlangte I )i fferenz JW= J (xy) = y Jx + xJy + Jx Jy. 

§. "52. Z u s a t z. Ist die gegebene Kunction ein Product drey er 
veränderlicher Kactoren W=xyz; so erhalten wir, wenn wir 
das Product zweyer gegebenen yz erst als einen einzigen ver-
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hinderlichen Factor u ansehen, nach der vorigen Formel JW= 
=J(xu) = uJx + xJu+JxJu; wenn wir für u nun seinen Werth 
yz setzen und Ju=J(yz) abermals nach der vorigen Kormel in 
yJz + zJy + Jy . Jz auflösen: so findet sich 

JW= J(xyz) = yz Jx + x (yJz + zJy + Jy . Jz) + 
+ Jx (yJz + zJy + Jy . Jz) 

oder J (xyz) = yz Jx + xz Jy + xy Jz + 
+ zJx Jy + + yJx Jz + x Jy Jz + Jx Jy Jz. 

§. 33. Z u s a t z . Man sieht von selbst, wie dieses Verfahren 
auf ein Product von jeder beliebigen Anzahl veränderlicher 
Factoren ausgedehnt werden könne. 

§. 34. Z u s a t z . Können die Zuwächse Jx\Jy,JzT.. . der ein­
zelnen Factoren. aus welchen das Product xyz . . . zusammen­
gesetzt ist, alle im Einzelnen in das Unendliche abnehmen, 
während sich ihre Anzahl nicht ändert; so kann auch J(xyz . . .) 
in das Unendliche abnehmen. Sind nämlich der Factoren nur 
zwey, so ist offenbar, daß J(xy) = yJx + xJy + Jx Jy in das 
Unendliche abnehme, wenn Jx und Jy in das Unendliche ab­
nehmen. (§. 31.) Gilt aber der Satz von einem Producte von // 
Factoren. so gilt er auch von einem aus (n+i) Factoren: denn 
bezeichnen wir den Finen Factor durch x und das Produkt aus 
den n übrigen durch y: so ist das ganze Product W=xy, nimmt 
also nach dem soeben Gesagten, in das Unendliche ab. so oft 
nur Jx und Jy in das Unendliche abnehmen. 

§. 35. L e h r s a t z . Die Differenz eines Q u o t i e n t e n , wenn 
der Zähler und Nenner beyde veränderlich sind, jedoch stets 
meßbare Zahlen verbleiben, und der Nenner übercliefi nie Null 
wird, kommt zum Vorschein, wenn wir den Nenner mit der 
Differenz des Zählers, und den Zähler mit der Differenz des 
Nenners multipliciren, das letztere Product von dem ersteren 
abziehen und den Rest durch das Product aus dem Nenner in 
den um seine Differenz vermehrten Nenner dividiren. 

B e w e i s . Sind Zähler und Nenner veränderlich: so haben wir 

W=X und W+JW=X-^X und JW=X^-X -X-
y y +^y y -M*/ y 

welches so oft nur y oder y+Jy nicht Null sind, auch so ge­

schrieben werden kann j[ -) = ** ~r • - , • 
\y> y(y+4y) 
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§. 36. Zusatz . Können die Zuwächse von JC und y d. h.4x und 

Jy in das Unendliche abnehmen; so kann auch z/1 1 in das Un­

endliche abnehmen: sofern nur y nicht = 0 ist. Denn unter 

dieser Voraussetzung kann --,- •-•-•••&• in das Unendliche ab-
y(y + ^y) 

nehmen. 
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