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FUNCTIONENLEHRE.
EINLEITUNG.
VERHALTNISSE ZWISCHEN VERANDERLICHEN ZAHLEN.

§. 1. Uibergang. Obwohl wir schon manche Arten der
Abhiingigkeit verinderlicher Zahlen von ciner oder auch mehre-
ren anderen in dem Bisherigen kennen gelernt: so haben wir
uns doch niemals noch bey der Frage verweilet. wie die Ver-
iinderung beschaffen sey, die eine abhingige Zahl erfihrt, wenn
sich die Zahlen, von welchen sic abhiingt, alle oder nur cinige
indern? — Es liBt sich aber im Voraus erwarten. dafl die Unter-
suchung diescr Frage auf schr merkwiirdige Wahrheiten leiten,
und besonders dienlich secyn werde. uns die Natur der Fuctionen
selbst niiher kennen zu lchren: denn dureh dic Art des Zu-
wachses oder der Abnahme. die eine Funetion crleidet, wenn
ihre veriinderliche wiichst oder abnimmt. gibt sich ja ihre eigene
Beschaffenheit kund. Da wir nun dureh das Vorhergehende hin-
reichend in den Stand gesetzt sind. cine Untersuchuag dieser
Art vorzunchmen: so soll sic der Gegenstand seyn. mit dem wir
uns jetzt eben beschiaftigen wollen.

8. 2. Erkldarung. Man wird begreifen, daff es an cinem
Orie, wo die Verinderungen betrachtet werden sollen, die eine
abhiingige Zahl erfihrt. wenn sich die Zahlen, von denen sic
abhiingt. veriindern. — schr wichtig sey. zu unterscheiden, ob die
Abhiingigkeit ciner Zahl zu der Einen oder der andern der
beyden Arten gehore, die ich jetzt eben beschreiben will. Die
crste Art ist vorhanden, wenn das Geseiz, nach welchem der
Wert der abhiingigen Zahl aus dem Werthe der frey veriinder-
lichen Zahlen, von denen sic abhiingig ist, auf cine Weise sich
darstellen 1ift. in weleher gar keine Erwithnung von irgend
cinem bhesonderen Werthe der frey verinderlichen Zahlen ge-
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schicht. wenn also im Gegentheil cine Regel angeblich st
vermog deren die abhingige Zahl aus den frey Verdanderlichen
bestimmt werden kann. gleichviel von welehem Werthe diese
letzteren auceh immer seyn mogen. Wo dieses nieht angehet. wo
also kein Gesetz der Ableitbarkeit der Classe der Veranderlichen
aus den zugehorigen Classen der frey Verinderlichen angeblich
ist. welehes fiir alle Werthe der letzteren gleieh lauten wiirde.
findet die zweite Art der Abhiingigkeit statt. Fin Beyspiel der
crsteren haben wiv in der Zahl 110 wenn wir erkliven. dald ihr
jedesmaliger zo den Werdhen der Veranderlichen v,y und 2
von welehem sie abhangt. gehoriger Werth bestimmt werden
konne. indem man & mit 20y mit 5 und 2z mit 4 multiplicire.
uand dicse Produkte in cine Summe vercinigt: oder dall W=
=2V + 5y + 4z sev. Hier namlich geben wir [iir die Bestimmung
dev )l aus vy und z cine Regel an. in deren Ausdrucke offenbar
car keine Frwihnung irgend cines besonderven Werthes der
Zahlen xoy und z gesehichi. sondern die angegebene Regel gilt
allgemein i cinen jeden dieser Werthe, Ein Beyspiel der an-
deven Avt ist o wenn es den Preis bedeutet. womit wir die
Gesehicklichkeit der Sehiitzen bey cinem SeheibenscehicBen be-
lohnen wollen. wenn wir festseizen. daB der SehuB in den Mitiel-
punkt 100 Reichsthaler. cin SehuB aber. dessen in Zollen aus-
cedriickte Entfernung vom Mittelpunkic =x. niceht iiber 2 Zoll
betrigt. 1002258 Reichsthaler. cin SehulBo dessen Entfernung
vom Mittelpunkie =2 und <5 Zoll 38— 2x2 Reichsthaler ge-
winnen soll uosow. Hier namlich ist Bovon a nach cinem Ge-
setze abhiingig. daB sich nicht ausdriicken @B ohne gewisser
besonderer Werthe von & zu erwiahnen. indem von a =0 bis
=2 dic Gleichung =100~ 25x. von x=2 bis x=5. aber dice
Gleichung '=58 — 232 u.s.w. cintritt. Von Funcetionen der ersten
Art pflegt man zu sagen. dall sie nach cinem cinzigen fir alle
Werthe ihrer Verianderlichen gleichlautenden Gesetze bestimmi
werden. von denen der zweyten Art aber. daB sic mehreren.
[iir versehiedene Werthe ihrer Verianderlichen aueh versehieden
lautenden Gesetzen folgt,. Wir werden uns in der Zukunflt nichi
chen aussehlicBlich. doch groBtentheils nur mit Funetionen der
crsten Arvt befassen.

$.5. Anmerkung. Man merke wohl daBich in dieser -
klirung gesagt. cine Funetion gehore zur zweyien Art nur dann.,
wenn s niecht moglieh ist. ihre Werthe dureh cin cinziges
von dem besonderen Werth ihrer Veranderlichen ganz unab-
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hiingiges. und somit allgemein lautendes Gesetz zn bestimmen:
nicht aber, sobald es nur moglich ist, gewisse fiir besonderce
Werthe ihrer Veriinderlichen auch besonders lautende Gesetze
ihrer Bestimmung anzugeben. Denn dieses Letztere ist bey jeder
[Funetion (auch von der ersien Art) moglich, weil dort, wo ein
allgemein lautendes Gesetz  hinreicht. auch mehrere fiir ver-
schiedene Werthe verschieden lautende ausgedacht werden kon-
nen. So konnten wir z. B, wenn W="3a ist. erkliiven, daB W fiir
den Werth x =1 der Zahl 3 gleichkomme, fiir jeden Werth aber.
der <35 ist. durch dic Gleichung W=(r))'x
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=3 ist. durch die Gleichung 4 bestimmt werden solle.

- und fiir jeden. der

§. 4. Erklirung. Wenn wir aus jenen mehreren (vielleicht
uncendlich vielen) Werthen. die von einer gewissen Zahlenvor-
stellung x, der Vorstellung von ciner sogenannten verdander-
Fiehen Zahl vorgestellt werden kénnen, Einen z. B. x; heraus-
heben, und die Frage untersuchen, was fiir eine Zahl zu diesem
&y hinzugesetzt. oder von diesem x; abgezogen werden miisse, um
cinen jeden anderen Werth der x z. B. x5 zu erhalten: so nennen
wir in dicser Beziehung den Werth x, cinen zu Grunde ge-
teglen oder urspriinglichen oder Haupt-Werth, dice
iitbrigen aber, die wir mit ihm vergleichen. wic x,. geiinderte
Werthe: jene wirkliche oder auch nur eingebildete Zahl endlich,
welehe zu x, hinzugesetzt werden muf. um x;, zu erhalten, nennen
wir dic Verinderung, auch wohl den Zuwachs, oder das
Inerement, am gewohnlichsten aber die Differenz der x, und
bezeichnen sie dureh 4x,. Wird der urspriingliche Werth von x
schleehtweg dureh & bezeichnet. so wird die Verdnderung oder
dasjenige. was zu x addirt werden mufl. um cinen geiinderten
Wert wie af zu erhalten, chenfalls nur schlechtweg durch 4x
bezeichnet. Ist das Zeichen der Zahl, deren Verinderung wir
ausdriicken wollen, aus mehreren anderen Zeichen zusammen-
gosetzt: so werden wir dasselbe der grioBieren Deutlichkeit wegen
in Klammern cinschlicBen. und also den Zuwachs. den die Zahl
xy erleidet, dureh 4(xy) vorstellen. Wenn wir den Zuwachs oaer
(hesser zu sagen) die Verédnderung vorstellen wollen, die von
den mehreren Veriinderlichen x, y. z. ... abhiingige W=F(x,y,z...)
erfithrt. wenn sieh nur cine dieser Verdnderlichen, nahmentlich x
inderi. so schreiben wir 4. W oder 4:F(x,y. z. .. .): dergestalt,
daB also 4.F(x.y, 2, . ..) eigentlich nichts anderes als den Unter-
schied F(x+ 4x.y.z....)— F(x.y.z....). 4,F(x,y.z,...) nichts
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anderes als den Unterschied Fay+4dy.z....) — Fxv.y.z ..)
bezeichnet. Der Untersehied. den W oerfihri. wenan & und y sich
andern. bezeichnen wirv dureh 4, F (. YoZ, oo ) U SOW.

S5 Anmerkung. Fin Anderes also ist die Dilferenz
zweyer gegebenen Zahlen, z. B. 6—4: ein Anderes die Dilfe-
renz einer Veranderlichen Zahl ax;, = &y — a0 Denn wenn 2. B. v
cine frey verianderliche Zahl ist. so kann sowohl xy als aueh v,
jeden beliebigen wirklichen oder auch blos cingebildeien Werth
bezeichnen: und somit wird auch dx; jeden belichigen Werth
vorstellen konnen: wihrend die Differenz zweyer gegebener
Zahlen jederzeit ciwas Bestimmies und Unverianderliches ist.

S. 6. Zusatz. Dic Differenz ciner veranderlichen Zahl x
kann nach Beschaffenheit der beyden Werthe, die miteinander
verglichen werden. des urespriinglichen namlich und des ge-
anderten. bald cine wirkliche Zahl. bald cine blos cingebildete
Zahl. und wenn die Einheit. aul welehe sieh die Veranderliche &
ezichet, eine des Gegensaizes [ahige EFinheit ist. bald etwas
bezichet les Gegensaizes [ahige Einheit ist. bald et
Positives. bald ctwas Negatives seyn. Soist. wenn der urspriing-
liche Werth von v= 0. und der geiinderte =10 ist. die Differenz
Ax =10 —0= 4. Wenn der urspriingliche Werth noch wice vor-
hin =6 der geanderte aber =5: so ist die Differenz 53— 6=—73
subtractiv. Wenn der Werth x,. den wir uns als den geianderien
vorstellen. mit dem Werthe ap. dentwir als den urespriinglichen
betrachten. in cinem besonderen Falle gleieh ist: soist die Vor-
stellung gy =x, — x; vollends = 0. also gegensiandlos.

§. 7. Zousatz. Ist x derv urspriingliche Werte und dx die Ver-
anderung. so ist der geanderte Werth = x + da.

§. 8. Zusaiz. Wenn die Verdnderliche Wvon den Verdander-
lichen & y. z. ... abhingt. und somit = F(x., y. z....) ist. und es ge-
hiort zu den als urspriinglich betrachteten Werthen dev v y.zo...
der WerthW. zu den geinderten Werthen x4-4dx. y+4dy. z+4dz. ...
aber der Werth WH4W: so st

WAaW=IF(x+dx. y +dy. z+4dz. .. )
und somit AW = (x +dx, y+dy. z+4dz...)— I (x.y,z....).
$.9. Zusatz. Auch ist 4y, I (x. y)=F(x+dx. y+dy)— F(x. y)
=F(x+day)— Flxy) + Fx+dx. y+4dy) — F(x+4dx, y)
= A F(x. y)FA4, 1 (x +dx. y).
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Und eben so 4y, F(x,y,2)=F(x+dx.y+4dy.z+4dz)— F(x,y,2)

= F(x+4dx,y,2) — F(x, Y, 2)+F (x+dx,y+Ay. z2) —F{x+4dx. y,z)
+ F(x4-4dx, y+4y, z+4dz)—F (x4-4dx, y+4dy. z)

= Ad.F (x, y,2) + 4, F (x+4x,y. 2)+ 4, F (x+4x. y+4dy. z). Usw.

§.10. Lehrsatz. Der Zuwachs einer Funetion W von mehre-
ren Veriinderlichen x, y, z. ... ist im Allgemeinen abermahls nur
cine Function von eben diesen Verdnderlichen x. y. z. ... und
von den Zuwiichsen derselben dx. 4y, 4z, . ..: in einzelnen Fillen
aber kann dieser Zuwachs auch von einer oder der anderen
dieser Veriinderlichen x, y. z. . .. ganz unabhiingig werden.

Beweis. Da AW =F (x+4dx, y+4dy, z+4dz...)—F(x.y.z....)
von keiner anderen verdanderlichen Zahl als von den x.y, z,...
und ihren Zuwichsen dx, 4y, dz. ... abhdngen konne, leuchtet
von selbst ein. Denn nur diese Verdanderlichen kommen in dem
Begriffe von 4W vor, wenn in dem Begriffe von Woder F(x, y,z,...)
keine anderen verinderlichen Zahlen als x, y, z. . .. vorkommen,
d. h. wenn W in der That nur eine Function der Verinderlichen
X. Y, Z,... und keiner anderen ist. Dafl aber in einzelnen Fillen
auch einc oder die andere jener Verdnderlichen x, y, z. . . . aus
dicsem Ausdrucke auch vollig verschwinden kénnen, in welchem
Falle 4W von dieser Veriinderlichen ganz unabhiingig wird, kon-
nen uns Beyspiele lehren. Setzet die Function Woder F(x. y, z,. . .)
wiire von der Form x+9(y, z,...), wo ®(y, z,...) blos nur noch
cine von y. z, ... abhiingige Zahl bezeichnet. Dann wiire offenbar

Wt aW=x+dx+ oy +4dy. z+ 4z. . ..
und durch Abzug .
AW=dx+op(y+dy.z+4dz...)— oy, z,...).

In diesem Ausdrucke erscheint die Veridnderliche x gar nicht
mehr, und es ist also AW gewill ganz unabhingig von ihr. Auf
cine idhnliche Weise wiirde sich zeigen, daBl die Differenz der
Function x4+ y+ ¢(z) weder x noch y. sondern nebst z und 4z
nur dx und 4y enthalte. Usw.

§. 11. Lehrsatz. Wenn eine Function W=F(x, y,z,...) fiir
alle Werthe ihrer Verdnderlichen, oder doch fiir alle diejenigen
Werthe derselben, unter deren Begriff auch die Werthe x und
x4 dx: y und y+4dy; z und z+ 4z: ... gehoren. cinformig ist.
so ist auch AW einformig.

Beweis. Denn

AW =F (x+4dx. y+dy. z+4dz....)—F (x. Y.z....).



§)

Sind nun Fx+4dx. y+4dy. z+4dz....) und F(x, y.z...) cin
Paar einformige Ausdriicke. so ist es gewill auch die Differenz
derselben. oder AW,

8. 12. Zusatz. Nicht umgekehrt mull. wenn W=F(x, y,z....)
mehrformig ist. auch 4W cben so viele verschiedene Werthe haben.

§. 15. Erklirung. Da die Differenz einer gegebenen Fune-
tion W von einer oder mehreren Verinderlichen x, y,z. ... in
den meisten Fillen abermahls eine abhéangige Zahl ist und zwar
vou denselben Verinderlichen x. y. z. ... und iiberdies noch von
ihren Verinderungen dx. dy. dz. . ..: so wird sich. wenn wir ge-
wisse Werthe dieser Verdnderlichen xy. y,. z,. ... dx,. dy,. dz,. ...
als dic urspriinglichen und gewisse andere xy. yy. 2y ... Axy. Ay,.
dz,, ... als die verinderten betrachten. untersuchen lassen. von
welcher Beschaffenheit die Verinderung sey. die diese neue
Function 4W erfiahrt? '

Es ist gewohnlich die Verinderung dieser d. h. dic Differenz
der Differenz von W dic zweyte Differenz von W. und im
Gegensatze mit ihr diejenige. diec wir vorhin betrachteten d. i.
die eigentliche Differenz von W. die erste Differenz zu
nennen. Auf eine dhnliche Art wird der Begriff ciner dritten.
vierten und iiberhaupt jeder m-ten Differenz gebildet. Wir
bezeichnen diese  Differenzen  beziehlich dureh a2W. a3,
AW, . ... d"W usw.

§. 14. Lehrsatz. Es ist fiir jeden Werth von n und m
" (dm x) — d"+"' A

Beweis. Der Satz gilt offenbar fiir jeden Werth von n.
wenn n=1 ist. Denn daB 4" (4" x)=d(d"x)=d"+1x sey. lolgt un-
mittelbar aus der Erkldarung. Gilt aber der Satz 4"(4™ x) = am+m
fiir irgend einen Werth von n. so gilt er auch fiir den nichsi
grofleren. Denn ist 4"(d"x) =A4"Ft"x: so ist auch a"+1 (umx)=
=gntrtiyx: weil 4 (4 x) gewill = 4 (d" (4" x)) ist. Ist aber
A" (A" x) =A"F " x: so ist AT (A" x)=d (AT x =gt rtHra weil
nach dem vorhin bemerkien (4" x)=am+1x fiir jeden Werih
von m ist. Also ist A4*(d"x)=d"*t"x auch fiir n=2, n=3 und
fiir jeden folgenden Werth.

8.15. Lehrsatz. Wenn cine Funetion W= F(x,y,z....) von
ciner oder mehreren Veridnderlichen x,y. z. . .. cinformig ist. so
ist nebst ihrer ersten auch jede ihrer folgenden Differenzen
cinformig.
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Beweis. Ist nimlich W cinformig; so ist auch 4W ein-
formig und ist 4W einformig, so ist nach eben diesem Satze
auch 4 (dW)= £2W cinformig usw.

§.16. Erklirung. Wenn wir uns W als cine solehe Funetion
von den Verianderlichen x. y. z. ... vorstellen. daB sic beim Uiber-
gange der Werthe x. y. z. ... in dic Werthe x4+ da. y 4+ Ay,
z+dz. ... cine Verinderung erleidet. die der gegebenen Fune-
tion @(x, y. z.... dx. 4y. 4z, ...) von den Veriinderlichen x. y. z. . ..
und dx, Ay, dz, ... gleichgeliend ist: so nennen wir Win diesem
Betrachte. die zu der Function ¢ (x. y, z. ... da. Ay. Jz. .. .) gcho-
rige Summe: und zwar dic erste Summe. Denken wir uns
dagegen W wiire eine solche Function von den Veriinderlichen
X, Y. z. ... daB nicht die crste. sondern die zweyte. dritte oder
die m-te Differenz, weleche zam Vorschein kommt, wenn x,y,z,...
und dann wieder nebst x.y. z.. .. auch noch dx. 4y. Az, ... usw.
sich idndern. der gegebenen Function ¢(x. y.z. ... dx. Ay, dz. . ..
gleichgeltend ist; so nennen wir Wdie zweyte, dritte, iiber-
haupt m-te Summe von ¢(x.y,2,...dx. Ay, dz....). Wir be-
zeichnen diese Summe bezichlich durch

Sox, y.z....dx. Ay, dz. ...), TP (x, y, z.... dx, Ay, dz. . . )
oder 2@ (x.y.2.... dx,dy,dz....). D3@(x.y,z.... Adx. dy. 4z ...)
und allgemein durch 2" @ (x. y,z. ... dx. Ay, 4z, .. ).

§17. Anmerkung. Sehr unterscheiden muf man also “zwi-
sehen der Summe gewisser gegebener Zahlen in der frither (8.)
erklirten Bedeutung. und zwischen der Summe eines gegebenen
Zahlenausdrucks, den wir als cine Differenz anschen sollen. in
der hier angenommenen Bedeutung. Die erstere ist nichts als
ein Inbegriff jener gegebenen Zahlen. bey welchen auf keine
Ordnung der Theile geachtei. und die Theile der Theile als
Theile des Ganzen betrachtet werden sollen. Eine Summe in
der hier festgesetzten Bedeutung dagegen ist cine Function.

§. 18. Lehrsatz. Es ist allgemein 2" 3" o= 3" +r g,

Beweis. Vollig auf dhnliche Art wie im §. 14.

$.19. Lchrsatz. Wenn eine Function W der Veriinderlichen
x. y. z. .. .. dice so beschaffen ist. daR die Verdinderung, welche
sic durch den Uibergang der x. y.z, ... in dic a+4x. y+4y.
z+dz, ... erfihrt, der gegebenen @(x, y, 2z, ... dx, dy,4z. .. .)
gleich kommt. in der That angeblich ist; so gibt es nicht blos
cine cinzige dergleichen. sondern unendlich viele, die sich je-
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doch alle nur darin von ciner derselben B unierseheiden. daB
sic der Form W4 C unterstehen, sofern wir dureh C' cine von
Noy. 2., dx. dy. Az ... unabhiingige. iibrigens aber ganz will-
kiihrliche Zahl bezeichnen.

Bewcis. Ist die Verinderung von Woder AW =@ (x.y.z. ...
dAx.dy. dz. .. ): so ist auch die Verdinderung von W+ O gleich
Px.y.z. ... dx. dy. Az, .. .) fiir alle Werthe von C. Denn es st
jedesmahl /(W4 C)= (W 4+dW+ C)—(W+ C)=W. Dall cs aber
sonst keine andere Funetion geben konne. die dieser Bedingung
entspricht. erhellet so. Setzet. dal F(x. y. z....) und @(x. y. z....)
zwey Functionen wiiren. deren Verdanderung beyde =@ (x. y. z. . ..
Ay, oAy, Az....) sind. Sonach miiBte fiir alle Werthe der Verin-
derlichen x. y. z. ... dx. dy. dz. ... die Gleichung bestehen

Fx+dx, y+dy. z+dz...)—F(x.y.z....)=
=0 (x+dx, y+dy. z+dz....)— D(x. y. z... ).

Also auch. wenn wir zu beyden Seiten @ (xv+dx. y+ Ay, z+dz....)

abzichen und F(x. y. z....) addiren

Flx+dx. y+dy. z+Az....) — O(x+adx. y+dy. z+ dz... )=
=y z..)—0(x.y,z....).

Da diese Gleichung fiir cinen jeden Werth nicht nur der x. y. z. ..

sondern auch der Adx. dy. Az. . .. bestechen soll: so muB sic auch

bestehen. wenn wir

Adx=a—x. Ady=b—y. Adz=c—z usw.

withlen. In dicsem Falle aber iibergehet das ersie Glied der
Gleichung in F(a. b.c....)— @(a. b. c. . .). welches offenbar cine
von x. Yy, z.... ganz unabhiingige Zahlenvorstellung ist. Stellen
wir diese durch C vor: so ist '

C=Fxy.z..)—0(x. y.z....).
Also Flix.y.z...)=0(x.y.z....)+ (.

wice in dem Lehrsatze ausgesagt wird,

§ 20. Zusatz. Wenn die gegebene Funetion @ (x. y. z. . ..
Adx. dy. dz. . ..) nicht wirklich so beschaffen ist. daff cine Funetion
von x, y.z.... W= 0@(x. y. z....) besichet. welehe. wenn x.y.z. ...
in x+dx,y+4Ay. z4dz. ... ibergehen, die Differenz jo(x, y.z....
Ax.Ay. dz. . ..) hervorbringt: so ist dic Vorstellung To(x. y. z.. ..
Ax, dy. 4z. . . .) gegenstandlos. Daber auch die 4Z¢x,y.2....
Ax, dy. Az. . ..) gegestandlos: ohngefiahr ehen so wie (x—y)+y
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X o n ] . Ll
oder y y gegenstadlos xind. wenn v—gy oder 7 gegenstandlos

sind. Allein wie wir Griinde fanden. die urspriinglichen Begritie
ciner Differenz und cines Quotienten so zu erweitern. dafl die
- R .
Gleichungen (v — g+ y=a und gy (U):.\‘ sllgemein angeselzi
werden diielten: so ktnnew wir auch hicr dovel cine isihnliche
Erweiterung der Begriffe festsetzen. daft die Gleichung
ANy oz Yy Y=y ze .. dx, Ay Az )
allgemein gelie.

§.2. Zusatz Dann wird auch chen so allgemein om 3w+ gp=-
=Yg seyn. @ scy was immer es wolle,

8. 22, Zusatz Nicht chen so ist aber 279 sehlechterdings =g
zu setzen. sondern e Biner der Werthe. die X 49 vorsicHen
kann, isi auech =@, Alle Werthe, die Y@ vorstelli. sind abor
unter der Form ¢+ enthalten,

§.23. Lehrsatz Die Differenz cinee Funelion, die eine
algebraisehe Summe mehrerer theils verdnderlicher. theils aueh
wobl unveriinderlicher Zahlen ist. besiehet aus der algebrai-
sehen Summe der Differenzen der cinzelnen verdnderlichen
Summanden.

Beweis Bezeichnen wir die algebraische Summe. welehe
dic unveriinderlichen Zauhlen fiie sich allein bilden. dureh a. dic
ibrigen verinderlichen Zablen aber dureh &, y. 2 0L so ist dice
canze Summe . b die Foanetion, deren Verinderung vie be-
stimmen sollen. W=a+xt+tyL 24 ...,

Ferner ist nach 8.0 8

WiaW=atx+ It yF+dy) +z+d2+ ...
Also duveh Abzuyg JW =L dx +dy+ A2+ -.-,

§. 24, Zusatz Die Dillerenz einer ganz woverdinderlichen
Zahl ist also =0.

§. 25, Zusatz. Da dic Zahlen sy 2. 00 nicht eben freye
Verdanderliche seyn miissen. so kinnen sie aveh Funetionen von
ciner oder melveren Yeriiaderlichen vorsicllen: und somit lehri
uns die Formel des vorigen Lehesatzes aueh die Differenz ciner
Funetion zu finden. die selbst sehon cine algebraisehe Summe
mehrerer anderen isi. wenn wir die Differenzen dicser zu
finden wissen.
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§. 26. Zusatz. Nichts hindert dic Formel des vorigen Lehr-
satzes gelten zu lassen. auch wenn die Menge der durch dic
Zeichen + oder — verbundenen Glieder unendlich ist.

§. 27. Zusatz. Ist aber die Menge der verdnderlichen Glieder
X y. z. ... nur cndlich, und konnen die cinzelnen Zuwiichse
Ax. Ay, dz. . ... wihrend die Anzahl derselben sich nieht dinderi.
alle in das Unendliche abnehmen: so erhellet aus 8. 23, dal auch
die Differenz W in das Unendliche abnehmen konne.

Y. 28. Lehrsatz. Die Differenz ciner Funetion. die cin Pro-
duct aus ciner bestindigen meBbaren Zahl und ciner veriinder-
lichen aber stets meBbarven ist. bestehet aus dem Produete der
bestandigen Zahl.in die Differenz der Verdnderlichen.

Beweis. Bezeichnen wir die bestindige Zahl durch a. dic
verinderliche durch x: so ist die gegebene Function W entweder
ax oder xa. Wenn aber a und x meBbare Zahlen seyn sollen:
so haben wir ax=xa. Ferner ist W+JdW =a (x +x). Wenn
aber nieht nur x. sondern auch x4+4x meBbar ist: so muBl auch
Ax meBbar seyn: daher sich der letztere Ausdruck in ax+adx
zerlegen laBt. Und wir erhalten durch Abzug AW =a.x.

§. 29, Zusatz Nimmt also /x in das Unendliche ab. so
nimmi auch oW in das Unendliche ab.

§. 30. Zusatz. Auf ihnliche Weise ist auch die Differenz

. X . I Y
des Quotienten 5 Wemn nur a nicht Null ist = A Denn unter

; . TR & 1 1
der Voraussetzung. daft a nicht Null ist. st =a und a melbar.

§.51. Lehrsatz. Die Differenz ciner Function. die ¢in Pro-
duct aus zwecey Verdinderlichen ist. wird erhalten. wenn wir
jede dieser Verdnderlichen mit der Differenz der anderen. so-
dann die beyden Differenzen selbst unter cinander multipliciren
und alle drey Producte addiren.

Beweis. Sind die Factoren nur zwey. so ist W=uxy. und

Wt W= (x+d3) (y + dy).
welehes, weil x. y. dx, 4y meBbare Zahlen sind, sich in xy 4
+ ydx+x dy+ Ax 4y auflosen liBi. Daher durch Abzug dic
verlangte Differenz AW =4d(xy) =y dx +xdy + Ax Ay.

§.32. Zusatz Ist die gegebene Function cin Produet dreyer
verdanderlicher Factoren W=axyz; so crhalten wir, wenn wir
das Product zweyer gegebenen yz erst als einen cinzigen ver-
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inderlichen Factor u ansehen. nach der vorigen Formel W=
=d(xu) = udx + xAdu+4x Au; wenn wir fiir u nun seinen Werth
yz setzen und du =4(yz) abermals nach der vorigen Formel in
ydz+ zdy + Ay . 4z auflosen: so findet sich

AW =dAd(xyz) =yzAdx + x (ydz+ zdy + Ay . Az) +
+dx (ydz+ zdy + Ay . 1z)
oder d(xyz)=yzdx+xzdy+xydz+
+‘zdx dy+ + ydx Az + x Ay Az + Ax Ay Az.

§. 33. Zusatz. Man sicht von selbst., wic dieses Verfahren
auf ein Product von jeder beliebigen Anzahl verinderlicher
Facioren ausgedehnt werden konne.

§.34. Zusatz. Konnen die Zuwiichse dx. Ay, Az, ... der ein-
zelnen Factoren. aus welchen das Product xyz... zusammen-
gesetzt ist, alle im Einzelnen in das Unendliche abnehmen.
withrend sich ihre Anzahl nicht dndert: so kann auch A(xyz...)
in das Unendliche abnehmen. Sind nimlich der Faetoren nur
zwey, so ist offenbar, daR d(xy)=ydx+ xdy+ Ax Ay in das
Unendliche abnehme, wenn gx und Ay in das Unendliche ab-
nchmen. §. 31.) Gilt aber der Satz von einem Producte von n
Factoren, so gilt er auch von einem aus (n+1) Factoren: denn
bezeichnen wir den Einen Factor durch x und das Produkt aus
den n iibrigen durch y: so ist das ganze Product W= xy, nimmt
also nach dem soeben Gesagten, in das Unendliche ab. so oft
nur dx und 4y in das Unendliche abnehmen.

§. 35. Lehrsatz. Die Differenz eines Quoticnten. wenn
der Zihler und Nenner beyde veranderlich sind, jedoch stets
mefRbare Zahlen verbleiben, und der Nenner iiberdieR nie Null
wird, kommt zum Vorschein, wenn wir den Nenner mit der
Differenz des Ziihlers. und den Ziahler mit der Differenz des
Nenners multipliciren, das letztere Produet von dem ersteren
abziechen und den Rest durch das Product aus dem Nenmer in
den um seine Differenz vermehrten Nenner dividiren.

Beweis. Sind Ziihler und Nenner veriinderlich: so haben wir

X x+dx x

— AW =217 : — e A

W y und WH+4aW y +y und 4 W y¥ay "y
welches so oft nur y oder y+4y nicht Null sind. auch so ge-

Ax
schrieben werden kann A(.';f ) - yy_(%-l-zj)y ’

x +dx



§.56. Zusatz. Konnen die Zuwiichse von x und y d. h. 4x und
Ay in das Unendliche abnehmen: so kann auch A(x) in das Un-

endliche abnehmen: sofern nur y nicht =0 ist. Denn unter
dieser Voraussetzung kann yAx —x4Yy . das Unendliche ab-
yly +4y)

nehmen.
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