Bernard Bolzano’s Schriften

I. Versuch einer objectiven Begriindung die erste Lehrsitze von Dreyecken und
Parallellinien mit Voraussetzung der Lehre von der geraden Linie zu beweisen

In: Bernard Bolzano (author); Jan Vojtéch (author): Bernard Bolzano’s Schriften. Band 5.
Geometrische Arbeiten. (German). Praha: Kralovska Ceska spolecnost nauk v Praze, 1948.
pp- 13-36.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400226

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/400226
http://dml.cz

1.

7

VERSUCH DIE ERSTEN LEHRSATZE VON DREYECKEN
UND PARALLELLINIEN MIT VORAUSSETZUNG DER LEHRE
VON DER GERADEN LINIE ZU BEWETSENS)

§1.

Erklarung. Winkel ist dasjenige Pridicat zweyer gerader Linien
ca, cb (Fig. 1), die einen ihrer duflersten Puncte ¢ gemein haben: welches
Priadicat jedem andern Systeme der zwey Linien cw, ¢f, die bey dem-
selben Anfangspuncte ¢ Theile jener sind, gemeinschaftlich zukommt. —
¢ heiflt des Winkels Scheitel, und die Linien ca, cb, insofern von ihrer
Linge dergestalt abgesehen wird, dall man auch die Linien c¢x, ¢f fir
sie nehmen kann, seine Schenkel.?)

§ 2.

Anmerkung. Die Umschreibung, die diese Definition verlingert,
verursacht der Sprachgebrauch, welcher den Winkel ach gleich «cf
nennt, dem zufolge der Winkel eigentlich eine Eigenschaft zweyer
Richtungen (wie ich das Wort in der | II. Abtheilung erklire) nicht
aber zweyer Linien ist. Andere sagen: ,der Winkel ist von der
GroBe der Schenkel unabhiingig®; welches jedoch nur mit der Ein-
schrinkung verstanden werden miilte, dal man die Grofle eines Schen-
kels nie negativ nimmt. — Dal iibrigens der von mir gewihlte
Ausdruck vollstindig sey, erhellet von selbst bey méfigem Nachdenken.
Um z. B. zu beweisen, daBl der Winkel ach = «cff (Fig. 2) sey, schlieft
man unmittelbar ex definitione ach = acf, aucf = «cf, also ach = acf.19)

§ 3.
Lehrsatz. Jeder Winkel bestimmt seinen Nebenwinkel.

Beweis. Aus der Erklidrung (1) ergibt sich, ein Winkel sey bestimmt,
wenn es seine Schenkel sind. Nun bestimmen dié Schenkel des gegebenen
Winkels zugleich die seines Nebenwinkels. Denn diese sind: der Eine
ein Schenkel des gegebenen Winkels selbst, der Andre eine Verlinge-
rung vom andern Schenkel des gegebenen Winkels iiber seinen Scheitel.
Aus der Lehre von der geraden Linie weill man nun, daBl diese Ver-
lingerung [abgesehn von ihrer Linge, im obigen Sinne (1)] gege-
ben sey.
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§ 4.

Zusatz. Sind also zwey Winkel gleich, so sind auch ihre Neben-
3 winkel gleich. Denn | Dinge, die auf gleiche Art bestimmt
werden, sind gleich.

§ 5.
Lehrsatz. Scheitelwinkel sind gleich, acf = bcx (Fig. 3).
Beweis. Thre bestimmenden Stiicke sind gleich. Der Winkel acf
ist ein Nebenwinkel des achb, der Winkel bcx in eben der Ordnung ein
Nebenwinkel des bca. Ist also ach = beca, so ist auch acf = bex (3, 4).

§ 6.

Anmerkung. Der ordentliche Weg die Gleichheit zweyer Dinge
darzuthun, ist kein andrer: als daBl man ex datis die Gleichheit ihrer
bestimmenden Stiicke schlieBe (§4).1') Diesen Weg beobachtet der
Euklidische Beweis des gegenwirtigen Satzes nicht. Er hat aber in
meinen Augen noch nebst dem zwey Mingel. Erstlich menget er schon
hier die fremdartige Betrachtung einer Ebne mit ein; denn er addirt
Winkel, welches immer nur unter der (obwohl verschwiegenen) Bedin-
gung vorgenommen wird, dafl sich die Winkel in derselben Ebene
befinden. Zweytens setzt er voraus, daB Winkel GroB8en seyen, in
welcher Voraussetzung er sie addirt und subtrahirt, und dem bloB
arithmetischen Grundsatze: ,,Gleiches von Gleichem abgezogen, gibt
gleiche Reste unterwirft. — GroBe heifit ein Ding, insofern es ange-
sehen wird als bestehend aus einer Anzahl (Vielheit) von Dingen, die |

4 der Einheit (oder dem Mafle) gleich sind. Sollte ich mir also einen
Winkel als eine GréBe denken, so miilte ich mir ihn, dem zufolge,
vorstellen als zusammengesetzt aus mehreren einzelnen gleichen Winkeln
in Einer Ebene; welches — man mog’ es ausdriicklich oder nicht aus-
driicklich sagen — eigentlich nichts als die Vorstellung des innerhalb
der Schenkeln begriffenen Flichenraums ist; so daBl also Hr. Schultz
Recht hitte, wenn er diesen unendlichen Flichenraum als eine wesent-
liche Eigenschaft des Winkels betrachtet. Der Verfasser der Bemer-
kungen iiber die Theorien der Parallelen des H. Hofpr. Schultz
u. s. w. (Libau 1796),22) der diese Voraussetzung des H. Schultz weit-
liufig widerlegt, thut doch nichts Bessers, weil er die Winkel noch
immer als Grofen betrachtet, und nur noch den Begriff der Bewegung
mit einmengt, indem er (S. 55) den Winkel als den Begriff des Verhilt-
nisses der gleichféormigen Bewegung einer geraden Linie um Einen ihrer
Punkte zu einer ganzen Umdrehung definirt. Dadurch entdeckt er uns
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aber deutlich den wahren Ursprung aller Vorstellungen der Winkel als
GroBen, welcher meiner Meynung nach kein anderer als der empirische
Begriff der Bewegung war. — Es ist nun offenbar, dafl ich mir zwey
Linien mit einem gemeinsamen Endpuncte, also einen Winkel (§ 1)
denken kann, ohne auf eine Fliche, oder auf andre dazwischen gezogene
Linien (Theilwinkel) oder auf eine Bewegung, durch welche | die Eine
dieser Linien aus der Lage der Andern in die ihrige gekommen, gedenken
zu miissen. Folglich ist der Winkel seinem Wesen nach keine Grofle.
DieB3 sah schon der griindliche Tacquet!®) wohl ein (Elementa Geo-
metriae I, 3. Prop. 16. Schol.). Nur wundert mich, daf} er die gewohn-
liche entgegengesetzte Vorstellungsart blof3 fiir eine abgekiirzte, obgleich
unschickliche doch unschidliche Redensart erklirte, die man also
immerhin beybehalten diirfte. Ist der Winkel eine blofle Qualitit, so
kann man zuférderst bloB von Gleichheit oder Ungleichheit (oder
wie Tacquet will: Ahnlichkeit oder Unihnlichkeit) der Winkel reden;
aber nicht von GroBer- oder Kleinerseyn; als welches zwey besondre
Arten des Ungleichseyns bedeutet, die eigentlich nur von Groflen
gelten, oder iiber deren Sinn man doch wenigstens erst iibereingekommen
seyn muf3. — Ich werde also die Winkel nirgends als Gro Ben behandeln,
und verwerfe alle Beweise im Euklid als unbrauchbar, wo sie so betrach-
tet werden. Demohngeachtet wird diel in dem ganzen algebraischen
Theile der Geometrie keine Anderung nach sich ziehn, weil man hie
(bekanntlich) Kreisbogen und nicht Winkel vor sich hat.

§7.

Erkldrung. Werden in den Schenkeln ca, cb eines Winkels (Fig. 4)
zwey Puncte a, b auller dem Scheitel ¢, und durch sie eine gerade Linie
ab angenommen, so heit das System der geraden Linien ca, cb, ab ein
Dreyeck. |

§8.

Anmerkung. Also ist von keinem Flichenraum die Rede.

§9.

Zusatz. In jedem Dreyeck kommen drey Winkel vor. Jeder der-
selben wird von zwey Seiten eingeschlossen (d. h. hat sie zu Schen-
keln), und steht der dritten gegeniiber (d. h. hat sie zu keinem Schen-
kel). Jeder Seite liegen zwey Winkel an (d. h. sie gibt einen Schenkel
von zweyen ab). — Diell sind zwar eigentliche Lehrsitze; aber so leicht
zu erweisen, dafl ich damit den Raum spare.
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§ 10.

Lehrsatz. In zwey gleichen Dreyecken sind I. die Seiten gleich,
die zwey gleichen Seiten entgegenstehn, oder einem gleichen Winkel
gegeniiberstehn, oder denen zwey gleiche Winkel anliegen; II. die Win-
kel gleich, die zwey gleichen Winkeln entgegenstehn, oder von zwey
gleichen Seiten eingeschlossen werden, oder einer gleichen Seite gegen-
iiber stehen.

Beweis. Diese Seiten (I) und Winkel (II) werden durch die er-
wihnten Angaben in ihren Dreyecken bestimmt; denn es gibt zufolge (9)
nur Eine Seite, nur Einen Winkel, dem diese Angaben zukommen.
Da nun die Dreyecke selbst, und diese Angaben in ihnen gleich sind,
so sind die bestimmenden Stiicke dieser Seiten und Winkel gleich. |

§ 11.

Anmerkung. Ich nenne Dreyecke nur schlechtweg gleich, die man
sonst gleich und dhnlich nennt. Das Wort gleich sagt dem Sprach-
gebrauche gemifl mehr als das Wort dhnlich, so da3, wenn man zwey
Dinge gleich nennt, sie darum auch schon #hnlich*seyn miissen. Aber
Eine Eigenschaft dieser Dinge, (welche sie nicht bestimmt), z. B.
die Grofle zweyer Flichenrdaume kann gleich:- seyn, ohne dafl die
Dinge, die Flichenrdume, darum selbst gleich sind. Diese Eine Eigen-
schaft sollte man auch nicht mit dem Nahmen des Dinges selbst belegen;
also nicht sagen: ,,zwey Dreyecke sind gleich*, wenn man eigentlich nur
sagen will: dafl die Groflen ihrer Flichenrdume gleich sind. Enthalt
man sich dieser ziemlich unmathematischen Metonymie, so wird auch
der sprachwidrige Beysatz dhnlich zu dem Worte gleich iiberfliissig
bleiben. Wenn aber Einige das Wort gleich nicht anders gebraucht
wissen wollten, als nur von der Eigenschaft der GroBe: so bitte ich sie
um ein andres Wort, welches man zur Bezeichnung dieses Begriffes
allgemein brauchen kénne? — Einerley ist diel Wort nicht; denn so
heilt nur ein und dasselbe Ding, insofern es mit sich selbst verglichen
wird.14)

§ 12.

Lehrsatz. Zwey Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel
bestimmen das Dreyeck, dem sie zugehoren. |

Beweis. Aus der Erklirung (1) folgt unmittelbar, da der Winkel
und die bestimmte Linge der Stiicke ca, c¢b seiner Schenkel zusammen
alle Pridicate des Systems der zwey Linien ca, cb enthalte. Denn der
Winkel allein enthélt dasjenige, was von der bestimmten Linge der
Linien ca, ¢b unabhingig ist; kommt also diese auch noch hinzu, so ist
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alles an diesem Systeme bestimmt. Nun versteht man unter Seiten
(eines Dreyecks) — zum Gegensatz von Schenkeln — bestimmte Linien.
Also ist alles an dem Systeme der 2 Linien ca, c¢b bestimmt; folglich auch
die Puncte a, b; also auch die gerade Linie ab, die durch sie gezogen
wird (§ 7); folglich auch die Winkel, die sie mit den beyden andern
Seiten bildet.

§ 13.

Anmerkung. Aus diesem Satze wird man nun zwey correspon-
dirende Lehrsiitze, den Einen von der Gleichheit, den Andern von der
Ahnlichkeit der Dreyecke folgern.

§ 14.

Lehrsatz. Zwey Dreyecke, in denen zwey Seiten mit dem einge-
schlossenen Winkel gleich sind, sind selbst gleich.
Beweis. Denn ihre bestimmenden Stiicke sind gleich (§ 12).

§ 15.

Zusatz. Hieraus ergeben sich durch blofle Verneinung des Nach-
satzes (conclusio hypothetica in modo tollente) | etwelche Sitze. Z. B.
Wenn 2 Seiten gleich, die dritte aber ungleich, so muf3 auch der ein-
geschlossene Winkel ungleich seyn. U. s. w.

§ 16.

Erklirung. Zwey rdumliche Dinge heilen d&hnlich, wenn alle
Merkmale, die aus der Vergleichung der Theile eines jeden unter
sich hervorgehen, in beyden gleich sind; oder wenn sich durch jede
mogliche Vergleichung der Theile eines jeden unter sich kein ungleiches
Merkmal wahrnehmen 1aBt.

§ 17.

Lehrsatz. Dinge, deren bestimmende Stiicke d&hnlich sind, sind
selbst #hnlich.

Beweis. Sollten sie undhnlich seyn, so miiite sich aus der Ver-
gleichung der Theile eines einzelnen unter sich ein ungleiches (d. h. in
dem andern nicht so vorhandnes) Merkmal wahrnehmen lassen. Diese
Ungleichheit forderte - einen Erkenntniffigrund in den Dingen selbst,
also in ihren bestimmenden Stiicken (denn aus diesen muf} alles zu
ersehen seyn, was in den Dingen selbst liegt). Also miiite in den bestim-
menden Stiicken eine aus ihrer Vergleichung unter sich erkennbare
Verschiedenheit vorhanden seyn; folglich wiren sie nicht dhnlich (§ 16).

Bolzano sv. V.— 2 17



§18.
Anmerkung. Dieser Satz liegt den Lehrsitzen von der Ahnlichkeit

10 eben so zum Grunde, wie der | Satz: -,,Dinge, deren bestimmende Stiicke

gleich sind, sind selbst gleich* (§ 4) den Lehrsiitzen von der Gleichheit
(§ 6).
§ 19.

Grundsatz. Es ist uns keine besondere Vorstellung von irgend
einer bestimmten Entfernung (oder absoluten Linge einer Linie),
d. h. von einer bestimmten Art des Auseinanderseyns zweyer Puncte
a priori gegeben.

§ 20.

Lehrsatz. Alle geraden Linien sind #hnlich.

Beweis. Gerade Linien werden durch ihre beyden Endpuncte be-
stimmt. Nun haben wir (§ 19) keine besondre Vorstellung von irgend
einem bestimmten Auseinanderseyn zweyer Puncte. Also ist jegliches
Auseinanderseyn zweyer Puncte dem andern dhnlich. Also auch alle
geraden Linien selbst (§ 17).

§ 21.

Lehrsatz. Zwey Dreyecke, in denen zwey Seiten um einen gleichen
eingeschlossenen Winkel proportionirt sind, sind selbst &hnlich.

Beweis. Die bestimmenden Stiicke dieser Dreyecke sind #hnlich.
Diese sind (§ 12) ein Winkel mit den Seiten, die ihn einschliellen, oder
(weil das Verhiltnil einer Linie zu einer andern jene aus dieser be-
stimmt) ein Winkel, eine Seite und das VerhiltniB der andern zu der
ersten. Nun ist der Winkel und das Ver- | hiltnif in beyden Dreyecken
gleich (folglich auch #hnlich), die Eine Seite aber dhnlich; folglich sind
die bestimmenden Stiicke &hnlich.

§ 22.

Lehrsatz. Ahnliche Winkel sind gleich.

‘Beweis. Das Wort Winkel bezeichnet (1) den Bestimmungs-
grund alles an dem Systeme zweyer Richtungen am, an (Fig. 5) Bemerk-
baren. Dieses ist: die Entfernung mn, welche jegliche zwey Puncte m,
n, die man in beyden Richtungen durch willkiihrliche Entfernungen
am, an bestimmt, von einander haben; die Entfernung pr, welche jegli-
cher Punct p in der Einen Richtung am von einem Puncte r in der mn
hat, u. s. w. — Sind also in zwey vorgegebenen Winkeln alle diese be-
merkbaren Stiicke gleich; so heifit die8 nichts anders, als die Winkel
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selbst sind gleich. — Nun seyn e und « (Fig. 6) 4hnliche Winkel; so
muB wenn am :an = xu : av, sich auch (§ 16) am : mn = op : pv finden,
sonst wiirde die Vergleichung der Theile des Winkels a unter sich nicht
eben die Vorstellung hervorbringen, wie die der Theile des Winkels a. —
Man gedenke nun «o (in der Richtung « ) = am und «u (in der Richtung
av) = an; folglich ~p :av = xo : xu. Mithin (wenn man ou zieht)
(§21) A oau ~ A uov; woraus (16) ou = Hy-09 _ ™02 _ .
ou am
Auf gleiche Art wird gezeigt, daB auch, wenn | ox = mp, op = mr 12
genommen werden, g = pr wird. U. s. w. So dafl also bey Winkeln a,
o die oben erwihnte Bedingung der Gleichheit aller Merkmale eintritt;

demnach sind diese Winkel gleich.

§ 23.

Zusatz. In dhnlichen Dreyecken sind also die Winkel, die proportio-
nirten Seiten entgegenstehn, gleich (§ 16. 10, 22).

§ 24.

Anmerkung. Diese Lehre von der Ahnlichkeit, als auch ihre fol-
gende Anwendung ist fiir mich ein Resultat meines selbsteignen Nach-
denkens; obgleich schon Wolf!®) dieselbe Lehre in seiner Philosophia
prima seu Ontologia, Sect. III. Cap. I. de Identitate et similitudine, wie
auch in den Elementis Matheseos universae ausfiihrlich vortrigt; und
sie mithin der gelehrten Welt vorlingst bekannt ist. Ich selbst habe das”
erstere Werk erst unlingst, das andere zwar schon vor vielen Jahren,
nicht um die Elemente daraus zu erlernen, sondern nur in der Absicht
etwa ein unbekanntes Problem darinn zu finden, cursorisch durchgelesen,
wobey ich denn die Arithmetica und Geometria so unvorsichtig iiber-
schlug, daB ich diese wichtige Anderung, die gleich nach den Definitionen,
und dann in kleinen Scholien angefiihrt wird, nicht gewahr ward. —
Die erste Form, die ich meinem Beweise des Satzes § 21 gab, bevor ich
Wolfs Ontologie gelesen hatte, | ist kiirzlich folgende: Wir haben keine 3
apriorische Vorstellung von irgend einem bestimmten Auseinanderseyn
zweyer Puncte, iiberhaupt von irgend einem bestimmten rdumlichen
Dinge. Soll also eine apriorische Erkenntnifl von réumlichen Dingen
moglich seyn, so muB} diese fiir jedes angenommene Mal} gelten. Wenn
daher z. B. (Fig. 7) in dem A acb,cb =n .ca, ab = m .ca. Und im
A «cf bey gleichem Winkel eben so ¢ff = n.cx ist: so mufl auch
af = m . cx seyn; weil wir widrigenfalls eine apriorische Vorstellung von
der bestimmten Linie ca haben miiliten, bey welcher allein die Zahl
m gilt. — Meine Absicht bey der Erfindung dieses Beweises war: um
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mittelst der Lehre von der Ahnlichkeit der Dreyecke die bekannte
Liicke in der Theorie der Parallelen zu erginzen.') — In der That,
sollte man auch mit Wolfens (oder meinem) Beweise der Lehre von der
Ahnlichkeit der A A nicht ganz zufrieden seyn: so schiene mir doch
noch das Bemiihen, diese Lehre — (aus einem von Parallellinien und
Betrachtungen der Ebene unabhingigem Grunde) — zu erweisen, eine
nihere Beherzigung der Geometer zu verdienen. — Kant hat angemerkt
(Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden
im Raume, 1768 — zu finden in der Sammlung einiger seiner Schriften
von Rink), und diesen Gedanken noch sonst (Prolegomena S.571{.)
wiederholt: dal es Unterschiede (also auch Eigenschaften, worauf
sie sich griinden) in rdum- | lichen Dingen gebe, die aus keiner Verglei-
chung der Theile eines jeden untereinander erkannt werden. Denn es
gibt rdumliche Dinge, die einander vollig gleich und &hnlich sind, und
sich doch nicht in denselben Raum bringen lassen; also doch einen Unter-
schied besitzen miissen. Dergleichen sind z. B. zwey gleiche sphérische
Triangel auf entgegengesetzten Hemisphiren. Kant nennt den Grund
dieses Unterschieds die Gegend, nach welcher zu die Theile des einen
und des andern rdumlichen Dinges liegen. — Diese Kantische Bemerkung
ist zwar ganz richtig: indessen ist nicht blo die Gegend, es ist auch
zweytens die bestimmte Art des Auseinanderseyns (die Ent-
fernung) eine Eigenschaft, die sich aus keiner Vergleichung der Theile
eines Dinges untereinander erkennen liflt. So zwar, dal wenn in zwey
Dingen alle Eigenschaften, die aus der Vergleichung der Theile eines
jeden unter sich bemerket werden konnen, gleich sind: so folgt erst nur
soviel, dafl beyde Dinge dhnlich sind; ungleich konnen sie noch
immer seyn. Sollen zwey Dinge auch als gleich erkannt werden, so
muf} man das Eine mit einem Theile des Andern, oder allgemein: man muf}
beyde mit Einerley drittem Dinge (einem gemeinschaftlichen MaRe)
vergleichen.*) — Der Grund hievon | liegt darinn, daf wir a priori keine
Vorstellung von irgend einem bestimmten Auseinanderseyn zweyer
Puncte (Entfernung) haben; daher uns nichts iibrig bleibt, als das Be-
merken der Verhiltnisse verschiedener Entfernungen gegeneinander.
Diese Wahrheit ist es, die ich § 19 als einen Grundsatz aufgestellt. — Als
einen Beweggrund entweder zur Annahme der vorhandenen, oder
zur Aussinnung irgend einer andern Beweisart der Lehre von der Ahnlich-
keit, erlaube ich mir noch folgende Erinnerung. Muf} nach einer richtigen

*) So hiitte also Kant in seiner Abhandlung nicht nur den Begriff der Gegend,
sondern auch den | des Auseinanderseyns als eine Instanz gegen jene Philosophen
anfiihren konnen, welche den Raum fiir ein bloBes Verhiltni3 der coexistirenden
Dinge halten.
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Methodik von jedem systematischen Beweise gefordert werden, daf er
die Verbindung des Subjectes mit dem Pridicate darthue ohne Ein-
mischung zufélliger Mittelbegriffe: so konnen unsere bisherigen Beweise
von allen Lehrsitzen der Ahnlichkeit vor keiner Kritik bestehen. Ein
Blick - vom Sachverstindigen auf unsre Lehrbiicher (auf den Euklid)
in dieser Riicksicht geworfen: und ich hoffe gerechtfertigt zu seyn von
dem Verdachte der Verliumdung. Man hat also noch die Verbindlichkeit
einen fehlerfreyen Beweis fiir diese Lehrsitze zu suchen. Dieser Beweis
miillte — unter andern Erfordernissen hier nur erwihnt — dasjenige,
was von dem genus gilt, nicht nur durch eine Induction, von den ein-
zelnen speciebus darthun. ,,Ahnlicher Korper Inhalte | verhalten sich
wie die Wiirfel dhnlicher Seiten, oder allgemeiner, wie was immer fir
andre aus ihnen auf #dhhliche Art bestimmte Korper. Flichen, wie
Flichen; Linien (krumme) wie Linien.” — Wo vermag die Euklidische
Geometrie diese Sitze in dieser ihrer Allgemeinheit darzuthun, ohne auf
die Betrachtung von einzelnen Arten (Dreyecken dgl.) herabzusteigen? —
Aus §17 aber folgen diese Sidtze in volliger Allgemeinheit, und ganz
unmittelbar. Denn es seyen 4, a zwey dhnliche Korper, und der Korper
B aus A auf dieselbe Art bestimmt, wie b aus a; folglich auch B, b dhnlich;
und man soll beweisen 4 : B = a : b. Das System der Korper 4 und B
hat die bestimmenden Stiicke: den Korper 4 und die Art, wie B aus 4
folgt. Diese bestimmenden Stiicke sind nun ex hypothesi dhnlich den
bestimmenden Stiicken in dem Systeme a und b. Also sind (§ 17) beyde
Systeme #dhnlich. Folglich alles, was sich in dem einen Systeme durch
Vergleichung seiner Theile bemerken 148t, auch in dem andern gleich.
Wenn man daher die korperlichen Inhalte der Korper A, B; a, b vergleicht;
so muBB 4 : B=a :b. — Denselben Beweis wird man von selbst auf
Fliachen und Linien anwenden konnen. — SchlieBlich bemerke ich noch,
daf} ich eben diesen Grundsatz (§19) auch in der Mechanik zum Beweise
ihrer ersten unentbehrlichsten Sitze gebrauche; und daf} er tiberhaupt
in allen Theilen der Mathematik (die Arithmetik und Algebra ausge-
nommen, — | weil sie kein besonderes Ding, sondern die abstracte
Vielheit selbst zum Gegenstande hat —) mit Nutzen anzuwenden
glaube.?)

§ 25.

Lehrsatz. Im gleichschenklichten Dreyeck sind die Winkel an der
Grundlinie gleich: ¢ = b (Fig. 8).

Beweis. Sie werden auf gleiche Art bestimmt. Aus § 14 folgt
A ach = A bea (in der Ordnung der Buchstaben). Denn ca in A ach =
=chbin A bca; ¢b in A acb = ca in A bca; < ach in A ach = < bea in
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A bea. Folglich nach (§10) < b entgegeng. der ac im A ach = X a
entgegeng. der bc im A\ bea.

§ 26.

Lehrsatz. Es ist moglich aus einem Puncte einer geraden Linie
eine andere so aufzurichten, dafl die beyden Nebenwinkel, die sie mit:
den Segmenten jener bildet, gleich sind.

Beweis. Es ist moglich zwey gleiche gerade Linien ca = ¢b (Fig. 9)
unter irgend einem Winkel ¢ verbunden zu gedenken. Zieht man nun
ab und gedenkt in o die Mitte von ab (ein in der Lehre von der geraden
Linie zu erklirender Begriff), und zieht endlich co: so ist (§ 25) a = b,
und per constructionem ac = bc, ao = bo. Also (§ 14) A cao = A cho.
Mithin (§ 10) < coa = < cob. |

§ 27.

Anmerkung. Euklid trigt diesen Satz in der Form einer Aufgabe
vor. Da nun die theoretische Geometrie (z. B. des Euklids) durch ihre
Aufgaben bekanntlich nur die Absicht hat, die Moglichkeit dieses
oder jenes rdumlichen Dinges zu zeigen; im Gegentheil die Absicht,
Anweisung zu geben, wie sich durch einige einfache Instrumente (z. B.
Lineal und Zirkel) allerley rdumliche Dinge empirisch construiren lassen,
eine praktische ist: so sind die Aufgaben der theoretischen Geo-
metrie mehr eigentliche Lehrséitze, welche Form ihnen also auch
schicklicher gebiihrt. Dagegen konnte der praktische Theil der Geometrie
die Aufgaben abgesondert enthalten; und dieser Meynung war auch der
Jesuit P. I. Gaston Par dies.'®) — Aus dem angefithrten Grunde muf} es
aber auch (was wichtiger ist) dem Theoretiker erlaubt seyn, gewisse
riumliche Dinge anzunehmen, ohne die Art ihrer wirklichen Construction
zu lehren, wenn er nur ihre Moéglichkeit erwiesen hat. Aus dieser
Absicht nahm ich bey gegenwirtigem Satze die Mitte von ab an, ohne
zu zeigen, wie sie gefunden werde; und bald in der Folge werde ich zu
drey gegebenen die vierte proportionale Linie annehmen, ohne zu zeigen,
wie sie zu construiren wére; genug dafl aus (§ 20) unmittelbar die Moglich-
keit erhellet, zu der Linie ¢ eine gewisse d zu denken, die eben das Verhilt-
niB zu ihr habe, welches die Linie b zu a hat. |

§ 28.

Lehrsatz. s ist moglich, aus einem Puncte einer geraden Linie eine
andere so aufzustellen, daf} die gebildeten Nebenwinkel ungleich sind.

Beweis. Wie in § 26; nur seyen ca, cb ungleich, und statt § 14 werde
§ 15 angewendet. '
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§ 29.

Zusatz. Aus § 26, 28 folgt nun die Moglichkeit aus jedem Puncte
jeder geraden Linie eine andere so zu ziehen, dal die gebildeten Neben-
winkel bald gleich (§ 26) bald ungleich (§ 28) werden: weil jede gerade
Linie durch Verkiirzung oder Verlingerung der ab (§ 26, 28) gleich, und
der in ihr gegebene Punct ihr Mittelpunct o werden kann; da denn von
ibhr moglich seyn muf}, was von ab in (§ 26, 28) moglich ist.

§ 30.

Lehrsatz. Jedes System einer zu beyden Seiten ins Unbestimmte
verlingerten geraden Linie und eines auBerhalb ihrer befindlichen
Punctes ist jedem andern solchen Systeme gleich:1?) (Fig. 10) 0, zy ~ w,&.

Beweis. Denn es 148t sich in beyden Systemen aus der Vergleichung
ihrer Theile kein Unterschied bemerken (§ 16). Da die geraden Linien
zy, &n zu beyden Seiten ins Unbestimmte verlingert sind, so 148t sich
kein Punct in denselben durch die Lage, die er in ihnen hat, bestim-
men. | Da nun die Puncte o, w auBerhalb dieser geraden Linien liegen,
so ist das wesentlich, daf jede aus o, w in einen Punct der unendlichen
Linien a, x gezogene Linie mit letztern Nebenwinkel bildet. Diese in
beyden Systemen so entstandenen Winkel konnen nun entweder ungleich

_oder gleich seyn. Sie seyen ungleich, so kann ich daraus doch auf
keinen Unterschied in beyden Systemen schlielen, weil die Puncte a, «,
von denen diese Winkel abhangen, unbestimmt sind. Sind aber diese
Winkel gleich oax = waé, oay = wamn, so findet, weil die Schenkel
ax, ay; «&, oy unbestimmt sind, keine Vergleichung derselben mit der
Linie oa, wx statt. Fiir sich sind aber diese Linien #hnlich; also sind
o, zy; m, &n dhnliche Systeme, in denen oa, mx dhnlich liegende Linien
sind.

§ 31.

Lehrsatz. Es ist moglich, aus jedem Puncte o (Fig. 10) auflerhalb
einer zu beyden Seiten ins Unbestimmte verlingerten geraden Linie xy
eine andre zu ihr so zu ziehen, daf} sie einen Winkel an derselben bilde
gleich irgend einem gegebenen wxé.

Beweis. Man gedenke einen Punct o in Einem der Schenkel des
gegebenen Winkels wxé, so ist dieser ein Punct auBerhalb des andern
Schenkels x&; verlingert man nun diésen zu beyden Seiten ins Unendliche,
so hat man ein System w, & eines Puncts und einer aulerhalb | desselben
befindlichen unbestimmten geraden Linie, welches also dem gegebenen
Systeme o, xy dhnlich ist (§ 30). Folglich, weil sich in jenem eine Linie
aus o so auf &7 ziehen liBt, daB sie den Winkel wx& bildet, so mull auch
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in dem gegebenen Systeme aus o eine Linie auf zy moglich seyn, welche
einen Winkel oax = w~x& bilde.

§ 32.

Lehrsatz. Aus jedem Puncte o (Fig. 11) auBlerhalb einer geraden
Linie zy 148t sich Eine und nur Eine Linie auf die letztre so ziehn, da
sie gleiche Nebenwinkel an ihr bilde.

Beweis. Dal} sich doch Eine ziehen lasse, folgt aus § 26 vergl. mit
§ 31. Es sey also oax = oay. — GleichermafBien folgt aus § 28 vgl. mit
§ 31, daf sich aus o auf xy eine Linie om ziehen lasse, welche ungleiche
Nebenwinkel bilde, omx nicht = omy. — Sollte es nun noch eine Linie
ob geben, welche obx = oby machte; so nehme man (der ab entgegen-
gesetzt) af = ab und ziehe of. Also (§ 14) A oab = A oaf. Und (§10)
ob = off; Y oba = < ofa; folglich (§ 4) <X obx = <X ofy. Aber ex hypo-
thesi <X obx = <X oba; also < oba = <X ofy. Nimmt man nun gy = bm
an, und zieht opu, so folgt (§ 14) A obm = A ofiu. Also (§10) om = ou,
X omb = X ouf. Im A mou (§ 25) X omu = <X oum = <X ouf. Folglich
X omb = X omu. D. h. X omax = < omy contra hypothesim. |

§ 33.
Zusatz. Also bestimmt der Punct o die Linie oa, so die Eigenschaft

haben soll, mit xy gleiche Nebenwinkel zu bilden. Folglich auch die
Beschaffenheit der Winkel oax, oay selbst.

§ 34.

Lehrsatz. Alle Winkel, die ihren Nebenwinkeln gleich sind, sind
auch unter einander gleich.

Beweis. Sey (Fig. 12) <X oax = <X oay, <X wx& = <L wory; und
wire doch < oaxz nicht = < wx&: so lieBe sich aus o eine Linie ziehen,
die mit xy einen Winkel = waé bildete (§ 31). Diese bildete gleiche
Nebenwinkel (§ 4); kann also von oa nicht verschieden seyn (§ 32).

§ 35.

Anmerkung. Solche Winkel, weil sie einander alle gleich sind,
bezeichnet man also mit dem gemeinschaftlichen Nahmen der rechten
Winkel.

§ 36.

Lehrsatz. Wenn aus dem Puncte o (Fig. 13) oa lothrecht??) auf
zy, und a die Mitte von mn ist; so sind 1. die Linien om = on, II. die
Winkel aom = aon, II1. die Winkel amo = ano.

Beweis. Folgt unmittelbar aus § 14 und § 10. |
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§ 37.

Lehrsatz. Umgekehrt, wenn bey dem Lothe oa entweder 1. die
Linien om = on, oder II. die Winkel aom = aon, oder TII. die Winkel
amo = ano; so ist a die Mitte von mn.

Beweis. L. Ist (Fig. 14) om = on, und man nimmt die Mitte von
mn, p; so folgt, wie im § 26, dafl op lothrecht auf mn; also muf} (§ 32)
p mit a einerley seyn. IIL. Ist (Fig. 15) <¢ aom = < aon, und man gedenkt
om : oa = on : ox (dieB auf oa aus o aufgetragen); so wird (§ 21) A moa ~
~ A mox; folglich (§ 23) <t mao = < nxo, also = R. Also « mit a
einerley (§ 32). Mithin oa = o«, also wegen der Proportion auch om = on,
und (§ 10) am = an. II1. Ist (Fig. 16) < amo = < ano, und man gedenkt
mo :ma = no :nx (diel auf na aus n aufgetragen); so wird (§ 21)
A oma ~ A onx; folglich (§ 23) < oam = <X oan, also = R. Also «
mit a einerley (§ 32). Mithin, da (§ 21) ma : a0 = nx : xo, und a0 = «~o;
auch ma = na = na.

§ 38.

Zusatz. Es gibt also nicht mehr als zwey Linien om, on aus o
(Fig. 13) auf zy, bey denen entweder I. om = on, oder II. < aom =
= X aon, oder ITII. <X amo = <L ano seyn soll. Denn welches von
diesen statt finde, so wire immer noch (§ 37) am = an; nun gibt es nur |
zwey Puncte in der geraden Linie xy, die von demsélben Puncte a gleiche
Entfernung haben.

§ 39.

Lehrsatz. Aus demselben Puncte o (Fig. 17) lit sich nur Eine
Linie oa auf die Unbegrinzte zy so ziehen, dal} sie mit demselben ins

Unbestimmte verldingertem Theile ax dieser Linie einen gegebenen
Winkel oax bilde. :

Beweis. Daf} sich doch Eine solche Linie ziehen lasse, folgt aus
§ 31. DaB} sich nur Eine ziehen lasse, erhellet so. Man setze < ooz =
= <X oax. Nun gedenke man aus o das Loth op auf zy; fiele p in @ oder «,
so wiren < oacx = < oax = R, also a, « einerley Punct (§ 32). Fallt p
nicht in a oder «, so gedenke man ao : ap = o : o (diel in demjenigen
Schenkel der beyden Nebenwinkel bey « angenommen, der = oap ist
[§ 4]). Sodann wird (§ 21) A oap ~ A oasm. Also (§ 23) X opa = <X o =
= R. Folglich (§ 32) = mit p einerley; also op = ox, und wegen des Ver-
héltniBes op : pa = on : 7x, auch pa = nx = px. Also (aus der Lehre
von der geraden Linie) entweder p die Mitte von ax, oder @ mit « einerley.
Das erstre kann nicht seyn, weil dann ap, «p nicht einerley ins Unendli-
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che verlingerten Schenkel ax enthalten wiirden. (Aus der Lehre von der
geraden Linie.) — Also ist das zweyte.

§ 40.

Zusatz. Conclusio in modo tollente: Wenn also zwey Linien (Fig.
18) ac, bd mit Schenkeln, die denselben ins Unbestimmte verlingerten |
Theil der xy enthalten, gleiche Winkel bilden cax = dbz; so kénnen diese
Linien bey ¢, d nirgends zusammenstoflen. DeBgleichen auch ihre Ver-
lingerungen iiber a, b miteinander, ay mit b5. (Wohl aber konnte ac
mit bd zusammenstoBen, wie in Fig. 18*). Wenn die Winkel cax = dbx ==
= R (Fig. 18**): so konnen cy, dd schlechterdings nicht zusammenstoBen;
auch ac nicht mit bd gegen ¢, 6, weil ebenfalls < cax = <t dbzx (§ 39).

§41.

Lehrsatz. Hine Seite und die zwey ihr anliegenden Winkel bestim-
men das Dreyeck, dem sie zugehoren. '

Beweis. Sollten sie es nicht bestimmen, so miiite es noch anders
seyn konnen. Es seyen also (Fig. 19) bac, bam zwey verschiedne Drey-
ecke, iiber demselben Winkel bac, und bey derselben Seite ab, bey denen
noch der zweyte Winkel abc = abm ist. Gedenkt man ac : ab = am : an
(dief in ab aus a aufgetragen); so wird (§ 21) A cab ~ A man, folglich
(§ 23) <X mna = <X cba = (ex. hyp.) <t mba. Da nun an in ab liegt, so
enthalten na, ba iiber a verlingert einerley unendlichen Theil der geraden
Linie ab. (Aus der Lehre von der geraden Linie.) Mithin (§39) mull =»
mit b einerley seyn, folglich wegen ac:ab = am : an, ac = am: also

(§ 14) A mab = A cab.
§42.

Lehrsatz. Wenn in zwey Dreyecken eine Seite | mit den zwey
anliegenden Winkeln gleich ist, so sind die Dreyecke selbst gleich.
Beweis. Thre bestimmenden Stiicke sind gleich (§ 41).

§ 43.

Lehrsatz. Wenn in zwey Dreyecken zwey Winkel gleich sind, so
sind die Dreyecke selbst dhnlich.

Beweis. Thre bestimmenden Stiicke (§41): die Seite, der jene
Winkel anliegen (§ 20), und diese selbst sind dhnlich (§ 17).

§ 44.

Lehrsatz. In jedem Dreyeck ist die Summe zweyer Seiten nie der
dritten gleich.
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Beweis. Man verzeichne diese Summe, indem man (Fig. 20) ac
iiber ¢ verlingert, dal ¢cf = cb. Wire nun af = ab, so folgte (§ 25) im
A fab, L B = < abf, undim A fcb, < f = <X cbB. Also (§ 42) A ¢fb =
= A afb. Folglich (§ 10) af = ¢, welches widersprechend. |

§ 45.

Lehrsatz. In einem rechtwinklichten Dreyeck, und nur in diesem
ist (in arithmetischer Bedeutung) das Quadrat der Hypothenuse
gleich der Summe der Quadrate der beyden Katheten: (Fig. 21) ab? =
= ac? 4+ bc2.

Beweis. I. Weil zu beweisen, dal (in Linien ab=ac . —13 + be bz’
a a
so construire | man Linien von der Grofle ac . —, bc . bz’ so dall man

ab : ac = ac : ao (dieB in ab aus a) und ba : bc == bc : bu (dieB in ba aus b)
annehme, um (§ 21) dhnliche Dreyecke zu erhalten, nihmlich A bac ~
~ A cao, A abc ~ A cbu (in der Ordnung der Buchstaben). Folglich
(§23) X achb = Y aoc, <X beca = <X buc. Folglich da < ¢ = R, miissen
0, u einerley Punct seyn. Da nun ex constructione ao im Schenkel ab
aus a, bu = bo im Schenkel ba aus b liegt, so ist o innerhalb a und b

b
(Aus der Lehre von der geraden Linie) und ab =ao0+ob=ac.— + be . alc;
— II. Ist acb kein rechter Winkel, so kann o mit » nicht elnerley seyn,

sonst wiren aoc, buc gleiche Nebenwinkel; folglich kann auch nicht

2 pe?
ab = ao + bu-—gc———{—iseyn“)

§ 46.

Lehrsatz. Drey Seiten bestimmen das Dreyeck, dem sie zuge-
horen. ‘

Beweis. Beweise ich nur, dal} drey Seiten einen Winkel bestimmen;
so folgt (nach §12), daB3 sie auch das Dreyeck selbst bestimmen. Die
Bestimmung eines (nicht gegebenen) Winkels in einem Dreyeck kann
ich nach dem bisherigen (§12,41) nur dann folgern, wenn entweder
(§ 12) 2 Seiten mit dem eingeschlossenen Winkel, oder (§ 41) | 1 Seite
mit den 2 anliegenden Winkeln gegeben sind. Allemal ist also Ein ge-
gebener Winkel erforderlich. Ich bilde also (Fig. 22) im A acb, dessen
Seiten mir gegeben, selbst einen Winkel; da ich nun in rechtwinklichten
Dreyecken die Seiten berechnen kann (§ 45); so werde ich mir einen
rechten Winkel bilden; und weil er in einem Dreyeck seyn mufB,
ihn dadurch bilden, daB ich ein Loth aus einer Spitze ¢ des Dreyecks auf
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die entgegenstehende Seite ab fille; denn dadurch allein entstehen zwey
rechtwinklichte A A ade, bde, welche (§45) die Gleichungen gehen
B=a2+ 2, a2 =22+ (4 ¢ F y)? = 2 + (¢ — y)? (je nachdem d inner-
oder auflerhalb ab liegt). Aus diesen Gleichungen werden z, y ohne
Zweydeutigkeit bestimmt. Diese sind aber 2 Seiten des A cda, deren
eingeschlossener Winkel cda = R gegeben ist. Mithin ist (§ 12) auch der
Winkel a, und eben dadurch ferner das A abc bestimmt.

§ 47.

Lehrsatz. Wenn in zwey Dreyecken die drey Seiten gleich sind,
so sind die Dreyecke selbst gleich.
Beweis. Denn ihre bestimmenden Stiicke sind gleich (§ 46).

§ 48.

Lehrsatz. Wenn in zwey Dreyecken die drey Seiten proportionirt
sind, so sind die Dreyecke selbst @hnlich. |
Beweis. Denn ihre bestimmenden Stiicke sind #hnlich (§ 46, 17).

§ 49.

Anmerkung. Warum ich die gewohnlichen Beweise der drey Sitze
von der Gleichheit der Dreyecke verlassen habe? — Den Beweis des
ersten Lehrsatzes (§ 14) habe ich, den Vortrag ausgenommen — nicht
wesentlich gedndert. Was diesen Vortrag anbelangt, liel ich freylich
den Begriff des Dekens weg, dessen man sich hier und bey einigen
andern Lehrsitzen gebraucht. Ich will hier nicht die unzweckmifige
Wahl des deutschen Wortes: Deken tadeln, welches den Anfinger
leicht irrefiihrt, an ein I"Ibereinanderliegen, und nicht an die Ein-
erleyheit der Grinze zu denken; statt welchem schicklicher: Ineinander-
fallen, Congruiren (svumumrewr) gebraucht wiirde. Aber der Begriff
des Congruirens selbst ist beydes: empirisch und tiberfliissig. Empirisch:
denn wenn ich sage: A congruirt mit B, so stelle ich mir 4 alsein Object
vor, das ich von dem Raume, den es einnimmt (als welcher B ist)
unterscheide. Uberfliissig: Man gebraucht sich des Begriffs vom
Deken, um nach dem Grundsatze: ,,Réumliche Dinge, die sich deken,
sind einander gleich‘ auf die Gleichheit zweyer Dinge zu schlieflen,
wenn man gezeigt, daf sie sich in einer gewissen Lage deken. (Eigentlich
beweist man so die Einerleyheit, da man doch nur die Gleichheit zu |
erweisen hatte). Nun konnte man nie schlieen, dall 2 Dinge congruiren,
d. h. daB ihre Grinzen einerley sind, als bis man gezeigt hatte, dal} alle
bestimmenden Stiicke einerley sind. Beweist man aber dieses, -so kann
man auch ohne Deken schlieen, dal die bestimmenden Dinge selbst
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einerley sind. — Daher hat schon Herr Hofpr. Schultz den Begriff
des Dekens in seinen Anfangsgriinden durchaus weggelassen, ohne daf3
er gerade deBwegen viel umzuindern brauchte. — Anlangend die Be-
weise des zweyten und dritten Lehrsatzes, so sind diese (auch wie sie
neuere Geometrie umgeindert haben) auf Lehrsitze von der Ebene
ganz gegriindet. Dieses wird jeder Kenner von selbst einsehen. Nach
den (Vorrede) gedullerten Grundsitzen konnte ich mich also bey ihnen
nicht beruhigen. — Aber sollten wohl meine eignen Beweise der (Vorrede)
gemachten Forderung entsprechen, sich aller zufélliger Mittel-
begriffe zuenthalten? — Ich glaube es. Allein, da ich zu Vermeidung
der Weitliufigkeit in diesem kleinen Versuche nicht von jedem einge-
filhrten Mittelbegriffe die umstindliche Deduction seiner Nothwendig-
keit angeben konnte: so bitte ich deBfalls den gelehrten Leser dieses
durch einiges eigne Nachdenken zu ersetzen.??)

§ 50.

Lehrsatz. Wenn im Winkel (Fig. 23) xzcy, ca :chb = cd : ce, so
stoBen die wie immer verlingerten ab, de nie zusammen. |

Beweis. (§21) A ach ~ A dce; daher ab = de .Z—Z. Man gedenke
cp lothrecht auf de, und cd : ¢p = ca : co (in cp aus ¢ genommen); also

(§ca)ao& p.opbo=ep. —=ep.
d = de oD also = ab. Woraus (nach §44 in modo tollente) sich schlie-

Ben 146t, daB o in der geraden ab. Auch ist (§ 23) < aoc = <X dpc = R.
Folglich stoBen ab, de nie zusammen (§ 40).

Mithin ao 4 ob = (dp + pe) .

§51.

Lehrsatz. Auch sind (Fig. 23) die Lothe aus a und b auf de, ax =
= bp, wie auch ihre Abstéinde ab = xf. Und die Winkel bey a, b auch
recht. :

Beweis. I. Nach (§43) A ada ~ A cdp; A bef ~ A cep. Folglich

o T op. L —p. T g bp. II. Ferner dx = d
ax =cp.; ﬂ——cp.eo— P g, Alsoax = f. II. Ferner do = dp .

da eb da
.(—i—c,eﬁzep.;:ep.a—c.AISOaﬂ=de—doc—eﬂ:de—(dp+pe).

d ac
“de de (1 — JZ =de . do = (wie | § 50 erwiesen) ab. III. Zieht man

bx, so wird (§47) A ban = A «fb, also (§30) <X bax = < afb = R.
Eben so < abf = R.
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§ 52.

Lehrsatz. Wenn bey vier Puncten a, b, ¢, d (Fig. 24) vier Winkel
abc = bed = cda == dab = R, so ist die Linie zwischen jeglichen zwey
dieser vier Puncte gleich der Linie zwischen den beyden andern: ab =
= c¢d, ac = bd, ad = bc.

Beweis. Heifle ab = z, ¢d =&, ac =y, bd = 7, ad = 2z, bc = {, so
wird (§ 45)

yr=24 & =a® 4 *
= pat = 2

Daher & — 22 = a? — £2, £2 =22, oder (der Linge nach) &:=ax. Also
auch y =9, 2 = C.

§53.

Lehrsatz. Wenn (Fig. 25) SCa = (b= Lo = = R: so hat
von den drey Bedingungen: I. <t m oder <t u = R; II.am = oy und
bm = fu; III. mp = ax, jede die tibrigen zur Folge.

Beweis. I. Sey m = R. Heille ax = b = a, ab = xff = b, bm = x,
fu =y, mu = z. Nun ist (§ 45) ap® = a® + b2 4 2by + y? = b* 4 2bx +
+ 2% + 22 und bu? = a2 + y? = a? + 22 Woraus 2by = 2bz, y = z; und
am =b+4x | =b+ y = ou folgt. Dann aus dem rechtwinklichten A bmp,
22 =a? + 2?2 — 2% = a?, also z = a. Endlich (aus §47) A pbm = A muf, also
X muf = R. IL. Sey am = oy und bm = fu. Wire nun m kein rechter
Winkel, so gibe es doch ein Loth aus u auf ab, und fir dieses wiren
(ex dem. I.) am = au, bm = fu; nun gibt es nur einen Punct m in der
ab, der diese beyden bestimmten Entfernungen von @ und b hat. Also ist
m ein rechter Winkel. III. Sey mu = ax. Wiare nun m kein rechter
Winkel, so gibe es doch ein Loth aus x auf ab, und dessen Linge wire
(ex dem. I.) = ax. Nun kann die Hypothenuse um diesem Kathet nicht
gleich seyn (§ 45); folglich ist um selbst dieses Loth.

§ 54.

Anmerkung. Weil also alle Lothe aus Puncten Einer der beyden
Linien ab, xf auf die andre gleich sind, so hei3t man sie Parallellinien.?3)
Dafl Wolf diese Eigenschaft zur Definition der Parallelen annahm,
ohne der Pflicht zu gedenken, die Moglichkeit dieser Eigenschaft zu be-
weisen, das war ein sehr unphilosophischer Fehler dieses Weltweisen.

§ 55.

Zusatz. Die Abstinde zwischen jeglichen zwey Lothen mu, mv
sind gleich mn = uv. Folgt aus der Lehre von der geraden Linie, weil
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(§ 53) zugleich am = xu, bm = Bu seyn | miissen; welche doppelte Ent-
fernungen von a, b die Puncte m, n bestimmen.

§ 56.

Lehrsatz. Jede Linie mv, welche beyde Parallelen ab, x§ durch-
schneidet (Fig. 25), bildet an denselben gleiche Nebenwinkel.

Beweis. Man ziehe die Lothe mpu, vn aus m, » auf die entgegen-
gesetzte Parallele; so sind (§47) A muv = A vam. Also (§10) die
Winkel nm» = pym.

§ 57.

Zusatz. Die gleichen Winkel mvu, vmn heilen Wechselswinkel.
Die unendlichen Theile mx, vy (Fig. 25%) der Parallelen, welche die
Schenkel zweyer zusammengehoriger Wechselswinkel abgeben, und ich
die Wechselschenkel nennen mochte, werden daran erkannt, daf3
das Loth aus dem Anfangspunkte m des Einen mz, oder aus jedem
Puncte » auBlerhalb desselben, den andern Wechselschenkel w5
trifft. Vom Lothe aus m ist diel aus § 56 offenbar; vom Lothe aus r
zeig ich dief} so: Weil r aullerhalb m, also (ex demonstratione) aulerhalb
mn liegt; so ist (vermoge den Eigenschaften der geraden Linie) nr > nm,
und > mr. Also auch (nach §55) vo (=nr) > vu (= nm) und > ug (= mr).
Folglich (nach der Lehre von der geraden Linie) liegen u, ¢ in einerley
Richtung zu », oder v, vp sind einerley Schenkel. |

§ 58.

Lehrsatz. Die Diagonalen (Fig. 26) aff, b im Rechteck schneiden
sich in ihrer Mitte.
~ Beweis. Man nehme in o, » die Mitten von af, ab; so ist A oau ~
~ A pab, und ou = 1fb = tax,und <X auo = <X abf = R = buo. Daher
(§ 21) A buo ~ A bax, also bo = }bx. Gleicherweise «xo = }«b. Folglich
(§ 44 in modo tollente) o in b, also halbiren sich af, bx.

§ 59.

Lehrsatz. Durch denselben Punct o (Fig. 27) auflerhalb der Gera-
den zy geht nur eine Gerade parallel zu xy.

Beweis. Es seyen om, on zwey Parallelen zu xy. Man nehme (der
Kiirze wegen) om = on, und fille aus m, n Lothe auf zy, so ist (§ 55)
om = au, on = av. Zieht man am, ou, so miissen sich diese gleiche Linien
in ihrer Mitte x durchschneiden (§ 58); eben so an, ov in y. Zieht man
nun die geraden Linien xy, mn; so ist (§21) A wov ~ A xoy, woraus
yx = Jvu. Ferner (§ 47) A zoy = A zay. Auch A man ~ A zay, woraus
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mn = 2xy = vy folgt. Da nun », a, u in einerley Geraden, und au = av;
so sind entweder », u einerley Punct, und also auch m, n; mithin om,
on einerley Linie: oder es liegen v, 1 auf entgegengesetzten Sei- | ten von
a, und also auch n, m auf entgegengesetzten Seiten von o, folglich om,
on abermals in einerley geraden Linie.

§ 60.

Lehrsatz. Wenn in jeder der Parallelen ab, af (Fig. 28) zwey
Puncte von gleichen Entfernungen mn = uv gegeben sind: so sind die
Linien mu, nv, durch die man diese Puncte auf bestimmte Art ver-
bindet, parallel und gleich.

Beweis. Man ziehe die Lothe mp, ng, so ist (§ 55) pg = mn. Aber
mn = uv. Also uv = pq. Nun folgt aus der Lehre von der geraden Linie,
dall es noch Eine Combination der 4 Puncte y, v, p, ¢, die sich in der
geraden Linie xf befinden, gebe, wobey 2 Entfernungen einander gleich
werden. Ist diel up = »g, so sind m, u; n, v die Puncte, die man verbin-
den muB, um die Parallelen zu erhalten. Denn nun ist, weil auch mp = ngq
(§ 53), nach (§ 14) A mpu = A nqv. Folglich mu = ny. Man ziehe aus
n, v Lothe auf um, so folget leicht (aus § 21), daf3, weil Einer der Neben-
winkel nms, nmu, = vur seyn mufl (§ 56), dieses der Winkel nms sey, in
dessen Schenkel das Loth ns einfallt. Daher (§44) A nms ~ A wvur.
Und da nm = vu, so sind ns = »r, ms = ur; folglich um == rs; und da
pm = wn, rs = vn. Daher (§ 47) A rsm = /A nwr; also X nwr = XL s = R.
Mithin mu, nv Parallelen (§ 53). |

§61.
Lehrsatz. Wenn (Fig. 28%) ab par. cd, ac par. bd, so sind auch
ab = cd, ac = bd.

Beweis. Wire ab nicht = ¢d, und man nihme in dem Theile
der unbegrinzten cd, der kein Wechselschenkel von ab ist, ¢cd = ab, so
wire bd par. ac (§ 60). Also (§ 59) d mit é einerley. (Weil bd mit c¢d nur
Einen Punct gemein haben kann.)

§ 62.
Lehrsatz. Wenn (Fig. 28*) ab par. ¢d und < acx = < bdx; so ist
auch ac par. bd.

Beweis. Denn man gedenke bd (aus b gezogen) par. ac; so sind
X acx = X box (§60). Also <X bdr = < béx; mithin (§39) d mit &
einerley.
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§ 63.

Lehrsatz. Wenn die Linien (Fig. 29) ab, de die Schenkel des Win-
kels xcy so durchschneiden, daf3 entweder ca : ¢cb nicht = cd : ce, oder
die Winkel cab nicht = cde (wobey wir a, d in Einem; b, e im andern
Schenkel annehmen): so stolen ab, de irgendwo zusammen.

Beweis. Von diesen zwey Bedingungen hat KEine die Andre zur

d
Folge, wie aus § 23, 24 modo tollente erhellet. Es sey nun Z—Z < —cc—e, und
ca < cd (der Allgemeinheit unbeschadet). — Man gedenke cd :ce =

=ca :c¢f. (Dief in ce aus ¢ angenommen.) Also ¢f < ce auch < cb.
Folglich f so- | wohl in ¢b, als ce; mithin < afe = < afb. Nun ist (§ 23)
<X c¢fa = < ced, also auch (§4) < afe (= < afb) = < beo. Man gedenke
fb : fa = eb : eo (dieB in dem Schenkel des letztgenannten Winkels beo,
der nahmlich = < afb ist, aus e genommen). Also (§ 21) A afb ~ A oeb.

b
Und bo = ab . ;—b' — Man gedenke dc : de = da : dx (dieB in de aufge-
tragen); so ist subtrahendo dc : de = ac : xe. Aber dc : de = ac : af, also
oe = af. Eben so zeigt sich fe = ax. Wegen A ada ~ A caf (§ 23),
X aod = X cfa; also (§4) X axo = <X afb. Ferner ist xa : oo = ef :
eb b eb af . fe
:(ae:{:eo)=ef:(af;taf.f—b)=ef:af.f fb =ef:Lfbf—== fb : af.
Also (§21) A axo ~ A bfa. Mithin ao = ab . ‘;—: — ab. ;—g Daher (in
b.eb
Fig. 29) ab + bo = ab + a_.we_ = ab .%’; = ao. Mithin o in der geraden
b.eb
Linie ab (§44). Oder (in Fig. 29%) ao + ob — ab. % + “f—be— =ab.

b
) f_}:_ef = ab. Folglich abermals o in der geraden Linie ab. |

§ 64.

Lehrsatz. Wenn (Fig. 30) ab, cd parallel, und die Stiicke ab, cd,
oder die Winkel cax, dbxz ungleich sind; so stoBlen ac, bd zusammen.

Beweis. Die erstre Bedingung hat die andre zur Folge. Denn wenn
man bx = dc¢ in dem Schenkel bz annimmt, der mit dc kein Wechsel-
schenkel ist, so sind cx, db Parallelen (§ 60), und < dbx = <X cax. Nun
konnen (§ 39) cax, cax nicht gleiche Winkel seyn. Also < cax nicht
= X dbx. — Man gedenke nun awx : ac = ab : ao (diefl in jenem Theile
der ac aufgetragen, der mit ab einen dem onac gleichen Winkel bildet).
Ziehe bo, do. Nun ist allemal < dco = <X aac. Denn ist z. B. in Einem
Falle die Richtung ax mit ab einerley, so hat auch (per constructionem)
ac mit ao einerley Richtung. Da nun (ex hypothesi) bz, dc keine Wechsel-
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schenkel, so sinds auch ab, ¢d nicht; mithin da diese Parallelen von ac
geschnitten werden, <t bao (= < xac) = <X dco. Eben so im andern
Falle. — Ferner war ax : ac = ab : ao = b : co (add. v. subt.) = c¢d : co.

d b
Daher (§21) A dco ~ A xac. Woraus do = cx . “_ bd. . Aus
b ax ax

A bao ~ A «xac folgt aber bo = ca . D bd . — . Aus welchen Glei-
ac ax

chungen sich, durch Vergleich | mit bd ergibt, daB bd, bo einerley Gerade
sind. '
§ 65.

Lehrsatz. Wenn die zwey Linien (Fig. 31) ab, de zwey andre ad,
be, welche entweder parallel sind oder zusammenstoflen, schneiden: so
sind die erstern entweder parallel, oder sie stolen zusammen; je nachdem
die fiinfte Linie mn, von der sie geschnitten werden, gleiche oder ungleiche
Wechselswinkel bildet.

Beweis. I. Sind diese Winkel gleich, so kénnen ab, de nicht zu-
sammenstofen. Denn geschidhe diefl in o, und das Loth aus = auf mo
fiele innerhalb om, so fiele das Loth aus m auf no auBerhalb on, weil die
Winkel nmy = mnuy Wechselswinkel seyn sollen (§57). Daher
X omzx = L. mnu = (§ 5) < onz, (wenn nx eine Verlingerung von mn
iiber n ist), gegen (§ 39). — Wenn aber < bac, < edc ungleich wiren, so
miifiten ab, de zusammenstoflen (§ 63, 64). Also sind diese Winkel gleich,
daher (§ 50—54) ab, de parallel. II. Sind die Wechselswinkel ungleieh,
so miiflen auch < bac, < edc ungleich seyn, weil diese Wechselswinkel
sonst gleich wiirden (§ 50, 57, 62). Sind aber < bac, < edc ungleich, so
stollen ab, de zusammen (§ 63, 64).

§ 66.

Lehrsatz. Wenn zwey Linien (Fig. 32) ab, cd entweder parallel
sind, oder zusammenstoflen; | eine dritte ac schneidet beyde, und die
vierte bo, welche mit der dritten entweder parallel ist, oder zusammen-
stoBt, schneidet die Eine ab: so schneidet sie auch die andre cd, oder ist
mit, ihr parallel.

Beweis. I. Wenn ab par. cd, und bo par. ac, so mufy bo, welche die
Eine ab schneidet, nothwendig auch c¢d schneiden. Denn nimmt man
¢f = ab, so wird bf par. ac seyn, also bo mit bg (§ 59) einerley. II. Stoflen
ab, c¢d (Fig. 32*) zusammen in z, aber ac par. bo, so nehme man za : b =
= zc : zf; folglich (§ 50, 54) bf par. ac. Also (§59) bf mit bo einerley.
II1. StoBen sowohl ab, cd, als auch ac, bo zusammen; so miissen bo, cd
sich nicht nothwendig schneiden. Aber Eins von beyden: entweder bo
par. cd oder sie stolen zusammen. Denn hier ist der Fall, dal im Winkel
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bac zwey Linien cy, bz beyde Schenkel schneiden, wo sich § 62 leicht
anwenden la3t.

§ 67.

Anmerkung. Diel sind etwa die vornehmsten Sdtze der Lehre
von den Parallelen, die hier ohne den Begriff der Ebene (dem die
Bedingung: dafl zwey Linien sich entweder schneiden oder
parallel sind, gleich geltet) ausgedriickt sind; woraus sich nun mehrere
andre, insbesonders trigonometrische Sitze, auf die gewohnliche Art
herleiten lassen. — Man wird hie und da bemerkt haben, daf ich gewisse
Sitze aus der | Theorie der geraden Linie vorausgesetzt habe, die in den
gewohnlichen Lehrbiichern der Geometrie nicht ausdriicklich erwahnt
werden. Dennoch sind sie zur Bestimmtheit der geometrischen Sprache
unentbehrlich; und ich hétte gewunschen, mich ihrer stirker bedienen
zu diirfen, als ich jetzt aus Furcht, dafl man mir die3 fiir prahlerische
Genauigkeit auslegte, nicht thun konnte. — Daf3 die Bemiihungen der
Geometer in der Lehre von den Parallelen, bis auf jene neuesten der
Herrn Schultz, Gensich,??) Bendavid,?’) Langsdorf?®) — noch
alle unzulidnglich waren, ist allgemein anerkannt. Nun haben bereits
‘Andre gegen den Beweis des Hrn. Hofpr. Schultz — (und mit diesem
kommt dem Wesen nach auch der des Franzosen Bertrand??) iiberein) —
die Einwendung gemacht: dafl er (nebst den noch nicht iiberall geneh-
migten Grundséitzen vom Unendlichen) auf eine heterogene Betrachtung
von der unendlichen Fliche des Winkels gegriindet sey. Hr.
Gensich beabsichtigt mit Anwendung vieles Scharfsinns nur die
Schwierigkeiten vom Unendlichen zu heben; é&ndert iibrigens in dem
zweyten Umstand nichts. — DalBl mich also dieser Beweis der Lehre
von den Parallelen nicht beruhigen konne, geht aus den geduflerten
Grundsitzen (Vorr., und § 6) hervor. Hrn. Bendavids Beweis enthilt
eine (fiir den Verfasser der Auseinandersetzung des mathem.
Unendlichen etwas unerwartete) Ubereilung, die ihn ganz ungiiltig
macht. — Der | Beweis, den Hr. Langsdorf (Anfangsgriinde der
reinen Elementar- und hoheren Mathematik, Erlangen 1802) liefert,
kann mich und alle jene nicht befriedigen, die sich etwa noch nicht
iiberzeugt hitten von der Moglichkeit und Nothwendigkeit seiner
Raumpuncte (die ein Einfaches im Raume seyn sollen, aus dessen
Aneinanderhdufung in endlicher Anzahl Linien, Flichen und Korper
entstehen). Im Gegentheile aber: auch wenn dieser wahrheitsforschende
Gelehrte seine Uberzeugung von den Raumpuncten nocht nicht ge-
dndert hat: so wiirde Ihn diel (weil auch Er die geometrischen Puncte
und Linien annimmt) doch nicht hindern miissen, meinen in gegenwirtiger
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Schrift enthaltenen Beweisarten (wenn ihnen sonst nichts abgeilt) einigen
Beyfall zu ertheilen. — Andere neuere Versuche iiber die Parallelen
sind mir nicht bekannt geworden. Da ich mich nun auch selbst an einen
so oft schon miBllungenen Gegenstand gewagt: so wire es gegen alle
Bescheidenheit, wenn ich das der Erfahrung nach so oft zu voreilig her-
vorgekommene &0onxe mir selbstméchtig zuriefe: was ich vielmehr
billig dem Urtheile des Lesers, und der Zukunft iiberlasse.?®)
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