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12 Absclm. I. Geometr. Darstellung d. imaginarcn Grossen. § 1. 

Schon die Betrachtung der reellcn Veranderlichen mul ihrer 
Functionen wird durch die geometrischc Darslcllung derselben 
wesentlich erleichtcrt und anschauhch gemacht. Dics ist nun in 
erhohtem Maassc bei den complexen Veranderlichen der Fall; 
daher wollcn wir uns zuerst mit der Art und Weise beschaftigen, 
wie man imaginare Grossen bildlich darstellen kann. 

Erster Abschnitt. 

Geometrische Darstellung der imaginaren Grossen. 

§ i. 
Um sich von einer reellen veranderlichen Grosse ein geo-

metrischcs Bild zu machen, denkt man sich bekanntlich cinen 
Punct, der sich auf einer geraden Linie bewcgt. Auf derselben, 
die wir die x-Axc oder aucli die Ilaupt-Axc nennen wollcn, nimmt 
man cinen festen Punct o (den Nullpunct) an und stellt den Werth 
einer veranderlichen Grosse x durch den Abstand ^ eines auf 
der x-Axe liegenden Punctes p vom Nullpuncte o dar. Dabci 
nimmt man zugleich auf die Richtung, in weleher die Strecke op 
von o aus gerechnet liegt, Rucksicht, indem ein positiver Werth 
von x durch čine Strecke ~o~p nach der einen Seite (ctwa nach 
rechts, wcnn man sich die x-Axe horizontál liegend denkt), ein 
negativer Wertli von x dagegen durch čine Strecke op nach der 
andern Seite (nach links) reprásentirt wird. Wenn nun x seinen 
Werth andert, so ándert sich auch die Strecke o~p, indem der 
Punct p seine Lage auf der x-Axe andert. Man kann daher ent-
weder sagen, dass durch jeden Werth von x die Lagc eines 
Punctes p auf der x-Axe gegeben ist, oder dass durch ihn die 
Lange einer begrenzten Geraden in einer von zwei einander cli-
rect entgegengesetzten Richtungcn bestimmt wird. 

Eine complexe veránderliche Grosse z = x + iy hiingt nun 
von zwei ganzlich von einander unabhangigen reellen Verander
lichen a;-undyab. Zur geometrischen Verbildlichung einer com
plexen Grosse wird daher ein Gebiet einer Dimension, eine ge-
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radě Linie, nicbt mehr ausreichen, sondern es wird dazu eines 
Gebietes von zwei Dimcnsioncn, einer Ebene, bedůrfen. Man 
kann nun die Art der Verandcrliebkeit einer complexen Grosse 
dadureb wiedergeben, dass man annimmt, es werde duřeli einen 
complexen VVertli z = x + iy ein Punkt p der Ebene in der Weise 
bestimmt, dass seine recbtwinkligen Coordinaten in Rezug auf 
zwei in der Ebene fest angenommene Goordinaten-Axen die Wertbe 
der reellen Grosscn x und y haben. Zuerst námlicb sebliesst 
dicse Darstellungswcise die der reellen Veranderlicben in sicb, 
denn sobald z reell, also y = 0 ist, liegt der darstellende Punct 
p auf der a>Axe. Es kónnen sicb ferner die Goordinaten des 
Punctes p gerade wie die veranderlicben Grossen x und y, jede 
von der anderen ganz unabbángig ándern, sodass der Punct p 
seine Lagc in der Ebene nacb allcn Ricbtungen bin andern kann. 
Es kann aucb eine der beiden Grossen x und y constant bleiben, 
wábrend nur die andere ibren VVerth ándert, in diesem Falle 
wiirde der Punct p eine der x- oder der y-Axe parallele Gerade 
besebrciben. Endlicb ist aucb umgekebrt fúr jeden Punct der 
Ebene der zugeborige Wcrtb von z vollstándig bestimmt, da dureb 
die Lage des Punctes p seine beiden recbtwinkligen Coordinaten, 
also aucb die Wertbe von x und y gegeben sind. 

Statt die Lage des die Grosse z darstellenden Punctes dureb 
recbtwinklige Coordinaten x und y zu bestimmen, kann dies aucb 
dureb Polarcoordinaten gesebebn. Setzt man námlicb 

x = r cos cp y = r sin cp, 
so folgt 

z = r (cos q) + i sin <p), 
Alsdann giebt die reelle und stets positiv zu nebmende Grosse r, 
welcbe der Modul der complexen Grosse z genannt wird, die 
absolute Lange der Strecke ^ (Fig. 1), 
und cp die Neigung derselben gegen die 
Hanptaxe an. Man kann daher aucb sagen; 

dass eine complexe Grosse r (cos<p+z"sin<p) 
eine gerade Linie ib re r Lange und 
l l icbtung nacb darstellt, namlicli eine 
gerade Linie, deren Lange = r ist, und 
die mit der Hanptaxe einen Winkel = cp ° w 

bildet. Die von diesem Winkel, also von der Ricbtung allein 
abbangige Grosse 

\/č 

Fig. 1. 

7y 

A 

V 
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cos cp + i sin cp 
pflegt dann der Ricl i tnngscoeff icient der complexen Grosse 
z genannt zu werden. 

Ebenso wic bcliebig liegendc bcgrcnzte geradc Linien oline 
Riicksicbt anf ibre Ricbtnng und Lage in der Ebene, oder bócb-
stens mit Rerucksicbtigung von einander direct entgegengesetzten 
Richtungen durcb reelle Zablen ausgcdruckt werden, so konnen 
nnn durcb complexe Zablen gerade Linien ausgedruckí werden, 
welcbe sowobl ibrer Lange als aneb ibrer Ricbtnng nacb be-
stiinmt sind, auf deren Lagc in der Ebene es aber weiter niebt 
ankommt. Zwei bcgrenzte gerade Linien in einer Ebene unter-
scheiden sicb namlicb cigentlieb vollstandig in drei Stucken, in 
ihrer Lange, ibrer Ricbtnng und ibrer Lage, d. h. der Lage des-
jenigen Punctcs, von welcbcm man dic Strcckc als beginnend 
annimmt. Man kann nnn aber von zwcicn dieser Unterscbei-
dungsmerkmale abstrabircn und zwei Strecken als gleich betracb-
ten, wenn sie nur gleiebe Lange baben; dies geschiebt bei der 
Darstellung der Strecken durcb reelle Grossen. Bei der Darstel-
lung durcb complexe Grossen aber abstrahirt man nur von dem 
dritten Unterscbeidungsmerkmal, der Lage, und nennt zwei Stre
cken dann und nur dann gleicb, wenn sie sowobl gleiebe Lange 
als auch gleiebe Richtung baben. 

Da der Modul einer complexen Grosse die absolute Lange 
der geraden Linie angiebt, welche jene Grosse reprásentirt, so 
ist derselbe dem absoluten Wertbe einer negativen Grosse analog 
und dient als Maass bei der Vergleicbung complexer Grossen 
unter einander. 

§ 2. 

Die Eigenscbaft complexer Grossen, dass eine Verbindung 
zweier oder mebrerer derselben durcb mathematische Operationen 
immer wieder auf eine complexe Grosse fubrt, bat zuř Folge, 
dass wenn man gegebene complexe Grossen durcb Puncte darstellt, 
das Resultat ibrer Verbindung sicb wieder durcb cinen Punct 
darstellen lásst. Wir wollen nun im Folgenden die vier ersten 
algebraiseben Operationen, die Addition, Subtraction, Multiplication 
und Division durcbgeben und untersucben, wie sicb die aus die-
sen bervorgehenden Puncte geometriseb íinden lassen. Dabei 
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solíen die einzelnen Puncte immer mit denselben Bucbstaben be-
zeichnet werden, wie die durch sie dargestellten complexen 
Grossen; der Nullpunct, welcher den Werth Null darstellt, werde 
mit o bezeichnet. 

1. Addition. 

Sind 
u = x + iy und v = x + iy 

zwei complexe Grossen, und bezeichnet man mit iv ihre Šumme, 
so ist 

w = u + v = (x + x) + i {y + y). 
Der Punct to hat also die Coordinaten x + x und y + y. Dar-
aus folgt, dass er der vierte Eckpunct des Parallelogramms ist, 
das aus den Seiten ou und m gebiídet werden kann, oder dass 
durch die Grosse u + v die Diagonále ^ dieses Parallelogramms 
nach Grosse und Richtung dargestellt wird (Fig. 2). Da die Ge-
raden Vw und w gleich und direct Fig. 2. 
parallel sind, und daher uw eben- n _ _ ^ - ^ ^ + Z ? 

falls durch die complexe Grosse v 
dargestellt wird, so gelangt man 
zu dem námlichen Puncte w, wenn 
man an den Endpunct u der ersten 
Geraden, m, die zweite ^ in ihrer 
gegebenen Richtung und Lange /

 TO=U-V 

anfugt. Diese Art der Zusammen-
setzung oder g e o m e t r i s c h e n Addition gerader Linien íst 
auch unabhángig von der Betrachtung imaginárer Grossen von 
Móbius*) angewendet worden. Die Šumme u + v ist hiernach 
die dritte Seile eines Dreiecks, dessen andere Seiten durch u und 
v dargestellt werden. Da nun in jedem Dreiecke eine Seite klei-
ner ist, als die Šumme der beiden andern, und die Lángen der 
Seiten durch die Moduln der complexen Grossen angegeben wer
den, so folgt der Satz: dass der Modul der Šumme zweier com-
plexer Grossen immer kleiner ist, als die Šumme ihrer einzelnen 
Moduln: m 

mod (u + v)- < mod u + mod v. 

*) Siehe u. a. Móbius, Die Elemente der Mechanik des Himmels. 
Leipzig 1843. pag. 4. 
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Die complexc Grosse z = x -f- řy erschcint selbst unter der 
Form einer Šumme aus der reellen Grosse ÍC und der rein ima
ginární iy\ da erstere cincn Punct der x-Axe, lelztere einen Punct 
der y-Axc darstellt, so ist z wirklich der vierte Eckpunct des 
Rechtecks, dessen Seiten YOU der Abscisse x und der Ordinate y 
des Punctes z gebildet werden. 

2, Subt rac t ion . 

Die Sublraction zweicr Puncte ergiebt sicb leiebt aus der 
Addition; denn soli 

w = u — v 
sein, so folgt 

n = v + w'; 
also muss der Punct w' so liegen, dass ^ die Diagonále des aus 
ov und ow' gebildcten Parallelogramms wird (Fig. 2). Pcmnach 

Fig. 2. erhált man iv', wenn man ów' der 
Gcraden mi gleich und direct pa-
rallel ziebt. Da es nim wieder 
auf die Lage einer Geraden niebt 
ankommt, sondern nur auf ilire 
Lange und Hichtung, so stellt die 
DilTerenz u — v die Geradc vit 
ilirer Lange und Ricbtung nach 
(námlich von v nach u) dar. Die 

Construction zeigt, dass u in der Mitte der Geraden Ww liegt. 
Nun folgt aber aus 

w = u + v , w = u — v 
w Ar iW 

w = — 2 — , 

also bildet ein Punct 1^-^- immer den Mittclpunct der Verbin-

dungslinie der Puncte w und iv. 
Fállt der Punct u mit dem Nullpunct zusammen, d. li. ist 

u = 0, so wird w' = — v. In diesem Fallc hat man von o aus 
eine der Geraden v~o in Ricbtung und Liinge gleiche Gerade zu 
ziehcn, und daher liegt der Punct — .v dem Puncte v diametral 
gegeniihcr und in gleicher Entfernung vom Nullpuncte Avie der 
letztere. 

Die Subtraction bietet ein Mittel dar, Puncte auf einen an-
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dern Nullpunct zu bezielien. Denn es leuchtet cin, dass ein Punci 
z zu einem Puncte a gerade so liegt, wie z—a gegen den Null
punct (Fig. 3). Setzt man dann 

z — a = r (cos cp + i sin cp), 
so bedeutet r die Enlfernung 
az> und cp die Neigung der Ge-
raden až gegen die Ilauptaxc. 
Die Einfůbrung von z —z—a 
oder die Substitution von z + a ^^^z-tz 
fůr z verlegt also den Nullpunct 
nacli a, oline jedocli die Ricli- "**" 
tung der Hauptaxe zu andcrn. 

3. Multiplieation. 
Wir benulzen bier den Ausdruck der complexen Gróssen 

durch Polarcoordinaten. Seien 
u = r (cos <p + i sin cp) und v = r (cos cp + i sin cp) 

zwei durch ihre Polarcoordinaten gegebene Puncte, und w ibr 
Product, so ist 

to z== u.v = rr (cos {cp + cp) + i sin {cp + cp')). 
Demnach bildet der Rádius Vector von iv mit der Hauptaxe den 
Winkel cp + cp , und seine Lange ist gleich dem Product der 
Zahlen r und r, welchc die Lángen der Radien Vectoren von u 
und v angeben. Ilieraus geht hervor, dass die Lage des Punctes 
IO oder u.v wesentlich von der als Lángeneinheit angenommenen 
Geraden abhángt, wahrend die Lage von u -f- v und u — v von 
dieser Lángeneinheit unabhángig ist. Dies liegt auch ganz in 
der Nátur der Sache, denn vergrossert man in u und v die Lán
geneinheit in dem Verliáltnisse von 1 zu p , wo Q irgend eine 
reelle Žahl bedeute, so werdcn die Radien Vectoren von u + v 
und u — v \w demselben Verliáltnisse vergrossert, der Rádius 
Vector von u.v dagegen im Verliáltnisse von 1 zu Q1. Man nebme 
daher auf der positiven Seite der Hauptaxe einen Punct 1 so 
liegend an, dass ČI gleich der angenommenen Lángeneinheit ist 
(Fig. 4). Da alsdann aus der Gleichung 

^ = r.r 
die Proportion 

1 : r = r : ow 
oder 

D u r e g - e , Funnt. compl. Var . O 
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ol '• ou — o v ' ow 
folgt, und ausserdem 

L voiv == \ou 
ist, so ist die Lage des Punctes w dadurcb zu construiren, dass 
man die Dreiecke voio und \oxi gleichstimmig almlich macht. 
Statt dessen kónnte man natůrlich aucb die Dreiecke uow und 
lov gleicbstiminig ahnlich machen, was sicb analytiscb dadurcli 
manifestirt, dass man in dem Product n.v die Factoren mit ein-
ander vertauscben kann. Aus der Gleicbung ' 

w = u.v 
kann man ebenfalls eine Proportion ziehen, námlicli 

1 : u = v : w; 
daber stehen die Geraden oi, mi, ov, ow, auch wenn man ihre 
Hichtung berueksichtigt, in Proportion. In Verbindung mit dem 
Vorigen ergiebt sich aber hieraus, dass wenn gerade Linien nicht 
bloss in Rúcksicht ihrer Lange, sondern auch in Riicksicht ihrer 
Richtung mit einander verglichen werden, zwei Paare solcher Ge
raden dann und nur dann in Proportion stehen, wenn sie nicht 
bloss ihrer Lange nach proportional sind, sondern auch paar-
wcise gleiche Winkel einschliessen; oder mit andern Worten, 
wenn sie entsprechende Seiten zweier gleichstimmig áhnlichcr 
Dreiecke sind. Rerůcksichtigt man nun dieses Erforderniss, so 

l̂ ig". 4. kann die zuletzt aufgestellte Pro
portion dazu dienen, um auf die 
einfachste Weise zu finden, welche 
Dreiecke man einander áhnlich zu 
machen hábe. 

Ist in dem Product u.v der 
ctu eine der beiden Factoren reell, 

z. B. v, und bezeichnen wir ihn 
in diesem Falle durch a, so liegt 
der Punct a auf der Hauptaxe, und 
daher ergiebt die vorher angege-
bene Construction, dass der Punct 
a.u auf der Geraden ^ liegt und 
zwar so, dass sein Rádius Vector 

das a-fache des Rádius Vcctors von u ist. 
lliernacli ist die geometrische Redeutung der Multiplication 

folgende: Wird eine Grosse u mit einer reellen Grosse a multi-
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plicirt, so wird dadurch nur der Rádius Vector von u im Ver-
háltnisse von 1 zu a vergrossert; wird aber u mit eincr com-
plexen Grosse v multiplicirt, so wird der Rádius Vector von u 
nicht bloss im Verhaltnisse von 1 zu mod v vergrossert, sondern 
auch zugleich um den Neigungswinkel von v nach der Richtung 
gedreht, nach welcher die Neigungswinkel wachsen. 

4. Division, 

i erledigt sich ui 
Denn soli 

Diese erledigt sich unmittelbar durch die vorigen Ergebnisse. 

r u 
10 = — 

v 
sein, so zieht man hieraus die Proportion 

1 : to = v : u 
und liat daher die Dreiecke \ow und vou gleichstimmig áhnlich 
zu machen (Fig. 4). Die geometrische Ausfúhrung der Division 
von u durch v besteht also darin, dass der Rádius Vector von u 
im Verhaltnisse von 1 zu mod v verkleinert und zugleich um den 
Neigungswinkel von v nach der Richtung gedreht wird, nach 
welcher die Neigungswinkel abnehmen. 

Wir wenden nun die vorigen Retrachtungen noch auf zwei 
Aufgaben an, die uns im Spáteren von Nutzen sein werden. 

Ers tcns . Seien z, z und a drei gegebene Grossen, also 
auch drei gegebene Puncte; man soli einen vierten Punct w so 
bcstimmcn, dass 

to = -—-
z — a 

ist (Fig. 5). Setzt man z— z = u, z — a = v, so íindet man 
zucrst die Puncte u und v, indem man tíu gleich und parallel žz', 
und ~^v gleich und parallel ^ zieht. Fig. 
Nun ist to = — oder 1: w=v : u; 

v 

daher erhált man w, wenn man 
/l loto ro vou 

macht. Hieraus kann nun auch 
cin Ausdruck fur die Grosse to 
abgeleitet werden, der aus den 
Seiten ^ und Tiž und dem Winkel o^ x" 
azz des Dreicckcs azz gebildct ist. Rezeichnet man námlich 
diesen Winkel mit a, so ist 

2* 
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Fig. 5. L low = vow = 180° — rc. 
Ferner ist 

ov az 

«£>z folglich ist der Modul von w gleich 

ÍL— -, und der Richtungscocríicicnt 
az 
gleich (— cos a + / sin a), und 
man hat 

IV "-_- (— cos a + / sin a). 
az 

In dem speciellen Falle, dass ^7 senkrecht auf %~z steht, ist 
a = 90°, und dann erhált man 

10 

Zweitcns: In welcher Bcziehung stehen zwci Mal drci Puncle 
z, z, z' und w, w, to", wenn zwisclien ihnen die Gleichung 

Fig. G. 

z — z w — w 

besteht? (Fig. 6). Man hat hier unmittelbar die Proportion 
z"— z : z — z = w"— w : w — to; 

und da die Differenzen die Abstiinde 
der entsprechenden Puncte in Bczug 
auf Lange und Richtung bedeuten, 
so folgt augenblicklich, dass die 
Dreieckc 

z z z!' und to to 10" 
deichstiinmis ahnlich sind. 

Wir brechen diese Betrachtungen 
hier ab, indem wir die Construction 

der Potcnzen als fur unsere Zwecke nicht nothwendig iibergehen. 
Bei reellen ganzen Exponenten ergiebt sich dieselbe ubrigens un
mittelbar aus einer wiederholten Anwendung der Multiplication.*) 
Nur eine Bemerkung moge hier noch Platz finden. Wenn man 
irgend eine analytisclie Bcziehung zwisclien belicbigen Grossen 

*) Fiir beliebige Potenzen moge auf einen Aufsatz: „Ueber die 
geometrische Darstellnng der Wertho einer Potenz mit complexer Basis 
und complexem Exponenten" {SchlómilcWs Zeitschrift fiir Mathematik 
und Physik Bd. V. pag. 345.) verwiesen werden. 
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hat und die auť beiden Seilen der Gleichung vorkonnnenden ana-
lylischen Operalionen gcometrisch ausfiihrt, so wird man durch 
zwei verschiedene Constructionen zu dem námlichen Puncte ge-
fiihrt. Daher ist in jeder analytischcn Gleichung zngleich ein 
geometriscber Satz enthalten. So iibcrzcugt man sicb z. B. leicbt, 
dass die Identitát 

U + V . t i — v 
2 ^ 2 

den Salz liefert, dass die Diagonalen eines Parallelogramms sich 
gegenseitig halbiren.*) 

§ 3. 

Die besprocliene Arl, eomplexc Wertbe durch Puncte in einer 
Ebene geometrisch darzustellen, gewáhrt nun aucli ein anschau-
liches Bild von einer complexen stetig veránderlicbcn Grosse. 
Denkt man sich námlich eine Reihe stetig auf einander folgender 
Wertbe von z = x + ty, also auch eine Reihe stetig auf einander 
folgender und zusammengehoriger Werthenpaare von x und y, und 
stellt jeden Werth von z durch einen Punct dar, so werden diese 
Puncte ebenfalls eine stetige Aufeinanderfolge, d. h. in ihrer Ge-
sammtbeit eine Linie bilden. AVenn daher die Variable z sich 
stetig andert, so beschreibt der darstellende Punct z eine unun-
terbrochene Linie. Da sich dabei die rcellen Veránderlicbcn x 
und y jede. ganz unabhángig von der andcrn ándern kónnen, so 
kann auch der darstellende Punct z jede beliebige Linie beschrei-
ben. Hierbci verdient besonders hervorgehoben zu uerdén, dass 
es zur Stetigkeit der Veránderung von z durchaus nicht noth-
wendig ist, dass die von dem darstellenden Puncte beschriebene 
Linie eine nach einem und demselben matbemaliscben Gesetze 
ťortgehende Gurve sei, d. li., dass die ganz beliebige Beziehung, 
in welcher x und y an jeder Stelle zu einander stehen mussen, 
iminer durch dieselbe Gleichung (oder ťiberhaupt durch eine solche) 
ausdríickbar sei. Damit die Veránderung von z stetig vor sich 
gehe, ist nur erforderlich, dass die Linie einen ununterbrochenen 

*) Ueber die weitere Ausfiihrung der hiermit zusammenhangenden 
Betrachtnngen sei auf die bemerkenswerthe Abliandlung von Siebeck: 
Ueber die graphische Darstellung imaginarer Functionen. (Crelle's Journ. 
Bd. 55. pag. 221) verwiesen. 



22 AJjschn. I. Gcomclr. Darslclhing d. imaginarcn Grosscn. § 3. 

Zug bilde. Einige Beispiele mogen dies erláutern. Denken wir 
uns, die Vcránderliche z beginne ihrc Veránderung mit dem 
Werthe z — O und gelange, nachdcm sie cinc Rcihe von Wer-
then durclilaiifcn bat, zu einem recllen positiven Werthe a, wel-
clier durch den Punct a (Fig. 7) auf der ^-Axe, dargestellt wer-

den móge, indem die Entfernung 
M = a sei. Nun kanu die Ver-
ánderliche z (so drucken wir uns 
kurz aus, anstatt zu sagen: der 
bewegliche Punct, welcher den 

o /éď ž^a, a jedesmaligen Wcrth der Variablen 
z darstellt) auf sehr verschiedenen 

Wegen von o nach a gelangen. E r s t l i ch kann sie zwischen o 
und a nur reelle Werthe annehmen; dann blcibt y constant = 0, 
und x waclist von 0 bis a. Die Variable beschreibt die Gerade 
Va> Zwei tens durchlaufe die Variable z die aus drei Seiten eines 
Uechtecks bestehende gebrochene Linie oBCa, bci welcher oB=b 
sei. Dann ist x von o bis B constant = 0, und y wáchst von 
0 bis b, sodass in B, z = ib ist; alsdann bleibt y auf dem er-
langten Werthe b stehn, und x wáchst von 0 bis a, sodass z in C 
den Werth a + ib erlangt; endlich bleibt von C bis a nun x 
constant = a, und y nimmt von b bis 0 ab. Dr i t t cns moge 
die Variable z zuerst auf der Hauptaxe von o bis ^a gehen und 
dann einen um den Punct \a als Mittclpunct mit einem Itadius 
= \a beschriebenen Ilalbkreis durchlaufen. Wir zeigen an die-
sem Beispiele zugleich die Verlegung des Nullpuncts. Wegen der 
um den Punct \ a beschriebenen Kreisbewegung wird namlich 
der Gang der recllen Variabeln einfacher, wenn man setzt 

z — \ a = z'= r (cos (p + i sin <p). 
Alsdann werden die Ratlien Vectoren von dem Puncte f a aus 
gerechnet. Nun ist im Nullpuncte z ~ 0, also z'== — \a, und 
daher r = ^«, tp = TI. Auf dem Wege von o bis \a bleibt 
dann (p constant = it, und r nimmt von \a bis \a ab, so dass 
beim Beginn des Kreises z = — \at und daher z — ^ a ist. 
Beim Durchlaufen des Kreises bleibt nun r constant =^a, und 
cp nimmt von % bis 0 ab, sodass in a, z = + \a9 also z = a 
ist. Hierbei haben wir angenommen und werden dasselbe auch 
in Zukunft immer thun, dass der Neigungswinkel q> einer com-
plexen Grosse von der Bichtung der positiven x-Axe nach der 
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der positiven y-Axe lun wachse, und wir werden diese Richtung 
die Ricb tung der wachsenden Winkel nennen. 

Man siebt aus diesen Beispielen, dass zwischen einer verán-
derlicben Grosse, welclie nur reelle Werthe annebmen darf, und 
einer soleben, der man aucb imagináre Wertbe anzunebmen ge-
slattet, ein sehr wesentlieber Unterschied stattfindet. Wáhrend 
dureb zwei bestimmte Werthe einer recllen Variablen die Reibe der 
dazwiscben liegenden Wertbe, welclie die Veránderlicbe anneb
men muss, um von dem ersten zum zweiten Werthe zu gelangen, 
schon mit bestimmt ist, ist dies bei einer complexen Vcránder-
licben keincswegs der Fall, viclměbr giebt es unendlicb viele 
Reihen stetig auf einander folgender Wertbe, welclie von einem 
bcstimmten Wertbe einer complexen Variablen zu einem andern 
bcstimmten Wertbe hinfuhren. Geometriscb ausgedruckt kann 
man sagen:. einc reelle Veránderlicbe kann nur auf einem einzi-
gen Wege von činem Puncte zu einem andern gelangen, namlich 
nur auf dem zwischen densclben entbaltenen Sfucke der Ilaupt-
axe. Eine complexe Variablc dagegen kann man, sclbst wenn 
Anfangs- und Endwertb reell sind, aus der Ilauptaxe heraustreten, 
und auf unendlich vielen verschiedenen Linien oder Wegen von 
einem Puncte zum andern gehen lassen. Wenn Anfangs- und 
Endwertb, oder nur einer von beiden, coinplex sind, so gill na-
tiirlich dasselbe; aucb dann kann die Variabcle beliebige Wege 
einscblagen, um von dem einen Puncte zum andern zu gelangen. 

Zweiter Abschnitt. 

Von den Functionen einer complexen Variabelen im 
Allgemeinen. 

§4. 
Indem wir nun zu der Betrachtung von Functionen einer 

complexen Variablen ubergehn, kniipfen wir zwar zunáchst an 
den aus den Elementen bekannten Begriff einer Function von 
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