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der positiven y-Axe lun wachse, und wir werden diese Richtung 
die Ricb tung der wachsenden Winkel nennen. 

Man siebt aus diesen Beispielen, dass zwischen einer verán-
derlicben Grosse, welclie nur reelle Werthe annebmen darf, und 
einer soleben, der man aucb imagináre Wertbe anzunebmen ge-
slattet, ein sehr wesentlieber Unterschied stattfindet. Wáhrend 
dureb zwei bestimmte Werthe einer recllen Variablen die Reibe der 
dazwiscben liegenden Wertbe, welclie die Veránderlicbe anneb
men muss, um von dem ersten zum zweiten Werthe zu gelangen, 
schon mit bestimmt ist, ist dies bei einer complexen Vcránder-
licben keincswegs der Fall, viclměbr giebt es unendlicb viele 
Reihen stetig auf einander folgender Wertbe, welclie von einem 
bcstimmten Wertbe einer complexen Variablen zu einem andern 
bcstimmten Wertbe hinfuhren. Geometriscb ausgedruckt kann 
man sagen:. einc reelle Veránderlicbe kann nur auf einem einzi-
gen Wege von činem Puncte zu einem andern gelangen, namlich 
nur auf dem zwischen densclben entbaltenen Sfucke der Ilaupt-
axe. Eine complexe Variablc dagegen kann man, sclbst wenn 
Anfangs- und Endwertb reell sind, aus der Ilauptaxe heraustreten, 
und auf unendlich vielen verschiedenen Linien oder Wegen von 
einem Puncte zum andern gehen lassen. Wenn Anfangs- und 
Endwertb, oder nur einer von beiden, coinplex sind, so gill na-
tiirlich dasselbe; aucb dann kann die Variabcle beliebige Wege 
einscblagen, um von dem einen Puncte zum andern zu gelangen. 

Zweiter Abschnitt. 

Von den Functionen einer complexen Variabelen im 
Allgemeinen. 

§4. 
Indem wir nun zu der Betrachtung von Functionen einer 

complexen Variablen ubergehn, kniipfen wir zwar zunáchst an 
den aus den Elementen bekannten Begriff einer Function von 
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einer veránderlichen Grosse an, wonach darunter irgend ein Aus-
druek verstanden wird, wclcher durch mathematische Opcrationen, 
die mit der Variablen vorgenommen werden, gebildct ist; werden 
aber dann diesen BegrilT einer Erweiterung zu unterwerfen hábem 
In frůherer Zeit bezeichnetc man mit dcm Worte: Function einer 
Grosse, nur das, was wir jetzt eine Potenz ncnnen. Erst seit 
Johanu Bernoulli wurde diese Benennung in der erweiterten Be-
deutung angewendet, dass damit nicht bloss die Potenzirung, son-
dern jede beliebige mathematische Operation oder jede Combina-
tion letzterer bezeichnet wird. In neucrer Zeit ist es nun aber 
notliig geworden, den Begriff Function aufs Neue zu erwcitern 
und von der Existenz eines mathematischen Ausdrucks fůr dic-
selbe zu abstrahiren. Wenn man námlich eine Variable durch 
eine andere ausgedrůckt hat, sodass die erstere eine Function der 
letzteren ist, so zeigt sich als das Wesentliche der Verbindung 
beider, dass jedem Werthe der cinen ein Werth (oder auch rneh-
rere Werthe) der* andern entspricht. Diesc Zusammengehorigkeit 
der Werthe der Function einerseits und der unabhangigen Va
riablen andererseits ist es nun, die man vorzugsweise im Auge 
behált. Sie ist es auch, die ůberall da hcrvorlritt, wo wir die 
Abhángigkcit einer Grosse von einer andern erkennen, ohne je-
doch im Stande zu sein, das Gesetz dieser Abhángigkeit durch 
einen mathematischen Ausdruck wiederzugeben. So kennt man, 
um an ein bekanntés Bcispiel zu erinnern, die Abhángigkeit der 
Spannung des gesattigten Wasserdampfes von seiner Temperatur 
vollstándig in der WTeise, dass man nach den Beobachtungen und 
den danacli construirten Tabellen innerhalb gewisser Grenzen fůr 
jeden Werth der Temperatur des Dampfes seine Spannung ange-
ben kann. Allein eine aus der Theorie abgelcitete Formel, mit-
telst welcher man fůr eine gegebene Temperatur die Spannung 
berechnen konnte, besitzen wir nicht. Trotz des Fehlens eines 
solchen mathematischen Ausdrucks ist man aber doch berechtigt, 
die Spannung als eine Function der Temperatur zu betraehten, 
weil zu jedem Werthe der letzteren ein Werth der ersteren ge-
hort. Aehnlich verhált es sich mit den algebraischen Functioneu 
im allgemeirien Sinne, d. h. mit den Functionen, welche dadurch 
entstehen, dass eine Variable mit einer andern durch eine al-
gebraische Gleichung verbunden ist. Man kann die Gleichungen 
hoherer Grade bekanntlich nicht allgemein auflosen, und daher 
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die eiue Variable nicht durch die andre ausdrůcken. Da man 
aber weiss, dass zu jedem Werthc dcrselbcn cinc bestimmtc An-
zahl von Werthen der ersteren zugchorcn, so kann man die erstcre 
als Function der letztcren betrachten. Dazu kommt noch, dass 
die Functionen, mogen sie mathematisch ausdrůckbar sein oder 
nicht, čine, meistens sehr geringc, Anzahl charakteristischcr Eigen-
sChaften besitzen, durch die sie vollstándig, oder doch bis auf 
einen constanten Factor oder eine additivc Constante bestimmt 
sind. Man kann daher dann den Ausdruck der Function durch 
die charakteristischen Eigenschaftcn derselben ersetzen. 

Denkt man sich nun eine Function innerhalb eines gewissen 
íntervallcs der Werthc dor unabhangigen Variablen nur dadurch 
bestimmt, dass zu jedem Werthe der lctzteren der zugehorige 
VVerth der ersteren gegeben oder willkůrlich angenomnien ist, 
jedoch so, dass im Allgemeinen stetigen Aendcrungen der Variablen 
auch stetige Aenderungcn der Function entsprechen, so tritt ein 
Unterschied ein, je nachdem der Variablen in dem gegebenen 
Intervalle nur reclle Werthe zucrthcilt, oder auch complexe Werthe 
mit in den Kreis der Betrachtung gczogcn werden. Im ersteren 
Falle, wenn die Variable nur reelle Werthe annimmt, kann man 
in der That die Werthe der Function, welche denen der Variablen 
zugehoren sollcn, ganz willkůrlich wahlen, und die einen den 
andern nach der Stetigkeit entsprechen lassen. Man kann dann 
auch immer einen fůr das betreífende Intervall gůltigen analyti-
schen Ausdruck fůr die Function finden, weleher die Werthe der 
letztcren darslellt; námlich, wcnn dies nicht auf andere Weise 
moglich sein solíte, so gelingt es doch slels mittelst der lleihen, 
die nach den Sinus und Cosinus der Vielfaclien eines Bogens 
fortschreiten. Bekannllich ist dies sogar dann noch moglich, 
wenn die Function an einzelnen Stellen Unterbrcchungen der Ste
tigkeit erleidet. Wenn nun aber complexe Werthe der Variablen 
mit in Betracht kommen, dann steht es nicht mehr frei, eine 
Beihe stetiger complexer Werthe willkůrlich zu wahlen und diese 
als die Werthe eincr Function anzusehen, welche einer stetigen 
Werthenreihe einer complexen Variablen zugehoren. Es tritt 
hier námlich der besondere Umstand ein, dass wenn auch in 
einer complexen Variablen to = u + iv die Gróssen u und v 
F\inctionen von den reellen Bestandtheileu x und y der Variablen 
z = x + iy sind, doch deswegen w noch nicht eine Function 



26 Abschn. II. Function ciner complexen Variablen. % 5. 

von z zu sein braucht. Diescr Umstand soli zunáchst im folgen-
den § etwas náher erortert werden. 

§ 5 . 
Nchmen wir zucrst an, es liege als Function der complexen 

Variablen z = x + fy ein Ausdruck vor; dann kann dieser wie-
der auf die Form ciner complexen Grosse, also auf die Form 

io = u + iv 
gebracht werden, worin u und v reelle Functionen von x und y 
bedeuten. Allein nun ist niclit auch umgekehrt jeder Ausdruck 
von der letztercn Form zugleich eine Function von z; denn dazu 
ist crforderlich, dass in u + iv die reellen Variabcln x und y so 
enthalten sind, dass sie nur in der bestimmten Verbindung x + fy 
darin vorkommen. Es leuebtet ein, dass man leicbt Functionen 
von x und y bilden kann, in denen dies niebt der Fall ist, z. B. 
x — fy, x2+y2, 2x + fy. Dies sind wohl Functionen von x 
und y, aber niebt von x + fy; es sind wohl complexc Func 
t ionen, aber niebt F u n c t i o n e n einer complexen Va
r i a b l e n , Bcgrifle, die biernacb wobl untersebieden werden mus-
sen. Demnach entsteht die Auťgabe, zu untersucben, wclchen Be-
dingungen ein gegebener Ausdruck to = ti + iv, worin u und v 
reelle Functionen von x und y bedeuten, genugen muss, damit der-
selbe eine Function von z — x + fy sei. Um dicse Bedingungen 
zu íinden, differentiire man w partiell nach x und y; dann ist, 
wenn to zunáchst Function von z sein soli, 

div dw dz 
dx dz dx 
dw dw dz 
dy dz dy ' 

oder da 

ist, 

Daher erhált man als nothwendige Bedingung dafiir, dass to Func
tion von z sei, die Gleichung 

dz 1 

div dw 
dx dz ' 

dz _ . 
dy 

dw . dw 
dy ' dz 
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Umgekehrt kann leicht gezeigt werden, dass diese Bedingung auch 
hinreichend ist, dass namlich eine Function tv von x und y, 
welche dieser Cleichung genůgt, auch immer eine Function von 
z ist. Substituirt man in dem vollstandigen DifTerential, 

-, dw -. , dw , 
dw = K— dx + ~- dy 

dx dy J 

den Werth .'dw 
dx 

t u. dw 
statt -^-, 

dy 
dw = 

so 

< dw 
doc 

_ 8w 
dx 

erhalt man 

(dx + 

dz. 

idy) 

Eliminirt man aber vor der DilTercntiation mít lliilťe der Glei
chung z = x + sy die Variable x aus der Function w>, und un-
terscheidet die nach der Elimination gebildcten partiellen Diííe-
rentialquotienten nach y und z von den vorigen durch Klam-
mern, so ist 

dw = (^ dy + ( | - ) dz, 

also wenn man diesen Ausdruck fiir div von dem vorigen sub-
trahirt, 

Ua nun aber dy und dz ganz von einander unabhangig sind, so 
muss einzeln 

\cy.J \dz J vx 

sein. Daraus folgt, dass tv nach der Elimination von x auch die 
Variable y nicht mehr enthált, sondern eine Function von z allein 

ist. In der That ist nun [J^j mít ^~ gleichbedeutend, also wie 

oben -^- = ^°-. Demnach ist die obige Gleichung 
dz dx D D 

dw . dw 
dy dx V-U 

die nothwenclige und hinreichende Bedingung daíur, dass w Func
tion von x + iy ist. Hieraus ergeben sich auch Bedingungsglei-
chungen fíir die beiden reellen Theile u und v. Substituirt man 
namlich u -f- iv fur z#, SO erhalt man 

du 
dy 

. . dv . / du . . 8u \ 
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und dann durch Sondcrung des Reellen vom Imaginaren 
,n\ du dv du ( dv 
^ ' dx " dy ' dy ' dx' 

Endlich kanu man aíicli fůr jede tlieser Functioncn allein eine 
Bedingungsgleichung hcrstellcn. Dcnn diíTercntiirt man die vori-
gen Glcichungen noch einmal partiell nach x und y und elimi-
nirt einmal v, das antlere Mal n, so erhált man 

/«\ d2u i (Pu ~ i d2v , d2v ,. 

(3) â  + a/ = 0 und8? + ^- = 0' 
sotlass keine der beiden Functionen ti und v willkůrlich ist, son-
dern jede der nanilichen partiellen Differentialgleichung genů-
gen muss. 

§6. 
Bleiben wir noch bei der Voraussetzung stehen, dass die 

Function w durch eincn Ausdruck gegeben sei, so lásst sich nun 
aus den Glcichungen (2) noch eine wichtige Folgerung zielien. 

Einer Aenderung dz von z entsprieht die Aendcrung ~ dz von tv. 

Fůhrt man dann in der derivirten Funetion *!° die Grossen tu v 
dz ' 

und x, y ein, so erháll man du , , du , . . (dv , * dv •> \ 
x dx + dy dy + i (^ dx + -d- dy) 

div du - j - / dv di 
dz dx -f- i dy dx -f- i dy 

Nun kanu aber, wenn die Variable z durch eincn Punct in der 
.r//-Ebene dargestellt wird, dieser Punct seine Lage in jeder be-
liebigen Richtung andern, und das Diflerential dz = dx + idy 
stolit die unendlich kleine geratle Linie, die die Orlsvcranderung 
von z angiebt, nach Grosse und Richtung dar. Diese unendlich 
kleine Geratle kanu also von z aus nach jeder beliebigen Rich
tung gczogen werden. Nun zeigt aber der vorigc Ausdruck, dass 
r— von dz nicht unabhangig ist, sondern seinen Werth mit der 

Richtung von dz ándort. Um dics noch deutlicher Iiervortreten 
zu lassen, wollen wir in tlem vorigen Ausdrucke das DiiTerential-
verlialtniss d}í- einfůhren, welches eben die Richtung von dz an-

dx 
giebt. Durch Division mit dx im Záhler und Nenner erhált 
man dann 
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derselben z. B. -~ und ^ , so erhált man 
dy dy 

du i du d/yt . . /dv_ , dv_ dy\ 
du^ tdx dy dx \dx ' dy dx) m i*\ 
dz ~~ ' . ' .'dy ' V ' 1 + %íx 

woraus liervorgeht, dass ř-^ seinen Werth in der That mit dem 

Wertbe von -J- ándert, wenn zwischen den vier DiíTcrcntialquo-

tienlen ^ , ~ , "-, ~ keine Bezieliun^en slattfinden. Berúcksich-
óx dy dx dy 

tigt man nun aber die Gleichungen (2) und eliminirt mit Hůlfe 
-~ und ~, so erhált man 
oy dy 

dw \óx dx/ \ dxj du , . dv m 

dz ' ^ . . dy dx dx9 

1 + t ~f 
dx 

dann also wird -^ unabhángig von (-*~ und daber auch von dz. 
CLZ (XX 

Wenn also iv e ine Func t ion der complexen Var iablen 
z = x + iy ist , so ist die Der iv i r te ~ unabbángig von 
dz und bat fůr jede Rich tung dieser unendl ich kle i -
nen Or t sve ránde rung denselben Werth. Ncnnt man die 
verschiedcnen Wcge, welche die Variablc z bei ihrer Aenderiing 
einschlagcn kann, die Artcn der Veranderung, so kann man sagen, 
dass die Derivirte von der Art, in welcher die Variable z sich 
verándert, unabhángig ist. Bci einer Function von einer rcellen 
Variablen kommt die Veranderung der Variablen selbst nicht in 
Betracht, weil diese Veranderung eben nur auf eine einzige Art 
vor sich gehen kann. Bei Functionen einer complexen Variablen 
dagegen spielt gerade die Verschicdenartigkeit, mit der die Va
riable sich verándern kann, eine grosse Bolle, und daher ist der 
gefundene Satz, dass die Derivirte einer Function einer com
plexen Variablen von der Art der Veránderung\ der Variablen un
abhángig ist, von grosser Wichtigkeit. Auch wird erst dadurch, 
dass -^ von dz vollstándig, d. h. sowohl von der Lange als auch 

dz 
von der Richtung dieser unendlich kleinen Geraden unabhángig 
ist, der Begriíí der dcrivirten Function in der Weise zu cinenl 
bestimmten, wie er es bei reellen Variablen ist. 

Bis jetzt bahen wir angenommen, dass die Function w durch 
einen mathematischen Ausdruck von z gegeben sei. Lassen wir 
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DUH diese Voraussetzung fallen und nebmen wir vielmelir an, dass 
innerhalb eines gewissen Gebictes zu jedem Werth der Variablen 
z der Wcrth der Function w bekannt sei, welcher sich mit z 
im Allgemeinen stetig andere, so werdcn wir, damit auch die 
Derivirte der Function iv einen bestimmten Sinn hábe, noch die 
Forderung. hinzufugcn miissen, dass dieselbe von dem Differential 
dz unabhángig sei. Die Erfúllung dieser Forderung ist dann 
abcr wieder hinreichend, um ta als Function von x + fy zu cha-
rakterisiren; denn aus ihr folgen wieder unsere frúheren Uedin-

gungen (1), (2) oder (3). Soli námlich der Ausdruck (4) fůr (W 
5 dz 

dy unabhángig von dz, oder was dasselbe ist, von - - sein, so muss 

die aus ihm folgende Gleichung 
. dv , / . dw du . dv \ dy , 

dx ' \ dz dy dy) dx 

fiir jeden Werth von - - crfullt sein. Demnach erhalt man J dx 

div du 
dz dx 

dw du 
dz ~~ dx 

. dw du 
<l~ ' dy 

dw 
dy 

+ *%-
dx . . dv 

. dw 
dx ' 

dw 
dx 
div 

also, wie oben 

Nach allem diesen hat nim Riemann einc Function einer com-
plcxen Grosse folgendcrmassen dcfinirt: „ E i n e v c r á n d e r l i c h e 
c o m p l e x e G r o s s e iv h e i s s t e ine F u n c t i o n e i n e r a n d e -
r e n v e r á n d e r l i c h e n c o m p l e x e n G r o s s e z, w e n n s ic s i c h 

mit i h r so á n d e r t , d a s s d e r W e r t h d e r D e r i v i r t e n -f-
dz 

u n a b h á n g i g von dem W c r t h e des D i f f c r e n t i a l s dz is t .u 

oder wie es an einer anderen Stelle ausgedrůckt ist: „ w e n n 
iv s i c h mi t x + iu d e r G l e i c h u n g Q - = z'o~ í?emass J * ° dy dx ° 
a n d e r t . " 

Hiernach lasst sich nun auch leiclit beweiscn, dass wenn w 

eine Function von z ist, die Derivirte (™ es ebcnfalls sein muss. 

Denn aus den Gleichungcn 
dw dw 1 dw 
dz dx ' i dy 
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folgt 
d_ ídw\ _1_ d2w 

dx \dz J i dx.dy 
d ídw\ d2w 
'dy \dz J dx.dy' 

also ist 
d ídw\ . d ldw\ 
dy \dz J dx \dz ) ' 

und folglich geniigt ~~ auch der Gleicliung (1). 
Ist ferner w Function von z = x + iy, und z Function von 

£ = £ + ^ so ist w auch Function von.£. Denn es ist, wie 
oben pag. 27, 

div = ~ [dx + i dy) = ~ čfe, 
und ebenso 

dz = ^ (dl + i drj), 
also 

dw = % % ^ + l d^; 

die partiellen Diííerentialquoticnten von w nacli i; und ^ sind daber 
dw div dz div . dw dz 
dj ~ dx dl ' Wn ~~ % dx ag' 

und folglich ist auch 
dw . dw 

also w auch Function von £ + irj. 

§ 7 -
Die so eben aufgestellte Bedingung besitzt auch eine be« 

stimmte geometrische Bedeutung, welche noch erórtert werden soli. 
Ist wie oben 

z = x + iy und w = u + iv, 
so sind x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes z 
in einer Ebene, und w und v die rechtwinkligen Coordinaten 
eincs Punctes iv in dcrselben oder in einer aridern Ebene. Ist 
nun iv eine Function von z, so wird die Lage des Punctes w 
von der Lage des Punctes z abhángig sein, und beschreibt z eine 
Curvc, so wird w eine von der lctzteren abhángige Curve be-
schreiben; kurz das ganze aus den Punctcn w bestehende System 
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Avird in einer bestimmten Abhangigkeit von dem aus den Puncten 
z gebildeten Systéme stehu, wenn w eine bestimmte Function 
von z ist. liiemann nennt alsdann das System der Puncte iv die 
Abhildung des Systemcs der Puncte z. In Folge der obigen 
Bedingung stehen nun die beiden Figuren-Systeme in einer ganz 
bestimmten Beziehung, wclche bci jeder Function stattfindet. 

Es scien z und z" (Fig. 6) zwei uncndlich nahé an einem 
dritten Puncte z gelegene Puncte, 

1 Hl *̂ 6* und man setze die nach verschiede-
nen Kichtungcn laufcnden uncndlich 

Ti / \ klcinen Verbinduiigslinien 
zz = dz , zz" = dz". 

z ~ ~\r 7r> Ferncr seien w, zv, 10" die den Punc
ten z} z\ z" entsprechenden Puncte, 

— und die ebenfalls unendlich kleinen 
Verbindungslinien 

ww = div , ww = div"*) 

Soli nun lur jede Itichtung von dz denselben Werth bahen, 
dz 

so muss 
dw div' , dw dz 
--, = --„- oder - tt = --„ 
az dz dw dz 

sein. Nun kann man aber die Diffcrentiale durch die DiíTerenzen 
der unendlich nahen Puncte ersetzen, also schrciben 

dz = z •— z dw = w i — w 
dz = z — z div =to — tv, 

dann hat man 

und folglich sind nach § 2 die Dreiecke z z z" und w tv w" 
einander ahnlich, namlicli die Winkel z z z' und w w w" cinan-
der gleich, und die sic cinschliessendeu Seiten proportional. l)a 
nun dics lur jedeš Paar entsprechender Puncte z und w statt-
íinden muss, so ist die von dem Puncte iv beschriebene Figur 
der von dem Puncte z beschriebenen in d e n u n e n d l i c h k l e i -

*) Man bemerke, dnss wenn auch - von dz unabbangi^ ist, doch 

div, welclies t=z - dz ist, seine Rielitnng und Grosse mít dz im All-

gemeinen andert. 
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n e n Tli c i l c n á h n l i c l i , und zwci sicli sclincidcndc Curven in 
der Ebene der w bilden mit einaoder denselben Winkcl, wic die 
entsprecbenden Curven in der Ebene der z. Dabei ist jedocb 

zu bemerken, dass bierbei vorausgesetzt wird, dass --- weder Null 

noch unendlicb sei. Wir werden spater seben, dass in diesen 
Fállcn čine Ausnahme eintritt.*) Siebeck nennt dic Abbangigkeit, 
in wclcber das System der w von dem der z stebt, V e r w a n d t -
s e b a f t , und zvvar wegen der Eigcnscbaft, dass je zwci Paarc 
von entsprecbenden Curven iinlcr sich gleiebe Winkel einscblies-
sen, i s o g o n a l e V e r w a n d t s c b a f t. Von diesen isogonalcn Ver-
wandtscbaftcn sind bis jetzt erst zwci in Bczug auť ibrc allge-
meinen Eigcnscbaílcn naber untcrsucbt worden, namlicb die Vcr-
wandtscbaft der A e b n l i c b k e i t und die K r e i s v e r w a n d t s c b a f t, 
welcbe letztere von Móbius in die neuere (Geometrie cingcffibrt 
worden ist. 

AIs Beispiel diene die cinfaebe Funclion 
w = z2. 

Wir erbalteu bicr 
to = x2—yl + 2ixy 

und daber 
u = xl—yl v = 2 xy 

du dv ~ 
-rr = 2x o- = 2y 
oce dx J 

du dv ~ 
oy J oy 

wodureb dic Bedingungsgleicbungen (2) verificirt sind. Liisst man 
nun z. B. z dic ?/-Axc besebreiben, sodass x = 0 ist, so bat man 
z^=iy und w = — y2; daber besebrcibt to den negativen Tbeil 
der Hauptaxc und zwar nur diesen, sodass, wenn z von a uber 
o nacb b gebt, to sicb von a nacb o und dann wieder zurůck 
nacb b' bewegt, wo a und b' zusanimcnfallen, wenn ^ = ~ob an-
genommen wird (Fig. 8). Lasst man ferner z einen Kreis um 
den Nullpunct mit. dem Rádius r besebreiben, sodass, wenn man 
z = r (cos (p + i sin <p) sctzt, r constant bleibt, so ist w = 
r2 (cos 2<p + i sin 2<p), also besebrcibt aucb to einen Kreis um 
tlen Nullpunct mit dem Rádius r2. Da aber dem Winkel q> von 
z der Winkcl 2<p von to cntspricbt, so durclilauft w scinen Kreis 

*) Vgl. § 40. 
D u i ě g e , Punci, compl. Var. 3 
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doppell so rascb als z. Bescbreibt z. B. z von a aus einen Halb-
kieis in der Richtung der wachsenden Winkel nach b, so bescbreiht 

F\g. 8. 

ď 

ď 

r" 

/r/ 

w einen ganzcn Kreis von a nach dem mil, d zusammenfallen-
den Puncle //. Der Wtnkcl aber, den dic Geradc und der Rreis 
in z und in w mil einander bilden, ist bei beiden ein Rechler. 
Liisst man z eine durch den Punct 1 gehende mil der y-Axc 
])arallelc Geradc cd beschrciben, so bescbreibt w eine Parabel. 
Dies ergiebl sich ein fa cli so, dass man, weil in diesem Falle x 
constanl = 1 isl, in den Gleichungcn u = x2—y2 

v 2xy, 
x = 1 selzt und y climinirt; dadurch erhalt man zwischen den 
Coordinalen u und v des Punctes to dic Gleichung v2 = 4 (1 — u), 
Avelche zeigl, dass w eine Parabel ])eschrcibt, wclche ihrcn Scbeitel 
in 1, ihrcn Brennpunct in o hat, und fur welche der Paramcler, 
die Ordinate im Brennpuncte, = 2 ist. Durch Unlersuchung der 
Tangenlcn in den Durchschniltspunctcn c und ď, wclche c und 
cl cnlsprechen, liesse sich wieder leicht veriíiciren, dass die Pa
rabel den Krcis in w unler dcnsclben Winkeln schneidet, wie dic 
Geradc cd den Kreis in z. Um endlich auch eínen der Aus-
nahmcfallc durch ein Beispiel zu erlaulcrn, beschreibe noch z 
die Hauplaxe; dann blcibt z reell, also w positiv, und folglich 
bescbreibt to den positiven Theil der Hauplaxe. Dieser aber 
bildet mit dem negativen Theile, vvelcher der y-Axc in z ent-
sprach, einen Winkel von 180°, wahrend dic x- und ?/-Axe in z 
einen Winkel von 90° mit einander bilden. In der Nahé des 
Nullpunctes findet also nicht Aehnlichkcil in den uncndlich klei-
nen Theilen slatt, und in der That erhalt in diesem Puncte die 

(hv 
Derivirle (h = 2z den Werth Null. 
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