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lliermit brechen wir diese Betrachtungen ab, da es iiicht 
in der Absicbt dieses Bucbes liegt, naber auf die Untersucbung 
der periodiscben Functioneii einzugeben, soudem die bebandellen 
Falle nur als Beispielc zur Erlauterung der allgcmeinen Betrach-
tungen angesehen werden sollen. In BetreíT der cigcnthůmlichen 
NaLur, welche denjenigcn Funclionen innewohnt, die mebr als 
zwei Periodicitátsmoduln besitzen, moge auf die schonc und licht-
voll gescliriebene Abliandlung von Prym: The oři a nova funě-
lionům u l t rae l l ip t ica rum (Inaug. Diss.) Berlin 1863 ver-
wiesen werden. 

Elfter Abschnitt. 

Bestimmung eincr Function duích Grenz- und 
Unstetigkeitsbedingungen. 

§ 5 3 . 
Wenn man als Deíinition einer Function einen Ausdruck zu 

Grunde legt, so ist dadurcb ihr Wertli fůr jeden Werth der Va
riablen gegeben. Wir haben aber schon frůher (§ 25) gesehen, 
dass es zur Bestimmung einer Func t ion einer complexen 
Veránder l i chen innerhalb eines gewissen Gebietes nicht noth-
wendig ist, dass ihr Werth fůr jeden Werth der Variablen in 
diesem Gebicte gegeben sei, sondcrn dass schon cin geringerer 
Theil von Bestimmimgsstucken liinreicht, von denen die ůbrigen 
dann eine Foige sind. Ricmann liat min gezeigt, dass man mit 
Bestimmtheit angeben kann, wclches die zur Bestimmung einer 
Function nothvvendigen und hinreichenden Stůcke sind, und da
durcb den Weg eroífnet, bestimmte Functionen auch ohne Zu-
grundelegung eines Ausdrucks fůr dieselben zu untersuchen. 
Ilierauf soli in diesem Abschnitte noch etwas naher eingegangen 
werden. 

Es ist § 5 gezeigt worden, dass wenn 
tv = n + iv 
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eine Function einer complexen Variablen 
z — x + iy 

sein soli, die reellen Theile u und i; den partiellen Dillerential-
gleichungen 

d2u . dht ^ d^v , d2?; 
až* "*" a*/2 * ; * žh* "*" 9y« ~ u 

genugen miissen, oder auch, dass 
du dv du dv 
doc dy ' dy dx 

sein niuss. Wir wollcn nun, um mit dcm einfachsten Falle zu 
beginncn, annehmen, die Function w sei innerhalb einer einťach 
zusammenhángenden Fláclie T uberall endlieh mul stetig, unci 
dann zeigen, dass sie in derselbcn bis auf eine addilive Constante 
vollstándig bestimmt ist, sobald i lir reeller Theil u auf der Be-
grenzung von T gegeben ist, d. h. wenn die Werthe von u in 
allen Puncten dieser Begrenzung auf beliebige Weise gewáhlt sind, 
wobei wir jedoch voraussetzen wollen, dass sich u9 wenn es niclil 
lángs der ganzen Begrenzung constaut ist, von cineni Puncte der
selben zum andcrn s te t ig ándcrt. 

Wir betrachten dazu das Fláchenintegral 
aw=!/j[(»),+(*-^** 

ausgedehnt auf die Fláclie T. Wenn dariu a eine reelle uberall 
in T endlieh blcibende Function von x mul y ist, so hat auch 
£1 (a) einen endlichen Werlh, und zwar einen positiven, da sámmt-
liche Elemente des lntegrals positiv sind. Unter allen diesen po
sitiven Werthen, welche í i (a) fůr verschiedene Functionen a an-
nimmt, muss es einen geben, welcher der kleinste ist. Setzt 
man nun an Stelle von a nur Functionen u, welche an der 
Grcnze von T gegebene Werthe haben, so wollen wir zeigen, 
dass unter diesen diejenige dem Integrál £1 {a) den kleinsten 
Werth zuertheilt, welche der partiellen Differentialgleichung 

dx2 dy2 

genugt. Um dies zu bcweisen, bezeichnen wir mit ú eine be
liebige reelle in T endlieh bleibende Function von x und y, und 
mit h eine unendlich kleine Constante, und untersuchen, unter 
welcher Bedingung stets 

Sl{u + hú) > ifl(w) 
ist, wáhrend <5 an der Grenze, wo u gegebene Werthe hat, also 



Abschn. XI. Bestinim. e. Funct. durch Bediiiguugcii. $ 53. 203 

einen Zuvvaclis h ú nicht erleiden darf, verschwindet. Man 
liat nun 

a(« + , i 0 ,=jy-[fi^i) ' +(?íi+í£>y] **, 

+ '•'// [(£)'+ (|)'] ** 
oder 

Sl(u + h6) = £l{u) + 2 / * J J [ ! | + | | ] íterfy + /<2 &(«). (42) 

Demnach ist die Bedingung dafiir, dass fur alle Fiuiclioncn o 
und fur jedeš positive oder negative h 

£l{u + ho) > £l{u) 
sei, die folgende 

Auf dieses Fláchenintcgral konnen nun Betrachtungen ahnlicher 
Art, wie die § 17 angestcllten, angewendet werden. Durch theil-
weise Integration erliált man uámlich 

JSTX % dxd(j=J61 d,j -JJG % dxdy 
fj11dxdy=J6%dx-JJa5dxdy' 

worin die einfachen Integrále sich auf die Begrenzung von T 
bezielien. Nimnit man aber an, dass diese in positiver Uichtung 
durchlauťen wird, so hat man, wie § 17 erórtert vvorden ist, 
dem Integrále 

das entgegengesetzte Zeicben zu geben. Demnach geht die Glei-
chung (43) in folgende 

- f ' ( | *» - B *) SI' ( £ + 10 ** = <> <«> 
uber. Ilierin verschwindet das Linienintegral von selbst, weil es 
sich nur auf die Begrenzung von T bezieht, und hier <5 gleich 
Null ist. Also muss das Flachenintcgral verschwinden, und damit 
dics fur jede Function a geschehe, muss 

dhi . d*u 
doč dy2 
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sein. Deninacli erthcilt unter allcn Functionen u, welche an der 
Grcnzc von T gegebcnc Werthe annchmen und im Innern von 
T endlich blcibcn, dicjenige dern Integrál £l(a) den kleinstcn 

Werth, welche der partiellen DiíTercntialgleicliung —^ + ~ — 0 

genugt. Man kann nun aber auch zeigen, dass es nur eine 
solcbe Function u geben kann; denn ware ti + # eine zweitc, 
welche ebcnfalls jcner partiellen DilTerentialgleicliung genugt, 
welche ferner an der Grenze von T auch die gegebenen Werthe 
annimmt, sodass an der Grenze # = 0 ist, und fůr welche £1 
ebenfalls ein Minimum wird, so wůrde man der Gleichung (42) 
genniss, indem & an die Stelle von Jiti tritt, haben 

£l(u + ft) = £l {a) + £1 («•), 
da die Gleichung (43) oder (44) durch die gegebenen Bedingungen 
in Erfůllung geht. Aus dieser Gleichung folgt aber, dass £1 (#) 
verschwinden muss, sodaiss das Integrál £1 (ti) nur einen Mini-
malwerth haben kann. Denn zuersi ist jedenfalls £1 (u + &) nicht 
kleiner als £i(u), da £1 (<&) nicht negativ sein kann; ware aber 
£1 (u + &) grósser als £ž,(u), und daher £1 {&) nicht Null, so 
wůrde man auch die Gleichung 

£1 (u + hd) = &(u) + h2 tt (9) 
aufstellen konnen, und dann wůrde fůr positive oder negative 
Werthe von h, die numerisch < 1 sind, 

£1 (u + hd) < Sl{u + &), 
und daher £1 (ti + 9) nicht ein Minimalwertli sein. Demnach 
muss £1 (&) verschwinden und £1 (u + &) = £1 (u) sein. Das 
Integrál £1 (u) hat also nur ein Minimum; und dieses wird auch 
nur fůr eine Function u erreicht, denn da allc Elemente von 
£1 (&) positiv sind, so kann dieses nicht anders verschwinden, 
als wenn 

(!!)'+©'=» 
d. h. 

—- = 0 und ~- = 0 
ooc dy 

ist. Daraus folgt, dass 9 eine Constante ist, und da sie an der 
Grenze den Werth Null hat, soist sie ůberall Null. Demnach 
hat £1 (u) nur ein Minimum und erreicht dasselbe auch nur fůr 
eine Function u von der obigen Beschaífenhcit. Nun muss aber 
dieses Integrál, da es nur positive Werthe annehmen kann, noth-
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vvendig lur einc Function u den kleinstmoglichen Wcrth erhaltcn, 
und daher cxislirl aucli immer einc und nur eine Function u 
von der obigen BcscliaíTenhcit. Wir baben damit folgenden Satz 
gcwonnen: Es giebt s te ts eine und nur eine ree l le 
Funct ion u von x und y, welcbe au der Begrenzung 
c iner einfach zusammen lián gen den Fláclic T gege-
bene , en twcder cons tan te , oder s te t ig lángs der-
sclben sich á n d e r n d e Wcrtlic hat, im Innc rn von 
T ůbera l l s tet ig ist und der Different ia lgleichung 

Soli nun u der reelle Theil der Function iv = u + ^ v o n 

z = x + iy sein, so muss er diescr Differentialgleichung genii-
gen, und ist daher im Innern einer einfach zusammcnhángendcn 
Flachc T vollkommcn bestimmt, sobald er an der Begrenzung 
von T gegeben ist. Dadurch ist dann aber v ebenfalls bestimmt, 
denn das vollstándigc Differential dv ist 

^ dv ^ i ' ď° ^ 
dv — -FT- dx + w- dy y 

dx oy J 

oder wenn man die Gleichungen (41) anwcndct, 
dv = - %dx + ll~ dv> 

also durch u allein ausgedruckt. Das Integrál dieses vollstáiuli-
gen Differentials 

x, y _V=j{-d£jdX+txdy) 
xo> yo 

von einem beliebigcn festen Puncte [x{), y{)) ausgehend und auf 
irgend einem in T verlaufenden Integrationswegc bis zu einem 
veránderlichen Puncte [x, y) genommen, hat in diesem cinen von 
dem Integrationswegc unabhangigen Wcrth (§ 18); und daher ist 
auch v vollkommcn bestimmt, sobald ihr Werth fur den beliebig 
in T zu wáhlenden Punct [x{)9 y()) gegeben ist. Diescr Werth 
mit / multiplicirt bildet eine rein imagináre Constante; und 
folglich ist eine F'unction zo = u + iv einer complexen 
Variablen, die in e iner einfach zusamenhángenden 
F lachc T endl ich und s te t ig bleiben soli , in derse l -
ben bis auf eine addi t ive re in imagináre Cons tante 
bes t immt , wenn ihr r ee l l e r Theil u l ángs der Begren
zung von T gegeben ist ; die Cons tante is t ebenfalls 
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bcs t immt , wenn der Werth dcs imag ináren Thei ls iv 
von w fur i rgcnd cincn Punc t der F láche T gegc-
ben ist. 

In dem besonderen Falle, dass n lángs der Begrenzung von 
T constant ist, kann lcicbt gczeigt werden, dass auch w inncr-
halb T constant scin muss. Dcnn dic partiellc DilTcrential-
gleichung 

a^ d*u _ 0 
dcč "T" dy1 " " 

bat jedenfalls die Losung 
a = Const., 

unci gicbt man der Constantcn den Werth, den u au der Grcnzc 
baben soli, so gcniigt diese Losung aneb der Grenzbedingung. 
Damit ist u bestimmt, da bewicsen worden ist, dass jene DiiTc-
rentialgleicbung nur čine einzigc Losung bcsitzt, welcbe zugleicb 
der Grenzbedingung genugt. Wenn aber u constant ist, so sind 
, ^ und ^- beide gleich Null, und daber ist (nach 45) auch v 
constant. Demnach ergiebt sich: Ist der r ee l l e Thci l u von 
w an der Begrenzung e iner cinfach zusammenl ian
gcnden F láche T cons tant , und soli iv in T endlich 
und s te t ig b l e i b c n , s o hat auchw; in der ganzen Fláche 
T c incn cons tan tcn Werth. 

Ist die Fláche T im Unendlichen geschlossen, und daber 
nur durch einen Punct begrenzt, so ist auch u nur fur diesen 
Punct gegeben. Dic Bedingung, dass auch v in eincm Puncte 
bekannt sei, vereinigt sich dann mit der vorigen dahin, dass w 
sclbst in eincm Puncte gegeben ist. In diesem Falle wird aber 
der Diílcrentialgieichung ebenfalls nur durch eine Constantc ge
nugt, welcbe den im Begrenzungspuncte gegebcnen Werth von u 
hat, und daber ist w eine Constante. Wir gelangen also in Ueber-
einstimmung mit § 28 zu dem Resultat, dass eine in einer ins 
Unendliche gcheildcn cinfach zusammcnhángenden Fláche uberall 
endlich und stetig blcibende Funttion eine Constante sein muss. 

§ 5 4 . 

Wir gchen nun dazu iiber, anzunehmen, dass dic zu bestim-
mende Function innerhalb der cinfach zusammcnhángenden Fláche 
T auch uncndlich werden darf. Dann lásst sich das Princip, 
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auf wclches sicli die fictrachtung des vorigeu § slťitzt, nicht oline 
Weileres anwcndcn, wcil in diesem Falle das Integrál 

um+d)>* 
unendlieb gross wird. Ist namlich f[z) = iv = u + iv fiir einen 
Punct z = a im Innern der Fláchc T, anf wclche sicli das Inte
grál beziebt, unendlieb gross, so ist es aucb die Dcrivirtc 

nr, x dw du , . dv du . du 

und daber muss 
[z-a)f'[z) 

fiir z — a von Null verscliiedcn sein. Setzt man nun 
i w z — a = re^, 

so muss also 

fiir r = 0 von Null verscliiedcn sein; demnacb aucli der Modul 
dicser Grosse, so wic dessen Quadrat. Also ist 

niebt gleieb Null. Fiibrt man nun r und <p in dem obigen Inlc-
ral cin, so ist das Flachenclement — rdr dep, und daber das & Integrál gleieb 

ff-Ndrdop 

r 
und dieses wird uncndlich fůr r = 0, weil N fůr r = 0 von 
Null verscliiedcn ist. 

Aus diesem Grunde kann man in diesem Falle das vorigc 
Integrál nicht benulzen. Riemann betrachtet statt dessen das 
folgende: 

\dxdy, a'""=JJ[@-©' + (s + i)' 
ausgedcbnt auf die ganze Flaehe T. Dieses bat den Wcrlh Null, 
wenn a und (i die recllcn Thcile einer Function a + /j3 der 
complexen Variablcn x + iy oder z bcdculen, denn fůr eine 
solebe ist ůbcrall 

~- — - Lin(l o" = — cT • 
čte #?/ #y čte 

Aus demselben Grunde bleibt aber, wenn irgend eine rcclle 
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Function u von x und y an Stelle YOU a gcsetzt wird, das Inte
grál £l(u) endlich, sohald u nnr solcho U11steligkcil.cn annimmt, 
wic der rcellc Tlicil a eincr Funcliou a + ifí von x + ty. 
Denn hedeuPct ^ cinc reclle Function von x und y, wclehe nebst 
ihren Diflcrentialquotienten innerhalh T endlich und stetig blciht, 
und setzt man 

u =z a + ^, 

so wird u nur so unstctig wie a; wegen der Gleichungen (46) 
aher ist 

du __ 8g dji_ 
doc dy doc 

du . dfi dp> 

dy dx dy' 

und daher hlcibcn dicsc Gróssen auch an den Unstetigkeitsstcllcn 
endlich. neumách ist dann das Integra! £l(u) endlich und kanu 
seincr Nátur nach nur positive Werthc annehmen. Fiir irgend 
eine Function u muss es also den kleinsten Werlh crhaltcn. 
Wcnn nun fiir u solcho Fijnctioncn von der ohigen Bcschafíen-
heit gesetzt werden, welchc an der Grenze gcgehcnc Werthc 
annehmen, so kann wieder gezcigt werden, dass £l[u) fůr die-
jenige unter diesen am kleinsten wird, welchc der partiellcn 

d2u d2u Diífcrcntialgleichung rr-t + ^ = 0 genůgt. Um dies zu hcwci-

sen, verfahrt man wic in § 53. Man gicht der Function u einen 
unendlich klcinen Zuvvachs hú, indem h eine unendlich klcinc 
Consíantc, und C eine Function von x und y hedeutet, die inner
halh T endlich und stetig hlciht und a n d e r ftegrenzung ver-
schwindet; hierauf sucht man die Bcdingung, unter weleher fůr 
jede solche Function <5 und jedes positive oder negative h 

Sl(u + hú)> £l{u) 
ist. Man crhalt 

Vidu _ 8J\do ,(du, W\*L\dxdv 

[(£)2 + (|)2]^> 

dxtly 

+",J'f +*ss 
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W/P)!+(i)>* 
Hiernach ist die Bedingung dalur, dass Í2 (w) ein Minimum sci: 

JJ[(|-|)I + (| + 2) |H = »; (47) 
und dann ist 

a (u + h0)=ÍÍ (M) + A* fj [(•£)*+ ( | ) 2 ] ^ ^ - (48) 

Transformirl man die Gleichung (47) durch thcihveisc Inlegratiou 
wic in § 53 , so >\ird 

jy$+i^=jK%*^fj'<v+&)*c*-
und hierin ist cbenfalls dem zweiten, dx enlhaltcndcn Linien-
integrále das entgegeugesetzte Zeiclien zu goI)cn, wcnn es AVÍCÍ 
das erste in positiver Begrcnzungsriehtung genommen werden 
soli. l)a uun bei der Addition der vorigen Ausdríicke das Glicd 
d28 

^-~ sich íbrthebt, so gcht die Gleichung (47) uber in 

/k(M)*-$+EH -//<£+£) ** - <*• <M> 
lticrin verschwindct das Linieninlcgral, weil a an der Grcnze Null 

ist, und die Grossen *- — £n, 1- + C— iiberall, auch an den 
dx dy dy dx 

Unstetigkeitsslellen endlich blciben. Damit also dicse Gleichung 
fúr jede Function a erfullt werde, muss 

dhc d*u 
dx* + dy* — U 

sein. Man schliesst nun, wie im § 53 , dass das Integrál £l(u) 
nur ein Minimum bahen, und dass es nur eine Function u geben 
kanu, welche ihm diesen Minimalvverth ertheill; denn wárc u + & 
eine zweite, welche denselben Bedingungcn genúgt, fur welche 
also # an der Grcnze JNull ist, so folgt wie oben aus der 
Gleichung (48), wenn man darin ha durch #• ersetzt, dass das 
Integrál 

D u r o g - o , Funcl. compl. Var. J ^ 
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verschwinden, uud hieraus, dass & eonstant nnd uberall gleieh Null 
snin muss. Iliornach isl u vollstandig bestimmt, sobald es an der 
Grenze von T gegeben ist und im Iiniern VOD T nur solebe lín-
stctigkeifcn annimint, wie eine Funetion a, welche den rcellen Theil 
einer gegcbencn Funetion a + i (i von x + iy bildet. 

Alsdnnn kann aucli v bis auf eine addilive Conslanlc bc-
siimmt werden. Dcnn man bat wieder 

oder 

tfl) = — __ (Jx + 7T Úll. 

Hier konnen min zwar — nnd ^- nnendlir l i aross werden; zielit 
fix fhj 

man abrr von dem vorigen Ausdrucke das vollstandige Diííe-
rcnlial 

ab, so erbalt man 

*(-«=-(» + ?) "- + (»-'!)* 
nnd dieses bleibl nach dem Friihcrcn aucli an den Unstctigkeits-
sfcllen endlich. Man crhiilt also 

• = "+/[^(5 + S)* + (£-?)*] + *' 
\vo k eine willkúrliche Conslante bcdcntet, nnd dann nimmt aneb 
v nur solebe Unstctigkcitcn an, wie/?. Die Fnnction v ist dalier 
ebenfalls bestimmt, sobald tu = u + i v nnr sohhc Unstetigkei-
ten annhnmt, wie a + i(l. Statt e iner solchen Funetion kann 
auch fiir jede Unstetigkcitsstclle eine Funetion von x + iy 
gegeben sein, wclcbe hbrigens endlich bleibt, aber an der betrof-
fenden Unstetigkeitsstellc so nnendlieh wird, wie iv es werden 
soli. Die additive Constante k endlich kann bestimmt werden, 
wenn der Werth von v fúr irgcnd einen Punct der Flache T 
gegeben ist. Wir crhalten hiernach das Rcsultat: Eine F u n e 
t ion IO = u + iv e iner complexen Var iabe ln ist fur 
eine einfach zusammenhangende F lache T bes t immt , 
wenn gegeben s i n d: 1) d i e W e r t b e v o n u a u d e r G r e n z e 
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von T, 2) der Wer th von v fťir i r gend einen Punct von 
T, 3) Tur jeden Uns t e l i gkc i t spunc t eine Func t ion von 
x + ty, welche dor t ebenso unendl ich wird, wie w 
es werdcn soli. 

Ist die Flache T nur durch einen Punct begreuzt, und im 
Unendlichen geschlossen, so rcduciren sich die Bedingungen 1) 
und 2) wieder darauf, dass w fťir irgend einen Punct gcgeben ist. 

§ 55. 
Der vorige Salz eiUhált zugleich einen anderen, namlich den, 

dass man innc r l i a lb e ine r einťacb zusammenhangen-
den Flache T eine complexe Func t ion m + in, welche 
nicht zugle ich eine F u n c t i o n von e iner complexen 
Vcrander l i chen z ist , durch Hinzufúgung e iner ahn-
l ichcn complexen Funct ion ft -f- iv in eine F u n c t i o n 
von z, und zvvar nur auf eine Weiso verw andcln kann, 
wenn nur ?n + in, wo es u n s t e t i g wird , dor t ebenso 
uns tc t ig is t , wie eine Func t ion a -f- i(i e iner com
plexen Variabeln. 

Denn unter dieser ftedingung blciben die Gróssen 
dm dn T dm , dn 
ox cy cy óx 

endlich, und dann ist auch das Integrál 

*«=//[(£-!)'+(£+£)"]**• 
ausgedchnt auf die Flache T, endlich. Bcdeutct nun (i eine 
rcelle Function von x und y, die nebst ihren DitTerentialquotien-
tcn inncrlialb T endlich bleibt_ und an der Grenzc von T Null 
ist, und setzt man 

u = m + fi, 
so wird u nur so unstetig wie m, und also auch nur so, wie a; 
dahcr ist auch £l(u) endlich, und setzt man allc moglichen Func-
tionen ti ein, die an der Grenzc gleich m sind, so erhalt £l(u) 
fťir diejenige den kleinsten Werth, welche der partiellen Diflercn-
tialglcichung 

dx* "*" df ~ u . 
geniigt. Diese kann daher den recllcn Theil einer Function der 
complexen Variablen bilden. Man hat also {i so zu bestimmen, 

14* 
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dass n = 7n -f- [i dieser parliellen PiíTcrcntialglcichung gcnugt, 
au der Grcnze von 77 gleieh m isl, nud ini Iinicrn von T nur 
so unstetig Avird wic a. Wir wissen, dass dies si eis nud nur 
auf eine AVeise moglich isl. 

Nun sind aber aueli die (Jrosscn 
du dn , dít . dn 7, ,-r linu T̂ - + v 
dx dy dy Vx 

iihcrall endlieli; setzt man daher in der Gleichung (50) n au 
Stelle von /3, und bildet 

•="-+/[-(*+£)*+(£-£H-
so ist, iv der hnaginare Tlieil einer Funetion u + iv der com-
plexen Variablen z, da 

()i> dn dn dn du 
dx dx dy 'fa ' ' dy 

und 
dv dn , du dn du
dy dy dx dy' ' dx 

ist. Setzt man also 

<"> / [ - d + £)* + (£-£)*]=» 
so wird 

771 + i71 + ^ + ÍV = 11 + i V 
in der That eine Funetion VOJI X + itj. 

Ilierauf kanu nun die líestinummg einer Funetion io = ti-{-iv 
ebenfalls gegrundet werden. Die Wahl der Wertbe einer Fune
tion m + in, die niebt zugleich Funetion der eomplexen Variablen 
z ist, unterliegt nainlich gar keiner líesehrankung, eben so wenig 
wic dies bei einer reell bleibenden Funetion einer reellen Va
riablen der Fall ist. Denkt man allc diejenigen Puncte, in denen 
w unstelig werden soli, mit kleinen Kreisen umgeben, und nimmt 
die Wertbe der Funetion m + in so an, dass sie innerbalb und 
auf der Peripherie der kleinen Kreise gegebenen Funetionen 
a + i ji von z gleieh wird, ausserhalb aber sieh uberall stetig 
andcrt und endlieh bleibt, so ist der auf die kleinen Kreise 
beziigliche Theil des Integrals S1[?n) gleieh Null, und der auf 
den ubrigen Theil von T sieh erstreekende bleibt endlieh; daher 
kann 771 -f- in durch Jlinzufugung von [i -\- iv in eine Funetion 
iv von z vcrwandelt werden, und da diese Verwandlung nur auf 
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eine Weise gescbeben kann, so ist w bis aul' eine addilive Con-
stante vollstándig bestimml. Diese Constante, welebe in dem 
Integrál v (51) entballen ist, kann aueli als untere Crenze des-
selben gedaebt werden und ist bestimml, wenn v ťur irgend 
einen Punct gegeben ist; dann aber bat das Integrál v innerbalb 
der einťacb zusannnenbángenden Flaebe T einen von dem Inle-
gralionswege unabbángigen Wertb. 

§ 5 6 . 

Die vorigen Ijelracbtimgen lassen sieb unter einigen Modiíi-
eationen aneb aul' den Fall anwenden, dass die Flaebe T mebr-
ťacb zusammenbángeud und dann dureb Querscbnilte in eine ein
faeb zusammenbángende T' verwandelt isl. AVir bezieben bier 
die Grenzbcdingungen auť die Begrenzung der einťadi zusammcu-
bángenden Flaebe T\ Es bleibt dann alles wie vorbin, nur 
unterliegt die Walil des reellen Tbeils n au dieser Grenze, welebe 
aus der Begrenzung von T und den zweimal in entgegengeselz-
ten Riebtungen dureblaufenen Quersebuilten bestebt, gewisseu 
Bescbrankungen. Soilen námlicb in diesem Falle die Wertbe der 
Function w zu beiden Seiten eines Quersebnitts sieb nur um den 
eonstanten Periodicitalsmodul unlerscbeiden, so miissen aneb die 
Wertbe von n zu beiden Seiten des Quersebnitts nur um eine 
eonstante Grosse von einander versebieden sein. Nun aber ist 
der Periodicitátsmodul gleieb dem Integrál 

I dw = I du + i f dv, 

ausgedebnt auť eine geseblossene Linie, welebe von der einen 
Seite des Oucrscbnittes auf die andere ťůbrt; also ist jdu der 
reelle Tbeil des Periodicilátsmoduls. Um diese Grosse miissen 
die Wertbe von u zu beiden Seiten des Quersebnittes versebie
den sein. Ist die Flaebe T eine begrenzte, und sind die Weríbe 
von u an den Begrenzungstbeileii von T gegeben, so sind damit 
aneb die reellen Tbeile der Periodicitatsmoduln gegeben, weil 
die auť diese Begrenzungstbeile ausgedebnten Integrále fdu ent-
weder selbst die reellen Tbeile der Periodieitalsmoduln sind, oder 
dureb lineare Gleicbungen mil diesen zusammenbángen. Man kann 
aber aueb in den Gleiebungen, dureb welebe die Wertbe von n 
an der Grenze von T bestimmt werden, willkurlicbe Constanten 
einťubren und diese dann so bcsthnmen, dass die reellen Tbeile 
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der Periodicitátsmoduln gegebene Werthc erhalten. Die imagina-
ren Thcile der letztcren sind dann ebcnfalls bestimmt, denn da, 
Avie oben 

dv = — 7T dx + ^- dy 
dy dx J 

ist, so ist der imagináre Tbeil des Pcriodicitátsmoduls fur činou 
Querschnitt gleicb dem Integrále i J\-%dx + %>dv)' 
ausgedehnt auf eine gcschlosscne Linie, die von der einen Scite 
des Querschnitts auf die andere luhrt; er ist also mil u zngleicb 
beslinnnt. Ist die Flache T uubegrenzt und durch Qucrschnitte 
iu die einfach zusammenhángende T' verwandelt worden, so sind 
die Werthe von n an der Begrenzung von T\ d. h. also hier 
an den Quersclinittcn nur der Beschráukung zu unterwerfen, dass 
sie an je einem Qucrschnitte entlang von einem KDO ten des 
Schnittnetzes bis zum nachsten, zu beiden Seiten gleiche Aende-
rungen erleiden. Diese Bedingungen, welehen die Werthc von a 
an der Begrenzung der einťach zusammenhángenden Flache T' 
genugen mussen, sind z. li. erfullt, wenn u lángs der ganzen 
Begrenzung den Wcrth Null bahen soli. 

§ 57. 
Von den vorigen Betrachtungen hat Riemann eine wichtige 

Anwendung auf die Aufgabe gcniacbt, eine beliebig gegebene 
einťach zusammenhángende Fliiche T vennittelst ciner Function 
w durch einen Kreis S, der in der ?6>-Flache rnit dem Badius 1 
um den Nullpunct beschrieben wird, so abzubilden, dass mit Aus-
nahmo der Vemveigungspunctc in T, das Bild dem Abgcbildeten 
in den unendlich kleinen Theileu ahnlich ist. Diese Aufgabe 
kommt darauf zuriick, dass eijie Function iv von z so besthnmt 
werde, dass wenn z die Begrenzung einer beliebig gegebenen 
einfach zusammenhángenden Fláche T durchláuft, w die Peri
pherie jenes Kreises S beschreibt, und dass jedem Punctc der 
£-Fláche nur ein Punct der w-Flache entspreche und umge-
kehrt. Es soli gezeigt vverden, dass es imnier nioglich ist, eine 
Function w diesen Bedingungen gemáss zu bestimmen. 

Setzt man 

w = Q e , 
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so můssen den Puncten z der Begrenzung von T solehe Werllie 
von w enlsprechen, fůr welehe Q == 1 ist, Nun ist 

log w = log Q + i&> 
und daher an der Grenze log Q = (). Setzt man also 

log w = u + iv, 
und bestimmt zunáchst log w, so muss /̂ der Bedingung genii-
gen, dass es an der Grenze ůberall den Werlh NuII bat. Bezeich-
nel man jetzi mit a den Punct z in T, welcheni der Mittelpunct 
iv = 0 des Kreises S entspricht, so wird also to = 0 fůr z=.a, 
und wir nebmen zuerst au, dass a kein Verzweigungspunct sei. 
Da nun jedem Puucte z der Fíácbe T nur ein Punct ta der 
Kreisíláche S enlsprechen soli und umgekehrt, so wird w nur 
ein Mal Null fůr z = a, und daher kanu man selzen (§ 34) 

iv z=z (z — a) ip{z), 
vvo ip(z) fůr z — a weder Null noch unendlich ist. Darin hal man 

log w = log [z — a) + h>g ty [z), 
und folglich muss log iv so unstetig werden, vvie log [z — a). 
Selzt man 

z — a = r6'2(P ? log (z — a) — log r + icp, 
so beslehl dies Unsletigwerden darin, dass erstens log r, der 
reelle Tlieil von log (z — #), fůr r = 0 oderz=a negativ un
endlich wird, und zweitens, dass iq), der imaginare Theil von 
log {z — a), beim Ueberscbreiten (von der Bechten zur Linkcn) 
einer beliebigen in T von a aus gezogenen Linie / plotzlich eineu 
um — 2iti grosseren Werlh annimmt. Denselben Unstetigkeiten 
muss also auch log w — u + iv unterliegen, d. h. u muss fůr 
z=^a oder w = 0 negativ unendlich werden, und v beim Ueber-
schreilen desjenigen Rádius in S, welcher der Linie l in T ent
spricbt, sich plotzlich um 2it iindern, und zwar um 2it kleiner 
werden, wenn der vom Mittelpuncte aus gesehene Rádius von der 
Rechten zur Linken ůberschritteň wird. Man beschreibe nun in 
T um den Punct a einen beliebig kleinen Kreis ® und wahle 
die Werthe einer Function m +• in von x und y so, dass diese 
innerhalb und auť der Peripherie des Kreises ® gleich log (z — a) 
sei, ferner beim Ueberscbreiten der Linie / sich plotzlich um 2m 
andere, sonst aber innerhalb T ůberall endlich und stetig sei, 
sodami dass m aut" der Grenze von T den Werlh Null hábe. 
Dann ist das Integrál 
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/* / ' V/dm dn\2 , /dm . dn\2~\ , , 

ausgedehnt auf den kleinen Kreis 0 , gloicb Null, weil hier m+-in 
Function von z ist, und auf den ťibiigen Tlieil von T er-
strcckt, cndlich; und dalier kann m + in in eine Function u +ív 
von z vcrvvantlelt werden. Der reelle Tlieil u — m + 4u ist da-
bei so zu hestinunen, dass er der parlicllen Differentialgleichung 

o-* + n?5 = 0 geníigt, an der Grenze von T den Werth Null 
bekommt nnd fiir z=a negativ unendlich wird, vvie der reelle 
Thcil von log (z — a). Dadurch ist er vollstandig bestimmt. Der 
imagináre Theil iv ist sodami durch 

'="+/[-<S+s>*!+&-*H+* 
gcgebcn, worin k eine willkiirliclie Constante bedeutet. Darin 
hleibt das Integrál iiberall cndlich und stetig, und daher wird v 
nur so unstctig, wie n, d. h. es ándert sich plotzlich um 2TT, 
wenn n eine solche Aenderung erleidet. 

Ist auf diese Weisc log iv—a + iv bestimmt, so erháll man 
?i -f-4 iv u 

w = e — e (cos v + i sin v). 
In der That ist jetzt an der Grenze ?/=(), also 6>?'=:1, {(wz — a 
aber u —— oo, also e" = 0. Die Unstetigkeiten von v werden 
einílusslos, und daher andert sich iv stetig innerhalb eines Gebiets 
von Werthcn, deren Modul ^ 1 ist. Da min eu und v die Po-
lar-Coordinaten des Punctcs w sind, so entspricht der Begren-
zung von T die Peripherie eines Kreises S, der mil einem Ha-
dius = 1 um den Punct w = 0 beschrieben ist. Dieser Kreis, 
sowie jeder andere, der einem consíantcn Werthe von u ange-
hort, wird nur einmal durchlaufen; denu beim IJeberschreilen 
des Rádius, welcher der Linie / entspricht, wird v plotzlich tun 
lit kleiner, daher nimmt v nur die Werthe zwischen 0 und In 
an, und zwar jeden aneb nur einmal, da sonst v irgendwo einen 
Maximal- oder Minimal werth erreicben miisslc, vvas nach § 24 
nicht moglich ist. Ueber die in v enthaltene willkiirliche Con
stante k kann man so verfugen, dass ein bestimmlcr Punct der 
Peripherie des Kreises S einem bestimmten Puncte der Pegren-
zung von T entspricht. Der Punct a, welchem der Miltelpunct 
des Kreises S entsprechen soli, kann ebenfalls beliebig, und da
her auch immer so gewahll werden, dass er auf keinen Verzwei-
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gungs])iinct der Flachc T fallt. Wolltc man abcr cinen solchen 
dazu nehmen, um welchen dic Flache T sicli h Mal vvindet, so 

i 

vvurde man, indem man [z — a)h=zt> setzt, w als Fnncliou von 
£ hctrachlcn und den Millelpunct dcs Krciscs S dem Pnnctc £ = 0 
entsprechen lassen. Danu wurde also log iv so unslelig werden 

mussen, wie log (z — a). 

Da die Werlhe von a au der Begreuzung der einfach zu-
sammenhangenden Flache gleich Null sein mussen, so kanu diese 
anch durch Ziehcn von Querschnitteu aus einer mehrfach zusam-
menhangendcu entstauden sein, und auch dann kanu die Fnnc
liou w so beslimmt werden, dass der lícgrenzung dicscr Flache 
T ein einfacher Kreis S entspricht. 

Zwólfter Absehnitt. 

Ueber díc Bestimmung dcs Zusammenhangs ciner 
gegcbenen Flache. 

§ 5 8 . 

Wir machen von dem vorigen Satze nim noch einige Anwen-
dungen und beschaftigen uns zuerst mit der Aufgahe, die An-
zahl der einfachen Verzweigungspunete zu íinden, welche in ciner 
ihrer liegrenzung nach gcgehenen einfach zusammenhangendcn 
Flache liegen. Pabci machen vwr Gebrauch von der § 13 er-
wahnten Auffassungsweise, nad) welcher man einen Windungs-
punct (m—l)ler Ordnung hctrachlcn kanu als enlstandcn durch 
das Zusammenfallcn von m — 1 einfachen V7erzweigimgspuncten. 
Wenu daher die in einer gegeheneu Flache cntlialteuen Win-
(lungs])uncle resp. von den Ordmmgen ?n'—l, m"—1, ní"— 1, 
cle. sind, so l)edculct jener AuíTassung gemass £{m — 1) dic An-
zahl der in der Flache culhallenen einfachen Verzweigungspunete. 

Wir hezeichneu die gegeheue einfach zusammenliangende 
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