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E D U A R D W E Y R , L I N E Á R N Í ALGEBRA 

A T E O R I E H Y P E R K O M P L E X N Í C H ČÍSEL 

Jindřich Bečvář 

Eduard Weyr publikoval několik prací, které dnes řadíme do lineární algebry, 
a několik prací z teorie hyperkomplexních čísel (teorie algeber). Této problema
tice se věnoval hlavně v létech 1883-1889 (práce [W47], [W48], [W49], [W50], 
[W52], [W53], [W56], [W57], [W58], [W63], [W64]); dále sem patří ještě práce 
[W36] z roku 1880 a práce [W90] z roku 1901. V následujícím textu se budeme 
zabývat právě těmito Weyrovými pracemi. Zrekapitulujeme je a pokusíme se 
je zařadit do kontextu české i světové matematiky. 

Dne 5. března 1880 přednesl Eduard Weyr na zasedání Královské české spo
lečnosti nauk svůj důkaz věty o násobení determinantů. Jeho přednáška je 
otištěna ve Zprávách o zasedání (viz [W36] ). 

Teorie determinantů byla v druhé polovině minulého století velmi módní 
disciplínou. Byla podrobně rozpracovávána do šířky i hloubky, byly studovány 
různé typy speciálních determinantů, podávány nové důkazy již známých vět, 
vydávány základní učebnice i podrobné a obsáhlé monografie. Weyrův příspě
vek je více méně poplatný duchu doby. Poznamenejme, že obecný důkaz věty 
o násobení determinantů podali Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) a 
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) roku 1812 (jejich výsledky byly publiko
vány roku 1813 resp. 1815); pro determinanty třetího řádu znal tento výsledek 
již roku 1801 Karl Friedrich Gauss (1777-1855). 

Roku 1881 byl Eduard Weyr jmenován profesorem české techniky a vzdal se 
docentury na univerzitě. Soukromým docentem na univerzitě se v tomto roce 
stal Ludvík Kraus (1857-1885); po absolvování pražské univerzity (doktorát 
r. 1878) studoval v Mnichově u Felixe Kleina (1849-1925) a čtyři semestry 
v Berlíně, kde působili zejména Karl Weierstrass (1815-1897) a Leopold Kro-
necker (1823-1891). Po své habilitaci přednášel Kraus čtyři semestry na české 
univerzitě a zaníceně šířil Weierstrassovy myšlenky a jeho pojetí výkladu ma
tematiky (viz [40], [41] ). Spřátelil se s Eduardem Weyrem a patrně v něm 
vzbudil zájem jak o Weierstrassův exaktní přístup k matematice, tak i o teorii 
matic. 

Dne 25. dubna 1884 vystoupil Eduard Weyr na zasedání Královské české 
společnosti nauk s přednáškou O základní větě v theorii matric. Jeho přednáš
ka se týkala Cayleyovy-Hamiltonovy věty. Je opět otištěna — podobně jako 
práce [W36] — ve Zprávách o zasedání (viz [W47] ). Posiluje domněnku, že 
zájem o teorii matic vzbudil ve Weyrovi právě Ludvík Kraus. Ve své přednášce 
seznámil Eduard Weyr nejprve posluchače s tématem a pak řekl: 
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Hleděl jsem tuto větu obecně dokázati, však se mi to nepodařilo, neboť cesta, 
která v jednoduchých poměrně případech n = 2, 3 vedla k cíli, se v obecném 
případu stávala neschůdnou. Obrátil jsem se k svému příteli p. Dr. L. Krausovi, 
priv. docentu na zdejší české universitě, s prosbou, aby se pokusil o důkaz; byl 
jsem nemálo potěšen, obdržev ihned, čeho jsem si přál. Dovolím si reprodukovati 
doslovně pěkné úvahy p. dra Krause. ( [W47], str. 150) 

Dále Weyr uvedl nejprve Krausův důkaz Cayleyovy-Hamiltonovy věty a 
potom svoji modifikaci tohoto důkazu. 

Cayleyova-Hamiltonova věta byla zformulována v Cayleově práci [9] nazvané 
A Memoir on the Theory of Matrices z roku 1858. Arthur Cayley (1821-1895) 
zde napsal, že toto tvrzení prověřil pro matice druhého a třetího řádu, předve
dl důkaz pro n = 2 a poznamenal, že necítí potřebu podat obecný důkaz. l) 
William Rowan Hamilton (1805-1865) dokázal obdobné tvrzení pro kvaternio-
ny ( [26], str. 566-567); tento výsledek však znal již roku 1846. 

Bartel Leenert van der Waerden (nar. 1903) uvádí v knize History of Algebra, 
že obecné důkazy Cayleyovy-Hamiltonovy věty podali Laguerre (1867), Frobe-
nius (1878), Buchheim (1885), Weyr (1890), Taber (1890), Pasch (1891), Molien 
(1893) a Frobenius (1896) (viz [83], str. 190). Eduard Weyr je zde jmenován 
díky své pozdější práci [W64]; vzhledem k výsledkům uvedeným v práci [W47] 
je však třeba v uvedeném přehledu zařadit jména Krause a Weyra již k roku 
1884. Připomeňme ještě, že Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) pouze pro
věřil tvrzení věty podobně jako Cayley (viz [45] ). Autorem prvního obecného 
důkazu je tedy Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) ( [17], str. 353-354). 

Je zajímavé, že o Weyrově důkazu Cayleovy-Hamiltonovy věty věděl již 
roku 1884 Sylvester, jak o tom svědci jeho poznámka v práci [76] uveřejněné 
v časopise Comptes Rendus (viz poznámka l) ). 

Cayleyovou prací [9] byl později datován zrod teorie matic a Cayley byl 
označen za jejího zakladatele. 2 ) Cayley však ve své práci zavedl pouze formál
ní aparát teorie matic (operace s maticemi), vytvořil z matic řádu n lineární 
asociativní algebru dimenze n 2 a reprezentoval Hamiltonovy kvaterniony jistý
mi komplexními maticemi druhého řádu. Jediným hlubším výsledkem práce [9] 
je právě Cayleyova-Hamiltonova věta, podaná však bez obecného důkazu. Pro
blematice vlastních čísel, na kterých jsou založeny nejdůležitější aplikace teorie 
matic, se Cayley nevěnoval. Přitom se problémy související s vlastními čísly ob
jevovaly v matematice a nebeské mechanice už v 18. století. 3 ) Rada výsledků 
teorie matic byla pak v 19. století zformulována a dokázána v ekvivalentním 
vyjádření v řeči bilineárních a kvadratických forem. 

Cayleyova práce [9] vešla ve známost v Evropě až počátkem osmdesátých let, 
předtím ji znali prakticky pouze britští matematici. Teprve koncem minulého 
století došlo k propojení teorie forem a teorie matic. Právě Eduard Weyr je jed
ním z prvních matematiků, kteří ke sjednocování těchto dvou teorií podstatně 
přispěli (viz Weyrovy práce [W63] a [W64] ). 

Weyrova přednáška [W47] svědčí o tom, že Kraus i Weyr ovládali roku 1884 
základní maticový aparát včetně obecného důkazu Cayleyovy-Hamiltonovy vě
ty a že jejich znalost teorie matic byla na světové úrovni. 
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Svou přednáškou chl 4 asi Weyr obrátit na teorii matic pozornost českých 
matematiku a snad chtě! i upozornit na schopnosti svého mladšího kolegy a 
přítele. 

V práci [W48] z roku 1884 podá! Eduard Weyr metodu, jak převést řešení 
tzv. bilaterální rovnice tvaru 

aoxnbQ + nixn"íb\ + h an-\xbn-\ = r, 

kde ao,6o,--- , a r l _ j , 6 í 7_i, r jsou dané kvaterniony a x hledaný kvaternion, na 
řešení obyčejných číselných rovnic. Zobecnil tak výsledky, ke kterým dospěl 
v témže roce James Joseph Sylvester (1814-1897); ten hledal řešení tzv. uni-
laterárních rovnic, kdy mocniny neznámého kvaternionu x jsou vynásobeny 
koeficienty pouze z jedné a téže strany (viz [77]-[79] ). Poznamenejme, že Ha-
milton řešil pouze unilaterální rovnice druhého stupně, t j . rovnice 

x~ + px + q = 0, x" + xp + q — 0 

(viz [26], str. 631-632). Sylvester reagoval na rozpracovávání svých myšlenek 
koncem roku 1884 v Časopise Nature takto: 

Předmět nemůže býti v lepších rukou. Míč jest vržen a nejzkušenější a nej
obratnější hráči — Cayleyové, Lipschitzove', Poincarcové. Weyrové, Buchhei-
mově (a kdo ví, kolik jich ještě?) -- stojíce kolem a připraveni lapiti, jej, sledují 
lel jeh o ve vzduch u, 4 ) 

V práci [W49] sestrojil Eduard Wreyr pro matici M druhého řádu matici eM. 
Jsou-li //i,//2 charakteristické kořeny matice M, je 

e« = £í^iíll. M + a _ _ _ _ _ l . E , 
/ t i - / t 2 / / i - / / 2 

kde E je jednotková matice. Zjistil, že exponenciální funkce má skalární periodu 

27n, tj, rovnost e M + L — cM platí pro libovolnou matici M pouze v případě, že 
L je skalární matice určená hodnotou 2&7n\ Pokud se však omezíme na matice 
tvaru c\M + 0E (tzv. matice kornplanární s M ) , má exponenciální funkce ještě 
neskalární periodu 

(M - fioE) . 
ln-//2 

Přirozený logaritmus definoval Weyr rovností e , o s M = M a odvodil odtud 
jeho explicitní vyjádření. Dále opravil jednu Hamiltonovu větu o periodách 
exponenciální funkce definované na množině komplanárních kvaternionu ( [27], 
art . 241, 242). 

Eduard Weyr byl pat rně prvním nebo jedním z prvních, kdo studoval mati
ce eM a logM. Později se k této problematice vrátil v pracích [W56], [W63] a 
[W64]. Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961) uvádí ve své knížce The theory of 
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matrices, že se exponenciální funkcí s maticovým argumentem zabývali Giu-
seppe Peano (1858-1932) roku 1888 v práci [58] a Emmanuel Carvallo (1856-
1945) roku 1891 v práci [7]; Weyrovu práci [W49] z roku 1884 opomíjí (viz [46], 
str. 99). Poznamenejme, že v knížce Calcolo geometrico ( [59], str. 150) zavádí 
Peano k danému endomorfismu R vektorového prostoru endomorfismus 

e f i = l + i ž + | r + - - . 

Morris Kline ve své knize Mathematical Thought from Ancient to Modem Ti
mes ( [38], str. 811) píše, že transcendentní funkce s maticovým argumentem za
vedl jako mocninné řady William Henry Metzler (1863-1943) roku 1892 v práci 
[47]. Funkce eq a log g, kde q je kvaternion, byly však studovány již Hamiltonem 
(viz [26] a [27] ) a úzký vztah kvaternionů a matic byl od Cayleyho práce [9] 
znám alespoň britským matematikům. 

Weyrovy práce [W48] a [W49] stejně jako pozdější [W52] a [W53] byly pub
likovány v časopise Comptes Rendus; francouzské akademii je předložil Charles 
Hermite (1822-1901). 

Roku 1885 byl ve čtrnáctém ročníku Časopisu pro pěstování mathematiky a 
fysiky publikován Weyrův článek [W50], O řešení lineárných rovnic. Jeho cílem 
bylo seznámit českou matematickou veřejnost s problematikou řešení soustav 
lineárních rovnic. Připomeňme však nejprve něco z historie. 

V polovině 18. století bylo objeveno Cramerovo pravidlo (roku 1750 je pub
likoval Gabriel Cramer (1704-1752), o dva roky dříve Colin MacLaurin (1698-
1746), viz [5] ); tento objev vedl ke vzniku a rozvoji teorie determinantů. Ještě 
zhruba o sto let později se však matematika v podstatě omezovala na případy 
soustav n rovnic o n neznámých s regulární maticí, kdy je právě možno Crame-
rova pravidla užít. Obecné vyřešení této problematiky, tj. nalezení nutné a po
stačující podmínky pro řešitelnost soustavy n lineárních rovnic o m neznámých 
s libovolnou maticí a nalezení metod pro stanovení všech řešení, je založeno 
na pojmu hodnosti matice. Tento pojem definoval explicite až Frobenius roku 
1879; Sylvester razil nezávisle ekvivalentní pojem nulity matice (hodnost -f nu
lita = řád). Implicite se však pojem hodnosti či nulity objevoval už dříve. První 
publikované vyjádření věty o řešitelnosti soustavy lineárních rovnic je v knížce 
An elementary treatise on determinants, kterou vydal roku 1867 v Londýně 
anglický matematik Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), známý pod pseu
donymem Lewis Carroll.5) K obdobným výsledkům dospěli v poslední třetině 
19. století Kronecker, Alfredo Capelli (1858-1916), Frobenius a další (odtud 
věta Kroneckerova-Capelliova, věta Frobeniova atd.). 

Weyr vyšel ze známé monografie [1] německého matematika Heinricha Ri
charda Baltzera (1818-1887), ve které je podána Kroneckerova teorie soustav 
lineárních rovnic. Kroneckerův přístup přepracoval, přiblížil začátečníkům a 
podal odpověď k dané otázce způsobem do jisté míry novým ( [W50], str. 101). 
Nejprve pomocí subdeterminantů definoval lineární nezávislost n-tic čísel (re
álných či komplexních —jejich povaha se zde nespecifikuje), vyšetřoval jejich 
lineární kombinace a kromě jiného dokázal, že m daných n-tic může generovat 
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nejvýše m lineárně nezávislých ??-tic ( [W50], str. 105-106). 6 ) Dále studoval 
homogenní a nehomogenní soustavy, uvedl podmínky pro existenci řešení, zjistil 
dimenzi množiny všech řešení a podal metodu vyhledání všech řešení. Neuží
val zde pojmu hodnosti či nulity, ale vybudoval celou teorii na nulovosti či 
nenulovosti příslušných subdeterminantů. 

Dnes, kdy se ta to problematika v lineární algebře vykládá elegantně pomocí 
homomorfismů (lineárních zobrazení) nebo lineárních forem či skalárního sou
činu a podstatně se využívá pojmu hodnosti matice, působí již Weyrův přístup 
velmi nemoderně a rozvláčně. Domníváme se však, že Weyrův článek [W50] 
byl ve své době důležitým přínosem k informovanosti českých matematických 
kruhů. 

Roku 1885 vyšly ve francouzském časopise Compies Rendus Weyrovy prá
ce [W52] a [W53]i Snr /</ tliforie des matrices a Répartition des matric es en 
especes et formation de ioutcs espéces: jejích resumé bylo otištěno v časopi
se Bulletin des Scienas Mathematiques. Oba články mají charakter dnešního 
předběžného oznámení výsledků. Weyr zde stručně prezentoval svoji teorii cha
rakteristických čísel a „typických" matic, kterou později rozpracoval a podrob
ně vyložil ve spisu [W63], resp. [W64]. Tuto teorii vybudoval na pojmu nulita 
matice. Uveďme ve stručnosti přehled nejdůležitějších výsledku prací [W52] a 
[W53]. 

Prvním výsledkem práce [W52] je nalezení jistého anulujícího polynomu ma
tice A, který — pokud to je možné — m á menší stupeň než řád matice A. 
Důsledkem tohoto Weyrova výsledku je následující tvrzení: 

(i) Nechť A je matice řádu n. Anulující polynom matice A stupně menšího 
než ??. existuje právě tehdy, když existuje charakteristický kořen X matice 
A, pro který je nulita matice A — XE větší než jedna. 

Weyr dále charakterizoval diagonalizovatelné matice, t j . matice podobné dia
gonálním maticím: 

(ii) Matice A je diagonalizovatelná právě tehdy, když pro každý charakteris
tický kořen A matice A je nulita matice A — XE rovna násobnosti tohoto 
kořene. 

Třetím důležitým výsledkem je odhad nulity součinu dvou matic: 

(iii) Pro nulitu součinu matic A\, A2 platí nerovnosti 

n(Ai) < n(AxA2) < n(Ax) + n(A2) , i = 1,2 . 

V práci [W53] zavedl Eduard Weyr tzv. charakteristická čísla. Jestliže A je 
komplexní matice řádu n a A její .s-násobný charakteristický kořen, pak existuje 
přirozené číslo r takové, že 

n(A - XE) < n(A - XE)2 <•••< n(A - \E)r = n(A - XE)r+ì = 
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Označme 

n(A - \E) = c*i, 
n(A- \E)2 = ax + a2l 

n(A - \E)r = cti + a2 + h ar . 

Přirozená čísla ai}&2,'" > °V nazval Weyr charakteristická čísla matice A 
příslušná k charakteristickému kořenu A ; ukázal, že pro ně platí následující 
vztahy: 

(iv) c*i > a2 > • • • > c*r, 

(v) a i + a2-\ h ar = s . 

Pomocí těchto pojmů vyjádřil minimální polynom matice A a tak zpřesnil výše 
uvedený výsledek (i) práce [W52]: 

(vi) Jestliže Ai, • • • , \k jsou charakteristické kořeny matice A a n , • • • , r& 
počty příslušných charakteristických čísel, potom 

(A_A 1 Y»(A-A 2 Y- . . . (A-A t Y* 

je minimální polynom matice A. 

Weyr dále ukázal, že charakteristické kořeny a charakteristická čísla tvoří úplný 
systém invariantů podobnosti matic a že každé přípustné volbě těchto invarian
tů odpovídá třída podobných matic: 

(vii) Matice A a B jsou podobné právě tehdy, když mají stejné charakteristické 
kořeny a stejná charakteristická čísla příslušná k jednotlivým kořenům. 

(viii) Pro každou přípustnou volbu čísel 

Ai; «ì," • >alг> 

A2; «?,•• • > < * r 2 , 

Ajt; «î," >ark> 

(viz např. výše uvedené podmínky (iv) a (v) ), existuje matice řádu n 
s charakteristickým kořeny Aj a k nim příslušnými charakteristickými 
čísly a{Г" ,Ą. (j = 1 , - Д ) . 

Při důkazu tvrzení (viii) sestrojil Eduard Weyr konkrétní matici M řádu 
n, která má předepsané charakteristické kořeny a předepsaná charakteristická 
čísla, a tak v dané třídě podobných matic nalezl reprezentanta M, z kterého 
se pomocí vztahu X = Q"lMQ získají všechny matice X této třídy. Weyrova 
matice M má velmi jednoduchý tvar. Obsahuje pouze nuly, jedničky a charak-
teristické kořeny \j; od Jordanovy matice reprezentující danou třídu podobných 
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matic se liší pouze trochu j iným uspořádáním prvků. Pro tu to matici M zavedl 
Weyr později termín „typický tvar" (viz [W56] a hlavně [W63] a [W64] ). 

Pokusme se nyní zařadit výsledky Weyrových prací [W52] a [W53] do rámce 
světové matematiky. 

Pojem hodnosti matice zavedl roku 1879 Frobenius v pracích [18] a [19], 7 ) 
implicite se však tento pojem objevoval i dříve, jak jsme se už výše zmínili 
(např. Dodgson). Sylvester užíval nezávisle pojmu nulita; jeho náznaky je snad 
možno nalézt již v práci [70] z roku 1850- Roku 1882 publikoval v práci [73] 
odhad nulity součinu matic: nulita součinu matic (téhož řádu) je větší nebo 
rovna nulitě každého činitele a menší nebo rovna součtu nulit všech činitelů. 8 ) 
Vyjádříme-li tento výsledek pro dvě matice řádu n symbolicky pomocí dnes 
užívaného pojmu hodnost, dostaneme nerovnosti 

r(AB) < r(A), r(AB) < r(B), r(A) + r(B) -n< r(AB), 

které jsou často spojovány se Sylvesterovým jménem (viz např. [39], str. 61). 
Eduard Weyr publikoval tento výsledek roku 1885 (patrně nezávisle na Syl-
vesterovi). Poznamenal, že zná Sylvesterovu práci [75], že však neviděl práci 
[74]; práci [73], která je uveřejněna ve stejném časopise jako práce [74], neznal 
patrně rovněž (viz [W52], str. 788, a [W63], str. 25). 

Otázky kanonických tvarů matic se poprvé objevily při transformaci bilineár-
ních a kvadratických forem, kdy se vhodnými substitucemi lineárních kombi
nací nových proměnných přecházelo k jednodušším vyjádřením uvažovaných 
forem. Úvahami o podobnosti matic se zabývali již Cauchy, Sylvester a Hen
ry John Stanley Smith (1826-1883). Roku 1868 publikoval Weierstrass svoji 
teorii elementárních dělitelů [86], kde mimo jiné podal nutné a postačující pod
mínky pro podobnost matic a pro diagonalizovatelnost matice a v podstatě 
dospěl k tzv. Jordánovu kanonickému tvaru. O dva roky později vydal Camille 
Jordán (1838-1922) svoje obsáhlé dílo [37], Traité des substituUons; v druhé 
knize této práce (str. 114-126) nacházíme rovněž převod matice na kanonický 
tvar. Frobenius se problematikou charakteristické rovnice, minimálního poly
nomu, podobnosti, invariantních faktorů a elementárních dělitelů zabýval roku 
1878 v práci [17]; roku 1894 se k tomuto tématu vrátil a dal svým výsledkům 
exaktnější podobu (viz [20] ). Všechny tyto výsledky byly zformulovány v řeči 
bilineárních a kvadratických forem a s využitím determinantů; jejich souhrn 
— podaný více méně v duchu původních prací, ale v maticové řeči — j e dnes 
součástí základních kursů lineární algebry. 

Eduard Weyr přistoupil k problematice podobnosti matic a k nalezení úpl
ného systému invariantů podobnosti j iným způsobem. Jeho přístup je bližší po
hledu algebry či funkcionální analýzy. Později svou metodu charakteristických 
čísel podrobněji rozpracoval a doplnil zavedením důležitého pojmu normální 
soustava (viz [W63], resp. [W64] ). 

Weyrovy práce [W52] a [W53] byly uvedeny v přehledu prací z teorie matic za 
období 1857-1893, který pod názvem List of writings on the theory of' matric es 
uveřejnil roku 1898 T h o m a s Muir (1844-1934) v časopise Ameňcan Journal of 
Mathematics. Seznam začíná Cayleyovou prací [9] a obsahuje padesát titulů. 
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Výklad Weyrovy teorie podali v létech 1892, 1904 a 1930 Metzler, Kurt 
Hensel (1861-1941) a Julius Wellstein (1888- ?) 9 ) v pracích [47], [33] a [88]. 
Weyrovu teorii uvádějí i MacDuffee ve své knize The theory of matrices z roku 
1933 a Rudolf Zurmúhl (1904- ?) v knize Matrizen z roku 1950 ( [46], str. 73-
74; [89], str. 211-226, 371). Wolfgang Krull (1899-1971) ji roku 1921 rozšířil 
pro matice nad libovolným tělesem (viz [44] ). Výše uvedený soubor čísel 

(<*{,.•• .aj^of?,.-- , a r
2

3 ; - " ;<**,••• ,a*fc) 

bývá nazýván Weyrova charakteristika (viz [46], str. 73-74; [89], str. 212-214, 
371; [61], str. 57; [4], str. 124, 167; [81], str, 80, 187-188). 

Roku 1911 zobecnil Frobenius [21] Weyrovy výsledky z práce [W52] týka
jící se hodnosti matic a ocenil Weyrovu teorii charakteristických čísel; Frobe
nius ovšem cituje pozdější Weyrovu práci [W63]. 1 0 ) Max Koecher uvádí roku 
1983 ve své knize Lineare Algebra und analytische Geometrie (viz [39], str. 88) 
Weyrovy-Frobeniovy nerovnosti a cituje Frobeniovu práci [21]. 

Ještě padesát let od Weyrovy smrti nalézáme v české matematické literatu
ře odezvu na jeho teorii charakteristických čísel a typických tvarů matic. Prof. 
Otakar Borůvka (naroz. 1899) propagoval Weyrovu teorii nejen ve svých před
náškách, ale i ve svých pracích (např. [3] ), a upozorňoval na možnosti jejího 
použití: 

K integraci systémů diferenciálních lineárních rovnic s konstantními koefici
enty se obvykle používá klasické metody Weierstrassovy, spočívající na redukci 
matice koeficientů na kanonický tvar. . . . Ve svých přednáškách o diferenciál
ních rovnicích, které jsem konal ve stud. roce 1948/49 na přírodovědecké fakul
tě M. U. v Brně, vyložil jsem integrační metodu založenou na Weyrově theoni 
matic. Tato metoda se vyznačuje tím, že vede k přehledným explicitním vzor
cům pro integrály, vyjadřujícím algebraickou povahu problému. Nedávno uveřej-
nil M. Kumorovitz práci o integraci systémů diferenciálních lineárních rovnic 
s konstantními koeficienty, která je s Weyrovou iheorií matic v úzké souvislosti. 
( [3], str. 151) 

Na společném 3. sjezdu československých a 7. sjezdu polských matematiků, 
který se konal v Praze 28. 8. - 4. 9. 1949, přednesl Miroslav Novotný (naroz. 
1922) příspěvek o zobecnění Weyrovy teorie charakteristických čísel. Výtah 
z tohoto příspěvku byl publikován ve zprávách ze sjezdu (viz [56] ). 

Jiří Čermák se zabýval problematikou soustav diferenciálních a diferenčních 
rovnic v pracích [11], [12] a [13] z let 1953 až 1956. Nepoužíval Weierstrassovu 
teorii elementárních dělitelů, ale Weyrovu teorii charakteristických čísel, typic
kých tvarů matic a normálních soustav ... k vyšetřování integrálů homogenního 
systému lineárních diferenciálních rovnic s periodickými koeficienty . . . a k . . . 
řešení homogenního systému lineárních diferenčních rovnic s konstantními ko
eficienty ( [11], str. 337, 338). 

V české matematické literatuře je Weyrova teorie podrobně vyložena v Bo
růvkově knížce Základy teorie matic z roku 1971. Knížka vznikla z vysokoškol
ského textu, který měl tři vydání. Prof. Borůvka zde píše: 
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Weyrova teorie je obsahově rovnocenná s důležitou teorií elementárních dě
litelů ... a svojí průhlednou algebraickou strukturou ji předčí. ( [4], str, 116) u) 

Na j iném místě Borůvka píše: 

Nicméně se mně zdá, ze Weyrova práce nenalezla ve světové literatuře ono 
místo, které jí přináleží. Na př. v obsáhlé Wedderburnově knize o maticích 
z r. 1934 jsou sice v seznamu literatury obě Weyrovy práce uvedeny, avšak 
v textu není o jejich obsahu zmínky. ( [3], str. 152) 

V létech 1962-63 publikoval Richard W. Feldman sérii krátkých článků vě
novaných historii teorie matic [15]; Weyrovy výsledky prací [W52] a [W53] však 
hodnotí chybně. 1 2 ) 

Weyrově teorii charakteristických čísel přeložené do moderní řeči endomorfis-
mů vektorových prostorů je věnován v této publikaci zvláštní článek. Jeho práce 
[W52] a [W53] jsou v přílohách. Vzhledem ke špatné kvalitě předloh nemohly 
být okopírovány; při přesázení však byla v maximální možné míře zachována 
jejich úprava. 

Dne 1. ledna 1885 zemřel Ludvík Kraus v necelých osmadvaceti letech. 1 3 ) 
Eduard Weyr o něm napsal články [W53a] a [W54]. Zdá se, že po Krausově 
smrti Weyrův zájem o matice postupně pohasl. Práce [W52] a [W53] byly 
psány buď ještě za Krausova života nebo těsně po jeho smrti; tyto práce byly 
předloženy francouzské akademii 16. března a 13. dubna 1885. Práce [W56], 
[W57] a [W58] byly publikovány do tří let po Krausově smrti. V pozdějších 
pracích [W63], [W64], [W90] už jde z větší části jen o propracování a doplnění 
dřívějších výsledků a o jejich podrobnější výklad. 

V úvodu čtyřicetistránkové práce 0 binarných matricích, která byla před
ložena dne 11. března 1887 Královské české společnosti nauk, Eduard Weyr 
píše: 

V jedné ze svých úvah o matricích ... vytknul Sylvester výslovně totožnost 
theorie binarných matric s theorií kvaternionů; ale již Cayley ... byl k souvis
losti obou theorií poukázal. 

Theorie kvaternionů založena Hamiltonem vzhledem k zamýšleným applika-
cím na úvahách geometrických; avšak nebude zajisté nezajímavo přihlédnouti 
k ní se stanoviska ryze počtářského, zaujatého v theorií matric. 

Následující, arci velice elementárně úvahy obsahují základy theorie binarných 
matric a tím i základy theorie kvaternionů. ( [W56], str. 358) 

„Binarnými matr icemi" míní Eduard Weyr matice druhého řádu. V prvních 
osmi paragrafech své práce (Addice a subtrakce, Multiplikace, Diviše, Reciproká 
matrice, Skalárně matrice, Celistvá a lomená funkce matrice, Základní rovnice 
dané matrice a redukce racionalných funkcí, 0 kořenech matrice) uvádí zá
kladní fakta o maticích druhého řádu a o operacích s nimi. Matice a maticové 
operace př i tom dává do souvislosti s transformacemi, které matice reprezen
tují. Ukazuje, že na základě Cayleyovy-Hamiltonovy věty je možno redukovat 
celistvou i racionální funkci <p matice M na lineární funkci tvaru cxM + /?£", 

kde se skaláry a , (3 snadno vyjádří pomocí charakteristických kořenů matice 
M . 1 4 ) 
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V devátém paragrafu (Obecná funkce matrice) se zabývá podobnou proble
matikou jako v článku [W58] z téhož roku (viz dále). Dokazuje, že jestliže jsou 
oba charakteristické kořeny /*i,t/2 matice M v absolutní hodnotě menší než 
poloměr konvergence řady 

OO 

v(z) = YlaiZ^ 
i=0 

pak je definována matice 

<p(M) = ^aiM
i 

i=0 

a je to opět lineární funkce matice M, tj. <p(M) = aM + f3E, kde skaláry a, /? se 
určí pomocí řady y>(z). Platí pro ně stejné vztahy, jaké jsou uvedené v poznám
ce 1 4 ) . V desátém paragrafu Typický tvar matrice převádí Weyr elementárním 
způsobem matici M na některý z tvarů 

IH 0 \ (n 0 \ (\i 0 
0 112 ) ' \0 lij' \l /i 

a v jedenáctém paragrafu ukazuje, že pomocí tohoto převedení na typický tvar 
je možno jiným způsobem dospět k výsledkům paragrafu devátého. 

V dalším paragrafu (O rovnici nejnižšího stupně) studuje Weyr minimální 
polynom, ve třináctém (Řešení algebraické rovnice o skalarných koefficientech) 
uvádí způsob nalezení všech matic M, které vyhovují rovnici 

Mn +a1M
n~l + --• + anE = 0 ; 

speciálně nachází matice M, pro které je M n — E = 0. V dalším paragrafu 
(O komplanarných matricích) ukazuje, že všechny matice komplanární s M 
(tj. matice tvaru aM + j3E) jsou též komplanární navzájem a tvoří množi
nu uzavřenou na sčítání, odčítání a násobení (které je zde komutativní) a na 
tvoření celistvé i racionální funkce; jestliže je dále 

Xn+a1X
n~1 + .-- + anE = M , 

pak je X komplanární s M atd. Pro matici 

0 1 
" = ' -1 0 

je M2 = —E, pročež systém komplanarných matric aM + j3 podléhá témže 
početním zákonům, jako systém obyčejných komplexních kvantit ay/—í + /? 
(str. 387). 
Pro matici 

K4 fO 1 
M = í l 0 
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je M2 = E a uvažovaná množina odpovídá tzv. dvojným číslům (tento termín 
se však ve Weyrově práci neobjevuje). Skaláry uvažuje Weyr komplexní. 

Další dva paragrafy (Periody exponentialné funkce, Logarithmus matrice) 
jsou (spolu s úplným závěrem práce — str. 400) rozšířeným přepisem dřívější 
Weyrovy práce [W49]. V sedmnáctém paragrafu (Zavedení čtyř základních mat
ric) Weyr ukazuje, že po zvolení čtyř lineárně nezávislých matic Ji, J2, <I3, </4 
můžeme každou matici M vyjádřit ve tvaru 

M = Q\J\ + Q2J2 + £3^3 + ř?4<I4 

a matice druhého řádu pokládat za systém hyperkomplexních čísel se čtyřmi 
základními jednotkami. Weyr zavádí i tzv. strukturní konstanty, pomocí nichž 
se v tomto systému násobí (str. 393-394): 

Položme tedy 

JkJh = J2e?,k)jJ ^ (i-1,2,3,4) 
U) 

i obdržíme pak součin každých dvou čísel našeho systému opět ve tvaru čísla 
tohoto systému 

YgkJk'Ygkjk^ YQhQ,h*Ylef'h)ji' 
(k) (k) (k,h) o) 

jako příklad uvádí Weyr volbu základních matic 

J l = ( o oj ' j 2 = ( o oj ' j 3 = ( i oj ' j 4 - ( o 1 

V posledních dvou paragrafech (Hamiltonův systém kvaternionů, Pokračování) 
Weyr klade 

Ji = 1 
1 0 
0 1 

a nachází matice 

'- = »'= (_°i j ) . •*» = > = (./-T / ) , J4 = * = ( o1 _J=T;> 

pro které je J2J2 = J3J3 = -J\ a J2J3 = -J3J2 = J* (viz s t r - 395) . 

Nyní jest patrné, že theorie matric jest totožná s theorií kvaternionů; stačí 
libovolnou matrici 

м 4:5} 
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uvést do tvaru w + xi -F yj + zk, kde w,x}y,z jsou skaláry, t. j . do tvaru 
kvaternionu, aby ona shoda byla patrná, (str. 397) 

Weyr ovšem pracuje s kvaterniony s komplexními koeficienty (tzv. bikvater-
niony); reálnými kvaterniony potom rozumí kvaterniony s reálnými koeficienty. 
Ukazuje, že mezi reálnými kvaterniony nejsou dělitelé nuly a že každým ne
nulovým reálným kvaternionem je možno dělit (na rozdíl od bikvaternionů). 
V závěru uvádí, kdy pro daný kvaternion q reprezentuje řada 

5Z a^г 

opět určitý kvaternion, a píše (str. 400): 
Tímto spůsobem bychom mohli všecky předcházející výsledky, jichž jsme se 

o matricích dodělali, přenésti do theorie kvatemionů. 

Weyrova práce [W56] nové výsledky nepřináší. Byla zřejmě napsána pro 
popularizaci teorie matic a jejího vztahu k hyperkomplexním číslům. Českému 
čtenáři jistě dala řadu nových informací a pohledů. 

V práci [W57] z roku 1887 sestrojil Eduard Weyr reprezentaci lineární aso
ciativní algebry v algebře matic. Nechť A je lineární asociativní algebra s bází 
{ei, • • • ,^n} a nechť násobení prvků báze je dáno vzorcem 

n 

ehek = 22akj 'ejy h,k = l , - - - , n ; 
j = i 

ot\- jsou tzv. strukturní konstanty algebry. Vzhledem k asociativnosti je pro 
každé k, /i, i, s = 1, • • • , n 

j = i j=i 

Definujeme-li matice Eh rovnostmi 

"íi ••• <i 
Eh=\ | , / i = l , 

"ln • • • anr 

pak pro každé /i, k = 1, • • • , n je 

n 

EhEk = J2ah'EJ' 
; = i 

Vzhledem k tomu, že násobení jednotek ei, • • • , en a matic E\, • • • , En je 
„stejné", je zobrazení 

n n 

Yaiei ' V YQiEi 

2 = 1 1 = 1 
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reprezentací algebry A v algebře čtvercových matic řádu n. 

Poznamenejme, že k obdobnému výsledku jako Weyr došli již dříve Charles 
Sanders Peirce (1839-1914) a Henri Poincaré (1854-1912) (viz [63]; dále viz 
[28], str. 248, [46], str. 2, [68] str. 170, [69] str. 416). 

V práci [W58] z roku 1887 studoval Eduard Weyr lineární asociativní algebru 
A dimenze n nad tělesem reálných či komplexních čísel a došel k tomuto velmi 
významnému výsledku (str. 207): 

Pro daný prvek xeA definuje nekonečný součet 

E« iX 
1 

zcela určitý prvek y algebry A právě tehdy, když kořeny minimálního polynomu 
prvku x leží uvnitř kruhu konvergence mocninné řady YHLL\ a^z1. 

Za uvedených předpokladů vyjádřil Weyr prvek 

oo 

y = Ylaixl 

i = l 

jako lineární kombinaci prvků x, x2
) • • • , xm"1

) kde m je stupeň minimálního 
polynomu prvku x. K tomuto minimálnímu polynomu lze dospět postupnou 
eliminací základních jednotek ei, • • • , en algebry A z rovnic 

x - ane\ H h a i n e n , 

x" — a2\e\ + h a 2 n e n , 

Za předpokladu, že algebra A má jednotkový prvek a k prvku x existuje prvek 
inverzní, nalezl Weyr nutnou a postačující podmínku pro konvergenci řady 
Yl<iL-ooa"ixt' Vzhledem k tomu, že matice řádu n tvoří lineární asociativní 
algebru dimenze n 2 , je možno výsledky práce [W58] přepsat v maticové řeči, 
jak to ostatně Weyr udělal v pracích [W56] a [W63]. 

Práce [W58] je patrně nejvýznamnějším Weyrovým výsledkem. Jeho věta 
o konvergenci, dokázaná v obecné formulaci v práci [W58], pro matice druhého 
řádu v práci [W56] a pro matice řádu n v česky psaném spise [W63], byla až 
roku 1926, tj. po 39 letech znovu dokázána německým matematikem Kurtem 
Henselem. K tomuto faktu se ještě vrátíme při hodnocení práce [W63]. 

Uveďme nyní jen velmi stručně něco z historie teorie algeber. Představy 
o komplexních číslech jako bodech roviny či dvojicích reálných čísel inspirovaly 
ve čtyřicátých letech 19. století britské matematiky k hledání větších číselných 
oborů, tzv. hyperkomplexních čísel. Zprvu šlo o studium různých operací ná
sobení na množině ?i-tic reálných či komplexních čísel. Hamilton objevil roku 
1843 kvaterniony, John T. Graves (1806-1870) a Cayley nalezli roku 1843 a 
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1845 algebru oktáv, Augustus de Morgan (1806-1871) studoval různé algebry 
dimenze 3, Charles Graves (1810-1860) tzv. triplety atd. Tato problematika 
byla studována v úzkém vztahu k teorii matic; v Cayleyově práci [9] byla to
tiž zavedena algebra čtvercových matic. Benjamin Peirce (1809-1880) vytvořil 
obecný pojem lineární asociativní algebry konečné dimenze roku 1870 ve své 
práci Linear associative algebras a vyšetřoval mnoho různých algeber malých 
dimenzí. Obecnou teorií algeber se zabýval též Weierstrass ve svých přednáš
kách na berlínské univerzitě (viz např. [87]; tuto práci cituje Eduard Weyr ve 
svém článku [W58] ). Dvě Hamiltonovy knihy o kvaternionech [26] a [27] a dal
ší publikace vedly v poslední třetině minulého století k velkému rozvoji teorie 
hyperkomplexních čísel. Rovněž Sylvesterovy články týkající se matic a hyper-
komplexních čísel, které byly publikovány ve francouzském časopise Comptes 
Rendus, přispěly k rozšíření nových myšlenek po Evropě a inspirovaly jistě i 
Eduarda Weyra. 

Královská česká společnost nauk vydala roku 1889 Weyrův spis O theorii 
forem bilinearných. Rukopis této práce byl společnosti nauk zaslán anonym
ně pod heslem „Plzeň"; vzhledem ke zkoumané problematice a citacím (viz 
např. [W63], str. 61) muselo však být jasné, že autorem je Eduard Weyr. Na 
schůzi společnosti dne 8. května 1889, po vyslechnutí posudků Františka Josefa 
Studničky (1836-1903) a Josefa Šolína (1841-1912), bylo rozhodnuto 

. . . přítomný spis ... poctíti honoráfem z jubilejního fondu pro vědeckou li
teraturu českou, a vydati jej nákladem téhož fondu. ( [W63], str. 3-4) 

Profesor Studnička ve svém posudku uvedl: 

Obsahem svým řadí se spis tento k nejmodernějším vymoženostem vědy 
mathematické a jest hoden vším právem plného uznání, jakéhož se mu zajisté 
dostane, až bude uveřejněn. ( [W63], str. 3) 

V úvodu svého spisu Eduard Weyr píše: 

Předním účelem tohoto spisu jest uvedení nové pomůcky do theorie bilinear
ných forem, t. theorie soustav, hlavně normalných soustav příslušných dané 
matici. 

O plodnosti těchto úvah nechť čtenář sám rozhodne; zde jen tolik podotýkám, 
že nová methoda stačila m. j . na úplné řešení základního problému součas
né transformace dvou bilinearných forem pro případ Weierstrassem řešený. 
( [W63],str. 5) 

V poznámce pod čarou k tomu dodává: 

V případě, který v této práci nebyl vzat v úvahu, podal řešení Kronecker . . . 

V prvních osmi kapitolách (O počítání s maticemi, O skládání soustav, 
O nul lité matic, O kořenech matice a jich charakteristických číslech, O základní 
rovnici matice, O normalných soustavách příslušných dané matici, O podob
ných maticích, O stanovení všech matic o daných kořenech a charakteristických 
číslech; typický tvar) Eduard Weyr vyložil základní fakta o maticích, operacích 
s maticemi, lineární závislosti n-tic, soustavách lineárních rovnic atd. a po
drobně zpracoval svoji teorii charakteristických čísel a typických tvarů matic, 
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kterou načrtnul v článcích [W52] a [W53] z roku 1885. Oboustranný odhad nuli
ty součinu dvou matic publikovaný v práci [W52] doplnil následujícím tvrzením 
( [ W 6 3 ] , s t r . 26-27): 

Jsou-li (p a 1/3 nesoudělné polynomy, potom nulita součinu matic <p(M) a 
íp(M) je rovna součtu nulit těchto matic, t j . 

n( <p(M) - 4>(M) ) = n( <p(M) ) + n( ý(M) ). 

Poznamenal též, že při násobení regulárními maticemi se nulita zachovává. 

V obsáhlé šesté kapitole (str. 37-53, zejména článek 27) zavedl Weyr pojem 
normální soustavy příslušné k dané matici. Ukázal zde rovněž, jak je možno 
k dané matici najít všechny její normální soustavy. Weyrova normální soustava 
příslušná k matici IV slouží k nalezení transformační matice Q převádějící IV 
na její typický tvar M: 

Každá matice N má svou typickou matici M; je-ti M typickou maticí o týchž 
kořenech a číslech charakteristických jako IV, lze dle či 27 stanoviti matici Q 
tak, že platí N = Q~{MQ, a tu zoveme M typickou maticí náležející ku N. 
( [W63],str. 61) 

Weyrovou metodou je možno převést každou (komplexní) matici na typický 
tvar (Jordánův kanonický tvar) a současně najít příslušnou transformační ma
tici či dokonce všechny takovéto transformační matice. Význam této metody 
zdůraznil Weyr již v úvodu svého spisu. 

V deváté a desáté kapitole (Řešení rovnic o skalarných koefficientech; perio
dické matice, Stanovení všech matic záměnných s danou maticí) se Weyr za
býval některými dalšími problémy teorie matic. K danému polynomu / nalezl 
všechny matice daného řádu, pro které je f(M) = 0. Ve speciálním případě 
f(x) = xk — 1 tak popsal tzv. periodické matice (t j . matice M, pro které je 
Mk — E ) . Určil dále všechny matice, které komutují s danou maticí. 

V jedenácté kapitole (Problém současné transformace dvou bilinearných fo
rem a jiná upotřebení) Weyr ukázal, že pomocí své teorie charakteristických čí
sel může podat i řešení klasického problému teorie forem, který vyřešili Weierst-
rass v práci [86] z roku 1868 a Kronecker v pracích [42] a [43] z let 1868 a 1874. 
Weyr píše, že Kronecker tento problém zformuloval takto: 

Nechť se stanoví nutné a postačující výminky, za kterými dva páry bilinear-
ných forem jsou aequivalentní, a v případu aequivalencc nechť se vyvine metho-
da ku stanovení transformace. ( [W63], str. 76) 

V maticové řeči je možno tento problém vyslovit následujícím způsobem: 

Nechť P, Q, P ' , Q ' jsou matice řádu n, Najděte nutnou a postačující pod
mínku pro existenci regulárních matic I/, Iv", pro které je 

P ' = HPK , Qf = HQK , 

a metodu k nalezení transformačních matic /I, K. 

S t ímto problémem se matematici setkávali např. v analytické geometrii a 
analýze. Ve speciálních případech ho řešili Cauchy roku 1829, Carl Gustav 
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Jacob Jacobi (1804-1851) roku 1834, Sylvester roku 1851 a Weierstrass roku 
1858 (viz [8], [36], [71], [85] ). O deset let později pak Weierstrass (viz [86] ) 
podal řešení v případě existence čísel p, g, pro která je det(pP + qQ) ^ 0 ; 
hledanou ekvivalentní podmínkou je v tomto případě podobnost matic 

Q(pP + qQY\ Q'(pPf + qQTl-
Leopold Kronecker pak vyřešil v pracích [42] a [43] zbývající případ, kdy pro 

každou dvojici čísel p, q je det(pP + qQ) = 0 . 1 5 ) 
Ve zbytku jedenácté kapitoly podal Weyr nové důkazy následujících známých 

vět: 

(i) Kvadratickou formu n proměnných hodnosti r lze lineární transformací 
převést na kvadratickou formu r (ale ne méně) proměnných. 

(ii) Jestliže pro čtvercovou matici M a vektory y,y'\z,z' platí My = y' a 
MTz = z', potom je yz' = zy'. 

(iii) Reálná symetrická matice má reálné charakteristické kořeny. (Obecný dů
kaz tohoto faktu podal roku 1829 Cauchy v práci [8], roku 1855 pak Her-
mite dokázal obdobné tvrzení pro hermitovské matice — viz [35]. ) 

(iv) Je-li A s-násobným charakteristickým kořenem reálné symetrické matice 
A, pak rná matice A — \E nulitu s. (Weierstrass [85] ) 

(v) Je-li A charakteristický kořen reálné ortogonální matice, je |A| — 1. (Fran-
cesco Brioschi (1824-1897) - [6] ) 

(vi) Je-li A s-násobným charakteristickým kořenem reálné ortogonální matice, 
pak má matice A — \E nulitu s. (Frobenius [17] ) 

(vii) Sylvesterův zákon setrvačnosti pro reálné regulární kvadratické formy. 
(Sylvester [72]; dříve však dokázali tento výsledek Jacobi a Gauss) 

Myšlenky důkazů těchto vět jsou zcela moderní. Tvrzení (iv) a (vi) říkají, 
že reálné symetrické a ortogonální matice jsou diagonalizovatelné. Tvrzení (ii) 
je blízké tzv. Fredholmově alternativě; položíme-li z' = 0, můžeme tvrzení 
(ii) přeformulovat takto: Jestliže je soustava My = y' řešitelná, pak sloupec 
pravých stran y' je kolmý na všechna řešení z soustavy MTz = 0 . 

Ve dvanácté kapitole (O skalarných funkcích matice) stanovil Weyr nutné a 
postačující podmínky, aby pro danou čtvercovou matici M konvergovala moc
ninná řada 

ү^atM^. 
ť=0 

Tato kapitola vznikla přenesením obecnějších výsledků práce [W58] do teorie 
matic. O konvergenci maticové mocninné řady píše MacDuíTee ve své knížce 
The theory of matrices z roku 1933 toto: 

Theorem 49. The power series P(A) converges if and only if every charac-
teristic root of A lies inside or on the circle of convergence of P(\), and for 
every v-fold characteristic root Ař- which lies on the circle of convergence, the 
(v— \)-th derivative P^u~l\\i) converges. 
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This theorem and proof are due to K. Hensel. E. Weyr had previously pro
ved the theorem for the čase where no characteristic root lies on the circle of 
convergence. ( [46], str. 98) 1 6 ) 

MacDuffee cituje Henselovu práci [34] z roku 1926 a Weyrovu práci [W58]. 
Celý výsledek však patří Weyrovi, jak se přesvědčíme z následujícího citátu 
(viz [W63], str. 90; řadou (1) je míněna řada YT=oa^^l/ a ^ J e minimální 
polynom matice M) . 

Položme 

/(0 = X>,c\ 
j/r-O 

značíce literou £ obyčejnou komplexní hodnotu, která se nalézá uvnitř kon-
vergenčního kruhu napsané mocninové řady. Buďte dále i/i ,ti2> • * * j^m kořeny 
matice M, t. j . kořeny rovnice 

¥»(/*) = 0-

Aby řada (1) definovala určitou matici, jest nutné a stačí, aby kořeny matice 
M se nalézaly vesměs uvnitř konvergenční kružnice řady /(C)-

Vlastně bychom měli říci, že nutno a stačí, aby kořeny matice M se nalézaly 
uvnitř oné kružnice aneb na jejím obvodu, v posledním případě však s tou vý
hradou, že pro ony kořeny řada f(Q a její derivace dole uvažované konvergují, 
jakož z následující úvahy přímo vychází. 

Poznamenejme, že pro fc-násobný kořen tu jde o derivace až do (k — l)-ního 
řádu. 1 7 ) 

Weyr dále ukázal, jak je možno vyjádřit řadu Y^o aiM% jako lineární kom
binaci matic F1, M, M 2 ,- •• , M m _ 1 , kde m je stupeň minimálního polynomu 
matice M. Uvedené výsledky dále zobecnil pro mocninnou řadu 

XI <чмi> 

kde M je regulární matice, a aplikoval je na exponenciální a logaritmickou 
funkci matice druhého řádu; s těmito funkcemi již pracoval v článcích [W49] a 
[W56]. V závěru kapitoly se zabýval exponenciální a logaritmickou funkcí pro 
matice řádu n. 

V poslední kapitole (Upotřebení v theorii linearných differencialných rov
nic) užil Weyr své metody převodu matice na typický tvar (a současné znalosti 
transformační matice) k odvození a doplnění výsledků, které publikoval němec
ký matematik Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) roku 1859 v práci [22] a 
které se týkaly fundamentálních systémů lineární diferenciální rovnice 

y(-) = pjyí™-1) + p 2 t / m - 2 ) + • • • + pmy , 

kde pí, • • • , pm jsou funkce komplexní proměnné. 
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Weyrova práce [W63] byla určena českým čtenářům; Eduard Weyr zde vy
ložil základní partie teorie matic a uvedl je do souvislosti s teorií lineárních a 
kvadratických forem. Jak už jsme se zmínili, Weyr byl jedním z prvních mate
matiků, kteří přispěli ke sjednocení těchto dvou teorií. 1 8 ) V práci [W63] podal 
obecnější výklad než v práci [W56] a popularizoval zde i výsledky svých prací 
[W49], [W52], [W53] a [W58]. 

Zajímavé je, že roku 1889 v práci [W63] užívá Weyr již dnešního termínu 
matice, zatímco dříve (roku 1884 v práci [W47] a roku 1887 v práci [W56] ) 
termínů matrix nebo matrice. 1 9 ) 

Práce [W64] publikovaná v prvním ročníku vídeňského časopisu Monaíshefte 
fúr Mathematik und Physik, který založili roku 1890 Gustav von Escherich 
(1849-1935) a Emil Weyr, je prakticky překladem spisu [W63]. Nejde však 
o překlad doslovný. Některé partie jsou mírně redukovány, některé opět rozve
deny, takže číslování odstavců se v obou pracích místy liší. Podstatnou odchyl
kou je to, že celá dvanáctá kapitola spisu [W63] nazvaná O skalarných funkcích 
matice do práce [W64] přeložena nebyla. A bohužel právě v této kapitole je vý
znamný Weyrův výsledek týkající se konvergence mocninné řady s maticovým 
argumentem. Kapitola byla při překladu vynechána patrně z toho důvodu, že 
její výsledky byly (v obecnější formulaci) publikovány již ve francouzsky psané 
práci [W58]. 

Zajímavým dokladem o náplni i charakteru Weyrových přednášek pro první 
a druhý ročník na technice jsou jeho dvoudílné Výklady o mathemaíice [W68] 
a [W72], které v létech 1891-92 vydal jeho asistent (později středoškolský pro
fesor) Antonín Vaňourek (1866- ? ). Představují záznam Weyrových přednášek 
z let 1890-92. V prvním díle Výkladů najdeme i partii věnovanou determinan
tům a soustavám lineárních rovnic ( [W68], 3. vyd., str. 90-102). K zavedení 
determinantů užil Weyr permutační definici, znaménko permutace definoval po
mocí počtu inverzí. Kromě základních vlastností determinantů dokázal zobec
něný vzorec pro rozvoj determinantu ( Ylaik^jk = SijdetA ) a větu o násobení 
determinantů. Cramerovo pravidlo z metodických důvodů uvedl pro soustavu 
tří rovnic, ale zdůraznil jeho obecnou platnost. Ukázal, že tohoto pravidla je 
možno užít i v případě, kdy determinant matice soustavy je roven nule; stačí 
vyjít od nějakého nenulového subdeterminantu matice soustavy. V přednáškách 
se stručně zabýval i homogenními a nehomogenními soustavami lineárních rov
nic; na str. 100 nacházíme odkaz na jeho článek [W50]. Velmi zajímavé je, že ve 
Výkladech nenarazíme na pojem matice. Rovněž je překvapivé, že je zde uve
deno Cramerovo pravidlo, Sarrusovo pravidlo, objeví se i Kroneckerovo delta, 
ale jména těchto tří matematiků zde nenajdeme. 

Determinanty užíval Weyr i v části věnované analytické geometrii (str. 160— 
206), např. ve vzorcích pro obsah trojúhelníku a pro objem čtyřstěnu (str. 164, 
198). Z literatury o determinantech jsou na str. 102 uvedeny knížky Martina 
Pokorného (1836-1900), Františka Josefa Studničky, Karla Zahradníka (1848— 
1916) 2 0 ) a slavná monografie [1] německého matematika Baltzera. 

Dne 26. května 1901 přednesl Eduard Weyr na 3. sjezdu českých přírodo-
zpytců a lékařů v Praze příspěvek s názvem O theorii forem bilineárných, který 
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byl potom otištěn ve sjezdovém věstníku. Jeho obsah můžeme charakterizovat 
přímo Weyrovými slovy: 

Ve spise téhož titulu, vydaném kr. českou společností nauk r. 1889, zavedl 
jsem do této theorie novou pomůcku, t. zv. normálně systémy, příslušné dané 
matici Č. bilineárné formě; pomocí těchto systémů jsem pak řešil základní pro
blém současné transformace dvou bilineárných forem P, Q pro případ Weierst-
rassem uvažovaný. V případě zbývajícím, kdy totiž determinant každé formy 
pP + qQ vymizí, podal řešení Kronecker; v následující stručné úvaze chci ukáza
ti, že i v tomto případě možno s úspěchem užiti pomůcky vzpomenuté. ( [W90], 
str. 164-165) 

Poznamenejme, že Eduard Weyr ve své knize Počet differenciálný z roku 
1902 věnoval jeden paragraf Jacobiho determinantům a jeden paragraf pozi
tivně definitním kvadratickým formám (paragrafy l i l a 116). Maticový počet 
užíval od konce osmdesátých let i ve svých pracích geometrických (viz např. 
[W62] a [W83]). 

Weyrovy práce týkající se lineární algebry a teorie hyperkomplexních čísel 
byly ještě spolu s j inými pracemi hodnoceny v článku Karla Petra ( [60], viz 
též [16] ). Životu i dílu Eduarda Weyra byla věnována diplomová práce Karla 
Bartáka O teorii bihneárních forem Eduarda Weyra z roku 1976, kterou vedl 
Luboš Nový. Přehled některých reakcí na Weyrovy práce týkající se lineární 
algebry a teorie hyperkomplexních čísel je v poznámce 2 1 ) . 

P o z n á m k y 

ғ Citujme pr imo z Cayleyovy prâce: 

. . . but I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal 
proof of the theorem in the general case of a matrix of any degree. ([9], 
str. 24) 

Pro zajîmavost uvedme pûvodnî znënî Cayleyovy-Hamiltonovy vëty: 

. . - the determinant, having for its matrix a given matrix less the same matrix 

considered as a single quantity involving the matrix unity, is equal to zero. 

([9], str. 24) 
Sylvester pise: 

C'est dans les Lectures, publiées en 18^Jh que pour la première fois a paru 

la belle conception de Véquation identique appliquée aux matrices du troi

sième ordre, enveloppées dans un langage propre à Hamilton après lui mise 

à nu par M. Cayley dans un très important Mémoire sur les matrices dans 

les Philosophical Transactions pour 1857 ou 1858, et étendue par lui aux 

matrices d'un ordre quelconque, mais sans démostration; cette démonstra

tion a été donnée plus tard per feu M. Clifford ..., par M. Buchheim . . . . 
par M. Ed. Weyr, par nousmême, et probablement par d'antres; mais les 

quatre méthodes citées plus haut paraissent être tout à fait distinctes l'une 

de l'autre. ( [76], str. 202) 
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Zmínky o Weyrově důkazu Cayleyovy-Hamiltonovy věty najdeme i jinde 
( [68], str. 71; [69], str. 418-419; [49], str. 448). 

Roku 1884 označil Sylvester (viz [80] ) za jediného objevitele matic Cayley-
ho; jeho práci [9] prohlásil za nové zrození algebry: This páper constitutes 
a second biríh of Algebra, its avatar in a new and glorified form. Henry 
Taber (1860-1936) za zakladatele teorie matic označil roku 1890 Hamil-
tona. O rok později se vyslovil Josiah Willard Gibbs (1839-1903) v tom 
smyslu, že klíč k teorii matic je již v knize Die lineale Ausdehnungslehre 
z roku 1844 od Hermanna Grassmanna (1809-1877). Peter Guthrie Tait 
(1831-1901) přisoudil objev matic Hamiltonovi a Cayleyovu práci [9] na
zval modifikací Hamiltonových myšlenek. K otázce zakladatele teorie matic 
se vyslovili též William Kingdon Clifford (1859-1879), Alfred Nors White-
head (1861-1947), Arthur Buchheim (1859-1888) a T. J. J'Anson Bromwich 
(1875-1929). Roku 1974 přednesl Thomas Hawkins na mezinárodním mate
matickém kongresu ve Vancouveru příspěvek The theory of matrices in the 
19th century, ve kterém na jedné straně ukazuje, že Cayleyův přínos teorii 
matic nebyl tak veliký, a na druhé straně vyzvědá Weierstrassovy výsledky 
týkající se spektrální teorie matic (teorie elementárních dělitelů). Snad byl 
Cayleyův přínos přeceněn i proto, že právě Cayley dal teorii jméno, které se 
ujalo. Podrobně se s historií teorie matic můžeme seznámit hlavně v pracích 
T. Hawkinse [29] - [32]. Viz též [10], [15], [24], [38], [39], [46], [61], [62], [82], 
[84]. 

) Zkoumání sekulárních poruch pohybů planet vedlo k vyšetřování určitých 
soustav diferenciálních rovnic. Při tomto studiu se Jean Le Rond ďAlem-
bert (1717-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a Pierre Simon Lapla-
ce (1749-1827) potýkali s problémem reálnosti vlastních čísel reálné symet
rické matice. Teprve roku 1829 podal Cauchy úplný důkaz tohoto tvrzení. 
Hermite zobecnil roku 1855 Cauchyův výsledek pro tzv. hermitovské matice 
a o tři roky později ukázal Weierstrass [85], proč měli Lagrange a Laplace 
problémy v případě vícenásobných vlastních čísel. Tyto výsledky však nebyly 
zformulovány v maticové řeči; k tomu došlo až koncem 19. století. 

4 ) Tento citát je převzat z článku Josefa Beneše Drobné zprávy, který byl otištěn 
v ČPMF 19(1890), str. 300-305. Uveďme pro zajímavost původní citát ze 
Sylvesterova článku; jde o poznámku pod čarou, která byla dne 8. listopadu 
připsána k textu ze dne 26. října 1884: 

A letter just received from M. Hermite informs me that M. Poincarré, in a 
páper presented by him to the Institute on Monday last, takés up the won-
drous tale of multiple quantity so largely treated of by me in recent articles 
in the Comptes Rendus. The subject could not be in better hands. The balí 
is served, and the most skilful and practised players — the Cayleys, the 
Lipschitzes, the Poincarrés, the Weyrs, the Buckheims (and who knows how 
many more?) — stand round ready to receive it, and keep it flying in the 
air. ( [80], str. 36) 

Citát zde uvádíme i s chybami: Poincarré, Buckheim. 

з 
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Sylvester jmenuje Weyra i ve dvou svých pracích uveřejněných v časopise 
Comptes Rendus 99(1884) — viz Coll. Math. Papers, Vol. IV, str. 174, 202. 

5 ) Dodgson zformuloval nutnou a postačující podmínku pro řešitelnost sousta
vy lineárních rovnic zhruba takto: Soustava n nehomogenních rovnic s m 
neznámými je řešitelná právě tehdy, když řád největšího nenulového subde-
terminantu je stejný v matici soustavy jako v matici rozšířené. 

6 ) Obecná formulace tohoto tvrzení je ekvivalentem tzv. Steinitzovy věty o vý
měně; teprve na základě těchto výsledků se většinou definuje dimenze vekto
rového prostoru. Steinitzovu větu (Ernst Steinitz (1871-1928), Algebraische 
Theorie der Kbrper, 1910) je však možno najít už v Grassmannově knize 
Die Ausdehnungslehre z roku 1862. Zajímavé je, že u Peana, který roku 1888 
zveřejnil ve své knize Calcolo geometrico [59] axiomatickou definici vektoro
vého prostoru a položil základy moderní teorie vektorových prostorů a jejich 
homomorfismů, nenajdeme obdobu Steinitzovy věty. Peano ovšem vychází 
z Grassmannovy Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844. Viz J. Bečvář: 
Peanovo Calcolo geometrico z roku 1888, Filozofické a vývojové problémy 
matematiky, JČSMF, Praha 1988, 149-172 (publikováno též ve sborníku 
Matemaiyka przetomu XIX i XX wieku, Katowice 1992). 

7 ) Wenn in einer Determinante alle Unterdeterminanten (m + l)ten Grades 
verschwinden, die mten Grades ober nicht sdmmtlich Null sind, so nenne 
ich m den Rang der Determinante. ( [18], str. 435) 

Gegeben sei ein endliches System A von Grossen aap ( a — 1, • • • , m ; /? — 
l,--- ,n), die nach Zeilen und Colonnen geordnei sind. Wenn in demselben 
alle Determinanten (/ + l)len Grades verschwinden, die lten Grades aber 
nicht sdmmtlich Null sind, so heisst l der Rang des Systems. ( [19], str. 484) 

8 ) If any number of matrices of the samé order be multiplied together, the 
nullity of their product is not less than the nullity of any single factor and 
not greater than the sum of the nullities of all the several factors. ( [73], 
str. 646) 

. . . the nullity of the product of two (and therefore of any number of) matrices 
cannot be less than the nullity of any factor nor greater than the sum of the 
nullities of the several factors which make up the product. ( [74], str. 134) 

O nulitě součinu matic se Sylvester zmiňuje i v práci [75], kde však odkazuje 
čtenáře na práci [74]. 

9 ) V úvodu své práce píše Hensel o krásných výsledcích Eduarda Weyra: 

Bei dem hier gewáhlten Eingange ergeben sich die schonen Resultaie, wel-
che Eduard Weyr in seiner groflen Abhandlung „Zur Theorie der bilinea-
ren Formenu (Monatshefte ...) hergeleitet, aber nicht ohne betrdchtliche 
Schwierigkeiten bewiesen hai, als selbstverstándhche Folgerungen, ... ( [33], 
str. 116-117) 

Tato Henselova poznámka se týká pozdějšího zpracování Weyrovy teorie 
charakteristických čísel, tj. práce [W64]. 
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Wellstein se odvolava na Weyra na str. 171, Metzler cituje Weyrovy präce 
[W52] a [W53] na str. 357. 

10) Die Reduktion einer Schar von bilinearen Formen auf die Normalform von 
Weierstrass hat Eduard Weyr in seiner Abhandlung ... mit Hilfe der Matri
zenrechnung ausgeführt. Die invarianten Zahlen, von denen die Normalform 
abhängt, hat er, ebenso wie Weierstrass, aber auf einem ganz anderen Wege, 
direkt definiert, nicht, wie Camille Jordan oder Stickelberg er, ihre Bedeutung 
aus der Normalform nachträglich abgelesen. 
Die Grundlage seiner Arbeit bildet außer der Formel von Sylvester 

(1) QAB < QA, QAB < QB 

die Beziehung 

(2) QA + QB < n + QAB, 

worin QA den Rang der Matrix nten Grades A bezeichnet. Beide Formeln 

sind enthalten in der Ungleichheit 

(3) QAB + QBC < QB + QABC, 

die sich, ebenso wie (2), ohne weiteres aus dem Satze von Weyr ... ergibt. 

([21], str. 479) 

Der Beweis wird aber durchsichtiger, wenn man die Normalform auf dem 

Wege von Weyr entwickelt. ( [21], str. 481) 

i i ì 

12 

Viz též [4], str. 5. Otakar Borůvka podal roku 1936 v práci [2] nový důkaz 
jedné Weyrovy věty o nulitách, která byla publikována v práci [W53]; uvádí 
to i Gůnter Pickert (viz [61], str. 47). 

) Feldman píše: 

... a pair of articles ... by Edouard Weyr discussed the problems encountered 
in trying to find a minimal polynomial. However, the author was unable to 
shed any light on a method of finding the polynomial. ( [15], str. 658) 

1 3 ) Jako rok úmrt í Ludvíka Krause bývá často chybně udáván rok 1886 (např. i 
Jubilejní almanach JČSMF 1862-1987, str. 48). Omyl vznikl patrně t ím, že 
Eduard Weyr napsal: 

Neúprosný osud vyrval v novoroční den t. r. z řad českých pracovníků na 
poli vědeckém ... (viz [W54], str. 49) 

Tento nekrolog, který byl napsán roku 1885, vyšel v C P M F až roku 1886. 
Již Studnička chybně uvádí v časopise Jahrbuch uber die Fortschritte der 
Mathematik 18(1886), Berlin 1889, že Kraus zemřel 1. ledna 1886. Jasným 
dokladem je však Weyrův článek [W53a], který vyšel již 15. února 1885. 

1 4 ) Jsou-li charakteristické kořeny //i,/i2 matice M různé, je 

., _ ¥>(/*••)-y(A*2) a__ A*i ' VJVi) ~ V2 ' <p(V\) . 
Ql ) p -------

je-li / Í I = / Í 2 = \x, je 
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18 

19 
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a = <p'(n) . f} = <p(fl) - ,i . ^'(/i) . 

Eduard Weyr uvádí, že tyto vztahy jsou speciálním případem Sylvesterova 
vzorce (tzv. seconde loi de mouvement algébrique podle Sylvestera). Viz 
[W56], str. 373. 

S touto problematikou se můžeme seznámit např. v Borůvkově knížce [4]. 
Podrobněji viz např. [53]. 

MacDuíTee tu to informaci převzal z Henselovy práce [34]; Kurt Hensel zde 
píše: 

Diese Frage hat nun eine sehr schöne und einfache, jedoch nicht vollständige 
Beantwortung durch einen Satz von E. Weyr gefunden . . . ; sein Beweis ist 
aber ziemlich kompliziert und gibt, wie mir scheint, nicht die volle Einsicht 
in die Natur dieser einfachen Frage. 

Ihned po uvedení své věty Hensel znovu zdůrazňuje: 

Nur den ersten Teil dieses allgemeinen Satzes hat E. Weyr in der oben 
erwähnten Abhandlung aufgestellt und bewiesen. ( [34], str. 107 a 110) 

Podobně jako MacDufFee hodnotí Weyrňv a Henselův výsledek Nelson Dun-
ford a Jacob T. Schwartz ve své monografii Linear Operators ( [14], 1. díl, str. 
607) a Herbert Westren Turnbull a Alexander C. Aitken ( [81], str. 81). V ně
kterých starších přehledných článcích je však Weyr uváděn. Např. Eduard 
Study (1862-1930) v německé encyklopedii matematických věd o práci [W58] 
píše: 

Ed. Weyr hat die Bedingung dafür angegeben, dass eine Potenzreihe ^a^x" 
convergiert, in der die Coefjicienten au Gewöhnliche complexe Grössen sind, 
x aber eine Grösse eines beliebigen Systems bedeutet. Er findet, dass die 
Wurzeln rK der charakteristischen Gleichung (46) dem Convergenzgebiete 
der gewöhnlichen Potenzreihe Y2a^1>l/ (ingehören müssen. ( [68], str. 182) 

1 7 ) Podobná poznámka — snad méně srozumitelná — je již v práci [W58]: 

A l a ve rite, ces ra eines peuvenl meine etrc sur l a circonfcrencc de ce cercle, 
si toutefois la série V?(C) e^ s e s dérivées considérées plus bas convergent pour 
£ — / i i , / /2 , • • • ,//m> comme cela découle immédiaiement de la démonstration 

qu'on va líre. ( [W58], str. 207) 

Thomas Muir, autor rozsáhlé bibliografie teorie determinantů, píše o Wey-
rově práci [W63]: 

The title of the páper might thus well háve been The theory of matrices 
with an application to bilinear forms and an applicaiion to linear differential 
equations. ( [52], str. 3-4) 

V recenzi práce [W63] v C P M F 19(1890), str. 318-328, je uvedeno: 

. . . opírá se o jistý druh operačního kalkulu, o i. zv. theorii matric, čili jak 
se nyní s upřílišněným pumsmem říká, matic; ... (str. 318) 
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2 0 ) Pokorného kniha Determinanty a vyšší rovnice z roku 1865 je první českou 
učebnicí, která pojednává o determinantech. Byla určena zejména studentům 
prvního ročníku polytechniky. Studnička vydal roku 1870 knížku O determi
nantech určenou začátečníkům; o rok později vyšla tato knížka v němčině. 
Zahradníkova kniha Prvé počátky nauky o determinatech byla vydána roku 
1879 a určena pro vyšší střední školy; chorvatská verze této knížky vyšla 
o rok dříve v Záhřebu. Studnička i Zahradník vydali později další knížky 
o determinantech. 

21 ) Přehled některých reakcí na práce Eduarda Weyra, které jsou tématem to
hoto článku: 
1884: Sylvester [76], [80] atd. (týká se [W47], [W48] ) 
1892: Metzler [47] ( [W52], [W53] ) 
1895: Schlesinger [64] ( [W64] ) 
1898: Muir [50] ( [W52], [W53]) 
1899: Muth [53] ( [W64]) 
1898-1904: Study [68] ( [W57], [W58], [W64] ) 
1898-1904: Meyer [48] ( [W63], [W64] ) 
1904: Hensel [33] ( [W64] ) 
1907: Netto, Vogt [55] ( [W52], [W53]) 
1907: Study, Cartan [69] ( [W47], [W49], [W57], [W58], [W64] ) 
1907: Netto, Vavasseur [54] ( [W50] ) 
1907: Meyer, Drach [49] ( [W64] ) 
1908: Schlesinger [66] ( [W64] ) 
1909: Schlesinger [67] ( [W63], [W64] ) 
1910: Pascal [57] ( [W57], [W64] ) 
1911: Frobenius [21] ( [W64] ) 
1922: Schlesinger [65] ( [W58] ) 
1923: Muir [51] ( [W36], [W50]) 
1926: Hensel [34] ( [W58] ) 
1930: Muir [52] ( [W63], [W64]) 
1930: Wellstein [88] (uvádí jméno) 
1932: Turnbull, Aitken [81] ( [W58]) 
1933: MacDuffee [46] ( [W53], [W57], [W58], [W64]) 
1934: Wedderburn [84] ( [W47], [W52], [W53], [W56], [W57], [W63], [W64] ) 
1936: Borůvka [2] ( [W53], [W64]) 
1949: Novotný [56] (uvádí jméno) 
1950: Zurmuhl [89] ( [W64]) 
1951: Hamburger, Grimshaw [25] ( [W53], [W63], [W64]) 
1953: Pickert [61] (týká se [W52], [W53], [W64]) 
1953: Gantmacher [23] ( [W64] ) 
1954: Borůvka [3] (týká se [W52], [W53], resp. [W63], [W64]) 
1953-56: Čermák [11], [12], [13] (týká se [W52], [W53], resp. [W63], [W64] ) 
1958: Dunford, Schwartz [14] ( [W58]) 
1962-63: Feldman [15] ( [W52], [W53]) 
1963: Dunford, Schwartz [14] ( [W58]) 
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1966: Gantmacher [23] ( [W64] ) 
1970-71: T v r d á [82] ( [W63] ) 
1971: Borůvka [4] ( [W63] ) 
1972: Hawkins [28] ( [W48], [W49], [W52], [W53], [W57] ) 
1977: Hawkins [31] ( [W52], [W53], [W64] ) 
1977: Hawkins [32] ( [W52], [W53], [W63], [W64] ) 
1983: Koecher [39] (týká se [W64] ) 
1985: Waerden [83] (týká se [W64] ) 
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