Historie matematiky. I

Jaromir Simsa
Eukleiduv dikaz nekoneénosti mnoziny vSech prvocisel

In: Jindfich Bec¢vér (editor); Eduard Fuchs (editor): Historie matematiky. I. Seminaf pro vyucujici na
stfednich $kolach, Jevicko, 19.8.-22.8.1993, Sbornik. (Czech). Brno: Jednota ¢eskych matematikt a
fyzikii, 1993. pp. 162-1609.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400582

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/400582
http://dml.cz

162

EUKLEIDUV DUKAZ NEKONECNOSTI
MNOZINY VSECH PRVOCISEL

JaroMir SiMm3a

Uvod. Ze skolnich let si dobfe pamatuji (a jisté nejsem sdm) na nevsedni
zézitek, kdyZ jsem pochopil zpiisob, jakym Eukleides zdiivodnil, pro¢ mezi
prvocisly neexistuje nejvétsi. I kdyz jsem tehdy jesté nevédél, co to matematicky
diikaz je, pfesvédéivost a vtip Eukleidovy Givahy na mne silné zapusobily.
Podivejme se proto spolu jesté jednou na tento stary dikaz a posudme,
zda je zajimavy i pro soucasnou matematiku, péstovanou nejen profesionaly
akademickych instituci, ale i milovniky — amatéry, mezi které pat¥i ucitelé
zdkladnich a stfednich kol a jejich zvidavi zaci.

Poucdeni z historie. Neni to Zddnd ndhoda, ze Eukleidiv vysledek zistaval az
do zalatku 19.stoleti jedinym beze zbytku dokdzanym vysledkem o rozlozeni
prvoéisel v posloupnosti vSech pfirozenych &isel, prestoze zasadni a jednoduse
formulované otazky o prvocislech zaméstnavaly mysl mnoha antickych a
stfedovékych ucencii. Koho by netésila vééna slava, jez by prFinesl objev vzorce
udavajici n-té prvocislo nebo vzorce pro hodnotu 7(n), znalici poéet prvocisel
mezi Cisly 1,2, ... ,n?

Nerozvijejme ale dale tyto vzrusujici otdzky, které se ukazaly byt nesmirné
obtizné. Témér vSechny viyznamné visledky o prvocislech dokdzané v poslednich
treth stoletich byly ziskdny neelementdrnimi postupy matematické analyzy. Je-
jich dtikazy jsou pojmové naroéné, a tak lidem bez dobré pripravy v redlné
a komplexni analyze zistavaji nepristupné. Pfesto mizZeme na jednoduchém a
historicky nejstarsim pfikladu ukazat, jak se prvocisla (objekt diskrétni mate-
matiky) dostala do sféry plisobnosti zdanlivé tak odlehlé oblasti matematiky,
jakou je infinitezimdalni pocet. Sestavme pro kazdé prvoéislo p formélni neko-
necny soudet

p=1+p+p*+p°+p"+-

ZapiS§me souéin viech téchto soudti
IR EDI-EDIEDY EDNTEDHTEPHTEPHERDR L EER

a podle distributivniho zdkona forméalné roznasobme. Co dostaneme? Neni tézké
zdivodnit, ze vyjde soulet vSech pfirozenych &isel (staéi vzit na pomoc vétu
o rozkladu pfirozenych &isel na prvoéinitele). Stejny postup vede pro kazdé &islo
s k formalni rovnosti

[e ]
H(1+ps+pzs+p33+“‘):zns’
P n=1

kde nalevo se ndsobi pfes vsechna prvoéisla p. Uvédomme si, ze kazdy Cinitel
nalevo je geometrickd Fada s kvocientem p®, kterd konverguje pro kazdé s < 0
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a jejiz soucet je zndm ze stiedni Skoly. Proto miZeme pro zaporné hodnoty s
prepsat nasi formalni rovnost do tvaru

1 o0
(R) = n’ .
Ii-2

Tento vzorec objevil L. Euler, ktery navic ukazal, ze rovnost (R) skuteiné
plati pro kazdé s < —1. (Jak dobfe vime, pro s > —1 fada v pravé éasti (R)
diverguje.) Protoze soudet fady na pravé strané (R) roste nade vSechny meze
pfi s jdoucim zleva k —1, plyne z Eulerova tvrzeni, ze souéin

(-3 (=5) (=5 (=2) (-0) (=3) (- 3)

ma hodnotu nula, takze obsahuje nekoneéné mnoho ¢initelid. Timto analytickym
postupem Euler znovu potvrdil skuteénost, ze prvoéisel je nekoneéné mnoho.

Eukleidiuv text. Vrafme se vSak do antickych dob a uvedme nyni bez
jakychkoliv pozndmek text z Eukleidovych Zdkladi, a to podle pfekladu [1]:
Kmennych Cisel jest vice nez jakékoliv dané mnoZstvi kmennych
cisel.
Danymi éisly budtez A, B, C; pravim, Ze jest vice kmennych
Cisel nez A, B, C. NuZe vezméme v ivahu nejmensi Cislo, jehoz
mérami jsou A, B, C, a budiZ to DE a prictéme k DE jednotku
DF. EF tedy bud je kmenné bud neni. BudiZ dfive kmenné; jsou
tedy nalezena Cisla kmennd A, B, C, EF pocltem vice nez A,
B, C. Avsak jiz nebud EF kmenné; tedy jest mu né&jaké ¢islo
kmenné mérou. BudiZz mu mérou kmenné G; pravim, ze G neni
rovno 7ddnému z ¢isel A, B, C. NuZe, mozno-li, budiz rovno.
Avsak A, B, C jsou mérami ¢isla DE; tedy téZ G bude mérou
éisla DE. Jest pak mérou i ¢isla EF; také zbyvajici jednotky DF
mérou bude G, ac¢ jest ¢islo; coZ pravé nesmyslno. Tedy G neni
rovno zadnému z cisel A, B, C. A bylo vzato za kmenné. Tedy
Jest nalezeno vice kmennych nez dané mnozstvi A, B, C, totiz A,
B, C, G; coZ bylo pravé dokazati.
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Dnesni interpretace. Eukleidiiv dimyslny postup se v soucasnych skolskych
ucebnicich podava nejéastéji v nasledujici jednoduché formé:

Chceme-li najit néjaké prvocislo vétsi nez predem zvolen€ prirozené éislo N
(jakkoliv velké), staci vzit na pomoc ¢islo

1-2:3..(N=1)-N+1=N!+1.

Toto cislo, kter€ je jisté vétsi neZ N, neni délitelné Zddnym z &isel 2, 3, ...,
N, nebot ddvd p¥i déleni kaZdym z nich zbytek 1. Je to tedy bud prvocislo vétsi
nef N, nebo soucin nékolika prvodisel vétsich neZ N. Tak ¢i onak, prvocislo
vétst nei N existuje.

Je jasné, Ze v takové tivaze bychom misto éisla N! mohli vzit mensi ¢islo, a
to soucin vSech prvodisel nepfevysujicich N. To by vice odpovidalo pivodnimu
Eukleidovu textu, pro ziky by to ale bylo asi méné pFehledné, a tim i méné
presvédCivé. Zavér Gvahy je stejny: Mezi prvocisly neni nejvétsi, nebof jsme
ukdzali, Ze neexistuje pFirozené cislo N, kieré by bylo vétsi neZ jakékoliv
prvocislo.

Odhad nasledujiciho prvodisla. Pivodni Eukleidiv postup nejen dokazuje,

Ze prvocisel je nekoneiné mnoho, ale poskytuje i uréitou informaci o tom, jak
rychle roste posloupnost vsech prvoéisel

*) pP1=2,p2=3,p3=5,pa=T,ps=11,ps =13, pr =17, pg =19, ...

Stadi uvazit éislo
M=p1-p2-p3--pnt+1,

které neni nasobkem Zadného z prvoéisel p;, pa, ..., pn. Je to tedy bud
néjaké vétsi prvocislo (ne nutné p, 41 ), nebo souéin nékolika takovych (ne nutné
riznych) prvoéisel. V kazdém pripadé plati odhad pp,41 < M, tj.
Pn+1 <P1-P2-P3- Pt 1,
ktery lze nepatrné vylepsit tak, ze misto ¢isla M uvazime Cislo
M'=pi-pr-ps--pn—1.
(Vysvétlete pro€ to ma smysl, jen kdyZ n # 1.) Dostaneme tak odhad
(E) Pn41 <P1-P2-P3---Pn Prokazdén>2,
ktery pracovné nazveme Eukleidiv. Ziskany vysledek je pfesny pro n = 2:
5=2-3—1 neboli ps=p;-p2—1.
Trochu hife to dopadne pro dalsi hodnoty n:

2:3:5-1=29>ps=7, 2:3-5-7—1=209=11-19> ps =11, atd.
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Nase zkuSenost s prvodisly podpofena letmym pohledem do tabulek potvrzuje,
ze Eukleidiv odhad (E) m4 pro velk4 n pouze teoreticky vyznam. DoloZzme to
pfikladem prvocisla psp; = 1991: protoze pies = 1009, je prava strana odhadu
(E) pro n = 300 vétsi nez 10003°0-167 = 1039, Je téméF jisté, Ze nerovnost
1991 < 10%%° asi k ni¢emu neni.

V dalsi ¢asti ukdzeme dva zpisoby, kterymi lze ptivodni Eukleidiv postup
rozvinout a ziskat tak odhady presnéjsi nez (E). I kdyz tyto vysledky budou
pochopitelné slabsi nez slavny Cebyseviiv odhad

(C) Pnt1 < 2-pn pro kazdé n > 1
(ktery lze mimochodem rovné&z dokazat elementarnimi prostfedky, viz [U]), po-

divame se pfitom na Eukleidiv postup novym pohledem. Znovu se tak potésime
Jjeho krasou a moznd i inspirujeme k dalsimu badani.

Odhad A. Makowského. Tento polsky matematik inspirovdn Eukleidem
dokézal pfed ctyficeti lety (viz [S]), Ze pro posloupnost (*) vSech prvocisel
plati

(M) P41+ Pnt2 < P1-DP2-P3---pn pro kazdén > 3.
Dokazme toto vylepseni odhadu (E). Zkoumejme dvé ¢isla
My=py-ps---pnt+2 a My=ps-ps---pn—2.

(Vsimnéte si, ze v soulinech chybi Cinitel p; = 2.) Pro kazdé n > 3 jsou M; a
M, dvé licha cisla, pricemz

My —4=M;2>py-ps—22>13.

Navic zddné z obou Cisel M; neni délitelné Zadnym z prvodéisel py, pa, ..., Pn,
takZe je to bud prvoéislo, nebo souéin nékolika prvocisel vétsich nez p,. Proto
existuji prvodisla p; a pr s indexy j > n a k > n takova, ze p; déli My a py
déli M,. Protoze My — My = 4, jsou lichd &isla M; a My nesoudélnd, takze
prvodisla p; a py musi byt rizna, tj. musi platit j # k. Odtud vyplyva odhad

Pn+1 + Pnt2 < pj + Pk,
takze z nerovnosti p; < My a pr < M plyne
Pnt1+Pny2 SMi+My=2-p3-p3--Pn=pP1-P2-P3"Pn
a dikaz odhadu (M) je hotov.

Zamyslime-li se nad pfedchozim postupem, napadne nas otazka, zda nelze
ziskat dalsf odhady podobné (M) tivahami o é&islech tvaru

Pk+1 - Pk+2" "PntP1 D2 Pk
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(Makowski pouzil hodnotu £ = 1), nebo obecngjsiho tvaru
A'ph 'piz'”pik:tB'pjl pjzp]l,

kde {iy,...,4x} U {j1,...,Je} je libovolny rozklad n-tice {1,2,...,n} na dvé
tridy a A, B vhodna pfirozend &isla. Je to otdzka, na kterou autor prispévku
nezné odpovéd.

Odhad M. Dehna. Eukleidovu ideu krasnym zpisobem uplatnil M. Dehn?,
kdyz v roce 1907 dokézal, Ze pro posloupnost (*) vSech prvocisel plati odhad

(D) Pnt1 </P1L P2 P3- - Pn Pro kaidén > 4.

Podivejme se, jak dimyslné pfitom postupoval.
Dikaz odhadu (D) provedl M. Dehn takto: zdtivodnil, Ze nerovnost

Pnt+1 < P1°P2-P3° Pz

plati pro ,dostatecné maly“ index z (zavisly na &isle n). Prozatim predpokla-
dejme, Ze index ¢ (1 < z < n) je libovolny a rozdélme prvnich n prvoéisel do
dvou skupin

A={p1,p2, ..., Pz—1} a B={ps, Pot1, .-, Pn}-

Dale uvazujme p, Cisel

My =1-p1-p2-p3--pe-1—1
My=2-py-pa-p3 - pr-1—1
M3=3-p1-p2-p3 - pr-1—1

Mp, =pz-p1-p2-P3 - Po-1— 1

Je jasné, ze zddné z téchto ¢isel neni délitelné Zddnym prvoclislem ze skupiny
A. Vypottéme nyni rozdil libovolnych dvou riznych &isel M; a M; (1 < i<
J< p:c):

Mj —M; =(j—1)p1-p2-p3- Pa-1-

Protoze 0 < j — 7 < pg, neni rozdil M; — M; délitelny Zadnym prvocislem ze
skupiny B. Proto kazdé prvocislo z B déli nejvyse jedno z uvazovanych ¢isel M;.
Odtud plyne: bude-li poéet prvka v B (tedy Cislo n — z + 1) mensi nez pocet p,
vSech ¢isel M;, pak nékteré ¢islo M; nebude délitelné zadnym prvocislem z B

IM. Dehn (1878 - 1952), vyznamny némecky matematik. V r. 1939 uprchnul pied
nacismem do USA, kde pusobil jako profesor na mnoha piednich univerzitach. Publikoval
fadu praci z geometrie, teorie grup, topologie, historie a filosofie matematiky. Vyresil jeden
z 23 Hilbertovych problému (o kongruentnich &ty¥sténech).
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(a oviem ani z A). Toto &slo M; pak bude bud prvoéislo vétsi nei p,, nebo
soucin nékolika takovych prvoéisel, takie bude platit nerovnost

Png1 S Mi (S My, <p1-p2-Pz)

Doké&zali jsme toto pomocné tvrzeni:
Je-li indez x (1 < z < n) takovy, e n—z+1 < py, pak pny1 < p1-pP2- - Po-
Cim je index = mensi, tim je posledni odhad pFesnéjsi. Pro nas cil (kterym je
ditkaz (D)) stadi uk4zat, Ze podminka na index z, tj. nerovnost n+ 1 <  + py,
Je splnéna pro nékteré z < %. Skutecné, pfi takovém z totiz plati 2z < n, takie
z dokazaného tvrzeni plyne

P <Pl ph P2 < (1 pog1) (P2 Pos2) - (Pr - Prw) < PL P2 P

Zabyvejme se proto nerovnosti n + 1 < & + p,. Ze srovnani posloupnosti vsech
prvodisel (*) s posloupnosti lichych &isel

2,3,5,7, 11,13, 17, 19, ...
3,5,7, 9,11,13,15, ...

plyne, ze pro kazdy index « > 2 plati p; > 2z—1. Proto nerovnost n+1 < z+p,
plati, pokud n+1 < z + (2z — 1), tj. pokud = > ”3i2 Celé &islo z > 2 spliiujici
nerovnosti

n+2
3

zfejmé existuje, pokud n > 6. Pro hodnoty n = 4,5 ovéfime Dehnliv odhad
(D) pfimym dosazenim:

n=4: ps=11<v2-3.-5-7T=+v210
n=>5: ps=13<v2-3-5-7-11=v2310

<P
l‘ —
-2

Tim je diikaz odhadu (D) ukonfen. VSimnéme si, Ze vysledny odhad (D),
ktery je ,Fadové“ dvakrat lepsi nez Eukleidiv odhad (E), by mohl byt jesté
kvalitngjsi, kdybychom 1épe odhadli nejmensi index z spliujici nerovnost
n+1 < z + p;. Pokuste se o to sami tak, Ze srovnite posloupnost (*) vsech
prvoéisel (od €lenu p3) s posloupnosti

5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 31, 33, ...
pfirozenych Cisel tvaru 6k + 1.

Jedna vlastnost &isla 30. Nyni ukdZeme, Ze Dehniv odhad (D) ma jednu
p&knou praktickou aplikaci (podle &lanku [Ra]). Vsimnéme si, ze &islo A = 30
ma zajimavou vlastnost: vypiSeme-li vSechna mensi &isla, kterd jsou s nim
nesoudélna

1,7, 11,13, 17, 19, 23, 29,
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vidime, Ze jsou to (aZ na &islo 1) prvoéisla. Tuto vlastnost maji i nékterd mensi
¢isla A (napf. 3, 4, 18). Marné vsak budeme hledat takové &islo A, které by bylo
vétsi nez 30. DokaZzme s pomoci odhadu (D), ze Zadné takové &islo neexistuje.
Skutecné, méa-li ¢islo A popsanou vlastnost a je-li pfitom vétsi nez 25, pak je
délitelné ¢isly 2, 3 a 5 (jinak by 22, 32 nebo 52 bylo &islo mensf nez A jsouci
s &islem A nesoudélné). Proto je A ndsobkem ¢isla 30, takie bud A = 30,
nebo A > 60. Ve druhém pripadé &islo A musi byt ndsobkem sedmi, nebot
A > 72 Proto A > 60 -7 > 11%2. Obecné: je-li A délitelné vSemi prvoéisly p;,
P2, ..., Pn, potom plati A > p; - pa---pp, coz podle odhadu (D) znamen3,
e A > p,%ﬂ; pak ale ¢islo A musi byt délitelné i prvocislem p,4+; a indukéni
,smycka“ se uzavird. Vychézi, Zze Cislo A by v pfipadé A > 60 muselo byt
nasobkem wsech prvodéisel, coz neni mozné. Tak jsme dokazali, ze éislo A = 30
je nejvétsi pfirozené Cislo s vlastnosti: kaZdé prirozené ¢islo ¢ (1 < ¢ < A),
které je s cislem A nesoudélné, je prvocislo.

Podet prvoéisel tvaru 3k+2. Kazdé prvoiislo, které se nerovna tfem, dava
pfi déleni tiemi bud zbytek 1, nebo zbytek 2. Rikdme, Ze v prvnim p¥ipadé jde
o prvodislo tvaru 3k + 1, ve druhém o prvocislo tvaru 3k + 2. Mald obména
Eukleidova postupu vede k zavéru, ze prvoéisel tvaru 3k+2 je nekoneéné mnoho.
Skuteéné, pro libovolné velké prirozené N > 3 uvazime dislo

M=2-3.--N-1=N!-1.

Jak jsme zduraznili uz dfive, éislo M neni délitelné zaddnym prvodéislem
neprevysujicim éislo N. Protoze &islo N! je nasobkem tFi, je zbytek cisla M
pfi déleni tfemi roven dvéma. Proto je bud samo ¢&islo M prvoéislem, které je
vétsi nez N a je tvaru 3k + 2, nebo je souéinem nékolika prvoéisel, kterd jsou
vétsi nez N. Mezi témito Ciniteli musi byt aspon jedno prvocislo tvaru 3k + 2,
nebot je jasné, Ze souéin

(Bk1+ 1) (Bka+1)---(3ks + 1)

je éislo, které pfi déleni tfemi dava zbytek 1. Tim jsme dokazali, Ze neezistuje
nejvélst prvocislo tvaru 3k + 2.

Je prekvapivé, ze se doposud nikomu nepodafilo obménit Eukleidiv postup
tak, aby vedl k zavéru, Ze i prvoéisel tvaru 3k + 1 je nekoneéné mnoho. (Autor
mé vérohodné informace, Ze se o to pokouseli a pokousSeji docela seridzni
matematikové.) Elementarni dikaz o nekoneénosti mnoziny prvodéisel tvaru
3k + 1 existuje, vyuzivd vsak nékteré vysledky teorie kvadratickych forem (viz
[Ry]), takze je hodné vzdalen Eukleidové myslence. Sami se miiZete presvédiit,
ze obménou Eukleidova postupu lze rovnéz dokazat existenci nekoneéné mnoha
prvocisel tvart 4k + 3 a 6k + 5. V této souvislosti pfipomenme na zavér
Dirichletovu vétu, vyznamny vysledek analytické teorie éisel:

Jsou-li a a b dvé nesoudélnd prirozend cisla, pak v aritmetické posloupnost

a+b,2a+b,3a+b,4a+b, ...

se vyskytuje nekoneéné mnoho prvocisel. (Jinak feCeno, existuje nekonecné
mnoho prvoéisel tvaru a - k + b.)
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