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Kapitola IV.

Lebesguetuv a Perronuv
integral
(20. stoleti)

Ke konci 19. stoleti byl, zhruba feceno, vyvoj matematické analyzy ukoncen,
pokud slo o prizkum vlastnosti spojitych funkci. Riemanntv integral kupiikla-
du poskytl odpovéd na otézku, jak nalézt funkci, kdyz je déna jeji derivace,
pokud tato derivace je spojitou funkci. V teoriich bylo tfeba délat uméla a
neprili§ vkusné omezeni, ktera ze hry vylucovala nespojité funkce. V pribéhu
19. stoleti doslo také k vyraznému posunu v tom, jak se matematicky nahlizelo
na proces integrovani. V prvni fazi popsal Cauchy zpusob, jakym lze definovat
integral pro specifickou t¥idu spojitych funkci. Ve druhé fazi uvazoval Riemann
libovolnou funkci, definoval integral podle Cauchyova postupu a polozil otaz-
ku, jaké jsou funkce, které v jeho smyslu maji integral. Zavedl tak novou t¥idu
riemannovsky integrovatelnych funkci a podal charakterizaci jejich prvka.

Ve vyvoji matematiky 19. stoleti lze vystopovat jisty zlom v metodé. Struc-
né jej lze charakterizovat tim, ze v matematickych aktivitach byly konkrétni
vypocty nahrazeny myslenim v pojmech. Pfitom jde o mysleni v obecnych poj-
mech, které nahradily konkrétni hodnoty, konkrétni funkce apod. Pod pojmem
si vlastné lze predstavit i mnozinu prvki, kterych se tyka. Ve t¥idé vSech funk-
ci vymezi napf. pojem spojitosti nebo integrovatelnosti v Riemannové smyslu
jisté podmnoziny (spojité nebo riemannovsky integrovatelné funkce), kterych
se tyka. Matematické dikazy jsou pak vedeny tak, ze se nemluvi o konkrétnim
prvku, ale o celé tfidé prvkiu, které maji jistou vlastnost. Z hlediska dnesnich
metod by se mohlo zdat, Ze jde o banalitu, kterou neni nutno pfipominat. V mi-
nulém stoleti se vSak pravé tento pristup dostaval postupné do matematiky a
B. Riemann byl jednim z prukopniki této moderni filozofie matematické tvor-
by. Dluzno podotknout, ze pripad jeho teorie integralu skyta v tomto sméru
pomérné slabé potvrzeni, jiné jeho vysledky o tom svédéi daleko zietelnéji.

7 hlediska teorie integralu lze naSe stoleti bez nadsazky nazvat stoletim
Lebesgueovym.

Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941) studoval na Ecole Normale Supérieu-
re. Do roku 1906 zil v Rennes a pak se prestéhoval do Poitiers, kde se stal
profesorem. V roce 1912 byl povolan do Pafize jako maitre des conférences a
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posléze se stal profesorem na College de France. Clenem Akademie byl zvolen
v roce 1922.

Prvni ozndmeni o tom, zZe byl vytvofen novy
integral, silnéjsi nez integral Riemanntv, se ob-
jevilo v r. 1901 v Comptes Rendus v praci s na-
zvem Sur une généralisation de l'intégrale défi-
nie od H. Lebesguea a podrobné potom v r. 1902
v Lebesgueové disertaci® Intégrale, Longeur, Aire
(Ann. di Matem. (3), 7, 231 — 359).

V roce 1904 pak Lebesgue napsal knihu Legons
sur Uintegration et la recherche des fonctions pri-
mitives professées au Collége de France, Gauthier—
Villars, Paris, 1904, ktera vysla znovu v roce 1928
v tfadé Collection de Monographies sur la Théo-
rie des Fonctions. Tato kniha vychazela z jeho
prednasek, které mél v roce 1902-3 na College de
France.

H. L. LEBESGUE

Lebesgueova teorie integralu

Svoji knihu Legons sur lintegration ... koncipoval H. Lebesgue jako pfe-
hled zékladnich postupi pro vybudovani teorie integralu. Na zakladé dfive
zndmych postupt, napft. z klasického postupu pro integrovani spojitych funkci
nebo z Riemannova integralu, Lebesgue dochézi k jednoduchym pozorovanim
a formuluje nésledujici: ... cilem je pFitadit kaZdé omezené funkci f(x), defi-
nované na konecném intervalu (a,b), kladném, zdporném nebo nulovém (tim
Lebesque rozumi situace a < b, a > b, resp. a = b), néjaké koneéné éislo
f; f(x)dx, které nazveme integralem f(x) na (a,b), a které splnuje ndsledugici
podminky:

1. Pro libovolnd a,b a h mdme

/ab @)z = /ab_h o + h)da.

—h

2. Pro libovolnd a,b, c mdme

/abf(x)dx + /bcf(x)dx + /Ca F(@)dz = 0.

/ab[f(x) + o(z)]dz = /ab f(x)d + /ab o(z)dz.

3J. C. Burkill v roce 1944 ve vzpominkovém é&lanku o H. Lebesgueovi napsal, ze nepo-
chybné tato disertace je jedna z nejlepsich, kterou kdy néjaky matematik napsal.
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4. Kdyz je f >0 a b > a, potom také

/abf(x)dx > 0.

1
/ ldz = 1.
0

6. Kdyz posloupnost f.(x) konverguje k f(x), pFidemZ monotonné roste,
potom posloupnost integrdli z f,(x) konverguje k integrdlu z f(x).

Lebesgue tedy podava deskriptivni definici integralu; jde o jisty systém axio-
mil, které mé integral spliiovat. Zavérem Lebesgueova usili byla ucelend teorie
miry a méfitelnych funkci spolu s analytickou definici integélu, kterd ma dosti
nazornou geometrickou interpretaci.

Podminky 1. — 6. daji dalsi vlastnosti, které integral musi mit.

Kuptikladu z 3. podminky lze jednoduse odvodit, Ze (v pfipadé f(z) =
o(z) = 0) je f;[O + 0]dz = f; 0dz = f; 0dz + f; 0dz, a proto fab 0dz = 0.
Z téhoi se snadno odvodi [* — f(z)de = — [ f(x)da.

Z 4. podminky pak dostaneme, Ze kdyz je f < g a b > a, potom také

/ ’ flaydr < / )i

Bez problému lze také odvodit, Ze pro realné k plati

/ab kf(z)dz = k:/abf(x)dx,

b
/ dr=>0-—a.

Necht je dan interval [a,b]. Pro danou (libovolnou) mnozinu M C |[a,b]
definujme jeji charakteristickou funkci xns tak, Ze polozime

a ze je

1 proxeM

(@) = { 0 prox € [a,b]\ M

(pojem charakteristické funkce mnoziny Lebesgue explicitné ve své knize neu-
vedl).
Necht funkce f definované na intervalu [a, b] je omezend, tj. plati

l<f(x)<L prox € la,b).
Predpoklddejme, Ze je dan systém

l=l<h<---<l,=1L
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a definujme
M; ={z € [a,b]; li-1 < f(x) <li}.

M; je tedy mnoZina téch prvki x € [a, b], pro které je funkéni hodnota funkce
f v intervalu [l,_1,[;), viz obr. 16. Z toho, jak je definovina mnozina M; a
charakteristicka funkce x s, je

Licixw, () < f(z) < lixwm,(x) proz € M.

Ozna¢me integralni soucty
G(@) =Y L (@), U(@) =Y lixw(z)
i=1 i=1

Potom je
Y(z) < flz) < ¥(z) proz € [a,b].

Z uvedeného pak dostaneme

/ab Y(x)dr = /ab ililxm (@) < /ab o <

b n b
§/ ZliXMi(x)dx:/ U (z)dz,
a i=1 a

neboli také

gz“/ab Y, (@)de < /abf(x)dx < iz /ab \un, (2)da.

Dosud jsme nikterak nevyuzili v tivahach 6. podminku. V tomto okamziku
je dobré si uvédomit, ze kdyz se v systému | =1y < I3 < --- < l,, = L bude
zmensovat hodnota max(l; — l;_1), budou pfislusné funkce 1) a ¥ konvergovat
k funkci f a tato konvergence bude monotonni. Pfesnéji feceno, budou-li dany
dva systémy | = 1§ <} <---<Il, =Lal=1§<I} <---<I2 =L pficemz
max(I? — 12 ;) < max(l} — I ), potom plati

PH(x) < PP (x) < fz) < PP (z) < U'(a),

pokud ! (z), ¥!(x) jsou funkce odpovidajici prvnimu a ¥?(x), ¥?(z) druhému
systému podle definice, ktera byla dana vyse.

Podle 6. podminky pak lze urcit i hodnotu fab f(x)dx (uzitim limity), pokud
budeme umét vypoditat hodnoty integralu f: XM, (x)dz, jingmi slovy, pokud
budeme umét pocitat integraly z charakteristickych funkci mnozin obsazenych
v intervalu [a, b].
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{ i-1

M;
Obr. 16. Lebesqueovy integralni soucty

Stejné jako v pfipadé Riemannova integralu, i zde jde o aproximaci hodnoty
integralu jistymi soucty, ty ovSem maji ve srovnani s Riemannovymi soucty

Néazorné predstava, kterd za timto postupem stoji, je celkem jednoducha.
Lze ji vylozit tak, Ze chceme-li napt. zjistit, kolik penéz mame v kapse, mi-
Zeme postupovat metodou riemannovskych souctt tak, ze budeme jednotlivé
hodnoty (desetniky, dvacetniky, ..., stokoruny, ..., pétitisicikoruny) postup-
né vytahovat a pribézné scitat, nebo mizeme postupovat po lebesgueovsku a
jednotlivé hodnoty seskupovat, tj. klast na zvlastni hromady desetniky, dva-
cetniky, ..., stokoruny, ..., pétitisicikoruny, ... a poté, co madme prazdnou
kapsu, zjistit, kolik mame od jednotlivych hodnot kusi, tj. zjistit velikost mno-
7in Mo 1 ke, - - Msooo k¢, - - - (t0 znamend vlastné vypocet f; X, (z)dz), pro-
vést prislusné vynasobeni a pak soucet. Metoda vycetek je obcas vyzadovana
v penéznich tstavech a je v pfipadé vétsich obnosi slozenych z malych platidel
(napf. po rozbiti prasidtka nebo ,vyprazdnéni“ mincovniho automatu) celkem
prakticka.

Problém urceni integralu funkce Lebesgue tedy pfevedl na urceni integralu
jednodussich charakteristickych funkci yps mnozin M C [a,b], které naby-
vaji hodnot 0 a 1. V pfipadé, ze je M interval, tj. M = [c,d] C [a,b], je
f: Xy (x)de = fcd dx = d — ¢, je integral charakteristické funkce ya; délkou
intervalu M.

Z tohoto duvodu je pfirozené povazovat integraly charakteristickych funkci
X» mnozin M C [a, b] za miru mnozin M a problém uréeni integralu redukovat
na uréovani miry mnozin v intervalu [a, ].

Lebesgue v této souvislosti shledal, ze funkce v, které nabyvaji jen hodnoty
0 a 1, jsou plné uréeny mnozinou

{z ela,b]; (x)=1};
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integral z takové funkce pfes interval [a, b] je kladny nebo nulovy a pfifadi tak
mnoziné {x € [a,b];9(z) = 1} jisté nezdporné ¢islo.

Kdyz se podminky pro integrovani, tak jak jsme je v Lebesgueové formé
uvedli vySe (viz podminky 1. — 6.), pfevedou do geometrické Teci, dostane se
Lebesgue k novému problému, problému miry mnoziny, ktery je formulovan
v nésledujicim odstavci.

Lebesgueova teorie miry

Lebesgue ve své disertac¢ni praci a posléze i v knize Lecons sur l’integration et
la recherche des fonctions primitives professées au Collége de France formuloval
problém miry takto:

Problémem je priradit kaZdé omezené mnoziné E bodu na ose ox jisté cislo
m(E), které je kladné nebo nula, nazyvd se mirou, a které md ndsledujici
vlastnosti:*

1°. Dvé stejné mnoziny® maji tutéz miru.

2’. MnoZina, kterd je sjednocenim konecného nebo spocetného poctu po dvou
disjunktnich mnoZin, md miru rovnou souctu mér komponent.

3’. Mira mnoZiny véech bodi intervalu (0,1) je rovna 1.

Lebesguem formulované podminky 1. — 6. pro integral — v tomto pfipadé
integral charakteristické funkce néjaké mnoziny F — daji vlastnosti 1’. — 3’.
stanovené pro miru, jestlize polozime

b
m(E) :/ xE(x)dx.

Necht E C [a,b] je mnoZina. Zafadme body mnoziny E do néjakého ko-
necného nebo spocetného systému po dvou disjunktnich otevienych intervali.
Mira tohoto systému intervalt je podle vlastnosti 2’ souc¢tem délek jednotli-
vych intervali. Jelikoz je E ¢asti uvedeného systému otevienych intervalt — za
predpokladu, Ze mnoZinu F lze skuteéné opatfit mirou m(F) — je soucet délek
jednotlivych intervall systému, o némz je fe¢, horni hranici miry mnoziny F,
tj. tento soucet je vétsi nebo roven hodnoté m(E). MnoZina vSech hornich hra-
nic tohoto typu mé evidentné infimum, které Lebesgue oznacil m.(F) a nazval
vnéjsi mirou mnoZiny E (mesure extérieure E ).

Na tomto misté je vhodné pfipomenout, ze kazda oteviend mnozina G C
[a, b] je sestavena z nejvyse spocetného systému navzajem disjunktnich otevte-
nych intervali. Na zakladé vlastnosti 2’ 1ze tedy zjistit miru m(G) pro oteviené
mnoziny G. Lebesgueovu definici vnéj$i miry E C [a,b] pak lze také pséat ve
tvaru

me(E) = inf m(G),

4Symbolem oz se rozumi relns osa, dnes oznacovans R.
5Podle Lebesguea jsou dvé mnoziny na p¥imce stejné, jestlize maji tu vlastnost, e posu-
nutim jedné z nich obé mnoziny splynou.
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kde se infimum bere pfes vSechny oteviené mnoziny G C [a,b] obsahujici
mnozinu E.
Pokud ma mnozina F miru, je vidy m(E) < m(G), a proto téz (z vlastnosti
infima) je
m(E) <me(E).

Bud C(FE) doplnék mnoziny F v [a, b], tj.
C(E) ={x € a,b);x ¢ E}.

Pak je
m(E) +m(C(E)) = m([a, b)),
tj.
m(E) = m([a,b]) —m(C(E)) = m([a, b]) — me(C(E)),
protoze je m(C(E)) < me(C(E)).
Cislo m([a,b]) — m.(C(E)) pak Lebesgue oznacil m;(E) a nazval vnitini
mirou mnoziny E (mesure intérieure de E).
Cisla m.(E) a m;(E) (tj. vn&jsi a vnitini mira mnoziny E) jsou definovana
pro jakoukoli mnozinu F, mira m(FE) vSak pro ni existovat nemusi.
Jsou-li nyni G a G takové oteviené mnoziny v [a,b], Ze E C G a C(F) C G,
je N
m(G) +m(G) = m([a,b]),
a odtud
me(E) +me(C(E)) = m([a, b]),

neboli
me(E) = m([a,b]) — me(C(E)) = mi(E).

Proto je vzdy
me(E) > m;(E).

Lebesgue po této tvaze iikd, ze mnoziny F, pro které je m.(E) = m;(E),
jsou méfitelné a jejich mira m(E) je spoleénd hodnota m.(F) a m;(FE). Pokud
ma E rozumné definovanou miru na zékladé toho, Ze zndme miru intervalu,
napi. kdyz je E = [¢,d] C [a,b], neni tato nové definice ve sporu s tim, co uz
vime.

Po této definici pak Lebesgue konstatuje, ze zbyva zjistit, zda takto defino-
vana mira spliiuje podminky 1’, 2" a 3’ a vskutku je vSechny proveéii.

Vyznamnou tlohu hraji takové mnoziny M C R, pro které je m(M) = 0;
jde o mnozZiny miry nula.

Jestlize napf. funkce f : [a,b] — R m& né&jakou vlastnost pro kazdé x €
[a,b] \ M, kde m(M) = 0, ik4 se, Ze f m4 tuto vlastnost skoro vsude. Napt.
f(x) = g(z) skoro vSude v [a,b] znamend, Ze existuje mnozina M C [a,b]
s m(M) = 0 tak, ze pro z € [a,b] \ M je f(z) = g(z) (tj. plati f(z) = g(x) pro
x € [a,b], az na mnoZinu M, kterd mé nulovou miru). S témito pojmy se lze
v soudobé analyze setkat velmi casto.
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Lebesguetv integral se postupné v matematice 20. stoleti zabydloval, své
pozice si upevnil zejména tim, ze byl velmi vhodny pro vySetfovani ve funkcio-
nalni analyze. S touto tendenci je zpocatku svazano zejména jméno madarského
matematika F. Riesze (1830 — 1956).

Po dobé zrani Lebesgueova pristupu k integra-
ci doslo k prvnim pokustim systematicky vylozit
matematickou analjzu pomoci Lebesgueova inte-
gralu. Zde jisté stoji za zminku ucéebnice v Né-
mecku pusobiciho feckého matematika C. Ca-
rathéodoryho (1873 — 1950) Vorlesungen iber
reelle Funktionen, ktera vysla v roce 1918 u Teub-
nera v Lipsku.

Soucasné se také rozvijel pristup k Lebesgueo-
vu integralu tim, ze se rozpracovavaly nové defi-
nice, které byly v pfipadé realnych funkci ekvi-
valentni definici, kterou udal Lebesgue, byly vSak
soucasné takové, ze je bylo mozné prevadét do slo-

vvvvv

1917 — 1920 (napi. prace A general form of integral z Annals of Mathematics
z roku 1918). Jeho pfistup byl zaloZen na tom, Ze pfirozenym zptisobem po-
vazoval za znamé integraly schodovitych funkci a ty pak pomoci monotonnich
limitnich pfechodu rozsifoval na t¥idy funkci obecnéjsich. Na integral pohlizel
jako na funkcional, ktery podle jistych pravidel prifadi funkci néjakou hodnotu.
Otazkou pak pochopitelné je — stejné jako v pripadé Riemannova nebo Lebes-
gueova pristupu — jakym funkcim tuto hodnotu prifadit 1ze a jakym nikoliv.

Nevyhody Lebesgueova integralu

Lebesguetv integral vykazoval nesporné vyhody ve srovnani s Riemannovym
integralem. Pfipomenme ty nejvyraznéjsi z nich.

a) K tomu, aby funkce f : [a,b] — R byla integrovatelnd v Lebesgueové smyslu,
nemusi byt spojita v zadném bodé intervalu.

Je-li funkce f : [a,b] — R integrovatelnd v Riemannové smyslu, je spojita
skoro vSude v [a,b]. Uz tato skutecnost ukazuje, ze t¥ida funkci, které ma-
ji Lebesguetv integral, je bohatsi nez tfida funkci, které jsou integrovatelné
v Riemannové smyslu.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze pro Lebesguetv integral plati dosti silnd
konvergenc¢ni véta:

b) Kdyz je f, : [a,b] — R posloupnost funkci integrovatelnych v Lebesgueové
smyslu, kterd bodové konverguje k funkci f : [a,b] — R, a je |fn] < g, kde
g : [a,b] = R je integrovatelna v Lebesgueové smyslu, potom je f : [a,b] — R
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integrovatelna v Lebesgueové smyslu a plati

b b
/ f(z)dz = lim fn(z)de.

n— oo a

Kdyz je f : [a,b] — R funkce integrovatelnd v Lebesgueové smyslu, potom
pro kazdé s € [a, b] existuje integral

/ @)z = F(s)

a funkce F : [a,b] — R je absolutné spojitd. V aritmetizované podobé to
znamena, ze ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze kdyz je [ck, d] libovolny
systém nepfekryvajicich se intervald v [a, b], pro ktery je >, m([ck, di]) < 9,
potom je Y, |F(dy) — F(ck)| < e.

Je-li funkce F : [a,b] — R absolutné spojitd, potom mé derivaci F’(z) skoro
vSude, tj. existuje mnozina M C [a,b] s m(M) = 0 tak, Ze pro x € [a,b] \ M

existuje
F(y) - F
F’(x) = lim M
y—a Yy—x

c) Kdyz m4 funkce F v intervalu [a,b] omezenou derivaci F', pak je funkce F’
integrovatelnd v Lebesgueové smyslu v [a, b] a plati

/ " F(2)dz = F(z) — Fla)

pro kazdé x € [a, b].

Pohlédneme-li na tvrzeni ¢), vidime ihned jeho podobnost se zndmym New-
tonovym — Leibnizovym vztahem. Ponékud omezujici je zde ovSem ptredpoklad,
7e derivace I’ méa byt omezena.

Trochu jiné je nasledujici tvrzeni.

d) Je-li funkce F spojitd v [a,b] a ma-li v [a,b] derivaci F’ vSude az na spocet-
nou mnozinu bodi a je-li F' integrovatelna v Lebesgueové smyslu, pak plati

/ " F(2)dz = F(z) — Fla)

pro kazdé x € [a,b].

V poslednim tvrzeni d) zase ponékud piekvapi pozadavek, ze F’ ma byt in-
tegrovatelna v Lebesgueové smyslu. Tento pozadavek vsak v této vété vynechat
nelze.

Polozime-li totiz
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dostaneme funkci, kterd ma ve vSech bodech intervalu [0, 1] derivaci

2
F'(z) = —g cos(%) + 2z sin( -

5 = @)+ 9@ 0<z <1,

F'(0) = 0.

Neni t&zké se presvédéit, ze funkce F' neni v [0,1] absolutné spojitd, a proto
funkce F’ nemtzZe byt v intervalu [0, 1] integrovatelnd v Lebesgueové smyslu.
Funkce F’ ovSem m4 v intervalu [0, 1] Newtoniv integral a plati

1
(N)/0 F'(z)dz = F(1) — F(0) = 0.

Podivdme-li se na funkci F”, zjistime, Ze séitanec

Ty, 0<z<1, g0)=0

g(x) =2z sin(x—2

je lebesgueovsky integrovatelny, a ze potize s integrovatelnosti pisobi funkce

Fla) = = cos( %

2

), O0<az<1, f(0)=0,

1
protoze je / |f(z)|dx = 0.
0

Tento klasicky priklad ukazuje, ze Lebesguetv integral neni obecné zptso-
bily rekonstruovat funkci na zakladé znalosti jeji derivace, tj. s Lebesgueovym
integralem na levé strané nemusi platit vztah

/ " F)dt = F(z) — Fla)

pro kazdé z € [a, b] ani v tom piipadg, ze derivace F’ existuje viude v intervalu
[a,b]. To ovSem znamend, Ze pro Lebesgueiv integrdl neplati Newtontv —
Leibniztv vztah, ktery po staleti slouzil k vypoc¢tim konkrétnich integrald a
je dodnes idedlem v zakladnich kurzech matematické analyzy. Tento fakt byl
matematiky pocitovan jako podstatny nedostatek Lebesgueova integralu.

Navic je z uvedeného piikladu vidét, ze pfestoze pro kazdé ¢ € (0, 1] existuje
Lebesguetv integral

/ F'(z)de = F(1) - F(e) = —F(e)

a existuje i vlastni limita

1

lim F'(z)dz = — lim F(e) =0,
e—0+ J,_ e—0+
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1
neexistuje Lebesguetiv integral / F'(z)dx.

Uvedené nedostatky jinak velmi G¢inného Lebesgueova integralu vedly zahy
po Lebesgueovych pracich na zacatku stoleti k pokustm vytvorit integral, pro
ktery by tvrzeni vySe uvedeného typu d) platilo bez pfedpokladu integrova-
telnosti funkce F’. Jednalo se tedy o nalezeni teorie takového integralu, ktery
by zarucil integrovatelnost derivace funkce, pokud tato v néjakém rozumném
smyslu existuje.

Resenim tohoto problému se zabyvali zejména A. Denjoy a O. Perron. V roce
1912 vytvofil A. Denjoy teorii integralu, ktery tomuto pozadavku vyhovél; slo
o tzv. totalizaci (Denjoyiv totdl), kterd predstavuje pomérné slozity proces
zalozeny na pouziti transfinitnich ¢isel. Brzy potom propojil N. Luzin novou
Denjoyovu integraci s pojmem zobecnéné absolutni spojitosti (ACG,). To vedlo
k tvrzeni:

Funkce f : [a,b] — R je integrovatelnd v Denjoyové smyslu, kdyz existuje
ACG, funkce F : [a,b] — R tak, Ze je F' = f skoro vSude v [a, b].

To odpovida nasledujicimu zndmému tvrzeni pro Lebesguetiv integral:

Funkce f : [a,b] — R je integrovatelna v Lebesgueové smyslu, kdyz existuje
absolutné spojita funkce (AC funkce) F : [a,b] — R tak, Ze je F' = f skoro
vsude v [a, b].

V tomto textu se nebudeme podrobnéji zabyvat Denjoyovym pfistupem
k problému.

K dalsimu pokusu o odstranéni uvedenych nepiijemnych vlastnosti Lebes-
gueova integralu doslo v préaci Uber den Integralbegriff (1914) némeckého mate-
matika Oskara Perrona (1880 — 1975). Po relativné kratké dobé& se ukézalo,
ze Denjoytuv a Perrontuv integral jsou ekvivalentni pojmy. Perroniv postup
naznacime v dalsi ¢asti.

Perronuv integral

Budeme uvaZzovat omezeny uzavieny interval [a,b] C R.
Bud déna funkce g : [a,b] > R a z € [a, b)].
Definujme vztahem

Dg(x) = limsup w

h—0 h
z+h€(a,b)

horni derivaci funkce g v bodé x € [a, b] a vztahem

h _
Dy(z) = Timinf &M =9@)
h—0
z+h€(a,b]
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dolni derivaci funkce g v bodé x € [a, b).
Pro kazdé = € [a, b] je dle definice

Dg(x) < Dg(),

a kdyz ma funkce g v bodé z € [a, b] derivaci ¢'(z), potom

Da se dokézat, ze

kdyz je funkce g : [a,b] — R takovd, Ze je
Dg(z) > 0 pro kazdé x € [a,b],

potom je funkce g neklesajici v [a, b].

Bud f : [a,b] — R. Funkce M : [a,b] — R se nazyva majorantou k funkci f,
kdyz pro kazdé x € [a, b] plati

Funkce m : [a, b] — R se nazyva minorantou k funkci f, kdyz pro kazdé x € [a, b]
plati

Plati nasledujici tvrzeni:
Kdyz je M : [a,b] — R majoranta a m : [a,b] — R minoranta k funkci
f :[a,b] = R, potom pro kazdé c¢,d, a < ¢ < d < b, plati

M(d) — M(c) > m(d) — m(c).

O. Perron predlozil nasledujici definici:

KdyZ k dané funkci f : [a,b] — R existuje majoranta i minoranta a kdyz

ilr\l/ff(]\/[(b) — M(a)) = sup(m(b) — m(a)) =1 € R,

m

kde infimum bereme pres vSechny majoranty a suprémum pfes vSechny mino-

ranty k funkci f, fekneme, ze funkce f ma Perroniiv integrél (P) fab f(z)dz od
a do b a klademe

I=(P) / " fa)de.

Dale plati tvrzeni:
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Pro danou funkci f : [a,b] — R existuje Perrontv integral (P) fab f(x)dx,
pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje majoranta M a minoranta m k funkci
f v intervalu [a, b] tak, Ze plati

M(b) — M(a) — (m(b) —m(a)) <e.

Je uziteéné si uvédomit, ze kdyz m4 funkce f : [a,b] — R primitivni funkci
F : [a,b] — R, tj. kdyz plati F'(z) = f(z) pro kazdé x € [a,b], potom mé
funkce f Newtontv integral (V) f: f(x)dx = F(b) — F(a) a ma rovnéz Perro-
niv integral (P) f: f(z)dz, protoze primitivni funkce F k funkei f je soucasné
majorantou i minorantou k funkci f v [a,b], a dle definici maji oba integraly
stejnou hodnotu. Majoranty a minoranty v definici Perronova integralu nahra-
zuji primitivni funkci, pozadavky na né kladené jsou ale podstatné slabsi, nez
pozadavek existence primitivni funkce v pfipadé Newtonova integralu. Z tohoto
divodu lze oc¢ekavat, ze Perrontv integral bude existovat pro Sirsi t¥idu funkeci,
nez jsou funkce majici Newtonuv integral.

Posléze se skutecné ukézalo, ze kdyZ je funkce f : [a,b] — R integrovatelnd
v Lebesgueové smyslu, je integrovatelnd i v Perronové smyslu a integraly podle
obou definici maji stejné hodnoty. Naopak to vsak neni pravda, priklad uvedeny
v predeslé Casti to zfetelné ukazuje. Funkce, kterou jsme tam definovali, ma
Perroniv integrél (protoze mé dokonce integral Newtontv), ale integrovatelnd
v Lebesgueové smyslu neni.

Na tomto misté jesté pripomerime, ze pro Lebesguetv integral plati, ze kdyz
je funkce f : [a,b] — R integrovatelna, potom je integrovatelna i jeji absolutni
hodnota |f] : [a,b] — R. Lebesguetiv integral je proto absolutné konvergentns.

Perroniv integral tuto vlastnost nemd. Kdyz je totiz funkce f : [a,b] — R
integrovatelna v Perronové smyslu, potom jeji absolutni hodnota | f| : [a,b] — R
integrovatelna byt nemusi. To je rovnéz vidét z prikladu, ktery jsme uvedli vyse.
Perrontiv integral je proto v kategorii tzv. neabsolutné konvergentnich integrali.

Pozoruhodné vsak je, ze kdyz je funkce f : [a,b] — R integrovatelna a je
integrovatelnd i jeji absolutni hodnota |f] : [a,b] — R v Perronové smyslu, pak
je tato funkce integrovatelnd i ve smyslu Lebesgueové.

Teorie integrace, které se zamérily na odstrariovani vad Lebesgueova inte-
gralu, sméfovaly hlavné k tomu, aby platil Newtontiv — Leibniztv vztah

b
/ F'(x)dx = F(b) — F(a).

Znak integrace [ na levé strané mé pfitom rizné vyznamy, dle toho, jakou
teorii integralu mame na mysli. Vedle toho je také dilezité, jaky vyznam se da
vyrazu F’ pro danou funkei F' : [a,b] — R.

V piipadé Lebesgueova integralu napf. vime, zZe staci, aby funkce F : [a, b] —
R méla derivaci F’ skoro vSude v intervalu [a,b] a aby tato derivace byla
v Lebesgueové smyslu integrovatelnd. Pak Newtontv — Leibniztv vztah plati.

Jestlize bude funkce F' : [a,b] — R absolutné spojitd, pak mé derivaci F’
skoro vSude v intervalu [a, b] a tato derivace je automaticky integrovatelna, tj.
pro absolutné spojité funkce plati uvedeny Newtontv — Leibniziv vztah vzdy.
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V pfipadé, ze integral je Perrontv, plati New-
tontiv — Leibniztv vztah s tim, Ze F’ je tzv. apro-
zimativni derivace. S timto pojmem a ani s dalsi-
mi jemnymi pojmy moderni redlné analyzy se zde
zabyvat nebudeme, jenom pripomeneme, zZe mo-
derni teorie integralu (Lebesgueova a i téch dal-
Sich, které po ném postupné byly ve 20. stoleti
vybudovény) vedla k mimofaddnému rozvoji teo-
rie realnych funkci, kterd je pro védecké badani
v oblasti klasické analyzy v tomto stoleti typicka.

Prvni souborna kniha orientovana na Perroniv
a Denjoyav integral spolu se vSemi nalezitostmi
z redlné analyzy je kniha polského matematika
Stanislawa Sakse (1897 — 1942) Theorie de I’In-

tégrale ktera vysla v roce 1933 a potom v prepracované anglické verzi Theory of
the Integral v roce 1937. Tato kniha pak byla vydéana jesté mnohokrat v riznych
podobach a dodnes je jednim ze zakladnich dél realné analyzy.

Ve dvacéatém stoleti doslo k velikému rozvoji pohledt
na integral. Zejména vyznamny byl Lebesgueiiv objev,
ktery vyrazné ovlivnil rozvoj celé matematické analyzy.
Postupy Perronova typu vedly k odstranéni nesrovna-
losti mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem.
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