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91Kapitola 5Orientované grafyTato krátká kapitola je vìnována nìkterým problémùm týkajícím se oriento-vaných grafù. Dùraz je pøitom kladen na práce na¹ich autorù, kteøí vycházelivìt¹inou pøímo z K}onigovy monogra�e.5.1 De�nice základních pojmùV pøedcházejících kapitolách na¹í práce jsme se zabývali neorientovanými grafy.Problémy, které se objevily na samotném poèátku vzniku teorie grafù, vedlyprávì k takovým grafùm. Vzpomeòme na problém königsbergských mostù èiúlohu jezdce. Tak jako bylo mo¾né procházet most v libovolném smìru, taki jezdec, pokud mù¾e táhnout z pole a na pole b, mù¾e vykonat tah i z pole bna pole a. Na odpovídajících grafech tedy není nutno vyznaèovat mo¾ný smìrpohybu. Ne v¾dy je ov¹em tomu tak.Georges Édouard Auguste Brunel (1856{1900) v roce 1893 publikoval krát-kou práci [102], ve které vyøe¹il tuto známou úlohu:Mìjme plnou nádobu vody o objemu 8 litrù a dvì prázdné nádoby s objemy 5a 3 litry. Jakým zpùsobem musíme pøelévat vodu tak, abychom dostali nakonecdvakrát 4 litry.Tato úloha má mnoho variant, ve kterých mù¾eme mít rùzný poèet nádobo rùzných objemech. I tuto úlohu mù¾eme znázornit gra�cky. Stav vody v nádo-bách lze charakterizovat trojicí èísel, která udává mno¾ství vody v jednotlivýchnádobách. Ka¾dé trojici mù¾eme pøiøadit uzel grafu. Pokud se mù¾eme jedi-ným pøelitím dostat ze stavu i do stavu j, pak uzel i spojíme ¹ipkou s uzlem j.Je zøejmé, ¾e ve v¹ech pøípadech nemusí nastat souèasnì mo¾nost, ¾e jedinýmpøelitím lze pøejít také ze stavu j do stavu i. Napøíklad ze stavu (3, 2, 3) mù¾e-me pøejít do stavu (0, 5, 3), ale obráceným smìrem to mo¾né není. Gra�ckýmznázornìním této úlohy tedy nemù¾e být neorientovaný graf.De�nujme si nyní orientovaný graf a nìkteré dal¹í základní pojmy. Nech»je dána mno¾ina uzlù V . Orientovaným grafem ~G rozumíme dvojici (V;E), kde



92E � V 2.1 Prvky mno¾inyE budeme nazývat orientovanýmihranami. Hranus poèáteèním uzlem u a koncovým uzlem v mù¾eme znaèit ~uv, ale pokud budezøejmé, ¾e jde o orientovanou hranu, zvolíme jednodu¹¹í oznaèení uv. Poèethran, pro které je uzel u poèáteèním uzlem, nazveme výstupní stupeò uzluu (oznaèení d�G(u)) a poèet hran, pro které je uzel u koncovým uzlem, nazvemevstupním stupnìm uzlu u (oznaèení d+G(u)). Stupnìmuzlu u pak rozumímeèíslo d�G(u) + d+G(u).Orientovaným spojením nazýváme posloupnost(u0; h1; u1; h2; u2; : : : ; un�1; hn; un);kde ui (i = 0; 1; 2; : : : ; n) jsou uzly a hj (j = 1; 2; : : : ; n) hrany nìjakého orien-tovaného grafu ~G, hk = uk�1uk pro (k = 1; 2; : : : ; n). Øekneme, ¾e orientovanéspojení zaèíná v uzlu u0 a konèí v uzlu un. Èíslo n udává délku orientovanéhospojení. Orientovaným tahem rozumíme orientované spojení, ve kterém se¾ádná hrana grafu neopakuje. Vyskytuje-li se ka¾dý uzel grafu v orientovanémspojení nejvý¹e jednou, hovoøíme o orientované cestì. Orientované spojení,které má alespoò jednu hranu a jeho¾ poèáteèní a koncový uzel splývají, nazývá-me uzavøeným orientovaným spojením. Podobnì mluvíme o uzavøenémorientovaném tahu a uzavøené orientované cestì, kterou vìt¹inou nazý-váme cyklus. Podobnì jako v pøípadì neorientovaných grafù nazýváme graf,který neobsahuje ¾ádný cyklus, acyklický orientovaný graf.5.2 Cesty v orientovaných grafechD. K}onig ve II. kapitole své knihy, vìnované pøevá¾nì eulerovským tahùm a ha-miltonovským kru¾nicím v neorientovaných grafech, zobecnil tyto dva pojmyi pro grafy orientované. Názvy pro nì ov¹em nezavedl. Bez dùkazu ukázal, ¾euzavøený orientovaný tah, který obsahuje v¹echny hrany koneèného souvislé-ho grafu ~G (eulerovský orientovaný tah), existuje v grafu ~G právì tehdy,kdy¾ pro libovolný uzel u grafu ~G platí d�Gu = d+Gu (Vìta 7, str. 29). Takovýmgrafùm dnes øíkáme rovnová¾nì orientované grafy.2C. A. B. Smith a W. T. Tutte v roce 1941 v práci [475] a nezávisle na nicho deset let pozdìji T. van Aardenne-Ehrenfest a N. G. de Bruijn v práci [476]odvodili vztah pro poèet eulerovských orientovaných tahù v rovnová¾nì orien-tovaných grafech. Jejich výsledek mù¾eme vyjádøit takto (viz. [393, str. 240]):Buï ~G rovnová¾nì orientovaný graf, �1 poèet rùzných koøenových stromùs koøenem x1, které obsahují v¹echny uzly grafu ~G, a rk nech» oznaèuje výstupní1D. K}onig zavedl ve své monogra�i nejprve orientovaný graf tak, ¾e na hranách neoriento-vaného grafu ¹ipkou vyznaèil orientaci. V VIII. kapitole pak ukázal souvislost orientovanýchgrafù s binárními relacemi.2D. K}onig pro tento typ grafù ¾ádný název nemìl. Podle J. Sedláèka zavedl název rovno-vá¾nì orientovaný graf A. Kotzig (viz. [325, Poznámka 8]).



93(a souèasnì vstupní) stupeò uzlu xk. Pak v grafu ~G existuje právì�1 nYk=1(rk � 1)!rùzných orientovaných eulerovských tahù.Rovnová¾nì orientovanými grafy se ve své první práci vìnované orientova-ným grafùm zabýval v roce 1958 J. Sedláèek. V práci O konstrukcích orientova-ných grafù [325] zobecnil Listingovu vìtu i pro orientované grafy. Jak Sedláèekuvedl, nebylo mu známo, ¾e by se pøed ním nìkdo tímto problémem zabýval.K dùkazu vìty analogické k Listingovu tvrzení odvodil následující pomoc-nou vìtu (Lemma 1, str. 275):Pro orientovaný graf ~G polo¾meti = d+G(ui) � d�G(ui);  (~G) = nXi=1;ti>0 jtij:Pak platí :Nech» ~G je orientovaný graf, který není rovnová¾nì orientovaný (tedy (~G) > 0). Pak lze ~G doplnit právì  (~G) hranami tak, ¾e vznikne rovnová¾nìorientovaný graf.Hlavní výsledek práce pak Sedláèek formuloval takto (Vìta 3, str. 275):Nech» ~G je orientovaný graf, jeho¾ ¾ádná komponenta není rovnová¾nì ori-entovaný graf. Pak platí:a) Existuje systém Sp skládající se z p otevøených orientovaných tahù takový,¾e ka¾dá hrana grafu ~G je v právì jednom tahu systému Sp.b) Pro ka¾dý takový systém Sp platí p �  (~G), pøièem¾ existuje systém Sp0 ,kde p0 =  (~G).A. Kotzig se rovnová¾nì orientovanými grafy zabýval v práci O rovnová¾neorientovaných koneèných grafoch [330] v roce 1959. Vycházel pøitom z nìkte-rých tvrzení, která pro orientované grafy uvedl ve své knize D. K}onig.K}onig ukázal (str. 30), ¾e hrany koneèného souvislého neorientovaného grafuG je mo¾né orientovat tak, aby z grafu G vznikl rovnová¾nì orientovaný graf~G právì tehdy, kdy¾ G je eulerovský graf.Kotzig se ve své práci nejprve zabýval otázkou, kolika zpùsoby je taktomo¾né eulerovský graf orientovat. Výsledek vyjádøil v následující vìtì (Vìta 9,str. 38):Nech» G je libovolný eulerovský graf, U = fu1; u2; : : : ; ung mno¾ina jeho uz-lù a nech» uzel ui je uzlem 2si-tého stupnì v grafu G. Nech» S = fS1; S2; : : : ; Smgje mno¾ina v¹ech takových systémù uzavøených tahù grafu G, které mají tutovlastnost: libovolná hrana z G je hranou právì jednoho tahu systému. Oznaèmeznakem �j (j = 1; 2; : : : ;m) poèet tahù systému Sj . Pro poèet %(G) takových



94rùzných orientací hran grafu G, pøi kterých vznikne z grafu G rovnová¾nì ori-entovaný graf, platí %(G) = 1Qni=1(si!) mXj=1 2�j :V dal¹í èásti pak Kotzig ukázal, ¾e rovnová¾nì orientovaný graf ~G, kterývznikne orientací jistého eulerovského grafu G, má %(G)�1 rùzných rovnová¾nìorientovaných podgrafù (Vìta 10, str. 40).3 Poèet rùzných rovnová¾nì orien-tovaných podgrafù libovolného orientovaného grafu ~G se ale Kotzigovi urèitnepodaøilo.Kotzig si uvìdomoval, ¾e urèení poètu rovnová¾nì orientovaných podgrafùdaného orientovaného grafu má význam pro urèení poètu rùzných lineárníchfaktorù v bipartitním neorientovaném grafu G. Tuto skuteènost vyjádøil tímtozpùsobem (Vìta 13, str. 43):Nech» G je libovolný bipartitní graf, ve kterém existuje alespoò jeden lineár-ní faktor L, a nech» rozklad R = fU1; U2g je libovolný rozklad mno¾iny uzlùz G na dvì tøídy takový, ¾e libovolná hrana z G spojuje uzly z rùzných tøíd.Oznaème znakem ~G graf, který vznikne z grafu G tak, ¾e jeho hrany orientuje-me takto:(1) libovolná hrana z L smìøuje z uzlu tøídy U2 do uzlu tøídy U1;(2) libovolná hrana nepatøící do L smìøuje v ~G z uzlu tøídy U1 do uzlu tøídy U2.Pak platí: Poèet rùzných rovnová¾nì orientovaných podgrafù grafu ~G se rov-ná poètu rùzných lineárních faktorù grafu G jiných ne¾ L.Odtud je zøejmé, ¾e G má jediný lineární faktor L právì tehdy, kdy¾ graf~G neobsahuje ¾ádný cyklus.Dal¹í Kotzigovou prací, ve které se zabýval orientovanými grafy, je prá-ce Beitrag zur Theorie der endlichen gerichteten Graphen [349] z roku 1961.V jejím úvodu Kotzig zopakoval nìkteré výsledky týkající se souvislosti neori-entovaných grafù, které jsou obsa¾eny v jeho práci [305]. V dal¹í èásti pak øe¹ilotázky souvislosti pro grafy orientované. Analogicky k funkci �G(u; v) de�no-val stupeò souvislosti ! ~G(u; v) mezi dvìma uzly u; v grafu ~G. !-hranoupro uspoøádanou dvojici uzlù u; v Kotzig nazval hranu, po jejím¾ odstranìníz grafu ~G se stupeò souvislosti !~G(u; v) sní¾í o jednièku.Kotzig dokázal následující vìtu, kterou lze pova¾ovat za orientovaný pøípadMengerovy vìty (Vìta 6, str. 123):Buï ~G libovolný orientovaný graf, u 6= v dva jeho uzly a nech» !~G(u; v) =k > 0. Pak v ~G existuje k (a ne více ne¾ k) hranovì disjunktních orientovanýchcest, které spojují uzly u; v.V závìru práce se Kotzig vìnoval grafùm, ve kterých pro libovolnou dvojiciuzlù u; v platí !~G(u; v) = !~G(v; u). Takové grafy nazval symetricky oriento-3Nulový graf Kotzig nepova¾oval za podgraf grafu ~G.



95vané grafy. Platí (Vìta 11, str. 124):Ka¾dý rovnová¾nì orientovaný graf je symetricky orientovaný graf.Na pøedcházející Kotzigùv èlánek navázal v krátké práci O istej triede ori-entovaných grafov [351] Juraj Bosák v roce 1962. Studoval zde vlastnosti tzv.(u; v)m-grafù, jak nazval koneèné orientované grafy ~G, obsahující uzly u 6= vtakové, ¾e graf ~G mù¾eme rozlo¾it na m orientovaných tahù z uzlu u do uzlu v.V pøípadì neorientovaných grafù, se podobnými grafy setkáváme v Kotzigovìpráci [305].Bosák dokázal (Vìta 1, str. 81):Nutnou a postaèující podmínkou pro to, aby souvislý orientovaný graf ~G byl(u; v)m-grafem je:a) d+G(u)� d�G(u) = �m;b) d+G(v) � d�G(v) = m;c) d+G(x) � d�G(x) = 0 pro v¹echny zbývající uzly grafu ~G.V dal¹í èásti se zabýval zejména otázkami existence cyklù v (u; v)m-grafecha existencí mno¾iny !-hran tìchto grafù.D. K}onig své úvahy ve II. kapitole uzavøel známým výsledkem z roku 1934,jeho¾ autorem byl L. Rédei v práci Ein kombinatorischer Satz [262]. Rédeistudoval orientované grafy bez smyèek,4 ve kterých je libovolná dvojice uzlùu; v spojena právì jednou z hran uv, vu. Takovému grafu dnes øíkáme turnaj.Pøíklad turnaje na ètyøech uzlech vidíme na obr. 5.1.a b cdObr. 5.1: TurnajKa¾dý z uzlù mù¾e pøedstavovat ¹achového hráèe v turnaji (odtud název),ve kterém nedochází k remízám. Potom napøíklad orientovaná hrana ab zná-zoròuje vítìzství hráèe a nad hráèem b. Rédei ukázal, ¾e ka¾dý turnaj obsahujeorientovanou cestu, která prochází v¹emi uzly tohoto grafu. Dále dokázal, ¾etakových cest je v¾dy lichý poèet (Vìta 1, str. 39). Tuto skuteènost ukázal zno-vu T. Szele v práci [477], který navíc pravdìpodobnostními metodami dokázal,¾e pro maximální poèet Tn takových hamiltonovských cest v turnaji s n uzly4Vyjádøeno v grafové terminologii, proto¾eRédei problém formulovalpouze v jazyce teoriepermutací.



96platí Tn � n!2n�1 :J. Sedláèek v práci [314] ukázal, ¾e turnaj obsahuje jedinou orientovanoucestu procházející v¹emi uzly právì tehdy, je-li acyklický (Vìta 15, str. 211).Rédeiovu vìtu zobecnili T. Gallai a A. N. Milgram v práci Verallgemeine-rung eines graphentheoretischen Satzes von Rédei [478] pro orientované grafy~G, ve kterých je libovolná dvojice uzlù spojena nejvý¹e jednou hranou (Vì-ta 2.2, str. 182):Oznaèíme-li �0(~G) maximální poèet uzlù grafu ~G, z nich¾ ¾ádná dvojice uzlùnení spojena hranou, pak v grafu ~G existuje nejvý¹e �0(~G) uzlovì disjunktníchorientovaných cest, na kterých le¾í v¹echny uzly grafu ~G.Na závìr této èásti si v¹imneme dal¹ího typu orientovaných grafù. Graf ~G senazývá silnì souvislý, jestli¾e pro ka¾dou dvojici uzlù u; v existuje orientovanácesta z uzlu u do uzlu v.V roce 1960 odvodil A. Ghouila-Houri v práci [479] postaèující podmínkuexistence orientované kru¾nice, která prochází v¹emi uzly nìjakého silnì sou-vislého grafu ~G. Podobnì jako u grafù neorientovaných budeme kru¾nici, kteráprochází v¹emi uzly grafu, nazývat hamiltonovská kru¾nice. Platí:Je-li ~G silnì souvislý orientovaný graf s n � 3 uzly a pro ka¾dý uzel x platísouèasnì d+G(x) � n2 ; d�G(x) � n2 ;pak graf ~G má hamiltonovskou kru¾nici.Stejného výsledku, který pøipomíná Diracovu postaèující podmínku exis-tence hamiltonovské kru¾nice v neorientovaných grafech, dosáhl pozdìji C. St.J. A. Nash-Williams v práci [383], který zde také ukázal, ¾e ka¾dý orientovanýgraf, pro který platí souèasnì d+~G � n2 a d�~G � n2 , je silnì souvislý.V práci O jednom typu dobøe orientovaných grafù [334] se J. Sedláèek v roce1959 vìnoval silnì souvislým grafùm ~G, ve kterých existuje uzel c, který le¾ív ka¾dém cyklu grafu ~G.5 Takový uzel nazval centrum grafu ~G a dokázal (Vì-ta 2, str. 13):Budi¾ G souvislý neorientovaný graf bez artikulací s alespoò tøemi uzlya nech» c je libovolný jeho uzel. Pak lze volit orientaci hran grafu G tak, ¾evznikne silnì souvislý graf ~G s centrem c.V závìru práce se Sedláèek vìnoval rovnová¾nì orientovaným grafùm. Po-sloupnost u1; u1u2; u2; u2u3; u3; : : : ; um; umu1; u1, kde ui jsou uzly a uiui+1 ori-entované hrany grafu ~G, nazval tahem kompletním vzhledem k u1, jestli¾eobsahuje v¹echny hrany grafu ~G zaèínající v u1.Ukázal (Vìta 3, str. 14):5J. Sedláèek a ostatní èeskosloven¹tí matematici v té dobì pou¾ívali místo názvu silnìsouvislý graf název dobøe orientovaný graf.



97Rovnová¾nì orientovaný graf ~G má uzel c za své centrum právì tehdy, jestli-¾e ka¾dý tah kompletní vzhledem k c obsahuje v¹echny hrany grafu ~G.5.3 BázeV VII. kapitole své knihy D. K}onig de�noval pojem uzlová báze (Punktbasis)orientovaného grafu:Uzlovou bází grafu ~G rozumíme podmno¾inu B jeho uzlù, která má násle-dující dvì vlastnosti:1. Je-li u libovolný uzel grafu ~G, který nepatøí do B, pak v ~G existuje oriento-vaná cesta z nìjakého uzlu mno¾iny B do uzlu u.2. ®ádná dvojice uzlù z B není v ~G spojena orientovanou cestou.K}onig ukázal, ¾e ka¾dý koneèný orientovaný graf má takovou uzlovou bázi(Vìta 4, str. 89). V dal¹í èásti pak zavedl uzlovou bázi druhého druhu, v její¾de�nici je pojem orientovaná cesta nahrazen pojmem orientovaná hrana.Nás ov¹em bude více zajímat dal¹í K}onigùv pojem a to hranová báze(Kantenbasis) orientovaného grafu:Podmno¾inu B mno¾iny hran grafu ~G nazveme hranovou bází grafu ~G, má-li následující dvì vlastnosti:1. Je-li uv libovolná orientovaná hrana, která není obsa¾ena v B, pak existujeorientovaná cesta tvoøená hranami v B, která vede z u do v.2. Je-li uv libovolná orientovaná hrana z B, pak ze zbývajících hran v B nelzesestrojit orientovanou cestu, která vede z u do v.K}onig na tomtomístì citoval práci P. Hertze [174] a ukázal souvislost hrano-vé báze s jistými problémy logiky. Dále dokázal, ¾e ka¾dý koneèný orientovanýgraf má hranovou bázi (Vìta 15, str. 100) a ukázal tøídu nekoneèných grafù,které hranovou bázi nemají (Vìta 16, str. 101). Nìkteré koneèné orientovanégrafy mají jedinou hranovou bázi, jiné mohou mít více hranových bází dokonces rùzným poètem hran. Na obrázku 5.2 vidíme orientovaný graf a v nìm plnouèarou vyznaèené dvì rùzné hranové báze.a) b)Obr. 5.2: Hranová bázeV dal¹í èásti VII. kapitoly se K}onig vìnoval otázkám hranové báze v sítích.



98Sí» (Netz) de�noval jako orientovaný graf, v nìm¾ je libovolná dvojice uzlù u; vspojena jak hranou uv, tak hranou vu. Jedná se tedy o jisté zobecnìní pojmuúplný graf.6 K}onig ukázal, ¾e pojem sítì se objevil poprvé v souvislosti s gra�c-kým znázornìním koneèných grup v Cayleyho pracích [56, 57, 90]. Dokázal, ¾eka¾dá sí» (i nekoneèná) má hranovou bázi (Vìta 17, str. 102). Koneèná sí» s nuzly má hranovou bázi, která je tvoøena n hranami, ale neexistuje její hranovábáze s ménì jak n hranami (Vìta 18, str. 102). Cyklus procházející v¹emi uzlysítì je tedy hranová báze, která má nejmen¹í poèet hran.Studiem hranových bází sítí se zabýval J. Sedláèek v roce 1957 v práciO koneèných orientovaných grafech [314]. Zde navázal na K}onigovy výsledkya na práci [480] L. Rédeie z roku 1954. Sedláèek oznaèil B libovolnou hranovoubázi sítì ~G a �(B) poèet uzlù báze B, které jsou druhého stupnì. Pak ukázal,¾e platí (Vìta 4, str. 200): �(B) � 2:Je-li báze B graf bez artikulace s lichým (resp. sudým) poètem uzlù a platí�(B) � 4 (resp. �(B) � 3), pak je báze B rovinný graf (Vìta 8, str. 205).Sedláèek ukázal pøíklad nerovinné báze B s 10 uzly, pro kterou je �(B) = 4.Vyvrátil tak chybné Rédeiho tvrzení, ¾e ka¾dá hranová báze je rovinný graf.V dal¹í èásti své práce se Sedláèek zabýval silnì souvislými grafy. HerbertE. Robbins v práci [481] ukázal, ¾e koneèný souvislý orientovaný graf ~G je silnìsouvislý, nebo je mo¾né tento graf zmìnou orientace nìkterých hran pøevést nasilnì souvislý, právì tehdy, kdy¾ ka¾dá hrana grafu ~G le¾í v nìjaké kru¾nici.7Sedláèek dokázal (Vìta 11, str. 207):Ka¾dý silnì souvislý graf ~G o m hranách a n uzlech má alespoò � = m�n+1cyklù.V závìru práce se J. Sedláèek vìnoval acyklickýmgrafùm a ukázal, ¾e v tìch-to grafech existuje jediná hranová báze (Vìta 13, str. 210).Vlastnostem koneèných acyklických a silnì souvislých grafù se vìnovaliM. Fiedler a J. Sedláèek v práci O W -basích orientovaných grafù [319] z roku1958. V ka¾dém acyklickém grafu ~G existuje alespoò jeden uzel u, který neníkoncovým uzlem ¾ádné hrany. Takový uzel autoøi nazvali pramen. Souvislýgraf s jediným pramenem nazvali W -graf. Je-li W -graf stromem, pak tentograf nazývali W -strom. Podgraf grafu ~G, který obsahuje v¹echny uzly grafu~G a ka¾dá jeho komponenta je W -strom, nazvali W -báze.Pro orientované grafy platí (Vìta 4, str. 217):Jestli¾e ke ka¾dému uzlu w grafu ~G existuje W -báze grafu ~G s jediným pra-menem w, pak ~G je silnì souvislý graf.V dal¹í èásti pak autoøi vyu¾ili pojmu W -báze k odvození metody urèenípoètu koster neorientovaného grafu G. O tomto výsledku jsme se ji¾ zmíniliv kapitole 2.6Pojem úplný orientovaný graf pou¾il v èeské literatuøe poprvé J. Sedláèek v práci [335].7Kru¾nicí v tomto pøípadì Sedláèek rozumìl stejnì jako u neorientovaných grafù souvislýgraf, jeho¾ ka¾dý uzel má stupeò dva.



995.4 MaticeV práci O incidenèních maticích orientovaných grafù [335] J. Sedláèek v roce1959 ukázal, ¾e nìkteré vlastnosti nezáporných matic mù¾eme studovat po-mocí orientovaných grafù. Grafovì tak interpretoval nìkteré výsledky získanév pracích [323, 324].Buï x uzel grafu ~G a nech» existuje pøirozené èíslo d tak, ¾e pro ka¾dý uzely grafu ~G existuje orientované spojení mezi uzly x; y, které má délku d. Uzel xSedláèek nazval primitivním uzlem grafu ~G a nejmen¹í pøirozené èíslo dmin,je¾ je mo¾no takto k danému uzlu x nalézt, ukazatelem uzlu x. Je zøejmé, ¾egraf, jeho¾ jeden uzel je primitivní, nemusí být je¹tì silnì souvislý. Je-li ov¹emgraf ~G silnì souvislý a má-li primitivní uzel, pak jsou primitivní v¹echny uzlygrafu ~G. Graf, jeho¾ ka¾dý uzel je primitivní, Sedláèek nazval primitivnímgrafem. Mù¾eme také øíci, ¾e graf je primitivní právì tehdy, je-li jistá jehomocnina úplný orientovaný graf. Nejmen¹í pøirozené èíslo v0, pro které je ~Gv0úplný orientovaný graf, Sedláèek nazval ukazatelem primitivnosti grafu ~G.V primitivním grafu ~G vyhledejme ke ka¾dému uzlu pøíslu¹ný ukazatel.Nech» max ~G (resp. min ~G) znaèí nejvìt¹í (resp. nejmen¹í) ze v¹ech tìchtoukazatelù. Ukazatel primitivnosti grafu ~G je roven max ~G. Sedláèek dokázal(Vìta 3, str. 309):Pro ka¾dý primitivní graf ~G o n uzlech (n � 2) platímin ~G � n2 � 3n+ 3;pøitom existuje primitivní graf ~G, pro který v pøedcházejícím vztahu nastávárovnost.Dále Sedláèek ukázal (Vìta 4, str. 310):Existuje jediný primitivní graf ~G s n uzly (n � 2), pro který platímax ~G = (n� 1)2 + 1:V závìru práce Sedláèek ukázal nìkteré vlastnosti spektra matice soused-nosti AG grafu ~G s n uzly.8 Sestrojme determinant'(�) = det (AG � �En);kde En je jednotková matice n-tého stupnì. Mno¾inu koøenù rovnice '(�) = 0(tj. mno¾inu charakteristických èísel matice AG) nazýváme spektrum grafu~G. Matice sousednosti grafu ~G je nezáporná matice, která má alespoò jedno8V práci ov¹em Sedláèek tuto matici nazýval incidenèní maticí. Pro graf ~G = (V;E)a pro dané poøadí uzlù V = fv1; : : : ; vng je ètvercová matice AG = (aij) øádu n de�novánapøedpisem aij = 1, jestli¾e v grafu ~G existuje hrana vivj; jestli¾e taková hrana neexistuje,klademe aij = 0.



100nezáporné charakteristické èíslo. Maximální reálné charakteristické èíslo maticeAG nazveme indexem grafu ~G.Sedláèek dokázal, ¾e pokud graf ~G obsahuje jako podgraf alespoò jeden cyk-lus, pak index grafu ~G je � 1 (Vìta 7, str. 312). Nutná a postaèující podmínkak tomu, aby graf ~G byl acyklický, je, aby jeho spektrum bylo tvoøeno vesmìsnulami (Vìta 8, str. 313).Øadu zajímavých výsledkù týkajících se neorientovaných a orientovanýchgrafù odvodil v roce 1962 J. Bosák v práci Vy¹etrovanie grafov pomocou matíc[350]. V práci de�noval ètyøi èíselné funkce ètvercových matic, jejich¾ hodnotypro matici sousednosti orientovaného grafu ~G udávají poèty faktorù, faktorùtvoøených pouze cykly délky 2, hamiltonovských cyklù a poèet cyklù prochá-zejících libovolným uzlem v grafu ~G.
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