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VII. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

(pokracovani)

Problematika soustav linedrnich rovnic ve starych civilizacich a ve stfedo-
véku byla prfedmétem druhé kapitoly této knihy, o feSeni soustavy linearnich
rovnic se ¢tvercovou regularni matici pomoci Cramerova pravidla bylo pojed-
nano v kapitole o determinantech.

V této kapitole se k problematice soustav linedrnich rovnic vratime. Budeme
vénovat pozornost zejména obdobi, které zac¢ina kratce po poloviné 19. stoleti
a kon¢i moderni exaktni formulaci nutné a postacujici podminky pro fesitelnost
nehomogenni soustavy linedrnich rovnic a moderni formulaci véty o tvaru
a dimenzi mnoziny vSech jejich feseni na pocatku 20. stoleti.

Objev Cramerova pravidla, jeho tspésné rozsifeni a obliba, to vSe odvadélo
pomérné dlouhou dobu pozornost matematikt od problematiky tykajici se
obecné nehomogenni soustavy linearnich rovnic se ¢tvercovou singularni matici,
resp. s matici obdélnikovou. Tento stav se zménil az kratce po poloviné 19. sto-
leti.

Dnes dobfe vime, Ze podstatnou roli pro zformulovani nutné a postacujici
podminky TFesitelnosti takovéto soustavy i pro popis mnoziny vSech jejich feSeni
hraje pojem hodnosti matice. Ten vSak byl vytvoren az koncem sedmdesatych
let 19. stoleti (a nikoliv pro matice). Matematici nahrazovali chybé&jici pojem
hodnosti rtzné formulovanymi pozadavky. Pokouseli se vyjadrit ekvivalentni
podminku pro feSitelnost nehomogenni soustavy linedrnich rovnic pomoci
nulovosti a nenulovosti subdeterminanti matice této soustavy a pfislusné
rozsifené matice; i tyto pojmy vsak bylo tfeba nejprve zavést. VSe bylo na-
vic komplikovano tim, ze byly casto zkoumany soustavy rovnic nad oborem
integrity celych cisel.

C. G. J. Jacobi (1804-1851) napsal roku 1841 v zavéru 7. paragrafu své prace
De formatione et proprietatibus Determinantium nasledujici slova:

Determinante igitur evanescente inter varios adhuc casus naturae maxime
diversae distinguendum est et pro singulis criteria algebraica afferenda erunt.
Quod tamen pro nmumero quocunque aequationum linearium paullo prolizum
videtur negotium.® (Werke IIL., str. 370)

Tvrzeni podavajici nutnou a postacujici podminku pro feSitelnost soustavy
linedrnich rovnic byva v ucebnicich oznacovano jako véta Frobeniova, Kro-
neckerova, Capelliova, Kroneckerova-Capelliova apod. Jak uvidime, spravnéjsi
oznaceni by bylo véta Dodgsonova.

1 V némeckém piekladu: Man hat also, wenn die Determinante verschwindet, noch eine
Mannigfaltikeit von Fdllen sehr verschiedener Natur zu unterscheiden, und man misste
algebraische Kriterien fir die einzelnen Fille angeben. Das scheint jedoch fir eine beliebige
Anzahl linearer Gleichungen recht weitliufig zu sein. ([Jacobi, 1841], v némeckém piekladu
na str. 20)
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Zakladni informace a bibliografické iidaje o problematice soustav linearnich
rovnic najdeme ve tfetim, ¢tvrtém a patém svazku Muirovy rozsahlé monografie
o vyvoji teorie determinantii:

T. Muir: The theory of determinants in the historical order of development,

I, I1, IIL, IV (1890/1906, 1911, 1920, 1923),
T. Muir: Contributions to the theory of determinants 1900-1920 (1930).

Ve tietim, ¢ctvrtém a patém svazku Muirovy monografie to jsou po radé tyto
kapitoly:

Determinants and linear equations, from 1861 to 1878 (11 stran),

Determinants and linear equations, from 1880 to 1898 (11 stran),

Determinants and linear equations, from 1878 to 1918 (13 stran).

1. Gaussuv eliminac¢ni algoritmus

Dilezitym tkolem pocatku 19. stoleti bylo nalézt rozumnou metodu feseni
soustav linearnich rovnic, kterd bude efektivnéjsi nez Cramerovo pravidlo.
V radé konkrétnich situaci, kdyz bylo zapotfebi vypocitat feseni soustavy
vétstho poctu linearnich rovnic, bylo pouziti Cramerova pravidla numericky
velmi naro¢né nebo dokonce nemozné.

Studium problémi rozvijejici se astronomie, geodézie a dalsich disciplin vedlo
k Teseni soustav linedrnich rovnic; ¢asto se jednalo o soustavy s vétsim poctem
rovnic a mensim pocétem nezndmych, které feseni v exaktnim smyslu nemély.
Koeficienty téchto rovnic byly totiz s vétsi ¢i mensi presnosti zjistény pii ast-
ronomickych pozorovanich, geodetickych méfenich apod.; feSeni takovychto
yhefesitelnych* soustav rovnic vSak bylo tfeba najit. Hledana feseni totiz vyjad-
fovala realné existujici veli¢iny, které bylo nutno vypocitat ze soustavy rovnic,
jejichz koeficienty nebyly zjistény pfesné. Pozornost pfitahovaly diference mezi
levymi a pravymi stranami rovnic po dosazeni néjakych proménnych hodnot za
neznamé. Tyto diference bylo tfeba v rozumném smyslu minimalizovat, a najit
tak hodnoty neznamych.

Problémy tohoto typu fesil jiz L. Euler (1707-1783) roku 1749 v préci
Recherches sur la question des inégalités du mouvement de Saturne et de Jupiter
a P.S. Laplace (1749-1827) roku 1799 v monografii Traité de mécanique céleste.
L. Euler se snazil minimalizovat maximum absolutnich hodnot diferenci,
P. S. Laplace jejich soucet.

A. M. Legendre (1752-1833) rozpracoval zadatkem 19. stoleti zajimavou
metodu, kterd minimalizuje soucet ¢tverci zminénych diferenci. Tuto myslenku
prezentoval roku 1806 v praci Nouvelles méthodes pour la détermination des
orbites des cométes. Byl to prave on, kdo dal tomuto pocetnimu postupu jméno
metoda nejmensich ¢tverctl.

C. F. Gauss (1777-1855) mél v té dobé za sebou velmi uspésny vypocet
drahy planetky Ceres, kterou objevil 1. ledna 1801 italsky astronom Giuseppe
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Piazzi (1746-1826). C. F. Gauss vypocetl drdhu tohoto télesa pouze ze znalosti
nékolika malo naméfenych poloh (oblouk o délce 9°), jez byly k dispozici (pla-
netka se mezitim pozorovateltim ztratila). P¥i vypoétu uzil zakladni mySlenku
metody nejmensich ¢tvercd, kterou nezavisle na A. M. Legendreovi rozvijel
jiz od roku 1795. V zavéru prace Theoria motus corporum coelestium in sec-
tionibus solem ambientiem z roku 1809 tuto problematiku v urcitém smyslu
rekapituloval a uvedl fadu poznamek o feseni soustav linearnich rovnic.

Praci Disquisitio de elementis ellipticis Palladis z roku 1810 vénoval
C. F. Gauss vypoc¢tu drahy planetky Pallas, kterou objevil v Bréméach
28. brezna 1802 Wilhelm Olbers (1758-1840). Na zékladé astronomickych po-
zorovani této planetky sestavil 12 rovnic o 6 nezndmych, popsal postup fe-
Seni problému, provedl eliminaci nezndmych — souvisela s metodou nejmensich
¢tverct — a dospél k ,trojuhelnikové soustavé rovnic“. Obdobnymi problémy se
zabyval 1 ve druhé ¢asti své prace Theoria combinationis observationum erro-
ribus minimis obnoxiae z roku 1823 (viz [Gauss, 1821]). Poznamky uvedené ve
vySe zminénych pracich popisuji mimo jiné postup, ktery je znam jako Gaussiv
elimina¢n{ algoritmus (a rovnéz transformaci kvadratické formy na kanonicky
tvar, tj. na soucet ¢tverct). Zakladni myslenka tohoto postupu (realizovana pro
regulérni ¢tvercové matice) byla vSak zndma, jak jsme jiz vidéli, na podatku
naseho letopoétu ve staré Cing.?

Poznamenejme jesté na okraj, ze C. F. Gauss rozpracoval i metodu iteraci
a ze obdobnymi myslenkami se pfed polovinou 19. stoleti zabyval C. G. J. Ja-
cobi v praci Uber eine neue Auflésungsart der bei der Methode der kleinsten
Quadrate vorkommenden linearen Gleichungen (1845). K této problematice byl
pfiveden svymi fyzikalnimi vyzkumy malych oscilaci.

2. Padesata léta 19. stoleti

Prvni ucebnice teorie determinantid pojednavaji o soustavach linearnich
rovnic vétsinou jen ve vztahu ke Cramerovu pravidlu.

William Spottiswoode (1825-1883), autor prvni uc¢ebnice o determinantech
nazvané Elementary theorems relating to determinants, vénoval v tomto textu
z roku 1851 pozornost i soustavam linedrnich rovnic; jejich problematiku
dal do souvislosti s determinanty. V patém paragrafu uvedl tyto dvé véty
(Theorem XII., Theorem XIII.):

A determinant of the order n is in general the result of the elimination of
n variables from n linear equations, whose coefficients are the constituents of
the determinant.

2 O Gaussovych matematickych vysledcich souvisejicich s pohybem nebeskjch téles viz
napf. [Klein, 1926], 1. dil, str. 7-24, [Sheynin, 1979] a [Chabert, 1999]. O metodé nejmensich
&tvercll viz napt. [Linnik, 1958]. Zajimavé informace podava téz Herglotziuv piehledovy ¢lanek
Bahnbestimmung der Planeten und Kometen, [EMW], dil VI.2.
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If a determinant of the nth order vanishes, a system of n homogeneous
linear equations, the coefficients of which are the constituents of the given
determinant, may always be established. ([Spottiswoode, 1851], str. 236)

Francesco Brioschi (1824-1897) zafadil ve své monografii La teorica dei
determinanti e le sue principali applicationi z roku 1854 partii o soustavach
linearnich rovnic hned za zakladni vlastnosti determinanti.3

3. Sedesata léta 19. stoleti

V Sedesatych letech 19. stoleti se obecnym zkoumanim FeSitelnosti soustav
linearnich rovnic zabyvalo jen nékolik malo matematikia. Zvazovali, jakou
roli hraje nulovost a nenulovost subdeterminantti matice soustavy a matice
rozsifené, problém vsak vétsinou nefesili v plné obecnosti.

Henry John Stanley Smith (1826-1883) zavedl roku 1861 v t¥icetistrankové
praci On systems of linear indeterminate equations and congruences pro sou-
stavu linedrnich rovnic pojem matice soustavy a matice rozsitend (unaugmented
array, augmented array). Zabyval se zejména piipadem, kdy je vice rovnic nez
nezndmych (redundant system of linear equations).

Nicola Trudi (1811-1884) vénoval v udebnici Teoria de’ determinanti e loro
applicazioni z roku 1862 pozornost i soustavam linedrnich rovnic. V kapitole
Risoluzione di un sistema di equazioni lineari (druhd ¢4st knihy) Fesil mimo
jiné i pfipad soustavy se ¢tvercovou singuldrni matici; motivovan byl Crame-
rovym pravidlem. Zabyval se situaci, kdy je jmenovatel zlomku, které by mély
vyjadfovat nezndmé, roven nule a pro jednu nezndmou je nulovy i Citatel.
Ukézal, ze ma-li byt soustava feSitelnd, musi pro ostatni nezndmé platit totéz,
a dokazal, ze alespon jedna z rovnic je disledkem zbyvajicich. Podobny vysledek
uvedl roku 1864 Fortunato Padula (1815-1881) v ¢lanku Ricerche di geometria
analitica.

Richard Baltzer (1818-1887) prezentoval problematiku soustav linedrnich
rovnic v devatém paragrafu své slavné monografie Theorie und Anwendungen
der Determinanten z roku 1857. V dalSich vydanich tento paragraf po-
stupné rozsiroval. Mimo jiné dal do souvislosti pfipad nehomogenni soustavy
n linearnich rovnic o n nezndmych a pripad homogenni soustavy n linearnich
rovnic o n + 1 nezndmych.

Pro homogenni soustavu se ¢tvercovou matici fadu n ukézal toto: méa-li ma-
tice soustavy nenulovy subdeterminant fadu k£ a vSechny subdeterminanty vét-
Sich F4di jsou nulové, pak méa feSeni uvazované soustavy (v nasi terminologii)
dimenzi n — k. Ve ¢tvrtém vydani zacina tato partie takto:

Wenn die Werthe x1, . . ,z, dem System von n—1 homogenen Gleichungen

a1+ .. + Ajn—1Tn—1 + AinTy = 0 (’L = ]., 2, o n = 1)

3 O Spottiswoodeové a Brioschiové ucdebnici bylo pojednano jiz ve tfeti kapitole
o determinantech.
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gentigen, so genigen die Quotienten 1 : Ty, T2 : Tn, . . dem System von n —1
nicht homogenen Gleichungen

apny1 + .. +ap-1Yn-1+ain =0 (i=1,2,..,n—1)

fiir ebensoviel Unbekannte y1, . . ,yn—1. Die Auflésung eines Systems von
nicht homogenen linearen Gleichungen ist daher enthalten in der Auflosung
eines congruenten Systems von homogenen linearen Gleichungen.

([Baltzer, 1857], vydéani z r. 1875, str. 65)

Charles Lutwidge Dodgson

Nejvyraznéjsim zptisobem prispél k problematice soustav linedrnich rovnic
v Sedesatych letech 19. stoleti Ch. L. Dodgson (1832-1898), ktery byl Siroké
verejnosti znamy pod pseudonymem Lewis Carroll. Jeho vysledky tykajici se
soustav linearnich rovnic pred¢ily vysledky vsSech praci, které byly o tomto
tématu sepsany v letech Sedesatych a sedmdesatych, a vétsiny praci let
osmdesatych a devadesatych.

Roku 1867 publikoval knihu Elementary treatise on determinants with their
application to simultaneous linear equations and algebraical geometry. V tivodu
napsal:

A complete analysis of a system of simultaneous Linear Equations has always
appeared to me to be a desideratum in Algebra: the subject is only touched on
in Baltzer; a more complete attempt will be found in Peacock’s Algebra, but
I have nowhere seen anything like an erhaustive analysis. This chapter aims
at furnishing this, but it has been so often altered and re-written that I put it
forth at last, hoping, rather than expecting, that it will be found complete and
satisfactory. ([Dodgson, 1867], str. v)

Prvni kapitola Laws of arrangement (5 stran) mé uvodni charakter, druha
Analysis of determinants (26 stran) podavé zakladni informace o determinan-
tech. Tteti kapitola nazvand Analysis of equations (28 stran) je vénovana po-
drobnému rozboru problematiky fesitelnosti soustav n linedrnich rovnic o m ne-
znamych. Matice soustavy rovnic je zde nazyvana V-Block, rozsifend matice
B-Block; z nich jsou vytvareny subdeterminanty maximalniho mozného fadu,
tzv. principal Minors. Jsou-li vSechny tyto subdeterminanty rovny nule, nazyva
se prislusna matice evanescent. Poznamenejme, ze absolutni ¢leny jsou v rov-
nicich zapsany na stejné strané s neznamymi, na pravych stranach rovnic jsou
vzdy nuly. Symbolem V' oznaéil Ch. L. Dodgson determinant V-Bloku (pokud
je C¢tvercovy), symbolem |V| néktery ze subdeterminanttt maximalniho moz-
ného fddu a symbolem ||V|| vSechny subdeterminanty maximalniho mozného
fadu. V tomto smyslu psal napt. V =0, |V| =0, ||V|| = 0 apod.

Ve treti kapitole je dokazano 19 tvrzeni, ktera se tykaji fesitelnosti a tvaru
feSeni jednotlivych typt soustav. Vyklad se odviji od pfipadu n linearnich
rovnic o n nezndmych s reguldrni matici:
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If there be n Equations containing n Variables, and if V # 0: the Equations
are consistent, and there is only one set of values for the Variables.
([Dodgson, 1867], str. 35)

Dtkaz je proveden nejprve pro m = 2, potom pro n > 2; v podstaté
se odvozuje Cramerovo pravidlo; Cramerovo jméno se zde vsak nevyskytuje.
Potfebnou symboliku pro n = 2, resp. pro obecny ptipad autor zavedl takto:

. the Determinants of the principal Minors of the B-Block, formed by
successively erasing the columns containing the Variables and the column of
constants, be represented by the symbols D1, D2,V ; ...

... the Determinants of the principal Minors of the B-Block be represented,
as before, by D1, ...D,,V. ([Dodgson, 1867|, str. 35-36)

V dasledku prvni véty Ch. L. Dodgson vyjadiuje Cramerovo pravidlo ve
tvaru ([Dodgson, 1867], str. 38)

TP o D"
D, Dy 1%

Na né&kolika mistech (v poznamkéch pod carou) ukazuje konkrétni Giselné
priklady.

Druhé tvrzeni se tyka soustavy n linearnich rovnic o n+r neznamych s matici
hodnosti n:

If there be n Equations containing n+r Variables, and if |V| # 0: the
FEquations are consistent, and, if any non-evanescent principal Minor of the
V -Block be selected, the r Variables, whose coefficients are not contained in it,
may have arbitrary values assigned to them; and, for each such set of arbitrary
values, there is only one value for each of the remaining Variables.
([Dodgson, 1867], str. 39)

Pro pfipad homogenni soustavy a » = 1 uvedl Ch. L. Dodgson tuto modi-
fikaci plynouci z Cramerova pravidla ([Dodgson, 1867], str. 39):
— —1)z,
T R ) e
Dy Dy D41

V nésledujicich deseti tvrzenich (a pfipojenych dusledcich) fesil dalsi pii-
pady; 13. az 19. tvrzeni (a jejich disledky) snadno vyplyvaji z pfedchozich vét;
uvedeny jsou patrné z didaktickych diavodi. Srovnejme napi. 3. a 13. tvrzeni.

If there be n Equations containing n — 1 Variables, and if B # 0; the
Equations are inconsistent. ([Dodgson, 1867], str. 40)

If there be n Equations containing n — 1 Variables; and if they be consistent:

B = 0. ([Dodgson, 1867], str. 52)

Cela treti kapitola je napsana velmi srozumitelné a prehledné, porozuméni
textu nedéla zadny problém; jeji shrnuti je v kratké kapitole ¢tvrté nazvané
Tests for consistency of equations (3 strany). Nejprve jsou zde vysvétleny
pojmy postacujici podminka, nutnd podminka, sufficient test a necessary test.
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If there be a condition, or set of conditions, such that, when it is all fulfilled,
a certain other condition is also fulfilled: it is said to be a sufficient test of
that other condition.

And if it be such that, when any part of it is not fulfilled, a certain other
condition is not fulfilled: it is said to be a necessary test of that other
condition.

CONVENTION. When a condition, or set of conditions, is said to be a test of
a certain other condition, let it be understood that it is sufficient and necessary,
unless it be otherwise stated. ([Dodgson, 1867], str. 60)

Nutné a postacujici podminka pro fesitelnost soustavy linedrnich rovnic je
vyjadiena takto:

If there be given n Equations, not all homogeneous, containing Variables:
a test for their being consistent is that either, first, there is one of them such
that, when it is taken along with each of the remaining Equations successively,
each pair of Equations, so formed, has its B-Block evenescent; or, secondly,
there are m of them, where m is one of the number 2 ..... n, which contain at
least m Variables, and have their V -Block not evanescent, and are such that,
when they are taken along with each of the remaining Equations successively,
each set of Equations, so formed, has its B-Block evanescent.
([Dodgson, 1867], str. 61)

V prvnim apendixu nazvaném Method of analysing a given set of simulta-
neous linear equations (6 stran) demonstroval Ch. L. Dodgson praktické uziti
své teorie — na prikladech, které jsou dale uvedeny, ukézal, jak postupovat podle
vyse uvedené véty.

u+ v—2r+y— z—6 =0 3x — y+ 7=0
2u+2v -4 —-y+ z2—-9 =0 6r — 2y +14 =0
v+ v—2r -5 =0 r+ y+ 1=0
u— v+ xT+y— 2z =0 z+5% — 3=0

or+ y+ 9=0

2u4+ v+2x+ y+ 3z =0
ou+3v —4dxr +3y — 6z =0
u+ v—8r+ y—12z =0

Piehled vSech pripadu, které vysetfil ve treti kapitole, uvedl Ch. L. Dodgson
ve dvou srozumitelnych tabulkdch v zavéru své knihy pod nézvem Tabular
view of analysis of equations ([Dodgson, 1867], str. 134-137), a to jednak
pro nehomogenni, jednak pro homogenni soustavy. Shrnuti obecnych vysledki
pak prezentoval na nasledujicich strankach pod nazvem Formulae. Part I. —
Algebraical ([Dodgson, 1867], str. 138—-139).
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4. Sedmdesata léta 19. stoleti

V sedmdesatych letech 19. stoleti se problematikou soustav linearnich
rovnic zabyvalo nékolik dalsich matematikd. Z nich jsou vétsinou pfipominani
jen G. Fontené (1848-1923), E. Rouché (1832-1910) a G. Frobenius (1849-
1917). T. Muir (1844-1934) uvedl ve tfetim svazku své bibliografie teorie
determinantii z tohoto obdobi celkem 11 praci vénovanych soustavam linearnich
rovnic. Vyraznéjsich vysledk dosazeno nebylo, autofi vénovali pozornost
nulovosti a nenulovosti subdeterminanti matice soustavy a matice rozsifené,
fesili nekteré specialni pripady. Dodgsonovy vysledky tito matematici neznali,
vysledky britské matematiky se totiz na evropsky kontinent dostéavaly se
znacnym zpozdénim.

G. Dostor (1820-?) vénoval soustavam line4rnich rovnic v knize Eléments
de la théorie des déterminants z roku 1877 druhou kapitolu druhé c¢asti
knihy (strany 89-102). VySel od soustavy tifi rovnic o tfech neznamgych;
omezil se vice méné na Cramerovo pravidlo, na homogenni soustavy n rovnic
o n nezndmych s nulovym determinantem a na otazku n nehomogennich rovnic
o n — 1 nezndmych. Ani matice, ani ekvivalentni podminka Fesitelnosti obecné
nehomogenni soustavy se zde neobjevily; druhé vydani této ucebnice z roku
1883 o soustavach rovnic nic nového nepfineslo.

Podobné jako Ch. L. Dodgson postupoval napf. Jan Versluys (1845-1920)
roku 1870 v praci Discussion compléte d’un systeme d’équations linéaires.
VySetfoval pfipady nehomogenni soustavy se ¢tvercovou matici fadu 3 (rozlisil
osm riznych pfipadid), resp. 4 (dvacet pét rtiznych pripadi).

Problematika soustav linearnich rovnic se objevila v nékolika dalsich pu-
blikacich, které vsak podstatny pokrok nepfinesly: V. Valeriano sepsal roku
1871 praci Sistema generale di n equazioni lineari fra n incognite, P. Donnini
roku 1875 ¢lanek Un sistema particolare d’equazioni lineari, Charles Robert
Méray (1835-1911) roku 1875 praci Sur la discussion d’un systéme d’équati-
ons linéaires simultanées, Jean Gaston Darboux (1842-1917) roku 1876 ¢lanek
Sur la théorie de l’élimination entre deuzr équations a une inconnue, Ventéjols
roku 1877 praci Sur un probleme comprenant la théorie de I’élimination a En-
rico D’Ovidio (1842-1933) roku 1877 ¢lanek Ricerche sui sistemi indeterminati
di equazioni lineari. C. Biehler se ve své disertaci Sur la théorie des équations
z roku 1878 zabyval obdobnymi problémy; shrnul v ni to, co bylo na evropském
kontinenté v té dobé znamo.

Georges Fontené a Eugene Rouché

Neékdy je v souvislosti s teorii soustav linedrnich rovnic citovan c¢lanek
Théoreme pour la discussion d’'un systéme de n équations du premier degré
a n inconnues z roku 1875, jehoz autorem je G. Fontené. Hlavni vysledek této
prace je podén skoro na celé strance ([Fontené, 1875], str. 484-485), ale neni
prilis srozumitelny. Jak je vidét jiz z jejiho ndzvu, G. Fontené se omezil, podobné
jako V. Valeriano roku 1871, na pfipad, kdy je matice soustavy ¢tvercova.
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V souvislosti s vyvojem této problematiky byvaji rovnéz citovany prace
Sur la discussion des équations du premier degré z roku 1875 a Note sur les
équations linéaires z roku 1880, jejichZz autorem je francouzsky matematik
E. Rouché. V prvni praci se autor vénoval soustavé linedrnich rovnic se
¢tvercovou matici, vyznamnéjsi je prace druha, v niz zavedl pojmy

— déterminant principal pro nenulovy subdeterminant nejvétsiho mozné-
ho fadu v matici soustavy,

— déterminant caractéristiques pro subdeterminant rozsifené matice,
ktery neni obsazen v matici soustavy a ma jako sviij primarni subde-
terminant n&jaky subdeterminant principalni ([Rouché, 1880], str. 221—
223).

Déle je v této praci formulovéna ... la proposition qui renferme toute la
théorie des équations linéaires, kterd tika, Ze soustava m linearnich rovnic
o m neznamych je TeSitelnd praveé tehdy, kdyz jsou vSechny charakteristické
determinanty rovny nule. Nastane-li tento pfipad, pak mé soustava jediné
feSeni pravé tehdy, jsou-li fady vSech charakteristickych determinant® vétsi
nez pocet neznamych. Podminka Fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic vSak
prili§ srozumitelné vyjadfena neni. V anglickém piekladu uvedl T. Muir tuto
vétu takto:

In order that n linear equations containing m unknowns may be consistent
it is necessary and sufficient that all the ’characteristic determinants’ of the
set shall vanish; and, if this condition be satisfied, the set has only one solution
or is indeterminate according as the order of the said determinants is greater
or less than m. ([Muir, 1906], dil IIL., str. 91)

E. Rouché vsak neukézal, jak najit piislusny principidlni subdeterminant,
v konkrétnich ptikladech neni tedy jeho vysledek prilis uzitecny.

G. Fontené se k problematice soustav linearnich rovnic vratil roku 1900
v praci Réclamation a propos du théoréme dit ”"de Rouché”. Poukazal na to,
Ze tvrzeni oznacované jako Rouchéova véta by se mohlo stejné dobie jmenovat
Fontenéova véta. V té dobé vsak jiz byly o fesitelnosti soustav linedrnich rovnic
publikovany lepsi prace.

Georg Ferdinand Frobenius
Ve tietim paragrafu prace Ueber das Pfaffsche problem z roku 1875 G. Fro-

benius uvazoval homogenni soustavu m linedrné nezavislych linedrnich rovnic
o n neznamych (je tedy n > m). Zapisoval ji ve tvaru

(») _ _
aiur + -+ alPu, =0, (p=1,...m).
Ukézal, ze linedrni kombinace dvou TeSeni je opét feSenim, uvazoval linedrné

nezivisla feSeni a doSel nakonec k tomu, Ze existuje (v nasi soucasné feci)
n — m linedrné nezavislych feseni (Abhandlungen I., str. 255-258).
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V delsi praci Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten z roku
1879, v niz je definovan pojem hodnosti ¢iselného systému (obdélnikové mati-
ce), se G. Frobenius vénoval i soustavam linearnich rovnic. V osmém paragrafu
nazvaném Lineare Gleichungen odvodil nékteré vysledky o soustavach linear-
nich rovnic z poznatkid o linedrnich formach. Vysledky tykajici se linearnich
forem (s celoéiselnymi koeficienty) zformuloval do nékolika vét a napsal:

Diese Sdtze bilden die Grundlage fir die Theorie der (ganzzahligen) linearen
Gleichungen. ([Frobenius, 1879], str. 169)

Tvrzeni o soustavich linearnich rovnic uvedl G. Frobenius v tomto tvaru:

III. Damit mehrere Losungen von m unabhdngigen homogenen linearen Glei-
chungen zwischen n Unbekannten ein Fundamentalsystem bilden, ist nothwen-
dig und hinreichend, dass die Determinanten (n —m)ten Grades, die sich aus
thnen bilden lassen, keinen Divisor gemeinsam haben.
([Frobenius, 1879], str. 171)

1V. Damit mehrere nicht homogene lineare Gleichungen durch ganzzahlige
Werthe der Unbekannten befriedigt werden kénnen, ist nothwendig und hinrei-
chend, dass der Rang | und der grosste gemeinsame Divisor der Determinanten
lten Grades des Systems der Coefficienten der Unbekannten micht gedndert

wird, wenn zu diesem System moch die constanten Glieder der Gleichungen
hinzugefigt werden. ([Frobenius, 1879], str. 171-172)

Frobeniovo zpracovani neni ani jednoduché, ani pfili§ srozumitelné.

Roku 1905 se G. Frobenius k soustavam linearnich rovnic vratil v ¢lanku Zur
Theorie der linearen Gleichungen; nehomogenni soustavu prevedl na soustavu
homogenni takto:

Sollen die nichthomogenen Gleichungen
(16.) a0 = Qa1T1 + ** + QanTn («=1,2,3,...)

eine Losung besitzen, so missen die homogenen Gleichungen
020 + Ao1T1 + *++ + QanTn = 0

eine Losung haben, worin xg von Null verschieden ist.
(Abhandlungen III., str. 353)

Nutnou a postacujici podminku existence feseni soustavy linedrnich rovnic
zformuloval takto:

Ist nun v’ der Rang der Matriz R

(17.) (00, Aals - - - Gan (a=1,2,3,...)
und r der der Matriz B
(18.) Qals - - - Gan

... Die Gleichungen (16.) haben also eine Losung, wenn 1’ = r ist, aber keine,
wenn ' = r + 1 ist. (Abhandlungen IIL., str. 353)

Na pocatku 20. stoleti vsak jiz byla teorie feSeni soustav linedrnich rovnic
zpracovana na podstatné vyssi drovni.



309

5. Osmdesata a devadesata 1éta 19. stoleti

V osmdesatych a devadesatych letech 19. stoleti se soustavam linedrnich
rovnic vénovalo jiz vice matematiki, tato problematika se objevila i v nékolika
ucebnicich. T. Muir uvedl ve své rozsdhlé monografii prace asi 25 autorti véetné
Sesti ucebnic. Vyskytuji se v nich jiz maticové upravy v duchu Gaussovy
eliminace, upfesnuje se vyjadreni ekvivalentni podminky FeSitelnosti soustavy
linearnich rovnic. Stale vSsak hraji velkou roli determinanty, pomoci nulovosti
a nenulovosti subdeterminanti je jesté pomérné dlouho vyjadifovana hodnost
matice.

Diedrich August Klempt pojednal o soustavich linedrnich rovnic v knize
Lehrbuch zur Finfihrung in die moderne Algebra z roku 1880, a sice ve tieti
¢asti nazvané Lineare Gleichungen und lineare Funktionen (str. 148-183).% Po-
stupné zkoumal n linearnich rovnic o n neznamych s nenulovym determinantem
(die Determinante des Systems der Gleichungen), n+ 1 rovnic o n nezndmych,
n + m rovnic o n neznamych, m rovnic o m + v nezndmych. Nakonec vy-
Setfoval pfipad n rovnic o n nezndmych s nulovym determinantem; symboly
01,02, .. .,0, zna¢i determinanty, které vystupuji v Cramerové pravidle.

Verschwindet also die Determinante eines Systems von n linearen Gleichun-
gen mit n Unbekannten, so werden die Gleichungen durch endliche Werthe
nur dann befriedigt, wenn auch 01,0z . ..o, verschwinden. In diesem Falle wer-
den die Gleichungen durch jeden beliebigen Werth der Unbekannten befriedigt.
([Klempt, 1880], str. 161)

V nasledujicich paragrafech tfeti ¢asti knihy se autor vénoval homogennim
rovnicim, linedrnim homogennim funkcim a jejich linedrnim transformacim.
Linearni rovnice chapal jako linearni homogenni funkce, pro determinant matice
soustavy linedrnich rovnic proto uzival termin Funktionaldeterminante. Jeden
z dulezitych vysledkd zformuloval takto:

Verschwinden die Funktionaldeterminante eines Systems linearer homoge-
nener Gleichungen und alle Unterdeterminanten (n — 1)ter, (n — 2)ter ... bis
(n — k 4 1)ter Ordnung, und verschwindet wenigstens eine Unterdeterminante
(n — k)ter Ordnung nicht, so existiren zwischen den Funktionen k identische
Gleichungen. ([Klempt, 1880], str. 175)

A. Schmitz v praci Bemerkungen tber die Anwendbarkeit der franzdsischen
Methode zur Auflésung linearer Gleichungen pfevadél feseni soustavy n rovnic
na feSeni soustavy n —1 rovnic, tu na feSeni soustavy n— 2 rovnic atd. Ukazoval
téz, ze pokud je néktera z téchto soustav nefesitelna, pak prezentovana metoda
selhava.

C. Biehler publikoval sice v ¢lanku Sur les équations linéaires z roku 1880
hlubsi vysledky nez ve své disertacni praci z roku 1878, ale vyraznéjsi pfinos
jeho prace nema. Mimo jiné fesil pfipad, kdy pocet rovnic je mensi nez pocet
neznamych, dokazoval i vysledky, které zvefejnil Ventéjols roku 1877.

4 Prvni ¢ast je vénovana kombinatorice, druhd determinantéim.
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Zajimavé je, ze se nezminoval o pracich Rouchéovych. V zavéru ¢clanku prevadeél
kvadratické formy na kanonicky tvar (soucet ¢tvercit).

Gastone Gohierre de Longchamps (1842-1906) se zabyval soustavami lineér-
nich rovnic ve své obsdhlé ucebnici Algébre z roku 1883. Vénoval jim kapitolu
Equations linéaires (str. 88-111), kterou T. Muir charakterizoval témito slovy:

This is a fuller and more serviceable exposition of the subject than is to be
found in any previous text-book of determinants. ([Muir, 1906], dil IV., str. 99)

G. G. de Longchamps fesil nejprve problematiku obecnych soustav linearnich
rovnic, teprve potom se zabyval soustavami homogennimi.

Francesco Giudice (1855-1936) se v praci Fquazioni simultanee di primo
grado z roku 1883 snazil vyjasiiovat problematiku souvisejici s vymezenim
fundamentalniho systému.

V clanku O 7esent linearngch rovnic z roku 1885 zpracoval Eduard Weyr
(1852-1903) tuto problematiku do jisté miry ptivodnim zptsobem. T. Muir
ocenil jeho struéné a jasné vyjadfovani (clearness and brevity of expression).

Ed. Weyr se snazil sezndmit ¢eskou matematickou vefejnost s problematikou
soustav linedrnich rovnic. Inspiroval se do jisté miry Baltzerovou monografii
Theorie und Anwendung der Determinanten, v niz je vyuzit Kroneckertuv
pristup k vysSetfeni vSech moznych pfipadt, které mohou nastat.

Nejprve pomoci subdeterminantt definoval linearni zavislost n-tic cisel
(redlnych ¢ komplexnich — jejich povaha se zde nespecifikuje), vySetioval
jejich linedrni kombinace a dokézal, ze m danych n-tic mize generovat nejvyse
m linearné nezavislych n-tic. Pak studoval homogenni i nehomogenni soustavy,
uvedl podminky pro existenci feSeni, zjistil dimenzi mnoziny vSech feseni
a ukazal, jak vyhledat vsechna feseni. Neuzival pojmt hodnost ani nulita, ale
vybudoval celou teorii na nulovosti a nenulovosti ptislusnych subdeterminanti.

Paul Albert Gordan (1837-1912) vydal roku 1885 rozsahly udebni text
Vorlesungen tiber Invariantentheorie I. Determinanten. V osmém paragrafu
Systeme linearer Gleichungen und deren Auflésung (str. 101-120) je vyloZena
problematika soustav linearnich rovnic podobné jako v knize Longchampsové.
Uvadi se, ze v némecky psané literatufe nebyl do té doby podan lepsi
a prehlednéjsi vyklad této problematiky. P. A. Gordan postupoval tehdy
netradi¢nim zpiisobem — od homogennich soustav k nehomogennim.

Die Aufgabe, ein System wvon Gleichungen zu ldsen, die micht homogen
sind, ldsst sich auf die Auflosung eines Systems von homogenen Gleichungen
zurickfihren. Wir behandeln daher nur den Fall, der zundchst von Interesse
ist, ndmlich die Aufiésung von n nicht homogenen Gleichungen mit n Unbe-
kannten.

Nehomogenni soustavu n rovnic s nezndmymi yi, . . . , ¥, prevedl na soustavu
homogenni takto:

Wir konnen dieselben in zweierlei Weise homogen machen, entweder, indem
wir setzen
Tk
Yk = )
Tn41
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und mit xn1 jede Gleichung multipliciren, oder, indem wir den Coefficienten 1
der Absolutglieder als n + 1% Unbekannte x,,.1 betrachten.
([Gordan, 1885], str. 117)

Paragraf vénovany soustavam rovnic zakoncil ¢tyfmi jednoduchymi ukéz-
kovymi priklady:

3x + Ty —26=0 4z -3y —2x—7=0
2 — y— 6=0 Tr —4y — 1 =0

4z — 9z — 1 =0
6I—15y—7:0 3173— 4171—2:0
—14x + 35y +3 =0 4xs + b3 —1=0

20z1 + 1220 — 7=0

Alfredo Capelli, Giovanni Garbieri

A. Capelli (1855-1910) je jednim z matematiki, jejichZ jméno byva Casto
v ucebnicich spjato s nutnou a postacujici podminkou feSitelnosti soustavy
linearnich rovnic. Jeho vysledky pfedstavuji nejvyraznéjsi pokrok pii zkoumani
dané problematiky.

A. Capelli a G. Garbieri (1847-1931) se roku 1886 v paté kapitole ué¢ebniho
textu Corso di analisi algebrica, I. Teorie introduttorie vénovali problematice
soustav linearnich rovnic. Jejich vyklad ukazuje zna¢ny pokrok, nebot velmi
plodné vyuzili novy pojem hodnost. Ukazali, Ze homogenni soustava n linear-
nich rovnic o n neznamych hodnosti k£ se da postupnymi substitucemi trans-
formovat na ekvivalentni soustavu k rovnic o n neznamych v ,trojahelnikovém
tvaru“. V ucebnici je jiz naznacen vyznam linedrni zavislosti fadk® matice sou-
stavy pro celou teorii soustav linedrnich rovnic.

V Capelliové ucebnim textu Lezioni di algebra complementare, date nell’an-
no accademico 1888-1889 sepsaném pro studenty neapolské univerzity se jiz
objevuje zcela moderni formulace ekvivalentni podminky FeSitelnosti soustavy
linedrnich rovnic.® P#i diikazu tohoto tvrzeni se A. Capelli odvolidval na
prislusné paséaze predchoziho ucebniho textu, ktery sepsal s G. Garbierim.

G. Garbieri publikoval roku 1891 delsi ¢lanek Introduzione del una teorica
dell’eliminazione (65 stran); mél slouzit spiSe jako uéebni text. Dal do souvis-
losti otazku Tesitelnosti soustavy linearnich rovnic s vlastnostmi matic. Mimo
jiné popsal maticové tpravy, které nevedou ke zméné hodnosti, podrobné zpra-
coval problematiku nehomogennich i homogennich soustav v duchu predchozich
Capelliovych texti.

5 Dalsi vydani, jiz knizni (Pellerano, Napoli), s ndzvem Lezioni di algebra complementare
ad uso degli aspiranti alla licenza universitaria in scienze fisiche e matematiche z let 1895
a 1898 jsou pomérné rozsahld (xii4+527, resp. xvi+680 stran).
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V ¢lanku Sopra la compatibilita o incompabilita di pit equazioni di primo
grado fra piu incognite z roku 1892 A. Capelli shrnul nékteré vysledky ze svych
prednasek ze Skolniho roku 1888/1889. Nejprve pfipomnél pojem hodnosti
matice (caratteristica della matrice ... cioé il massimo ordine di determinanti
minori diverzi da zero continuti in essa ...). Jeho formulace nutné a postacujici
podminky feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic je stru¢na, jasna a zcela
moderni.

Dato un sistema qualunque di m equazioni di 1° grado con n incognite

01171 + @122 + - - - + A1 Ty = Q1
G21T1 + G22T2 + - - - + A2pTy = Q2

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AmpTn = G

affinché esso sia compatibile con wvalori finiti delle incognite é necessario
e sufficiente che le due matrici

aiil a2 ... Qln a11 a2 ... QG1n Q1

a21 a22 a2n a21 a22 a2n (&%)
(4) e (B

am1 Am2 Qmn, am1 Am2 Umn  Om

abbiano la stessa caratteristica. ([Capelli, 1892], str. 55)

A. Capelli rovnéz ukazal strukturu mnoziny vSech feSeni reSitelné soustavy,
jejiz matice ma hodnost h:

. 81 potranno assegnare ad arbitrio i valori di n — h incognite (che pero
non si possono sempre scegliere a piacere) dopodiché i valori delle h rimanenti
incognite resteranno perfettamente determinati. ([Capelli, 1892], str. 55)

A. Capelli se vénoval problematice soustav linearnich rovnic i ve své pozdé&jsi
ucebnici Istituzioni di analisi algebrica z roku 1902; jeji dalsi vydani z roku 1909
ma jiz témér tisic stran. Poznamenejme, Ze se jedna se o upravena a postupné
rozsifovana vydani vyse uvedeného titulu Lezioni di algebra complementare ...

z roku 1898.
6. Prelom 19. a 20. stoleti

Zminme se jeSté o praci Sui sistemi lineari d’equazioni algebriche z roku
1903, jejimz autorem je F. Giudice. Mimo jiné je v ni ukdzéano, Ze sou-
¢tem libovolného feseni nehomogenni soustavy a libovolného feSeni ptislusné
homogenni soustavy je feSeni uvazované nehomogenni soustavy. Diskutovan je
zde i pojem fundamentalniho systému.

Neékolik ¢lankt vénovanych feSenim soustav linedrnich rovnic a jejich klasifi-
kaci se objevilo mezi lety 1910 a 1920 i v ¢asopise The American Mathematical
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Monthly. Dokresluji vyvoj, zavrSovani této problematiky i snahy po vhodném
metodickém zpracovani.

Na prelomu 19. a 20. stoleti se problematika soustav linearnich rovnic jiz
zacala objevovat v ucebnicich v pomérné modernim tvaru. Jednalo se jednak
o ucebnice algebry, jednak o ucebnice teorie determinantti. Dnesni podobu tedy
ziskévaji fundamentalni véty o soustavéach linearnich rovnic pomérné pozdé.

Eugen Netto

Ve druhém dile ucebnice Vorlesungen tber Algebra z roku 1900 uvedl
E. Netto (1846-1919) mimo jiné nutnou a postac¢ujici podminku pro fesitelnost
soustavy linedrnich rovnic. Nejprve pomoci determinant zavedl hodnost
obdélnikového systému veli¢in, poté uvazoval p linearnich funkci

fa = o171 + aa222 + - - + Aag2q (a=1,2,... p)
a soustavu rovnic
fitaw=0, fotaw=0, ..., fp+ap=0.

Napsal, Ze tato soustava je

. nur dann losbar, wenn ... das System
lagn| (9=1,2,...p; h=0,1,2,... q)
von dem gleichen Range ist wie
laik] (i=1,2,...p; k=1,2,... q) .

Dale predpokladal, ze hodnost je r, a dosel k tomuto zavéru:

Diese Gleichungen bestimmen z1, z1, . .. 2, durch die willkirlich gebliebenen
Grossen zy41, Zry2, - . - 2. ([Netto, 1896], IL., str. 188-190)

V uéebnici Algebra z roku 1915 formuloval E. Netto takovyto vysledek:

Das System ... von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten ist dann und
nur dann losbar, wenn die Konstantenmatriz (Ao) den gleichen Rang r mit der
Koeffizientenmatriz (A) besitzt. In die Losung gehen (n—r) willkirliche Gréfien
ein; die Anzahl der Losungen kann daher als (n —r)-fach unendlich bezeichnet
werden, wobei 0-fach unendlich gleich 1 genommen wird. ([Netto, 1915], str. 94)

Elegantné tedy popsal nutnou a postacujici podminku existence reseni
a strukturu mnoziny vsech feseni. Ve se tyka nehomogenni soustavy linearnich
rovnic.
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Leopold Kronecker

L. Kronecker (1823-1891) se problematiky soustav linearnich rovnic dotknul
jiz. v Sedesatych letech 19. stoleti v souvislosti se zkoumanim bilinedrnich
a kvadratickych forem. Bylo to v ¢lancich Ueber bilineare Formen (1866)
a Ueber Schaaren quadratischer Formen (1868). Pocatkem osmdesatych let
publikoval rozsahlou praci Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus
zwei algebraischen Gleichungen (1881) a o deset let pozdéji kratky c¢lanek
Reduction der Systeme wvon n? ganzzahligen Elementen (1891); tyto dveé
publikace byvaji rovnéz davany do souvislosti se soustavami lineadrnich rovnic.

Vlastni tématikou soustav linedrnich rovnic, jejich fTeSitelnosti, tvarem
mnoziny vSech feSeni a metodami jejich nalezeni se L. Kronecker zabyval
ve svych prednaskach na berlinské univerzité, zejména v osmdesatych letech
19. stoleti. Jeho pfednasky o determinantech vysly az roku 1903 pfepracované
a doplnéné Kurtem Henselem (1861-1941) pod nazvem Vorlesungen iber die
Theorie der Determinanten.

Specialni pripady soustav linedrnich rovnic se objevuji v Kroneckeroveé textu
v souvislosti s determinanty jiz v prvnich dvou prednaskach, obecnou teorii vSak
nalezneme az v 19. pfednasce. V jejim zavéru jsou tyto dvé pasaze:

... kann nun leicht der entsprechende Satz fiir den Fall von beliebig vielen
nicht homogenen linearen Gleichungen

fi=aw+anzi+-- 4+ a1pz, =0

fm =amo +amiz1 + -+ ampxy, =0

hergeleitet werden. ... Neben dem Systeme

(ako,ak1y - agn) = Vo, Vi,... Vi) k=1,2,... m
aller m(n + 1) Gleichungskoeffizienten wollen wir die Matriz

(ak1y. - agn) = V1,... V) k=1,2,... m
der mn Koeffizienten von x1,...x, betrachten und ihren Rang beziehlich durch
R(Vo; Vi) und  R(V;) i=1,2,... n
bezeichnen. Dann ist offenbar stets
R(Vi) < R(Vo; V) .
([Kronecker, 1903], str. 345)
Ein System von m linearen nicht homogenen Gleichungen

fi=wio+uinxr + - +uippry, =0 1=1,2,... m

besitzt dann und nur dann tiberhaupt eine Losung, wenn

R(Vo; Vi) = R(V;)
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ist. Ist r der gemeinsame Rang jener beiden Koeffizientensysteme, so sind diese
m Gleichungen dquivalent einem Systeme von nur r unter ihnen, und ihre
Lésungen bilden eine (n—r)-fache Mannigfaltigkeit, da sich r der Unbekannten
als lineare nicht homogene Funktionen der (n — r) ubrigen ergeben, welche
threrseits vollig beliebig angenommen werden konnen.

([Kronecker, 1903], str. 347)
Encyclopédie des sciences mathématiques

Paty paragraf ¢lanku K. T. Vahlena (1869-1945) a E. Cahena Théorie
arithmétique des formes otisténého ve francouzské matematické encyklopedii
je vénovan soustavam linearnich rovnic. Pojeti této problematiky je jiz zna¢né
moderni. Pro soustavu rovnic

k=n
Zaiﬁkxk:bi (i=1,2,...,m)
k=1

je zavedena matice soustavy a matice rozsitend, text obsahuje struénou, jasnou
a zcela moderni formulaci podminky existence FeSeni soustavy linearnich rovnic:

... La premiére des deur matrices précédentes a le rang r. La condition
de possibilité du systéme d’équations linéaires envisagées est que le rang de la
seconde matrice soit aussi r et que les deur matrices aient le méme plus grand
diviseur. ([Vahlen, Cahen, 1906], str. 82)

Dale je uvedeno, Ze feSeni mé tvar
Tk =&k + 2kt + 2hote + -+ Zep—rtn_r (k=1,2,...,n),

hovoti se o fundamentalnim systému (systéme fondamental).

Citovany jsou zde vysledky G. Frobenia (1879) a L. Kroneckera (1866, 1868,
1891).

7. Dvacaté stoleti

V prvnich tfech desetiletich dvacatého stoleti se stale jesté v mnoha ucebni-
cich matematiky a algebry objevuji soustavy linearnich rovnic v pojeti, které
je do znacné miry poplatné pristupu stoleti devatenactého. Efektivni vyjadieni
nutné a postacujici podminky feSitelnosti obecné nehomogenni soustavy line-
arnich rovnic (véetné popisu tvaru mnoziny vSech FeSeni) vyuzivajici pojmi
matice, hodnost matice, podprostor vektorového prostoru a dimenze prichazi
pomérné pozdé. Pokusme se to demonstrovat na nékolika ukézkach z ucebnic,
jez ovliviiovaly vyvoj matematiky, jejich aplikaci i jejiho pojeti ve vysokoskolské
vyuce.
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Maxime Bocher

Ve slavné a mnohokrat vydané knize M. Béchera (1867-1918) nazvané
Introduction to higher algebra, kterd poprvé vysla roku 1907, je problematice
soustav linedrnich rovnic vénovana ¢tvrta kapitola Linear equations (11 stran).
Text je jiz velmi moderni, plné je vyuzivana maticova fec.

Bochertv vyklad za¢ind Cramerovym pravidlem (bez dikazu), zavedenim
matice soustavy a matice rozsifené (augmented matriz) a porovndnim jejich
hodnosti. Dokazany jsou nasledujici véty:

A necessary and sufficient condition for a system of linear equations to be
consistent is that the matrix of the system have the same rank as the augmented
matriz.

If in a system of linear equations the matriz of the system and the augmented
matriz have the same rank r, the values of n—r of the unknows may be assigned
at pleasure and the others will then be uniquely determined.

The n—r unknows whose values may be assigned at pleasure may be chosen in
any way provided that the matriz of the coefficients of the remaining unknowns

is of rank r. ([Bocher, 1907], str. 46)

Zkoumani homogenni soustavy linearnich rovnic vede k definici fundamen-
talniho systému a k této véte:

If the equations (1) are of rank r < n, they possess an infinite number of
fundamental systems each of which consists of n — r solutions.

([Bocher, 1907], str. 50)
Kapitolu o soustavach linedrnich rovnic uzavird nasledujici teorém:

A necessary and sufficient condition that a set of solutions of a system of
homogeneous linear equations of rank r in n variables form a fundamental
system is that they be

(a) linearly independent,
(b) m — r in number. ([Boécher, 1907], str. 52)

Gerhard Kowalewski

Soustavam lineadrnich rovnic je vénovan 25. az 29. paragraf monografie
Einfiihrung in die Determinantentheorie z roku 1909, jejimZ autorem je
G. Kowalewski (1876-1950). Na nékolika strankach (str. 55-65) je pomérné
usporné, efektivné a moderné vylozena cela tato problematika. G. Kowalewski
vyuzil maticovou fe¢, pojmy hodnost a linearni nezavislost, vysvétlil nejprve
homogenni a poté nehomogenni pripad. Dilezitym pojmem jeho vykladu je
tzv. fundamentalni systém:

Man nennt ein System von unabhdngigen Losungen, aus denen sich jede
Lésung durch lineare Kombination ergibt, ein Fundamentalsystem.

Satz 21. Wenn der Rang r eines Systems linearer homogener Gleichungen
kleiner als die Anzahl n der Unbekannten ist, so gibt es Fundamentalsysteme
von n —r Losungen.
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Um ein solches Fundamentalsystem zu erhalten, braucht man nur n — r
unabhingige Losungen zu suchen. ([Kowalewski, 1909], str. 58)

G. Kowalewski ukazal metodu nalezeni fundamentalniho systému a oznacil
ji jako Methode von Frobenius. Nakonec zformuloval nutnou a postacujici
podminku Fesitelnosti soustavy linearnich rovnic prakticky v souc¢asném tvaru:

Das System ... hat dann und nur dann eine Lésung, wenn die Matrizen
a1 a2 ... Qip air a2 ... aip by
a1 Q2 ... G2y und a1 Q2 ... G2, b2
Am1  Am2 Amn Am1  Am2 Amn bm

von gleichem Range sind. ([Kowalewski, 1909], str. 62-63)
Leonard Eugene Dickson

L. E. Dickson (1874-1954) se roku 1914 v knize Elementary theory of
equations vénoval i soustavam linearnich rovnic. Pojem matice v knize neuzival,
prislusné vysledky popisoval vyhradné v fe¢i determinantii. Zavérecny vysledek
formuloval pro nehomogenni soustavu n lineadrnich rovnic o n neznamych
s pravymi stranami k1, ..., k,, kterd je oznacena ¢islem (17):

Fundamental Theorem. Let the determinant D of the coefficients of
the unknowns in equations (17) be of rank r, r < n. If the determinants K
obtained from the (r 4+ 1)-rowed minors of D by replacing the elements of any
column by the corresponding known terms k; are not all zero, the equations are
inconsistent. But if these determinants K are all zero, the r equations involving
the elements of a non-vanishing r-rowed minor of D determine uniquely v of
the variables as linear functions of the remaining n — r wvariables, and the
expressions for these r wvariables satisfy also the remaining n — r equations.

([Dickson, 1914], str. 146)

A necessary and sufficient condition that n linear homogeneous equations in
n unknowns shall have a set of solutions, other than the trivial one in which
each unknowns is zero, is that the determinant of the coefficients be zero.

([Dickson, 1914], str. 148)

V nasledujicim odstavci autor uvedl, jak se postavit k obecnéjsim pripadim;
tato pasaz ukazuje, jak komplikovanym zpisobem byla jesté na pocatku 20. sto-
leti prezentovana problematika soustav linearnich rovnic:

In case we have a system of more than n linear equations in n unknowns,
we may first discuss n of the equations. If these are inconsistent, the entire
system is. If they are consistent, the general set S of solutions may be found
and substituted into the remaining equations. ... ([Dickson, 1914], str. 148-149)

K vysSe uvedenému odstavci je pripojena poznadmka pod Carou, v niz se
objevila zminka o pojmu matice:

For an abbreviated statement, the concepts matriz and its rank are needed.
Cf. Bocher, Introduction to Higher Algebra, p. 46.
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Veniamin Fedorovi¢ Kagan

V. F. Kagan (1869-1953) se narodil v Litvé, studoval v Odése a Kyjevé,
potom piusobil na univerzitdch v Odése a Moskvé. Zabyval se hlavné geometrii
a tenzorovou analyzou, podrobné studoval dilo N. I. Lobacevského (1792-1856)
a redigoval vydéani jeho praci.

Roku 1922 vysla v Odése Kaganova rozsdhld ucebnice Osnovanija teorii
opredelitelej. Je ¢lenéna do 14 kapitol, ma 82 paragrafii, obsahuje velké mnoz-
stvi tloh a ¢iselnych piikladd, to vSe na 521 stranach.

Prvni kapitola je vénovana jedné linedrni rovnici o jedné neznamé; druha,
¢tvrtd a osma soustavam dvou, resp. t¥i rovnic o dvou, resp. tfech nezndmych,
a nakonec soustavam m rovnic o n neznamych. Ve vsech tfech zminénych
kapitolach je uvedena véta Kroneckerova-Capelliova, a to témér ve stejné
podobé (viz str. 29-34, 87-91, 168-174). V paragrafu Obscee izsledovanie
ststemy linejnych uravnenij mé tato zndma véta takovyto tvar.

Teorema Kronekera-Kapelli. a) Esli rang matricy, sostavlennoj iz koefficien-
tov sistemy linejnych uravnenij ..., po prisoedinenii k nej stolbca svobodnych
clenov povysaetsja, to uravnenija protivorecivy.

b) Esli Ze prisoedinenie svobodnych clenov ne povysaet ranga etoj matricy,
to uravnenija sovmestny, i cislo k, kotorym etot rang vyraZaetsja, pokazyvaet,
skol’ko iz uravnenij sistemy mozno vybrat nezavisimych; ostal’nyja Ze uravne-
nija predstavljajut soboju sledstvija takich k nezavisimych uravnenij, tocnee, oni
predstavljajut soboju vyvodnyja uravnenija, proistekajuscija iz k nezavisimych
uravnensj. ([Kagan, 1922], str. 169)

Salvatore Pincherle

Italsky matematik S. Pincherle (1853-1936) napsal v druhé ¢asti Teoria delle
equazioni své ucebnice Lezioni di algebra complementare (3. vydani z let 1925—
1926) velmi stru¢né a jasné:

Se r é la caratteristica di un sistema di equazioni lineari omogenee ad
n incognite, il grado di indeterminazione del sistema stesso é n —r.
([Pincherle, 1908], vydani z r. 1926, dil II., str. 93)

Toto tvrzeni S. Pincherle nazval Teorema della caratteristica. Nutnou
a postacujici podminku resitelnosti nehomogenni soustavy linedrnich rovnic
s pravymi stranami ky, ko, . . ., ky, zformuloval v této podobé:

Condizione necessaria a sufficiente affinché il sistema ammetta soluzioni,
¢ che sia r la charatteristica della matrice (N) formata dai coefficienti e dai
termini noti; cioé che siano pure nulli tutti i determinanti d’ordine r + 1 che
si ottengono dai determinanti d’ordine r + 1 della matrice (M) sostituendo ad

una colonna qualsiasi la colonna corrispondente dei termini noti k.
([Pincherle, 1908], vydéani z r. 1926, dil II., str. 100)
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Hans Beck

Ve velmi pékné a moderné pojaté knize H. Becka (1876-1942) nazvané
Einfiihrung in die Axiomatik der Algebra z roku 1926 pojednava o soustavach
linedrnich rovnic Sestd kapitola (str. 48-73). Prezentovany pfistup k této pro-
blematice je ryze maticovy. Zakladnim poznatkdm o maticich je totiz vénovana
¢tvrta kapitola (str. 31-40), vektortim kapitola pata (str. 41-47), determinan-
tim az kapitola desata (str. 127-164); teprve v ni najdeme Cramerovo pravidlo
(str. 132-133).

Pokusme se priblizit Becklv pfistup k soustavam linearnich rovnic kratkymi
ukazkami.

Satz 75. Das System homogener linearer Gleichungen vom Range r inn Un-
bekannten hat oo™ " Losungen. ([Beck, 1926], str. 65)

Matici, resp. rozsifenou matici nehomogenni soustavy linearnich rovnic na-
zval autor Systemmatriz, resp. Affinmatriz; v dalsim vykladu uvazoval hodnosti
obou téchto matic.

Satz 83. Ein inhomogenes System linearer Gleichungen hat dann und nur
dann Lésungen, wenn seine beiden Rangzahlen gleich sind.

([Beck, 1926], str. 72)
Oscar Perron

V prvnim dile své uéebnice Algebra z roku 1927 se O. Perron (1880-1975)
vénoval i problematice soustav linedrnich rovnic. Vyuzil maticovou fe¢, nutnou
a postacujici podminku Fesitelnosti i zdkladni poznatky o fundamentilnim
systému feseni zformuloval velmi moderné:

Eine Anzahl von unabhéingigen Lésungen ..., aus denen sich alle anderen
Lésungen in der Form ... zusammensetzen lassen, heifit ein Fundamentalsys-
tem von Lésungen. Wir beweisen jetzt, dafi es, wenn k > n ist, Fundamen-
talsysteme gibt und daf8 jedes Fundamentalsystem aus genau k — n Ldsungen
besteht. ([Perron, 1927], vydani 1932, str. 103)

Das System wvon inhomogenen Gleichungen ... hat dann und nur dann
Lésungen, wenn die beiden Matrizes ... gleichen Rang haben ...
([Perron, 1932], str. 106-107)

Otto Schreier, Emanuel Sperner

V prvnim dile u¢ebnice Einfihrung in die analytische Geometrie und Algebra
z roku 1931 vyuzili jeji autofi, O. Schreier (1901-1929) a E. Sperner (1905—
1980), maticovy aparat ke zcela moderni prezentaci teorie soustav linearnich
rovnic. V Sestém paragrafu zavedli pojem matice v souvislosti se zkoumanim
soustavy linearnich rovnic. Nutnou a postacujici podminku fesitelnosti uvedli
ve dvoji podobé: maximéalni pocet linearné nezavislych sloupctt matice soustavy
zistane stejny i po pridani sloupce pravych stran, resp. hodnosti matice
soustavy a matice rozsifené jsou stejné. Hodnost matice je definovana jako
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maximalni pocet linedrné nezavislych sloupct. Dale je ukazano, ze mnozina
vSech feseni homogenni soustavy je vektorovy prostor, ktery ma dimenzi n —r,
kde n je pocet nezndmych a r hodnost matice soustavy, a Ze mnozina vSech
feSeni nehomogenni soustavy vznikne pfictenim jediného feSeni této soustavy ke
vsem TeSenim odpovidajici soustavy homogenni. Cela teorie je vyloZena velmi
jednoduse, moderné, pouze na nékolika malo strankach.

Satz 1. Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann in den x; losbar, wenn
die Mazimalzahl linear unabhdngiger unter den Vektoren aj,as,...,a, gleich
ist der Mazximalzahl linear unabhdngiger unter den Vektoren ai,as,...,d,,b.

... Man nennt die Mazimalzahl linear unabhdingiger Spaltenvektoren einer
Matrix auch den Rang der Matriz.

... Die Matriz (2) heifit die einfache Matriz, (5) dagegen die erweiterte
Matriz des Gleichungssystems (1). ...

Satz 2. Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann in den x; losbar,
wenn der Rang der einfachen Matriz des Systems (1) gleich ist dem Rang der
erweiterten Matriz. ([Schreier, Sperner, 1931], dil 1., str. 38)

Satz 3. Hat die (einfache) Matriz des Gleichungssystems (6) den Rang r,
dann erfillt die Gesamtheit der Losungsvektoren des Systems ein (n — r)-di-
mensionales lineares Vektorgebilde. ([Schreier, Sperner, 1931], dil 1., str. 41)

Satz 6. Aus einem bestimmten Ldsungsvektor v des inhomogenen Glei-
chungssystems (1) erhdlt man alle Losungsvektoren 3 dieses Systems durch die
Formel 3 = v+ b, wenn b alle Losungsvektoren des zugehdrigen homogenen
Gleichungssystems (6) durchlduft. ([Schreier, Sperner, 1931], dil I., str. 43)

V tomto paragrafu nachézime jako vedlejsi vysledek nasledujici tvrzeni:

Satz 7. Die Maximalzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren einer Matriz
ist gleich der Maximalzahl linear unabhdingiger Zeilenvektoren.

([Schreier, Sperner, 1931], dil 1., str. 45)
Enciclopedia delle Matematiche elementari

V druhém svazku prvniho dilu italské matematické encyklopedie z roku
1932 podal Luigi Berzolari (1863-1949) v pfehledném ¢lanku Equazioni lineari
(13 stran) zakladni fakta o soustavich linedrnich rovnic. Jeho staf, ktera
obsahuje velké mnozZstvi bibliografickych udaji, ma pét ¢asti:

1. Regola di Leibniz-Cramer,

2. Equazioni lineari omogenee,

3. Sistemi fondamentali di soluzioni,

4. Equazioni lineari non omogenee,

5. Alcune proprieta dei sistemi di equazioni lineari omogenee.

Napséna je pomérné strucné a piehledné, Gispésné vyuziva jak maticovou
fec, tak pojmy hodnost matice, linearni kombinace, linearni nezavislost, funda-

mentalni systém feSeni atd. Nutna a postacujici podminka feSitelnosti soustavy
linedrnich rovnic je uvedena v tomto tvaru:
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. affinché il sistema (1) ammetta soluzioni, é necessario e sufficiente che
le due matrict

la prima formata con i coefficienti, Ualtra con i coefficienti e con i termini
noti, abbiano lo stesso rango. ([BVG, I-2], str. 115-116)

V poznamce pod ¢arou uvedené u tohoto vysledku odkazuje L. Berzolari na
prace G. Frobenia (1879, 1905), A. Capelliho (1892) a L. Kroneckera (1903).

Ludwig Bieberbach

V patém vydani uéebnice Vorlesungen tiber Algebra® z roku 1933 uvedl
L. Bieberbach (1886-1982) véty o soustavach linedrnich rovnic ve strucné,
a z dnesniho hlediska velmi srozumitelné podobé; tato problematika je zpraco-
véana v kapitole Systeme linearer Gleichungen (str. 69-82). Existence netrivil-
niho feseni homogenni soustavy se tyka tato véta:

Die homogenen Gleichungen (8) besitzen dann und nur dann eine nicht

triviale Losung, wenn der Rang o dieses Gleichungssystems kleiner ist als die
Zahl n der Unbekannten. ([Bieberbach, Bauer, 1928], vydani z r. 1933, str. 73)

Nutna a postacujici podminka existence feseni nehomogenni soustavy ma
tento tvar:

Die Gleichungen (12) sind dann und nur dann lésbar, wenn der Rang der
Matriz

ail . A1n ce a1

Ami -+ Gmn ..  Qm

dieses Gleichungssystems gleich dem Rang des Gleichungssystems (8), d. h.
gleich dem Rang der Matrix

ail . QA1n

Am1 . Amn,

ist. ([Bieberbach, Bauer, 1928], vydani z r. 1933, str. 74)

6 Ucebnice Vorlesungen iiber Algebra Gustava Bauera (1820-1906) vysla poprvé roku
1903. Jeji tfeti vydani z roku 1921 podstatné prepracoval L. Bieberbach — se jmény obou
autoru vyslo ¢tvrté vydani roku 1928 a paté vydani roku 1933.
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Tvrzeni o strukture mnoziny vsech feSeni homogenni soustavy je v ucebnici
vyjadfeno v tomto tvaru:

Die Liosungen eines homogenen Gleichungssystems in n Unbekannten vom
Rang o bilden eine n — o-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit.

([Bieberbach, Bauer, 1928], vydéani z r. 1933, str. 77)

Srovname-li tuto partii s odpovidajicimi odstavci v pfedchozim vydani z roku
1928, vidime velky pokrok, zejména ve formulaci nutné a postacujici podminky
feSitelnosti nehomogenni soustavy lineadrnich rovnic.

8. Zavér

V pfedchozich odstavcich jsme méli moznost poznat, jak obtizné se matema-
tika propracovavala k efektivnimu, struénému a jasnému vyjadfeni ekvivalentni
podminky fFesitelnosti soustavy linearnich rovnic a k popisu struktury mnoziny
vSech jejich feSeni. Pfitom je tato problematika obsazena jiz fadu desetileti
v vodnich kurzech vysokoskolské matematiky.

Vidéli jsme, Ze priorita zvefejnéni nutné a postacujici podminky Fesitelnosti
soustavy linearnich rovnic patéi Ch. L. Dodgsonovi (1867) a jeji prvni moderni
vyjadieni A. Capellimu (1892).
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