Zéklady teorie matic

19. Podobné matice

In: Otakar Bortivka (author): Zaklady teorie matic. (Czech). Praha: Academia, 1971.
pp- 137--143.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401348

Terms of use:

© Akademie véd CR

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/401348
http://project.dml.cz

19. PODOBNE MATICE

19.1. Definice. Necht A je libovolna ¢tvercova matice stupné
n. Matice B téhoZ stupné n se nazyva podobnd matici A, existuje-li
regularni matice Q stupné n takova, Ze plati

B=Q 'AQ.
19.2. Véta. Necht matice A, B, C jsou &tvercové stupné n.
Pak plati:

1. Matice A je podobna matici A (reflexivnost).

2. Je-li Apodobna B, je B podobna A (symetrie).

3. Je-li A podobna B, B podobna C, pak A je podobna C

(tranzitivnost).
Dukaz: 1. Prvni tvrzeni je zfejmé (pro Q = E).
2. Piedné je B = Q' AQ; odtud mame
QBQ™! = (QQ™!) AQQ™!) = A,

takZe matice Q' ma nyni touZ ulohu jako dfive matice Q.

3. V tfetim pfipadé€ z relaci

B=Q !AQ, C=P!BP
plyne
C=P '(QT'AQ)P = (P7'Q™") A(QP) = (QP)"' A(QP),

coz dokazuje tvrzeni 3.

19.3. Poznamky. 1. KaZdy vztah definovany mezi prvky,
libovolné (neprézdné) mnoZiny, ktery je reflexivni, symetricky
a tranzitivni, nazyva se ekvivalence. Vidime, Ze podobnost matic
libovolného n-tého fadu je ekvivalenci.

2. Vzhledem k symetrii nemusime u podobnych matic

137



rozeznavat jejich pofadi a mizeme struéné mluvit o podobnych
maticich A, B.

19.4. Véta. Dv€ podobné matice maji stejné

1. charakteristické kofeny;
2. charakteristicka ¢isla, pfislusna k jednotlivym kofentim.

Dukaz: 1. Prvni tvrzeni bylo dokazino ve vét€ 16.12.1.
2. Jsou-li A, B podobné matice, takZe je napf.
B=Q 'AQ.
a je-li a kofen jejich charakteristickych rovnic, pak
B - aE =Q '(A-aE)Q
a odtud podle 16.12.2 plyne
(B — aE)* = Q7'(A - «E)} Q.

Protoze matice Q je regularni, maji matice (A — 4E)*, (B — uE)*
stejnou nulitu (srov. vétu 16.10 a poznamku 16.11) pro kazdé
prirozené k. Jsou tedy charakteristicka Cisla pfislusnd k témuz
kotfenu a podobnych matic A, B stejna.

Tim je dukaz proveden.

Z tvrzeni 1, 2 a véty 17.8. plyne

3. Dvé podobné matice maji tytéz minimalni polynomy.

19.5. Véta. Necht matice A, B jsou podobné, takze B =
= Q7 'AQ. Necht «a je z-nasobny (2 > 0) charakteristicky kofen
matice B (a ovem téz A). Nechf

Vi oo Yai Yo oo Yo i Y o Y (10s)
je normalni soustava vektord, pfislusna k z-nasobnému kofenu 0
matice B — «E.
Pak
Qyis s QY- QlL - QY (106)

je normdlni soustava vektor(, pfislusna k a-nasobnému kotenu 0
matice A — aE.
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Dilkaz: Pro zjednoduseni piSme
1 1 1 1 r r
x1 = QYI’ LR xa, = QYaz,-’ LR xa; = QYazl .

Podle pfedpokladu jsou pro matici B — aE vektory

Yis .- Yy fadul.
Pfitom plati

(B —aE)y, =yi,....,(B—aE)y, =y,
(B—aE)y} =y;,...(B—aE)y. , =y: .

Mimoto jsou vektory (105) nezavislé.
Z predpokladu, Ze pron = 1, 2, ..., %, jsou vektory y} ¥adu r,
plyne

0 = (B — «EY yl = Q"(A — aEy Qy, = Q7 '(A — aEY x, .

0+ (B—aEy~'y, = Q7'(A—dEy"'Qy, =
= Q_l(A - UE)r—1 X,: .

Odiud vynasobenim matici Q plyne
(A—aEy x, =0, (A—daEy 'x, +0.

Jsou tedy vektory xi, ..., x} ¥adu r. Podobn& zjistime, Ze vektory

x|, ..., x, jsoufadul.

Dale pro k= 1,2, ..,r =1, n=1,2, .., 9,44, plyne z pied-
pokladu

(B — aE)yh = yi*! ncboli Q7'(A — aE) Qys = yi™!
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vztah
(A aB)xk = Qui*t = i1,
§.
(A — aE) xt = xi*t,

Proto zbyva dokazat, Ze jsou nezavislymi vektory

1 1 2 2 .,

. r
SXTy e Xp s

r
ooy xl’ ) xﬂx .

Predpokladejme naopak, Ze jsou zavislé, takZe existuje relace
mx; + myxs + ...+ mx. =0,

aray

kde aspoii jedno z ¢isel m, je rizné od nuly.

PiSme pfredeslou relaci stru¢néji ve tvaru

Ymx, =0.
Odtud je
Ym,Qy, =0,
takze
QXmy, =0,

coz znali, ze se vektor Y m,y, transformuje linearni substituct
o matici Q v nulovy vektor. Odtud sloZenim s matici Q! dosta-
neme

ZmAYn =0.

ProtoZe &isla m, nejsou vSechna rovna nule, plyne z ptedeslého
vztahu, Ze vektory y, jsou zavislé. To v3ak je proti pfedpokladu
a dukaz je hotov.

19.6. Véta. Necht matice A, B jsou podobné, takie B =
=Q 'AQa

ay,..,a;by, ..., by .58,...,8,
je normalni soustava vektori matice B.
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Pak
Qa,,...,Qa,; Qb,, ..., Qby; ...; Qsy, ..., Qs,

je normalni soustava vektor matice A.

Dikaz: Tvrzeni je disledkem piedeslé véty.

19.7. Véta. (obraceni véty 19.4). KdyZ? dvé& matice A, B
téhoZ stupné n maji stejné charakteristické kofeny i stejna charak-
teristicka Cisla pfislu$nad k jednotlivym kofeniim, pak jsou po-
dobné.

Je-li

ay,..,a;5b, .. by s, s, (107)
popf.

~ ~ ~

ay,...,8;by, ... by ..;8, ..., 8, (108)
normalni soustava vektorli matice A, popf. B a
P=a,,...,by,...s,],
P=1[6y....54...5,],

pak matice Q = PP~! pievadi matici A v matici B ve smyslu
vzorce B = Q7 1AQ.

Dukaz: Necht matice A, B téhoZ fadu n maji stejné charak-
teristické kofeny a stejna charakteristicka ¢isla pfislu$na k jednotli-
vym kofentim. Necht (107), popt. (108) je normalni soustava vek-
tortt matice A, popf. B, pfiCemZ vidy k témuZ charakteristické-
mu kofenu patfi skupiny vektorl oznalené stejnym pismenem,
napf.

a,,...,a,; a,..,a,. (109)

Proto%e matice P je regularni, existuje matice Q = PP-!.
Pro ni plati P = QP, tj.

[ay,....by,...ns,] = Q[ay,....b,,....,5,] =
= [Qal! PEIY QB], caey an] N
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a tedy
a, = Qa,,...,a, = Qa, b, = Qb,,...,s, = Qs,. (110)

Ozna¢me pro okamzik napf. pismenem x néktery charakteristicky
kofen (obou) matic A, B. K tomuto kofenu patfi skupina vektort
(109) pro matici A, popi. B

1

X1y ooy Xgy ooy X, oy X5
Xiy deuy Xo oy Xy oy X0
Pritom vektory
X1, .. Xy

jsou fadu r, atd. Podle vyznamu t&chto vektort plati(n = 1,2, ...)

(A—xE)x, =0
a odtud
Q (A—-xE)Qx, =10.
Podobné je
(B— xE)x, =0,
iakze

(B — xE) x; = Q"'(A — xE) Qx] .
Odtud pfi¢tenim vektoru xx’, k obéma straniam dostaneme

Bx, = Q 1AQx!.
Dale mame

(A - xE)x;”! =x;

n

a odtud podle (110) plyne

Q7'(A - xE) Qx;”! = Q7IQx; = X;.
Didle plati
(B — xE) X, = x.
Je tedy
(B~ xE)x,' = Q7!(A - xE) Qx,™".
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Odtud pfi¢tenim vektoru xx,”! k ob&ma stranam plyne
Bx,” ' = QT'AQX",
atd. Vidime tedy, Ze plati vztahy
Ba, = Q 'AQa,, Ba, = Q" 'AQa,, ..., Bs, = Q" 'AQs,,
takZe je
BP = (QT'AQ)P. (111)
Protoze matice P je regulirni, nasobenim predeslé relace (111)
inverzni matici P~' obdrzime
B =Q 'AQ,
¢imzZ je véta dokazana.
19.8. Véta. Kazdé dvé tvercové sdruZené matice A, A’ jsou
podobné.
Duakaz plyne z véty 19.7. a poznamky 17.7.
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