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20. TRANSFORMACE PARU MATIC

20.1. Uvodni poznamka. K. Weierstrass (1815—1897) ve
svém proslulém pojednéni Zur Theorie der bilinearen und quadra-
tischen Formen (uvefejnéném v Casopise Monatsberichte der kgl.
preussischen Akademie der Wissenschaften v r. 1868) feSil tento
problém:

Jsou dany dva pary ¢tvercovych matic P, Q; P,, Q, téhoz
stupné n. Jaké jsou nutné a postalujici podminky k tomu, aby
existovaly takové regularni matice H, K stupné n, Ze plati vztahy

P, = HPK, Q, = HQK.
K. Weierstrass se zabyval pfipadem, Ze pro néktera &isla 4, u je
[AP + uQ] £0.

Jeho feseni spodiva na pojmu tzv. elementarnich déliteld, o nichz
se zminime v kap. 22. Z piedchazejici teorie plyne snadno jiné
feSeni, které se také vztahuje na pfipad, kdy pro nékterd A, u je
[AP + pQ| # 0. Toto Feleni je obsaZeno v nasledujicich dvou
vétach, z nichZ v prvni pfedpokladame regularnost matice P.

20.2. Véta. Necht P, Q; P,, Q, jsou dva pé;y ¢tvercovych

matic téhoZ stupné n, pfi¢emZ |P| # 0.
Pak existuji regularni matice H, K stupné n, pro néZ plati
P,=HPK, Q =HQK '  (112)

pravé tehdy, je-li |P,| + 0 a ob& matice QP~*, Q,P{' maji stejné
charakteristické kofeny a stejnd charakteristicka ¢isla prislu$na
k jednotlivym kofeniim.

Dukaz: Existuji-li regularni matice H, K, které spliiuji
vztahy (112), zfejmé je

[Pi| = [H] . IP|. |K| + 0,
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takZe matice P, je regularni. Mimoto plati
K=(HP)"'P, =P 'H"'P,,

Q = HQ(P“H“)P1 s
takze )

QP =HQP H)H'. (113)
Jsou tedy matice Q,P; ', QP! podobné.
Jsou-li naopak matice P, P, regularni a jsou-li obé matice
QP QP!

podobné, takZe existuje takova regularni matice H, Ze plati (113),
muzeme urcit matici K vzorcem

K=P'H'P, .
Pak mame
HPK
HQK

I

HP(P='H™'P)) = H(PP~')H 'P, = (HH ") P, = P,
(HQP—1H~1)P1 = Q1P1—1P1 = Q\-

Proto existuji regularni matice H, K, které spliuji vztahy (112).
Odtud plyne tvrzeni véty 20.2 uz bez obtizi.

I

20.3. Véta. Necht P, Q: P, Q, jsou dva pary takovych &tver-
covych matic téhoZ stupné n, Ze je

Pl =1Q[ =[P/ =]Qi] =0,
avsak prfi vhodnych Cislech 4q, uo je
|AoP + qu[ *0.

Pak existuji takové reguldrni matice H, K stupné n, Ze plati vztahy
(112), privé kdyZ ob& matice

Q(;~()P + l‘oQ)ﬂl ’ Q]()~0P1 + .“()Ql)ul

maji stejné charakteristické kofeny a stejnd charakteristickd cisla
pfisluina k jednotlivym kofentim.



Dikaz: Z pfedpokladu plyne, Ze matice
R = AP + 1,Q

je regularni, takZe |R| = 0, pfiemz je zfejmé Aop, + 0. Existuji-li
regularni matice H, K takové, Ze plati (112), je

Ry = APy + 1oQ; = AHPK + p1oHQK = H(A,P + 1Q) K,

takze
) R, = HRK,
a soudasné plati
Q, = HQK.
Proto
| R,] = [H][R] K] + 0
a matice

QR™', QR;!

jsou podobné, jak plyne z ptedeslé véty 20.2.
KdyZz naopak |R,| # 0 a jsou-li QR™', Q,R[' podobné,
existuji takové regularni ¢tvercové matice H, K stupné n, Ze
R, = HRK, Q, = HQK,
takze
APy + 1oQy = H(2oP + 11,Q) K = 4 HPK + 1,HQK

BoQ1 = HoHQK.
Odectenim obou rovnic obdrzime

AoPy = ,HPK .
Soucasné je

, = HQK.

Vzhledem k tomu, Ze 4, + 0, plynou odtud vztahy (112).
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