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vy = flx, y) (a)

je funkcia f spojitd v otvorenej mnoZine o. Potom dolné thornéd) peanovskd
funkcia je v kaZdom bode svojho oboru zdola {zhora) spojité.

D8kaz tejto vety je obdobny d8kazu predchddzajicej vety. Jedind pod-
statné zmena je v tom, Ze miesto nerovnosti (1) pouZijeme to, Ze najmendf (naj-
vét31) integrél v Yubovolnom bode dolného (horného) oboru vzhladom na najmen3{
(najvd&8{) integrél v niektorom bode mnoZiny o 1leZ{ cely v tomto obore.

-

8. Vety o Jjednozna&nosti riedeni

47. UvaZujme o d. rovnici
y = £(x,.y) | (a)

v nejakom obore o

Z predchédzajicich dvah vieme, %e danym bodom (§ ,4) € o mdZe
prechédzat jedno alebo viac rieSenf d. rovnice (a), definovanych v tom istom
intervale. Ak napr. je funkcia f v okolf bodu (§,%) spojité, prechéddza
tymto bodom bud préve jedno alebo hned nekone&ne mnoho rieZenf d. rovnice (a)
definovanych v tom istom intervale. '

Obsahom tejto kapitoly Jje vySetrovanie podmienok, za ktorjch danym bo-
dom z oboru o prechddza najviac jedno riedenie, ‘definované v istom intervale,
alebo inymi slovami, kedy rieZenie d. rovnice (a) Jje v danom bode jednoznal&-
né. Otézka ‘jednoznalnosti rieSenia prechddzajuceho danym bodom mé velkd ddleZi-
tost v aplikédcidch, kedy d. rovnice popisujd priebeh fyzikdlneho,. chemického,
biologickéhe alebo iného deja. V tychto pripadoch dany bod vyjadruje isty po-
iato¥ny stav deja a otézka.Jednoznaénosti rieSenia v tomto bode znadf, ¥i prie-
beh deja je po¥iatodnym stavom jednoznalne ur&eny. V kladnom pripade umoZnuje
znalost vlastnost{ d. rovnice predvidat len z daného poliatolného stavu prie-
behu dejae.

48, Za ddelom strunejdieho vyjadrovania zavedieme niekolko
definfeif: '

Nech (§,72) € o Je Tubovolny bod.

Budeme.hovdrit, %¢ bod (§,%) Je sprava (zYava, obojstranne) lok&dl-
ne pravidelny, ak existuje kompaktné_okolie %i{sla § sprava (zlava, obodstran4
né), vyzna¥ujice sa tym, fe kaZdé dve int. krivky d. rovnice (a), vych&dzaju-
ce z bodu '(g » I) (vchédzajdce do bodu (§,% ), prechddzajice bodom (§,7)
splyvaji v spoloZnej Zasti svojich defini&nych intervalov a spomenutého okolia
bodu ( S,"z Yo
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Dalej budeme hovorit, Ze bod (-;, %) , Je sprava (zlava, obojstranne)
pravidelny, presnejSie: gprava (zlava, obojstranne) absolutne pravidelny, ak
ka%dé dve int. krivky d. rovnice (a), vychédzajice z bodu (¥, %), (vehddza-
Jice do bodu (§,%), prechéddzajice bodom (£, )),_ v spolodnej &asti svojich
defini¥nych intervalov splyvajd.

K pojmu absolutne] pravidelnbst:l pripojujeme poznémku:

Ak bod (f,%) Je absolitne pravidelny sprava (zlava, obojstranne)
a ak z neho vychddza (do neho vchédza, nim prechddza) int. krivka d. rovnice
(a), potom této int. krivka je jedind v tom zmysle, %e ka%dd int. krivka, kto-
ré zbodu (§,M) vychddza (do neho vchddza, nfm prechddza) je ¥astou p8vod-
neJ int. krivky, alebo ju obsahuje.

Lahko nahliadneme, Ze ak bod (§ ,4) Je lokélne alebo absolidtne
pravidelny s\iZasme 2zlava i sprava, potom je pravidelny obojstranne a naopak.

Body oboru ¢, ktoré nie si lokélne alebo absolitne pravidelné, na-
zyvame lokdlne pripadne absolitne rozvetvovacie. Budeme hovorit o bodoch lo-
kélne, pripadne absolitne rozvetvovacich sprava, zlava alebo obojstranne.

V3imnime si, Z%e bod (§ ,%) mbZe byt napr. sprava lokélne pravi-
delnf a su¥asne sprava absoldtne rozvetvovaci. Napr. ak ide o d. rovonicu (a),
v ktorej funkcia f Jje definovand v cele] rovine takto:

0 pre x <0 -

i\’y‘pz"e x 2z O

‘KaZdy. bod (%, O) so zépornou usefkou § , § < 0, je sprava lokél-
ne pravidelny, lebo v kaZdom intervale [ § , S'.] y § < §'< 0, existuje jedi-
né riesenie d. rovnice (a) y = 0, vychddzajice z bodu ( §, 0, . Silasne
ydak je sprava absolitne rozvetvovaci, lebo 2z neho vychéddzaju napr. tieto tri
sprava Uplné rie3enia d. rovnice (a):

f(x, y) =

y=0 pre ng
0 pre gFs£x £ O
y:
3
2
2
-X pre x 2 0
3
o] prefé'xéo
y=
3
2
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Lahko nahliadneme, Ze medzi lokélnou a absolitnou pravidelnostou Je
této sdvislost: Ak bod (§, %) Jje. absolitne pravidelny sprava (zYava, oboj=-
stranne), potom ka%dy bod kaZfdej int. krivky, ktoré z neho vychédza (do neho
vchddza, nim prechédza), je lokélne pravidelny sprava (zlava, obojstranne).

Ak kaZdy bod oboru ¢ Je lokélne pravidelny sprava (zlava, obojstran~
ne), potom je i absoldtne pravidelny sprava (zlava, obojstranne).

Ak ka%dy'bod nejakej int: krivky, ktoré je sprava (zIava, obojstranne)
uplnéd, je sprava (zlava, obojstranne) lokélne pravidelny, potom je i absolitne
sprava (zrava, obojstranne) pravidelny. :

49, Nutné a postadujdice .podmienky
pre Jjednoznadnost riedent odvodil
T. Yosie [ Japanese Journal of mathematics. Vol. II. (1925)] . uvahami, ktoré
sa primykajd k Perronovej existenZnej teoréme. V tomto odseku.len strulne po- .
piSeme my3lienku, z ktorej vychddzal T. Yosie v tychto uvahéch..Zdé sa, Ze
Yosieove vysledky nie su dost vhodné pre aplikdcie, avdak maji prednost, Ze
popisuji sulasne nutné i postadujuice podmienky jednoznaénosti. .

Obmedzime sa na vyBetrovanie rieseni{ d. rovnice (a), s ohranilenou
a spojitou funkciou f(x, y), ktoré rieSenia sd definované pre v3etky x e[g,
§ +a], kde a > 0. Ka?dé také riedenie le%f, sko je znéme z odseku 27 vo
vhodnom klinovom obore R. Use&ky vychédzajice z bodu (_E » }) a ohraniZuji-
ce obor R maju vliastnosti funkeif wu(x), v(x), o ktorjch je re& v Perro-
novej existeninej teoréme, a teda teorému m8Zeme aplikovat na obor R.

Podla tejto teorémy existuje isté najvdlBie rie3enie G(x) a najmen-
5ie rieSenie g(x) d. rovnice (a), definované v intervale [§, § +a],
ktoré v ¥fsle § wmajd hodnotu % . Obidve tieto rieZenia-leZia zrejme v obore
R. Bodom (§ ,%) prechddza len jedno riedenie d. rovnice (a) vtedy a len
vtedy, ak obidve riedenia G{x) a g(x) splyvaji.

Dalej vieme, Ze na,jmenéie rieSenie g(x) .m8Zeme s Tubovolnou pres-
nostou aproximovat dolnymi funkciami, podobne najv#isie riedenie G(x) hor-
nymi funkciami,

Predpokladajme te'da, %e bodom (§, 7)) prechddza len jedno riedenie
d. rovnice (a), potom pre x é[ 5 , § +a] Je

g{x) = G(x)

Zvolme YubovoIné &isio € > O. Potom existuje.dolnéd funkcia ¥ (x)
takd, Ze pre xé[f,_f +a] Je :

&
glx) - ¢ (x) < -
2
'a horné funkcia V¥ (x) také, Ze

¥ (x) - G(x) < %
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. 2 tychto nerovnosti Vypiyva pre x € [f ’ f + a]

Y (x) - ¢ (x) < &

Predpokladajme naopak, Ze ku kaXdému ¥fslu € > 0 existuje dolnd
funkeia P (x) a hornd funkcia V¥ (x) vyznedujica sa tym, %e pre x ¢ [§,
§ +a] platf nerovnost: '

Y (x) - Y (x) € E
Potom zo th’ahov
Y (x) 2 G(x) z glx) 2 p (x)
vyplyva nerovnost |
G(x) - g(x) < &
a teda méme
G(x) = g(x)

lebo &fslo € > O je Tubovolné.

Tym sme dodli k zéklednému vysledku Yosieovych tvah, %e bodom (f',7)
prechddza jediné rie3enie d, .rovnice (a) , definované pre x €[ § ’ f +8a])
‘vtedy a len vtedy, ak ku kaZdému &{slu € > O existuje dolnéd a horné funk-
cia, ktoré sa vyznadujui tym, Ze sa ich hodnoty v kaZdom &isle intervalu [ f ’
f+a] 118ia  od seba o menej nax & . ’

Vychddzajic z tohto poznatku, Yosie odvodil dve deldie vety, popisu-
jice nutné i postaZujice podmienky pre jednoznalnost riedenf, a to tym, Ze kon-
Struoval dolné a horné funkcie zvléitneho druhu (polyndmy a polygony).

50 Postalujuice podmienky pre Jjedno-
znadédnost riesdenid

Nech ( § , "[ ) € ¢- je Tubovorny bod. Odopoved na otdzku, &i bod
(§,%) Je sprava (zlava, obojstranne), lokélne pravidelny, zévisi od vlast-
nost{ funkcie f v jeho okecli vpravo (vlaveo, na oboch strandch) od prismky
X= f e V pr‘ipade, %Ye poznéme nejaky obor, v ktorom leZia vZetky int. krivky
d. rovnice (a) vychddzajuc z bodu (vchédzajice do bodu, prechddzajuice bodom)
{f,Q), md%feme sa otmedzit len na vy8etrovanie vlastnost{ funkcie f v prie-
niku prisludného okolia a spomenutého oboru. '

Budeme sa teraz zaoberat vlastnostami funkcie f, ktoré stalia na
to, aby bod (}., n) tol lokélne pravidelny spreva. Z ndjdenych vysledkov do-
ataneme transformdciou premennych X = -« x, ¥ =y vlastnosti postaZujice na
lokélou pravidelnost bodu (f ,%) zlava a zhrnutim vysledkov o lokélnej pra-
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videlnosti sprava a zYava, dostaneme postalujice podmienky pre obojstranni lo-
kdlnu pravidelnost bodu (§,7).

Kv6li struénejSiemu vyjadrovaniu pouZivame v dal3fch dvahéch v tomto
odseku tie nézvy: o

Kompaktrym (k,) okolfm bodu (§,% ) rozumieme kaZdy kompaktny dy.
interval o strede v bode (§,M); niekédy pouZivame podrobnejs{ ndzov: oboj=
stranné k. okolie bodu (§,% ). Kompaktnym (k.) okolim sprava (zl'ava) bodu

(} »7 ) rozumieme prienik Yubovolného k. okolia bodu s polrovinou ., x Z f
(x £ § ).

1)

51. Lipschitzova podmienka

Sudeme hovorit, Ze funkcia f splna # bode (f,%) Lipschitzovu
podmienku, strudnej¥ie: L. podmienku, ak existuje k. okolie d bodu ( §,
%), v ktorom je funkcia f definovand a &fslo L > O také, Ze pre kaZdé

dva body (x, yl), (xy y,) € d (v3imnime si, Ze ich Uselka je rovnaké) pla-
t{ nerovnost:

| £(x, y9) - £(x, 30| § Lly; - 5, (1)

T4 %ast podmienky, ktord ss tyka existencie &{isla L, mbZeme tieZ vyjadrit
- tym, 2e mnoZina v8etkych &isel '

f(x, yl) - £(x, y2)

'3’1'3’2

pridom (x, yl), (xy y,)€ 4, yy - ¥, # 0, je ohranilen4.

Predovidetkym si v3imnime, Ze ak existuje k. okolie d bodu (§ )y
v ktorom je funkeia f definovand a mé v nom Xiastodnd derivéciu £, podla
y a ak funkcia f; je v ke 0kold 4 ohranilend, potom funkcia f spiﬁa v

tode ( Fa'i) L. bodmienku. Toto tvrdenie sa Yahko dokéZe s pouzitim vety o
prirastku funkcie.

Okrem L. podmienky v bode (§ ,7 ) (obojstrannej), ktord sme uZ defi-
novall, je ud¥elné zaviest pojem L. podmienky v bede" (§f ,%) sprava a zlsva.
Prisludné definicie dostaneme, ak v uvedenej definfcii L. podmienky vsunieme
za slovd podmienku a okolie vZdy slovo sprava alebo zlava. Je zrejmé, Ze uve-
dené dvahy o L. podmienke platia obdobne o L. podmienke sprava a zlava.

Viimnime si, %¥e ak funkcia f spina L. podmienku v bode (f,%)

sﬂéasqe sprava i 2Yava, potom ju spiﬁa v pdvodnom zmysle (obojstranne) a nao-
pake. '

Dalej si v3imnime, %e ak funkcia f splna v bode (% ,%) L. pod=
mienku, potom ju spina v kafdom bode istého okolia tohto bodu. Podobnd, avdak
trochu zlo%itejsia situdcia nastene v pripade, %Ze funkcia f splna v bode
(f »% ) L. podmienku sprava alebo zlava. To ponechévame &itatelovi na uvéZenie«



- 87 -

DokéZme si teraz nasledujicu vetu o lokélnej jednoznalnosti rieseni:

Ak funkcia f spfr'ia v bode ( } »?2 ) L. podmienku sprava, potom je bod
(f,%) sprava lokdlne pravidelny. :

Dékaz:- Predpokladajme, %e funkcia f spiba v bode (},2) L. pod-
mienku sprava, takZe v istom dv. intervale d : § S x ®$§f+a, % -b § yS
¢ M +b, (a, b > 0) plat{ nerovnost (1). Nech y,(x), yz(x) sd dva inte-
grély d. rovnice (a) vlastnostd y; (§) = y, (f) =1% '

Nech funkcia y,{x) je definovand v okolf sprava ¥fsla § , J;, a
podobne y,(x) v okolf sprava ¥fsla §, J,.

Nech xo € J3 N Jp, N [}, § + a] . UxéZeme, Ze yp(x) =
=y,(x) pre x € [ T A I

Zvolme si I'ubovolné &1slo €> 0 a ukéZeme, %e pre x € [f . x°]
plati: '

y1(x) = yo(x) & £ 2 Lixe+§) 2)

'K dékazu tohto tvrdenia pou¥ime metddu indukcie v kontinuu.

1. Predovietkym vidime, %e pre x = § Je nerovnost (2) splnen4.

2. Predpokladajme, Ze nerovnost (2) neplatf pre vdetky x € [ §, xo.]
Potom ale existuje ¢ € [ § , x°] také, pre ktoré je:

yy(e) = yyle) =« € 2 Ll c=§)

yi(c)‘- yz'(c? 2 21 €& 2 Llc -$)

2 poslednej nerovnosti vyplyva

2L € 2L 8) ¢ yre) - y5e) = £[e, y(@)] - £[e, yp0)] B

‘= l_f [c, yl(c)] - T [c, yz(c)]'é Llyl(c) -

- ¥y (e)] = L € e° L.(c‘f)
Teda

21 £ 2 Ue-f) g1 g P2 Le-f)

a odtial vyplyva, %2¢ 2 £ 1, &o je spor.
Teda pre x € [ § , x,] plati:



71(x) = yplx) & € o2 L(x - §)

Nakolko €5 O Jje Tubovorné, méme lim € e2 ¥X=f) =-o
) ' £+0
a teda

yi(ic) - yz(x) £ 0 pre ~x € [g ’ xO]
Z tych istych dévodov platf pre x é.[} R xo] :
yolx) = y;(x) & O

Z poslednych dvoch nerovnosti vychddza pre X € [f "on
- ¥1(x) = jz(x)
€ Jh N Jp n [ £, § ¢ a] Jje TubovoIrné, tvrdenie ve-

- NakoYko X,
* ty Jje dokézané.

Poznémka. L. podmienka sta®f na lokdlnu jednozna&nost rieSeni, ako sme
préve ukédzali, avZak nie je nutnd. Jednoduchym prikladom funkcie, ktord nespina
L. podmienku sprava v bode (0,0) a pritom tento bod Jje sprava lokélne pravi-

delny, Jje
3

f(x, y) = - \,y

52 Osgoodova podmienka

Hovorime, ¥e funkcia f splna v bode (§,%) . Osgoodovu podmienku,
strudne: O. podmienku, ak existude k. okolie (4 &) [‘f -a, § + a] x[ﬁ,- b,
4 +b] bodu (¢, M), v ktorom je funkecia f definovanéd a dalej existuje
funkcia @ (t) dJdefinovand v intervale [0,2 b] takd, Ze pre kaZdé dva body
(x, 1), (x, y,) € & plati nerovnost

| £ (x, yl)- £(x, yz)[ < w(lyl - jzl) (1)

Pritom funkcia @ méd tieto vlastnosti: -
1. je spojitd v intervale [ 0,2 b]
2. W (0) =0, W(t) > 0 pre tE€ (0,21b)

2b

3. Integrél f
0

dt
w(t)

diverguje.
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. Podrobnejsie hovorime, Ze funkcia £ spilfa v bode (§ ,%) 0. pod-
mi enku vzhladom na funkciuv @ . . '

0. podmienka je vBeobecndjdis ako podmienka L., pretoZe ak'epiﬁa funk-
cia .f L. podmienku, spﬁ'xa i podmienku O. vzhladom na funkeiu @ (t) =L ., ¢t,
kde L Jje kon3tanta L. podmienky. Iné funkcie, ktoré mdZu sliZit na reglizé-

ciu 0. podmienky, sd napr. (pri dost malom b):
1l

1l ' 1
W (t) =L .t.log =3 L.t.log . log log < atd.,
t t

kde L Jje nejaké kladné &islo.

Podobne ako u L. podmienky moZno zaviest pojem 0. podmienky sprava
alebo zIava.

0. podmienka stal{ na lokélnu jednoznalnost rieXeni. Spdsobom, ktory
zovSeobecnuje predchédzajici ddkaz v pripade platnosti L. podmienky, d4 sa do-
kézat, tdto veta:-

Ak funkcia f spina v bode (§ ,% ) O. podmienku sprava, potom bed
(f',ﬁ ) Jje sprava lokdlne pravidelny. '

53. Rosenblatt =« Nagumova veta

A. Rosenblatt nasiel [ Arkiv f3r matematik, astronomi och fysik, 3
(1909)J jednoduchd vetu o jednoznalnosti rieSenf{, ktorej zvlé8tny pripad,  kto-
ry o 17 rokov neskor3ie popisal M. Nagumo [Japanese Journal od Mathematies,
3 (1927)] pre3iel do li'teratliry pod ndzvom Nagumovej vety. Tdto Rosenblatt-

Nagumova veta znie:
Ak funkcia f(x, y) v diferencidlnej rovnici (a) Jje v k. okolf
sprava bodu ( f ,7)

(d ) § § x g f+a, N -b Sy 1 +0
spojitd a spina pre ka%dé dva rbzne body (x, yl), (x, y2') € d nerovnest

f(x, yl) - f(x, yz)
I 1 (1)

(x - §)
1 = 32

potom' bod (f,7%) Je lokélne pravidelny sprava.
Této formuldcia R. - N. vety a nasledujucl jednoduchy ddkaz poché-:

dza od Perrona [Math. Zeitschr., 28(1928) ] , ktory vetu rozd1ril i na systé-
my d. rovanic.

D8kaz. Predpokladajme, Z%e funkcia f(x, y) Jje spojitd v dv..interva--
le 4 a splna tam vztah (1).

Nech y;(x), y,(x) -sd IubovoIné riedenia 4. rovnice (&) definova-
né v intervale [f » § 4 a] y ktoré nadobidajd v ¥isle f hodnotu % . Funk-

cia
[ ]
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. .
yl(X)‘- yz(X) -
x - f

je definovand v intervale (} ,f + a] apre x = f + mé limitu O, 1lebo
podYa IHospitalovho pravidla Je

¥1(x) = yy(x) ‘yi(x) -~ y5(x)
lim = lim =
x+ § + x - § x»§ + 1 .
= lim (f G, yﬁx))) - 2(x, y(x)) =£(f,4) - £(f,9) =0
x>f +

Ak roz3irime definfciu tejto funkcie tak, Ze v &isle f jeJ prisddime
hodnotu O, dostaneme funkciu spojitdi v intervale [ | 3 E +a] . )

Vzhladom na nerovnost (1) dostaneme pre x € [f , § + a] H

l yl(x) - yz(x), = l !f {f 6:, yl(t)) - f(l;, yz(tD}dt l <

at (2)

P }‘- ,yl(t) '.yz(f)l
= t -
' £
Ak v niektorom ¥fsle c €& ( § , §.+ a] Je  y,(e) # yz(c), potom funkcia
[ ¥1(x) = y,(x)|
— "

nie je v il"xtervale [§ , c] kon3tanta a m4 tam ur¢gitd najvi&Siu hodnotu M,
ktord zrejme je kladnd. Odtial vyplyva, Ze pre kaZdé x € (f, ¢) Je

? ]yl(t)-yé(t)l ‘
at < M(x - §)
f t - f : .
takZe podTa (‘2) pre .x € (§, cJ Jes
[31(x) = y5(x)] 1 rA RS AT 1
< f at < M(x=-f)=M
x - § | x - § £ .t - x - §

Tieto nerovnostl platia zrejme tieZ v tom &fsle x € Cf ’ cJ,v kto-
rom funkcia na lavej strane mé najvi&S8iu hodnotu M, takZe dostdvame M <M,
o nie je moZné. Teda skutoéne je yl(x) = yz(x) pre x € [f, j + a] a d8-
kaz je uskutodneny.
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°

Poznémka. Z R.- N. vety tieZ vyplyva, Ze bod (} ,Q ) Je lokélne prae
videlny sprava, ak spojitéd funkcia f(x, y) spféa v bode (f »?2 ) L. podmien: -
ku. Zmieneny vysledok sme predtym dokézali priamo,

" Z Re~ N. vety vyplyva takto:

Ak spojité funkcia f£(x, y) spifa v bode (§,%) L. podmienku,
existuje k. okolie d bodu (§,%3) a také &fslo L > 0, Z%e pre katdé dva
bOdy (X, yl)’ (X, )'2) - € d Je

| £(x, 31)‘ - f(x, yg), $L !yl - 3’2'
takZe pre y; # Yy, méme

| £{x, y7) - £(x, ¥,)|
(x - §) < L (x=-%)
| ¥y1 - ¥21l

1
Odtial vyplyva, pre x € [f, § +a’], kide a’ = uwin (e, ;), nerovnost

[£(x, 37) - £(x, ¥y,
(x =) £ 1
[ 1 =921

pretoZe pre také x Je L{(x - f‘) s 1.
Pod¥a Nagumovej vety je bod (f » Y ) lokdlne pravidelny sprava.
Priklad. UvaZujme o d. rovnici

y' o= £(x, y)

kde f(x, y) .znalf funkciu definovani pre v3etky (x, y) takto:

m x3 y
pre (x, y) # (0,0)
x* y2
f(x, y) = ‘
0 pre (x, y) = (0,0)

pritom m zna&{ nejakd kon3tantu.

Zvlédtny pripad tejto d. rovnice sme u% mali (ods. 12), a to pre n =
=4 a videli sme, Ze v tom pripade bodom (0,0) prechddza nekonedne mnoho rie-
Sen{ prisludnej d. rovnice.

Nech teraz m 2znad{ Yubovolni konZtantu.

Predov3etkym zistime, Ze funkcia -f(x, y) Jje spojitd pre vSetky
(x, y). Vskutku, v kaZdom bode # (0,0) Jje spojité ako racionélna funkecia,
ktorej menovatel nie je nula. Stelf teda zistit, Ze je spojitéd v bode (0,0),
tejeo Ze plati
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lim
(x,y) + (0,0) x* 4+ y

To v3ak vyplyva bezprostredne z nerovnosti

m x>y |m x|
x* + y2 C '

ktord je sprédvna, pretoZe x4 +'y2 = 2 le yl' (ods. 10).
Nech (j »?) 2zna%f Yubovolny bod # (0,0).

Ak zvolfme kladné ¥{sla a, b dost malé, dv. interval d:§ £ x £ f +
+a, |y -4]$b neobsahuje bo@ (0,0). V d mé teda funkcia f(x, y) v3ade
parcidlnu derivédciu podla Yy, f;(x, y), ktoréd je zrejme raciondlnou funkciou
a jeJ menovatel jg rb6zny od nuly: f& (x, y) Jje teda ohranictend v d. V obo-
re d Jje preto splnend L. podmienka a teda bod (f ,% ) Jje lokélne pravidelny
sprava. - .

Nech ( f,‘ﬁ) = (0,0). Ukéigmé, ¥e ak zvolime &fsla a, b Tubovolne
malé, L. podmienka nie je splnend vobore d : 0 £ x € a,|y -0] € b.

Vskutku, pré kazdé dva body (x, yl), (x, y2) € 4 méme:

3

m X

. (x* + 35 <t + D)

+yy ¥ (35 - yl)Jl (3)

priZom v pripade x =Yy

O treba rozumiet vyrazom na pravej strane &islo O.
Z tohto vzorca pre Yy, C

0 vyplyva:

L m X3

x4 + yg

| £ xy 390 = £z, 3| =| ¥y = %)

a odtial vidfme, Ze ak zvolime (0 #) yo = xz, Je

l £ (x, yl) - £(x, ¥,) I ‘ o l

y3 = Y2 2 x

a toto &fslo je Yubovolne velké pre x > O, dost blizke k 0. Funkcia
£(x, y) teda v obore d L. podmienku nespina.

Nakolko teda na zistenie jednoznalnosti rieSenf v bode (0,0) nemdZe-
me aplikovat L. podmienku, d8jdeme k cie¥u aspoh pre niektoré m, ak pouZijeme
R. - N. vetu. '
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_Skimajme preto, &i funkcia f(x, y) vyhovuje nerovnosti (1) v obore
d:0 $x%a,lyl b, kde a, b s8d nejaké kladné &isla.

Zo vztahu (3) vidime, Ze pre kaZdé dva rbzne body (x; y;), (x, ¥o)
€ 4 Jje ) '

£(x, yl) - f(x, 32)

\ m x? (x* - ¥y ¥5)

1 -2 (x* + 39 * + 33

2z nerovnosti (lllll -1y, )2 2 0 vyplfva yi + yg z 2| ¥ - Yol a teda

tieZ yi + yg 2 lyl . y2| , takiZe Je
At ey wple ot @l Dexdt @ e ea) et @

cD R R =G ead) G rd)

Z tejto dvahy vyplyva, Ze nerovnost

mx4

- (x* - ¥y - ¥p) _
»

x* + yi) (x* + y%)

Je splnend, ak |m}j €1 ¢t. jJoak =-1€m §1

Teda podYa R. = N. vety diferencidlna rovnica (a) mé len jedno rie-
Senie prechddzajice bodom (0,0) vtedy, ak &fslo m vyhovuje nerovnosti
-1%m £1.

Vidime, %Ze hodnota kon3tanty -m sa podstatne uplatﬁu,je v tom, &i
rieSenie diferencidlne rovnice (a) Jje v bode (0,0) Jednoznainé alebo nie.
Pre ~=1<€m £ 1 Je jednozna¥né, aviek pre m = 4 Je nekone¥ne mnohoznad-
né, Pre iné hodnoty m, bolo by treba daliie vySetrovanie. '

O. Perron doplnil R. = N. vetu touto poznémkou: Ak je rovnost (1)
nahradend nerovnostou len © lubovolne mélo miernejSou, a to v tom smere, Ze
pre ka?dé dva rdzne body (x, y,), (x, y,) € 4 platt

. £(x, ¥y7) = f(x, ¥o) :
(x = §) \ 1+ ¢ (4) .

1],

y1 =¥

de € je nejaké kladné &1fslo, potom uZ jednoznalnost riedeni v bode (§ ')
nie je zarudend. : '

Jeho priklad je tento:

Nech funkcia f£f(x, y) Jje definovand pre x z O a pre vietky Yy
takto:
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Y
x
(1 +¢&)  pre 0<y <xt*¢
£(x, y) = (1 +&) x5 pre y 2 x1+€
) 0 pre y £ O

kde € > 0 Je Yubovolné &islo.

" Lahko nashliadneme, Z%e funkcia f£(x, y) Je v3ade spojité;
Dalej je:

1+ &

N

r 0 . pre yl,ngx lebo yy» ¥ €0
(1 +¢&) 2—;——{-2- pre 0<y,y, < x1t+ €

‘(1+E)(E-x'£)pre O<yi<xl+6§y2

x
(1+5)(x£--j-:3)~pre 0$y2<x1+efyl
f(x, 'yl') - £(x, y,) =C (1 +¢) -?-. .pre 0 <y, < x1+€ ¥ £0

(1 +£)x£ pre 'ylé' x1+6,y2§ 0
f(l+£) ZE pre y, £ 0, 0<y2<x1+&
- (1 +¢) x6 pre y;£0, ¥y, 2 xl"'6

TekZe vo v3etkjch tychto jednotlivych pripadoch je pre y, # y,:

f(x, yl) - £(x, y2)
x \ <1+ &
y1 =72 . -

. Vidime, Ze funkcia f(x, y) spina podmienku (4) pre vSetky x 2 O
a ¥ # ¥ Tubovol'né. Pritom bodom (0,0) prechddza nekonene mnoho rieSent
diferencidlnej rovnice (a), a to v3etky riedenia y=2¢. xl"'E -y pridom ¢

zna¥{ Yubovolnd kon3tantu vyhovuji nerovnosti: O £c¢ £ 1.
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54. Véeo.becné'veta 0 Jednoznadnosti
integrédlovw

V tomto odseku uvedieme vetu, ktoréd je omnoho v3eobecnej3ia od pred-
chddzajécich kritéri{ lokélnej pravidelnosti bodov vzhladom na d. rovnicu (a),
a obsahuje ich ako Bpecidlne pripady. Z tejto vety sa d4 odvodit mnoho novych
kritér?f a &0 Je d6le%ité pre prax, pre kaZdi Specidlnu d. rovnicu médme moZnost
ga pokisit o urZenie #pecidlneho kritéria, ktoré by bolo vhodné prdve pre dand-
d. rovnicu.

UvaZujme d. rovnicu (a).

Nech f(x, y) Jje definované v obore
Ahzféx $§+a, -0 §y.§"l+b (ay b > 0)
Predpokladajme, Ze k d. rovnici (a) su briradené dve funkcie ‘¥ , é

froch premennych s nasledujicimi vlastnostamit

l. Funkcia P (x, u, v) je definované v obore
W :§<x £ § +a, M =b<u g v +b>

anéd tieto vliastnosti:

~

a) V kaZdom bode (x, u, v) € @ Je jej hodnota > O alebo = O po-
dta toho, ¥1 u < v alebo u = v;

b) Jje v obore w spojitd a mé v nom spojité parcidlne derivécie

O R

x’ u’ v’

c¢) platf vztah: lim [x, u(x), v(x)lz O pre ka?dé dva integré-
x~ §+ ‘
ly u, v d. rovnice (a), vychédzajice z bodu (§ ,% ), vyhovujice nerovnos-
tHam: ) -b < u(x) £ vix) < 9 + b -

2. Funkcia @ (X, u, z) Jje definované v obore
£: 55 X 5 §.+a, 9 -bsugh+d, 05z <

apmd tieto vlastnosti:
a) Je spojitéd v obore L ;

b) v obore W spﬁ'la nerovnost:

“P; (x, u, v)'.+ ‘.p ; (x, u, v) . ¢ (;:, u) + (fv' (xy, u, v) f (x,.§)§

= é(x, u, P (x, u, V)> '

Za tychto predpokladov 44 sa ukdzat, Ze ku kaZdym dvom integrdlom u,
y d. rovaice (a), ktoré vychddzajui z bodu (f »® ) 8d definované v inter-
wle[f , f +a] a vyhovujd nerovnostiam
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A =-b < ulx) $ v(ix) <7 +bD

existuje také okolie sprava &fsla § : ( § , 5+ o] (£ > 0), Ze v hom
existuje najv#&3{ integrdl Z(x) d4. rovaice

z' = ¢ [x, u(x) z] : (e)
ktorj vychédza z bodu ( § ,0) a v tomto okolf splna nerovnost:

(.P [x, u, v(x)] £ Z(x)

Ak funkcia P Je v obore @ zhora ohranifend, potom toto okolie nezévi-
si od volby integrdlov u, v.

Nech okrem vlastnost{ a), b) mé funkcia § vlastnost.

c) Pre ka%dy z bodu (§,7) vychéddzajici a v intervale [f , § + a)
definovany integrdl wu(x) d. rovnice (a), ktory vyhovuje nerovnosti % - b <

<ulx) < 7 +b, Jje 2Z(x) =0 Jedinym integrélom d. rovnice. (L), ktory
vychédza z bodu (§, O) a je definovany v Sasti intervalu [f, § +a].

Potom plat{ toto tvrdenie:

KaZdé dva integrédly diferencidlnej rovnice (a), Lktoré vychddzajui z
bodu (§,%), splyvajd v istom okolf sprava bodu f

Ak funkcia f£(x, y) je v obore 4 spojitd, alebo funkcia ¥ Je v o-

bore & (zhora) ohrani¥end, potom bod (} ,%) Je vzhladom na rovnicu (a)
sprava lokélne pravidelny.

Vetu uvddzame bez ddkazu.

Uvedieme teraz niektoré dﬁslédky predchddza jice J vety. Za ulelom docie
lenia obvyklého oznaZenia v literatire piSeme v Jal3om yy» ¥, miesto u. v.

1. Nech ¥ (x, yq, 3(2) =y2-y1,{>=o
takZe ‘f;c=0, (P;’I = =1, (P'y2=1

Z pofiadavky b) o funkcii $ vyplyva nerovnost

- £(x, y7) + £ (x, y5) £ 0 t.J. £(x, yp) £ £(x, y;)

Teda ak pre . y; € ¥y, Je f£(x, y5) ¢ f(x, y5), t.J. ek £(x, ¥)
vzhladom na y nerastie, potom bod (f » ) Je lokélne pravidelny sprava.

To v3ak je tzv. Peanovo kritérium jednoznalnosti.

2+ Nech ¥ =y, - yy»0 ¢ =L .2z, L >0 kondtanta.
PodTa vlestnost{ b) funkecie & md byt:

- f(x, yl) + f(x, ya) § L (yz - yl)
Vidime, %Ze nerovnost

f(19 yz). - f(x’ yl) = L(yz - 3’1) pre yl.f y.2
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vyJadruje dostatoZnd podmienku, aby bod (§ » ) bol lokélne pravidelny spra-
Va.

To je analogia L. podmienky.

3. Nech
. Jo = 91
= Q 0
¢ v B2
, Ja = N , . 1 . 1
?xT- (x-j)z’ (Pyl - x“f’ LP’Z h x-j

Podla vlastnosti b) funkcie @ mwé byt:

Yo = N1 1 y : 1
X, 7/ ¢
(x - §% x-§ x -

g tak dochdédzame k ‘analogii Rosenblatt - Nagumovej podmienky:

o = ¥ -

f(x,ya) - f(x, yl) g pre yl é y2

x - §
Yo = N
x - §

dostaneme zovieobecnenie R.- N. podmienky:’

4. Ak P = » @ =1L(x=-§ )z, (L>0 kondtanta)

1

+ L (-x-f)]

£(x, Y2)" f(xt yl) £ (32 - 31) [ n f

5« Utvorme si Zpecidlne kritérium pi'e skimanie lokélnej pravidelnosti
sprava bodu (0,0) u d. rovnice '

P wx, y)
Q (x, ¥)

(A)

<
[

pritem predpokladajme:
Funkcie P(J.t, ¥), Ux, y) sd definované v obore

4 :08 x Za, -b 2 y=<b; (a, b > 0).

P ) .
funkcie EQ’Q; si,v obore 4 spojité a’'Q >0 pre, 0<x £a, ~-b s

:ygbo
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ZvoYme
Y2 .
l
X
Yy

Potom ﬁostaéﬁjﬁca podmienka pre lokédlnu pravidelnost bodu (0,0) -pred
d. rovaicu (A) znie:

J2

x{P(x, y,) - P(x, yl)} < [ {Q (x, t) - Q,; (x, t)} at (1)
41

¥ed nésobime funkcie P, Q funkciou x 6° (y), pri%om funkcia 6
je v intervale [-b, b] spojitd a kladn4, zmeni sa predchéddzajici vzorec na

. Y2
6 (y5) « P (x, y;) —G'(yl) P(x, y,) 2 - /5 (t) Q; (x, t) dat (2)
. Y1

Vidime, Ze z bodu (0,0) vychédza lokélne préve Jeden integrél d. rov.

nice (A), ak existuje v intervale[ b, b] spojitd a kladnd funkcia 6 s kto=
ré splna nerovnost (2).

Priklad. Toto kritérium pouZijeme na d. rovnicu:

mx>y
pre (x, y) # (0,0)
x* + y2
y' =
o) pre (x, y) = (0,0)

ktorej pravd strana spina Ziadané predpoklady.

V predchddzajuicich udvahéch sme na3li (ods. 533 12), Z%e bod (0,0) Je

lokélne pravidelny sprava, ak -1 £ m £ 1 a Je loké}ne rozvetvovacf ak m =
= 4. .

Aplikujme teraz vzorec (1). PoloZme P(x, y) = m x3 ¥y, Q (x, y) =

4, y2. Dostaneme

= X

Y2

X 1
J Q(x, t) 4at = 14 (y2 - yl) + -5- (yz - 31) =
y1

: 4
= (yl"yz) [x4+.; (Y%"’lez +y§)]



Y2
/ x Q; (x, t) dt.- = 4 x4 (y2 -yl)
1 ‘

Vidfme, %e bod (0,0) Je lokélne pravidelny sprava, ak platdi

. ‘ 1 :
mx4(y -y)g (y -y).[-3x4+- (y§+yly2+y§)J
2 1l . 2 1 3

0dtial pre Yo=Yy, > 0 vychédéa

3m+3) xt g y2 4y, 9,498

a vidime, %e té4to nerovnost Je eplnené-vtedy‘-ak plati

[

3m+3) x50

‘ Této nerovnost je ale splnena v tom pripade, ked m £ - 3. Bod (0,0)
je teda lokélne pravidelny sprava vtedy, ked m % - 3. Ak aplikujeme vzorec
(2), dostaneme nerovnost

J2
0 {560 -n6u)} s -4 [ Fwa
: yi
2 ktorej pre & (y) = yzk, k > 0, vycl;édza
4
m L -
- 2k + 1

vidime, Ze lokélna pravidelnost sprava bodu (0,0) pre d. rovnicu (A)
je bezpednéd pre vdetky m < O a zrejme tieZ pre m = O.

9. UkdZka aplikécie predchédza.j\ice:j teorie

55¢ Perronov priklad

Ako aplikéciu predchéddzajicich vysledkov, Perronovej existenc‘.nej teoré-
y a viet 0 jednozna&nosti rieen{ uvedieme v tomto odseku priklad, ktory poché-
lza od O. Perrona.

UvaZujme o .d. rovnici
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