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y' = f ( x , y) (a) 

je funkcia f spojitá v otvorenej množině y. Potom dolná (horná) peanovská 
funkcia je v každom bode svojho oboru zdola (zhora) spojitá. 

D6kaz t e j t o vety j e obdobný ddkazu predchádzajúcej vety. Jediná pod­
statná změna j e v tom, že miesto nerovnosti (1) použijeme t o , že najmenšl (naj 
váčši) integrál v 1'ubovoTnom bode dolného (horného) oboru vzhl'adom na najmenšl 
(najvSČŠÍ) integrál v niektorom bode množiny C leží celý v tomto obore. 

8. Vety o jednoznačnosti rieáenl 

47 • Uvažujme o d . r o v n i c i 

y' = f (x, y) (a) 

v nejakom obore o. 
Z predchádzajúcich úvah vieme, že daným bodom ( j ,^) £ o mdže 

prechédzať jedno alebo viae riešenl d. rovnice ( a ) , definovaných v tom istom 
i n t e r v a l e . Ak napr. j e funkc i a f v okolí bodu ( j , \ ) spojitá, prechádza 
týmto bodom buď právě jedno alebo hne3 nekonečné mnoho riešenl d. rovnice (a) 
definovaných v tom istom i n t e r v a l e . 

Obsahom t e j t o k a p i t o l y j e vyšetrovanie podmienok, za ktorých daným bo 
dom z oboru ar prechádza najviac jedno riešenie, definované v istom i n t e r v a l e 
alebo inými slovami, kedy riešenie d. rovnice (a) j e v danom bode jednoznač­
né. Otázka jednoznačnosti riešenia prechádzajúceho daným bodom má velkú dóleži 
tosť v aplikáciách, kedy d. rovnice popisujú priebeh fyzikálneho,• chemického, 
biologického alebo iného d e j a . V týchto prípadoch daný bod vyjadřuje istý po-
čiatočný stav deja a otázka jednoznačnosti riešenia v tomto bode značí, či p r i 
beh deja je počiatočným stavom jednoznačné určený. V kladnom případe umožňuje 
znalosť v l a s t n o s t i d. rovnice predvldať l e n z daného počiatočného stavu p r i e -
behu deja. 

48. Za účelom stručnéjšieho vyjadrovania zavedieme niekolTco 
d e f i n i c i l : 

Nech ({ ,.£) £ o j e TubovoTný bod. 

Budeme hovoriť, že bod ( J , \ ) j e správa (zl'ava. obo.istranne) lokál  
ne pravidelný, ak e x i s t u j e kompaktné o k o l i e čísla j správa (zl'ava, o b o j s t r a n -
né), vyznačujúce sa tým, že každé dve i n t . křivky d. rovnice ( a ) , vychádzajú-
ce z bodu ( j ,*£) (vchédzajúce do bodu (§ ,\ ), prechádzajúce bodom ( j t \ ) 

splývajú v spoločhej časti s v o j i c h definičných i n t e r v a l o v a spomenutého o k o l i a 
bodu ( J t \ ). 
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řalej budeme hovt>riť, že bod ( |»^) » j e správa (zl'ava. obojstranne) 
pravidelná. presnejšie: správa (zl'ava. obo.lstranne) absolutné pravidelný, ak 
každé dve i n t . křivky d. rovnice ( a ) , vyčhádzajúce z bodu (3 » %) > ^chádza-
Júce do bodu ( j , *£,), prechádzajúce bodom (| y \ >}, v spoločnej časti s v o j i c h 
definičních i n t e r v a l o v splývajú. 

K pojmu absolutnéj p r a v i d e l n o s t i připojujeme poznámku: 
Ak bod ( j , \ ) je absolutné pravidelný správa (zTava, obojstranne) 

a ak z neho vychádza (do neho vchádza, ním prechádza) i n t . křivka d. rovnice 
(a)", potom táto i n t . křivka je jediná v tom zmysle, že každá i n t . křivka, k t o -
rá z bodu ( \ , \ ) vychádza (do neho vchádza, ním prechádza) je časťou p6vod-
hej i n t . křivky, al'ebo j u obsahuje. 

Lahko nahliadneme, že ak bod ( j , \ ) j e lokálně alebo absolutné 
pravidelný súčasme zl'ava i správa, potom je pravidelný obojstranne a naopak. 

Body oboru &t ktofé nie sú lokálně alebo absolutné pravidelné, na­
zýváme lokálně připadne absolutné rozvetvovacie. Budeme hovořit? o bodoch l o -
kálne, připadne absolutné rozvetvovaclch správa, zl'ava alebo obojstranne. 

Všimnime s i , že bod ( j , \ ) m6že byť napr. správa lokálně p r a v i ­
delný a súčasne správa absolutné r o z v e t v o v a c l . Napr. ak ide o d. rp v n i c u ( a ) , 
w ktorej funkcia f je definovaná v c e l e j rovině takto: 

D pre x < 0 
f ( x , y) = 

^ [ " y " ' pře 

Každý bod ( J , 0) so zápornou úsečkou J , \ < 0, j e správa lokál­
ně pravidelný, lebo v každom i n t e r v a l e [ $ , \ ] , | <|*<0, e x i s t u j e j e d i ­
né riešenie d. rovnice (a) y = 0, vychádzajúce z bodu ( J , 0; • Súčasne 
ySak je správa absolutné rozvetvovací, lebo z neho vychédzajú napr. t i e t o t r i 
správa úplné riešenia d. rovnice ( a ) : 

y = 0 pre x > | 
0 pře | i x "tO 

y = 

pre x ž 0 

pre ^ = x ^ 0 

3 

- - X j pre _x £ o 



Lahko nahlia'dneme, že medzi lokélnou a absolutnou pravidelnasťou je 
této súvislosť: Ak bod (/,$) je absolutné pravidelný správa (zl'ava, oboj-
stranně), potom každý bod každej i n t . křivky, ktoré z neho vychádza (do neho 
vchádza, ním prechádza), je lokálně pravidelný správa (zl'ava, obojstranné)• 

Ak každý bod oboru cf je lokálně pravidelný správa (zl'ava, obojstran­
né), potom je i absolutné pravidelný správa (zl'ava, obojstranné)* 

Ak ka/dý bod nejakej i n t . křivky, ktoré je správa (zl'ava, obojstranné) 
úplná, je správa (zl'ava, obojstranné) lokálně pravidelný, potom je i absolutné 
správa (zl'ava, obojstranné) pravidelný* 

• 

49* N u t n é a p o s t a č u j ú c e p o d m i e n k y 
p r e j e d n o z n a č n o s t r i e š e n l odvodil 

T* Yosie [ Japanese Journal of mathematics. Vol. I I . (1925).] • úvahami, ktoré 
sa primykajú k Ferronovej existenčnej teoréme. V tomto odseku,len stručné po- . 
píšeme myšlienku, z ktorej vychádzal T. Yosie v týchto úvahách. Zdá sa, že 
Yosieové výsledky hie sú dosť vhodné pre aplikácie, avšak majů prednosť, že 
popisujú súčasne nutné i postačujúce podmienky jednoznačnosti. • 

Obmedzíme sa na vyšetrovanie riešení d. rovnice (a), s ohraničenou 
a spojitou funkciou f ( x , y ) , ktoré riešenia sú definované pře všetky x6[{, 
J +a], kde a > 0. Každé také riešenie leží, ako je známe z odseku 27 vo 
vhodnom klinovom obore R. Úsečky vychádzajúce z bodu ( j , \) a ohraničujú-
ce obor R majů vlastnosti funkcií u(x), v(x), o ktorých je reč v Perro-
novej existenčnej teoréme, a teda teorému mdžeme aplikovať na obor R* 

Podia t e j t o teorémy existuje isté.najváčšie riešenie G(x) a najmen-
šie riešenie g(x) d. rovnice (a), definované v intervale [ j , J + a J , 
ktoré v Čísle f majů hodnotu % • Obidve t i e t o riešenia-ležia zřejmé v obore 
R. Bodom ( j t % ) prechádza len jedno riešenie d. rovnice (a) vtedy a len 
vtedy, ak obidve riešenia G(x) a g(x) splývájú* 

Sálej vieme, že najmenšie riešenie g(x) . mdžeme, s Tubovolnou pres-
nosťou aproximovat dolnými funkciami, podobné najvfičšie riešenie G(x) hor­
nými funkciami* 

Předpokládájme teda, že bodom ( j , \) prechádza len jedno riešenie 
d. rovnice (a), potom pre x i f j f + a j je 

g(x) = G(x) 

Zvorme Tubovolné Člsio £ > 0* Potom existuje,dolná funkcia <f (x) 

taká, že pre x é f j t j + a ] j e 

g(x) - «f (x) < " Í • 

2 

a horná funkcia Y (x) taká, že 

Y <x) - G(x) < -
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. 2 těchto nerovnosti vyplývá pre x € [ / , j + aj 

V (x) - lf> (x) <. £ 

Předpokládájme naopak, že'kil každému Čís lu 6 > O existuje dolná 
funkcia <f (x) a horná funkcia V (x) vyznačujúca sa tým, že pře x í [ | , 
| + aJ p l a t í nerovnosť: 

V <x) - ip <x) < fc 

Potom zo vzťahov 

V (x) ^ G(x) 3 g(x) í if (x) 

vyplývá nerovnosť 

G(x) - g(x) < £ 

a teda máme 

G(x) = g(x) 

lebo Síslo t > O je 1'ubovol'né. 

Tým sme d o š l i k základnému výsledku Yosieových úvah, že bodom " ť í ) 
prechádza jediné r i e š e n i e d. rovnice (a) , definované pre x £ £ f • / + a j 
vtedy a len vtedy, ak ku každému č í s l u t > O existuje dolná a horná funk­
cia, ktoré sa vyznačujú tým, že sa ich hodnoty v každom Čís le intervalu £ \ , 
f + a ] l í S i a od seba o menej njf»I € . 

Vychádzajúc z tohto poznatku, Yosie odvodil dve d a l š i e vety, popisu-
júce nutné i postačujúce pódmienky pre jednoznačnost r i e š e n í , a to tým, že kon­
struoval dolné a horné funkcie zvláátneho druhu (polynomy a polygony)* 

50. P o s t a č u j ú c e p ó d m i e n k y p r e j e d n o ­
z n a č n o s t r i e š e n í 

Nech ( f , \ ) £ C je TubovoTný bod. Odopoved na otá2ku, č i bod 
.({ i ^ ) Je správa (zlava, obojstranne), lokálně pravidelný, z á v i s í od vlast­
ností funkcie f v jeho okol í vpravo (vlavo, na oboch stranách) od prismky 
x= f . V př ípade , že poznáme nějaký obor, v ktorom l e ž i a všetky int. křivky 
a. rovnice (a) vychádzajúc z bodu (vchádzajúce do bodu, prechádzajúce bodom) 
{j,<íl)i mdžeme sa obmedziť len na vyšetrovanie v l a s t n o s t í funkcie f v prie-
Diku příslušného okolia a spomenutého oboru. 

Budeme sa teraz zaoberať vlastnosťami funkcie f, ktoré s t a č i a na 
to, aby bod ( | , \ ) bol lokálně .pravidelný správa . Z nájdených výsledkov do­
staneme transformáciou premenných X = - x, Y = y vlastnosti postačujúce na 
lokálnu pravidelnost bodu (j t\) zTava a zhrnutím výsledkov o loká lně j pra-
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v i d e l n o s t i správa a zl'ava, dostaneme postačujúce podmienky pre obojstrannú l o -
kólnu pravidelnost bodu ( j , \ )• 

Kvfili stručnéjšiemu vyjadrovaniu používáme v Salších úvahách v tomto 
odseku t l e názvy: 

Kompaktním (k.) okolím bodu ( | , \ ) rozumieme každý kompaktny" dv̂ . 
i n t e r v a l o střede v bode ( j , % ); niekédy používáme podrobnější nézov: obo.i-
stranné k. okolie bodu (^ t\) • Kompaktním (k*) okolím správa (zl'ava) bodu 
(| t \ ) rozumieme prienik 1'ubovol'ného k. okolia bodu s polrovinoií v x Ž $ 
(x É J ). 

51. L i p s c h i t z o v a p o d m i e n k a 

3udeme hovoriť, že funkcia f spíná -v bode ( j ,^«) Llpschitzovu  
podmienku. stručnejšie: L. podmienku, ak existuje k. okolie d bodu ( | , 
\ ), v ktorom je funkcia f definovaná a číslo L > 0 také, že pre každé 
dva body (x, y ^ , (x, y 2) É d (všimnime s i , že ich úsečka je rovnaké) pla­
tí nerovnosť: 

| f ( x , y x) - f ( x , y 2) | é L |y x - y 2 | (1) 

Tú časť podmienky, ktorá sa týka existencie čísla L, mfižeme tiež vyjadriť 
tým, že množina všetkých čísel 

f ( x , y x) - f ( x , y 2) 

y l " y2 

pričom (x, y^), (x, y 2) € d, y^ - y 2 jí O, je ohraničená. 
Predovšetkym s i všimnime, že ak existuje k. okolie d bodu (1 

v ktorom je funkcia f definovaná a má v ňom čiastočnú deriváciu fý podl'a 
y a ak funkcia fý je v k. okolí d ohraničená, potom funkcia f spina v 
bode ( f , \ ) L. podmienku. Toto tvrdenie sa 1'ahko dokáže s použitím vety o 
prírastku funkcie. 

Okrem L. podmienky v bode ( f % \ ) (obojstrannej), ktorú sme už d e f i ­
novali, je .účelné zaviesť pojem L. podmienky v bode' ( j , \ ) správa a zl'ava* 
Příslušné definície dostaneme, ak v uvedenéj definícii L. podmienky vsunieme 
za šlová podmienku a okolie vždy slovo správa alebo zTava. Je zřejmé, že uve­
dené úvahy o L. podmienke p l a t i a obdobné o L. podmienke správa a zl'ava. 

Všimnime s i , že ak funkcia f spíná L. podmienku v bode ( j , \ ) 
súčasne správa i zl'ava, potom j u spíňa v pdvodnom zmysle (obojstranne) a nao­
pak. 

Ďalej s i všimnime, že ak funkcia f spíňa v bode ( | , \ ) (L.. pod-* 
mienku, potom ju spíňa v každom bode istého okolia tohto bodu. Podobná, avšak 
trochu zložitejšia sltuécia nastene v případe, že funkcia f spíňa v bode 
( J t \ ) L. podmienku správa alebo zl'ava. To ponecháváme čitatelovi na uváženie^. 



Dokažme s i teraz nasledujúcu vetu o lokálněj jednoznačnosti rieSení: 
* 

Ak funkcia f spina v bode (J ) L. podmienku správa, potom je bod 
•íj y \ ) aprava lokálně pravidelný* 

DÓkaz: PředpokládáJme, že funkcia f spina v bode ( j ,$ ) L. pod­
mienku správa, takže v istom dv« intervale d : | á x * 5 + a , '̂ - b í y $ 
í ^ + b, (a, b > 0) platí nerovnost (1). Nech y^(x), y 2(x) sú* dva i n t e ­
grály d. rovnice (a) v l a s t n o s t i y^ (J ) = y 2 ( j ) * \ 

Nech funkcia y^x) je definovaná v okolí správa čísla £ , j ^ , a 
podobné y 2 ( x ) v okolí správa čísla 5 , J2» 

Nech x 0 t j 1 n j 2 n [ J , j + a ] • Ukážeme, že y x(x) * 
= y 2(x) pre x fe [ j ,. x 0 ] . 

Zvolme s i Tubovolné Číslo í > 0 a ukážeme, že pre x € [ $ , x Q ] 
platí: 

y x(x) - y 2(x) * t e 2 L ( x " \ ) (2) 

.K dókazu tohto tvrdenia použime metodu indukcie v kontinuu. 
1. Predovšetkým vidíme, že pre x = | Je nerovnost (2) splněná* 
2. Předpokládájme, že nerovnost (2) neplatí pre všetky x 6 [ J , x Q ] 

Potom ale existuje c £ £ $ , x Q J také, pre ktoré j e : 

y i ( c ) - y 2 ( c ) £ e 2 L ( c "í> 

yí<e> - y 2 ( c ) £ 2 L £ e 2 L ( c "í )  

2 posledněj nerovnosti vyplývá 

2 L É e 2 L ( c " f ) ž y{(c) - y 2 ( c ) = f [ c , y i ( c ) J - f [ c , y 2(c)J # 

- jí" [ c , y ^ c ) ! - f [c, y2(c)jj§ L | y i ( c ) -

- y 2 ( c ) | = L 6 e* L < c - f ) 

Teda 

2 L £ e 2 L ( c s L 6 e 2 L ( c "J> 

a o d t i a l vyplývá, žé 2 á 1, čo je spor. 
Teda pre ' x i [ j » x

0 ] platí: 
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*1 (x) - y 2(x) $ 6 e 2 L ( x - P 

Nakol'ko t > o je 1'ubovolné, máme l i m t e 2 L ( x ~ í * =0 
fc+O 

a teda 

yi(x) - y 2(x) * 0 Pře x € [ J , x Q ] 

Z tých istých ddvodov p l a t i pre x č [ J , x Q ] : 

y 2( x> " yi< x) s 0 

Z posledních dvoch nerovnosti vychádza pre x € f | , x Q J 

• y^(x) = y 2(x) 

NakolTco x Q 6 j 1 O j 2 o [ J , J + a J je 1'ubovol'né, tvrdenie ve­
ty je dokázané. 

Poznámka. L. podmienka stačí na lokálnu jednoznačnost riesení, ako sme 
právě ukázali, avšak nie je nutná. Jednoduchým príkladom funkcie, ktorá nespíná 
L. podmienku správa v bode (0,0) a přitom tento bod je správa lokálně pravi­
delný, je 

f ( x , y) - ^ 7 

52. O s g o o d o v a p o d m i e n k a 

Hovoříme, že funkcia f spina v bode ( | ,% ) . Osgoodovu podmienku. 
stručné: O. podmienku. ak existuje k. okolie (d =) L$ - a, | + a] x[*£ - b, 
\ + -b] bodu ( v ktorom je funkcia f definovaná a Sálej existuje 

funkcia có (t) definovaná v intervale [,0,2 b j taká, že pre každé dva body 

(x, y^), (x, y 2) 6 d platí nerovnosť 

l f (x, y x ) - f ( x , y 2 ) | * ^0^1 " ̂ 0 ( 1 ) 

Přitom funkcia CO má t i e t o v l a s t n o s t i : • 
1. je spojitá v intervale [ 0,2 b] 
2. ct) (0) = 0, O (t) > 0 pre t e (0,2 b} 

2b 
t dt 

3. Integrál I — diverguje 
J <0(t) 

* 
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PodrobnéJšie hovoříme, že funkcia f spíňo v bode ( j ) O. pod-
mienku vzhladom na funkciu CJ . 

• 
0. podmienka Je všeobecndjšia ako podmienka L., pretože ak spina funk­

c i a f L. podmienku, spíňa i podmienku 0. vzhl'adom na f u n k c i u co ( t ) = L • t , 
kde L Je konstanta L. podmienky. Iné fu n k c i e , ktoré mdžu slúžiť na realizá-
c i u 0. podmienky, sti napr. ( p r i dosť malom b ) : 

1 1 1 
(A ( t ) = L . t • l o g —; L • t . l o g — . l o g l o g — atd., 

t t t 

kde L Je nějaké kladné číslo* 
Podobné ako u L. podmienky možno zaviesť pojem 0, podmienky správa 

alebo z l a y a . 
0. podmienka stačí na lokálnu Jednoznačnosť riešení. Spdsobom, ktorý 

zovšeobecňuje predchédzajúci dSkaz v případe p l a t n o s t i L. podmienky, dá sa do-
kázať,. táto veta:• 

Ak funk c i a f spíňa v bode (| ,^ ) 0. podmienku správa, potom bod 
( \ i \ ) J e správa lokálně pravidelný. 

53. R o s e n b l a t t - N a g u m o v a v e t a 

A» Rosenblatt našiel [ A r k i v f o r matematik, astronomi och f y s i k , 3 
(1909)J Jednoduchú vetu o Jednoznačnosti riešení, k t o r e j zvláštny případ, k t o -
rý" o 17 rokov neskoršie popísal M. Nagumo [.Japanese Journal od Mathematies, 
3 (1927)J prešiel do l i t e r a t u r y pod názvom Nagumovej vety. Táto Rosenblatt-
Nagumova veta znie: 

Ak f u n k c i a f ( x , y) v diferenciálnej r o v n i c i (a) Je v k. okolí 
správa bodu ( f , \ ) 

( d i ) I ž x á f + a, ^ - b š y ^ + b 

spojitá a spíňa pre každé dva r&zne body (x, y ^ ) , (x, y 2 ) € d nerovnost 

f ( x , y x ) - f ( x , y 2 ) 
(x - f ) 1 1 (1) 

*1 " y 2 

potom bod (| t \ ) Je lokálně pravidelný správa. 
Táto formulaeia R. - N. vety a n a s l e d u j i i c i Jednoduchý ddkaz pochá-* 

dza od Perrona £lV!ath. Z e i t s c h r . , 28(1928)J , ktorý vetu rozšířil i na systé-
i my d. r o v n i c . 

D6kaz. Predpokladajme, že funkc i a f ( x , y) je spojitá v dv. i n t e r v a ­
le d a spíňa tam vzťah ( 1 ) . 

Nech y ^ x ) , y 2 ( x ) • aú 1'ubovolné riešenia d. rovnice (a) definova­
né v I n t e r v a l e C f , | + a j , ktoré hadobúdajú v čísle f hodnotu \ Funk­
cia 



yi(x) V - y 2(x) 

* - ! ' 
je definovaná v intervale (f , f + a] a pře x -* j + mé limitu 0, lebo 
podTa THospitalovho pravidla je 

y^*) - y 2(*) . y í ( x ) " y 2 ( x ) 

lim = lim 
x-»|+ x ~ í x -» f + 1 

- l i m f f & > y i ( x ) ) ) - f ( x , y 2 ( x ) ) » f ( | , t > - f ( f , t ) - 0 . 
x + f + V 7 

Ak rozšírime definíciu tejto funkcie tak, že v čísle f j e j prisúdime 
hodnotu 0, dostaneme funkciu spojitú v intervale E í > J + a J • , 

Vzhladom na nerovnost (1) dostaneme pre x & 
li, f • • ] • 

X 

I y x (x) - y 2(x) | = | / { f ( t , y x(t)) - f ( t , y 2 ( t ) ) } dt | í 

x
c \yx(t) - y 2 ( t ) | 

á J dt (2) 
f . * - i . 

Ak v niektorom čísle c f i ( 1 » J + a ] J e y^íc) y2^c)» potom funkcia 
| y x(x) - y 2(x)| 

nie je v intervale [ l » c ] konStanta a má tam určitú najvfičšiu hodnotu M, 
ktorá zrejme je kladná. Odtial vyplivá, že pre každé x £ ( j , c) je 

*/ |yx(t) - y 2(t ) l 
J dt < M(x - f ) 

takže podia (2) pre x £ (| , c j je: 

|y x(x) - y 2 ( x ) | x
 x | y i ( t ) - y 2(t)( 1 1 f | * l * r ' ' 2 V W I 1 J dt < M (x - J ) = M 

X - f * X -| j t - j x - I 

Tieto nerovnosti platia zrejme tiež v tom čísle x £ » <0/ v kto-. 
rom funkcia na lávej straně mé najvMčáiu hodnotu M, takže dostáváme M < M, 
čo nie je možné. Teda skutočne je y^(x) = y 2(x) pre x £ [ j , j + a ] a d6-
kaz je uskutočnený. 



Poznámka* Z R.- N. vety tiež vyplývá, že bod ( j ,^ ) je lokálně pra" 
videlný správa, ak spojitá funkcia f ( x , y) spíňa v bode ( j L. podmien-
ku* Zmienený výsledok sme predtým dokázali priamo. 

' Z B i - Ni vety vyplývá takto: 
Ak spojitá funkcia f ( x , y) spina v bode ( f L. podmienku, 

existuje k* okolie d bodu , *J) a taká číslo L > 0, že pře každé dva 
body (x, y 1 ) , (z, y 2) - € d je 

| f (x, y x)* - f (x, y 2 ) | á L | y^ - y 2 I 

takže pře y^ / y 2 máme 

| f ( x , y x) - f ( x , y 2 ) | 
(x - p ; ; $ L (x - l) 

I *1 " *2 I 

Odtial* vyplývá, pře x £ Lf * l + a ' ] » kde a' = min (a, — ) , nerovnosť 
L 

| f ( x , y x) - f ( x , y 2)l 
( x - f ) g l 

/ y x - y 2 I 

pretože pře také x je L(*x - ( J s i ; 
Podl'a Nagumovej vety je bod ( f »^ ) lokálně pravidelný správa. 

Přiklad* Uvažujme o d . r o v n i c i 

y' = f ( x , y) 

kde f ( x , y) . značí, funkciu definovánu pre všetky (x, y) takto: 

m x 3 y 
1 pře (x, y) ?* (0,0) 

X* + y 2 

f ( x , y) = . J 

pre (x, y) a (0,0) 

pričom m značí nejakú konstantu. 
Zvláštny případ te j t o d. rovnice sme už mali (ods. 12), a to pre ci = 

=4 a viděli sme, že v tom případe bodom (0,0) prechádza nekonečné mnoho ri e -
šení príslu&nej d. rovnice* 

Nech teraz m značí lubovol'mi konstantu* 
Predovšetkým zistíme, že funkcia f ( x , y) je spojitá pre všetky 

(x, y). Vskutku, v každom bode / (0,0) je spojitá ako racionálna funkcia, 
ktorej menovatel' nie je nula. Stačí teda zistiť, že je spojitá v bode (0,Q), 
t . j * že platí 
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l i m 
(x,y) <0,0) 

m x"* y 

7~772 

- o 

To však vyplývá bezprostředné z nerovnosjti 

m x^ y 

777 
ktorá je správná, pretože x + y 2 2 x / y| (ods. 10). 

Nech (j ,í) značí Tubovolný bod č (0,0). 
Ak zvolíme kladné čísla a, b dosť malé, dv. Interval d: j á x ú / + 

+ a» |y ~ ^ I > D neobsahuje bod (0,0). V d má teda funkcia f ( x , y) všade 
parciálnu deriváciu podia y, f v ( x , y ) , ktorá je zřejmé racionálnou funkciou 
a j e j menovatel* je rózny od nuly: f (x, y) je teda ohraničená v d. V obo-
re d je preto splněné L. podmlenka a teda bod (| % \ ) je lokálně pravidelný 
správa* 

Nech ( \ , ̂ ) = (0,0). Ukážeme, že ak zvolíme čísla a, b Tubovolne 
malé, L. podmienka nie je splněná v obore d : 0 "i r. % a, I y - 0| 6 b. 

Vskutku, pr« každé dva body (x t y^), (x, y 2) £ d máme: 

| f (x, y x) - f ( x t ý 2 ) | =j 

+ y i y 2 <y2 " yi)] 

m x -

( x 4 + y*) ( x 4 + y\) 
{ x 4 <yx - y 2) 

(3) 

pričom v případe x = y = 0 třeba rozumieť výrazom na právej straně číslo 0. 
Z tohto vzorca pre y^ = 0 vyplývá: 

[ f (x, y x) - f(x, y 2 ) | * m x" 
X 4 • v? 

(y1 - Tj) 
*2 

a o d t l a l vidíme, Se ak zvolíme (0 /) y 2 = x , je 

f (x, y x) - y 2) 

y x - y 2 

m 
2 X 

a toto číslo je TubovoTne velké pre x > 0, dosť blízké k 0. Funkcia 
f ( x , y) teda v obore d L. podmienku nespíná. 

Nakolko teda na zistenie jednoznačnosti riešení v bode (0,0) nem6že­
rné aplikovať L. podmienku, d&jdeme k cieTu aspoň pp« niektoré m, ak použijeme 
R. - N. vetu. 



- 93 

Skúmajme preto, či funkcia f ( x , y) vyhovuje nerovnosti (1) v obore 
d:0 <' x £ a,l y \ š b, kde a, b sú nějaké kladné čísla. 

* d je 
Zo vzťahu (3) vidíme, že pre každé dva rfizne body (x* y^), (x, y 2) 

f( x , y ^ - f ( x , y 2) 

*1 " *2 

m x 4 ( x 4 - y 2 y 2) 

( x 4 + y{) ( x 4 + y|) 

z nerovnosti ( l y ^ l - I y 2 í ) 2 £ O vyplývá y 2 + y 2 2 2 | ŷ ^ • y 2 | a teda 

tiež y| + y| $ I • y 2 | » takže je 

x4 | x 4 - y x y 2 | Ž x 4 ( j 4 + I y x y 2 l ) š x 4 (x4 + y 2 + y|) - x 4 ( i 4 + y 2 + 

Z tejto úvahy vyplývá, že nerovnost 

m x 4 - ( x 4 - y x . y 2) 

<x4 + y 2) ( x 4 + y 2) 
1 . 

je splněná, ak | mj £ 1 t . j . ak - l i m $ 1 
Teda podia R. - N. vety diferenciélná rovnlca (a) mé len jedno r i e -

šenie prechédzajúce bodom (0,0) vtedy, ak číslo m vyhovuje nerovnosti 
• l i m ^ 1. 

Vidíme, že hodnota konstanty - m sa podstatné uplatňuje v tom, či 
rieSenie diferenciálně rovnice (a) je v bode (0,0) jednoznačné alebo nie» 
Pre - 1 j m £ 1 je jednoznačné, avšak pre m = 4 je nekonečné mnohoznač­
né* Pre iné hodnoty m, bolo by třeba Salšie vyšetrovanie. 

0. Perron d o p l n i l R. - N. vetu touto poznámkou: Ak je rovnost (1) 
nanradená nerovnosťou len o Tubovol'ne málo miernejsou, a to v tom směre, že 
pře každé dva r6zne body (x, y^), (x, y 2) č d platí 

(x - • • ' I f ( x , y x) - f ( x , y 2) 

y x - y 2 

(4) 

tde £ je nějaké kladné číslo, potom už jednoznačnost rieáenl v bode (| »^ ) 
lie je zaručená* 

Jeho přiklad je tento: 
Nech funkcia f ( x , y) je definovaná pre x = 0 a pre všetky y 

takto: 
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f ( x , y) = 

y 
X 

pre 0 < y 

+ £) X pre y š x 

0 pre y < 0 

< x 1 + 6 

1 + C 

kde 6 > O Je lubovolné číslo, 
Lahko nahliadneme, že funkcia f ( x , y) Je všade spojitá* 

Ďalej j e : 

pre ylty2Z x 

71 - y 2 

(1 + £) p r e o < y x , y 2 < * 

lebo y^, y 2 £ 0 

1+ £ 

f ( x , ý x) - f ( x , y 2) =< 

(1 + 6) ( x e ) pre O < y < i < x 1 + c ^ y, 
x * * 

(1 + í ) (x ) pre 0 < y 2 < x
1 + * y x 

( 1 + d ) — pre 0 < y , < x 1 + y 2 ž O 
x 

(1 x 

y 2 

pre y x I x 1 + t , y 2 ^ 0 

- (1 +£ ) — pre y-, ̂  0, 0 < y 2 

x 

- (1 +6) x pre y1 ± 0, y 2 £ x 1+t 

Takže vo všetkých těchto jednotlivých prípadoch je pre y^ £ y 2 i 

f ( x , y x) - f ( x , y 2) 1 *1 " *2 . 
S I + l 

Vidíme, že funkcia f ( x , y) spíňa podmienku (4) pre všetky x £ 0 

a y^ £ y 2 1'ubovolné. Přitom bodom (0,0) prechádza nekonečné mnoho riešení 
diferenciálněj rovnice (a), a to všetky riešenia y * c • x^ + ̂  , pričom c 
značí lubovolnti konstantu výhovujú nerovnosti: 0 * c $ !• 
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54. V š e o b e c n á v e t a o j e d n o z n a č n o s t i 
i n t e g r á l o v 

V tomto odseku uvedieme vetu, ktorá je omnoho všeobecnéjSia od před-
chádzajúcich kritérií lokálněj pravidelnosti bodov vzhl'adom na d. rovnicu (a), 
a obsahuje ich ako speciálně případy* Z te j t o vety sa dá odvodiť mnoho nových 
kritérf! a čo je dSležité pre prax, pre každú špeciálnu d. rovnicu máme možnosť 
sa pokúsiť o určenie špeciélneho kritéria, ktoré by bolo vhodné právě pre danů 
ú* rovnicu. 

Uvažujme d. rovnicu (a)* 
Nech f ( x , y) je definované v obore 

: j áx í { + a, ^ - b í y í ^ + b (a, b > O) 

Předpokládejme, že k d. r o v n i c i (a) sú* priradené dve funkcie *f , £ 
troch přemenných s nasledujúcimi vlastností ami: 

1. Funkcia f (x, u, v) je definovaná v obore 

0 ) : S < x £ J + a, ^ - b < u 3 v ^ + b 

o má tieto v l a s t n o s t i : 
a) V každom bode (x, u, v) €. OJ je j e j hodnota > 0 alebo = O po-

fll'a toho, či u < v alebo u = v; 
b) je v obore cú spojitá a má v ňom spojité parciálně derivácie 

c) platí vzťah: l i m f [ x , u(x), v(x)J = O pre každé dva integrá-
x -* j + 

ly u, v d. rovnice (a), vychádzajúce z bodu (| i ^ ) , výhovujúce nerovnos­
tem: 4j - b < u(x) £ v(x) < ^ + b. 

2. Funkcia $ (X, u, z) je definovaná v obore 

^ : f ž X t | + a i í - b í uá1|+b, O 5 z < °° 

a má tieto v l a s t n o s t i : 

a) Je spojitá v obore i l ; 

b) v obore CJ spíňa nerovnost?: 

¥ ̂  (x, u,. v) + ? * (x, u, v) . f (x, u) + <f ̂  (x, u, v) f (x, v) £ 

í $ (x, u, (p (x, u, v)) 

Za týchto predpokladov dá sa ukázať, že ku každým dvom integrálom u, 
? d. rovnice ( a ) t ktoré vychádzajii z bodu (| ,^ ) sú definované v i n t e r ­
vale £j , | + a} a vyhovujú nerovnostiam 
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. \ - b < u(x) í v(x) < \ + b 

existuje také okolie správa čísla j : Í j , j + cC] ( eC > 0), že v ňom 
existuje najvSčší integrál Z(x) d. rovnice 

z' = i [ x , u(x) z ] («:) 

ktorý vychádza z bodu ( | ,0) a v tomto okolí spíňa nerovnosť: 

(j> [ x , u, v(x)] i Z(x) 

Ak funkcia ^ je v obore cj zhora ohraničená, potom toto okolie nezávi­
sí od volby integrélov u, v. 

Nech okrem vlastností a), b) má funkcia j> vlastnost. 
c) Pre každý z bodu ( J , ̂  ) vychádzajúci a v intervale [ j , j + a j 

definovaný integrál u(x) d. rovnice (a), ktorý vyhovuje nerovnosti \ - b < 
< u(x) < \ +. b, je Z(x) SO jediným integrálom d. rovnice, ktorý 
vychádza z bodu ( j » 0) a je definovaný v časti intervalu [ / » í + a ] . 

Potom platí toto tvrdenie: 
Každé dva integrály diferenciálněj rovnice (a), ktoré vychédzajú z 

bodu ( j »^)» splývajú v istom okolí správa bodu \ • 
Ak funkcia f ( x , y) je v obore á spojitá, alebo funkcia f je v o-

bore CO (zhora) ohraničená, potom bod (J je vzhl'adom na rovnicu (a) 
správa lokálně pravidelný. 

Vetu uvádzame bez ddkazu. 
Uvedieme teraz niektoré dSsledky predchádzajúcej vety. Za účelom doci<.-

lenia obvyklého označenia v literatuře píšeme v 3alšom y^, y 2 miesto u. v. 
1. Nech f (x, y x, y g) = y 2 - y x, $ = 0 

takže <f ^ = 0, <P ^ = - 1, <f'y2 - 1 

Z požiadavky b) o f u n k c i i £ vyplývá nerovnosť 

- f ( x , y x) + f (x; y 2) # 0 t . j . fCx, y 2> ^ f ( x , y x) 

Teda ak pre . y 1 í y 2 je f ( x , y 2) $ f ( x , y 1 ) , t . j . ak f ( x , y) 
vzhl'adom na y nerastie, potom bod (J , ̂  ) je lokálně pravidelný správa. 

To však je tzv. Peanovo kritérium jednoznačnosti. 
2. Nech Y = y 2 - y^, $> = L . z, L > 0 konstanta. 
Podl'a vlastností b) funkcie $ má byť: 

- f ( x , y x) + f ( x , y 2) Š L ( y 2 - y x) 

Vidíme, že nerovnosť 

f U , y 2) - f< x* y i > * L ( y 2 " y l > p r e y l * y2 



vyjadřuje dostatofinii podmienku, aby bod ( f , \ ) bol lokálně pravidelný sprá­
va. 

To je analógia L. podmienky* 
3. Nech 

<p = —— , <ř * o 

y2 * y l , . 1 , 1 

' " < x - í ) 2 ' 3 , 1 " " * " í ' ^ x " í 

Podia vlastnosti b) funkcia $ má byť: 

*2 - *1 1 1 
f ( x , y x) • f ( x , y 2) $ O 

(x - J ) 2 * ~ J * " í 

a tak dochádzame k analogii Rosenblatt - Nagumovej podmienky: 

y 2 - y x 

f(x, y 2) - f ( x , y x) 5 pře y, < y 2 

x - j 
y 2 - y x 

4. Ak <f = , $ = L(x - Č )z, (L> 0 konstanta) 
X " f 

dostaneme zovšeobecnenie R.- N. podmienky: 

f(x, y 2 ) - f ( x , yx) £ ( y 2 - y x) [ — + L (x - j ) J 
x 5 

5* Utvořme s i speciálně kritérium pre skúmanie lokálnej pravidelnosti 
správa bodu (0,0) u d. rovnice 

P v*, y> y = (A) 
Q (x, y) 

přitom předpokládá jme: 
Funkcie P(x, y ) , Q(x, y) SQ definované v obore 

ú : O $ x £ a, - b i y £ b; (a, b > O). 

p 

funkcie - Q, sti.v obore A spojité a ' Q > O pre 0 < x č a, - b £ 
Q 
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ZvoTme 
y 2 

<f = - í Q(x, 
x J 

t) dt, $'3 0 

Potom postačujúca podmienka pre lokálnu pravidelnost bodu (0,0) před 
d. rovnicu (A) znie: 

*2 
(p(x, y 2) - P(x, yx)} f j ^ Q (x, t) - (x, t)} dt 

*1 

(1) 

Keh násobíme funkcie P, Q funkciou x 6^ (y), pričom funkcia ď 
je v intervale £~b> bj spojitá a kladná, změní sa predchádzajúci vzorec na 

e (y 2) . P (x, y 2) (y x) P(x, y x) £ ' j * ( t ) ^ (x» l ) d t ( 2 ) 

y x 

Vidíme, Se z bodu (0,0) vychádza lokálně právě jeden integrál d. rov* 
nice (A), ak existuje v intervale £- b, b j spojitá a kladná funkcia 6" , kto« 
rá spina nerovnosť (2). 

Příklad« Toto kritérium použijeme na d. rovnicu: 

/ m * y 
777 pre (x, y) ^ (0,0) 

pre (x, y) = (0,0) 

ktorej pravá strana spina žiadané předpoklady* 
V predchádzajúcich úvahách sme našli (ods. 53; 12), že bod (0,0) je 

lokálně pravidelný správa, ak - 1 í ni < 1 a je lokálně rozvetvovací ak m = 
= 4. 

Aplikujme teraz vzorec (1)* Položme P(x, y) = m x^ y, Q (x, y) = 
= x^ + y • Dostaneme 

*2 

*1 
Q(x, t) dt = x* ( y 2 - y^} + - i y 2 - y j ; ) + - (y? - yh = 

= ( y x - y 2) [ x 4 + i (yf • y1 y 2 + y|>] 
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3̂2 

j x (x, t) at M x 4 (y 2 - y x ) 

Vidíme, že bod (0,0) je lokálně pravidelný* správa, ak p l a t i 

m x 4 (y 2 - y x ) * (y 2 - y x ) . [ - 3 x 4 + ^ (y* + y x y 2 + yp] 

Odtial pre y 2 - y^ > O vychádza 

3 (m + .3) x 4 £ y* + y x y 2 + y | 

a vidíme, že t á to nerovnost je splněná vtedy^-ak p l a t í 

3 (m + 3) x 4 • t O 

Táto nerovnost je ale splněná v tom případe, ked m # - 3» Bod (0,0) 
je teda lokálně pravidelný správa vtedy, ked m £ - 3. Ak aplikujeme vzorec 
(2), dostaneme nerovnost 

y 2 

m | y 2 o' (y 2 ) - y x 6* (y x ) ) S - 4 j 6* (t) dt 

£• 2k z ktorej pre o ( y ) = y » k > 0 , vychádza 

4 
m £ -

2k + 1 

Vidíme, že lokélna pravidelnost správa bodu (0,0) pre d. rovnicu (A) 
je bezpečná pre všetky m < O a zrejme t i e ž pre m s O* 

9« Ukážka apl ikácie predchádzajúcej teorie 

55« P e r r o n o v p ř í k l a d 

Ako apl ikáciu predchádzajiicich výsledkov, Perronovej existenčněj t e o r é -
iy a viet o jednoznačnosti r i e šen í uvedieme v tomto odseku př ík lad , kťorý pochá-
Iza od 0. Perrona. 

Uvažujme o d . rovnici 
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