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25. Faktorové grupy

25.1. Definice

UvaZujme nyni o libovolném faktoroidu & na grupé . Podle definice faktoroi-
du je polem faktoroidu & jisty vytvotujici rozklad grupy ® a je tedy vytvoren jistou
podgrupou 2, ktera je invariantni v & (24.3.2). Podle definice nasobeni faktoroidu je
soudin p¥ . qU libovolného prvku pl € & s libovolnym prvkem g2 € & onen prvek
faktoroidu &, ktery obsahuje mnoZinu p¥ . g. ProtoZe tato mnoZina splyv4, jak
jsme vidéli, s prvkem pg¥ € &, mame pro nasobeni faktoroidu & tento vzorec:

(1) U o qU = pqg .

Nyni ukazeme, Ze faktoroid & je grupa, v ni? jednotkou je pole invariantnf
podgrupy U a proek inverzni vzhledem k libovolnému proku al je a='.

Skute¢né, predeviim podle 15.6.3 je & grupoid asociativni. Dale, podle 18.7.5,
je pole A invariantni podgrupy U jednotkou grupoidu &. Koneéné mame tyto rov-
nosti:

Pop ' A=pp ' A=1A =4,

a z nich vidime, ¢ p~'% € & je inverzni prvek vzhledem k prvku p¥ e 6.

Kazdy faktoroid & na grupé & je tedy grupou a je jednozna¢né urden jistou
podgrupou U invariantni v &, a to tim zpisobem, 7e pole faktoroidu & je rozklad
grupy & vytvofeny podgrupou . Faktoroid & nazyvame faktorovd grupa neboli
grupa trid a pravime, Ze je vytvorena invariantni podgrupou U; oznadujeme ji sym-

bolem /.

25.2. Faktoroidy na grupé

Na zaklad¢ vysledku v odst. 24.3.2 mame tento piehled o v§ech moZnych fakto-
roidech na libovolné grupé &:

Viechny faktoroidy grupy & jsou prdvé jenom faktorové grupy na & vytvo-
Fené jednotlivymi invariantnimi podgrupami v &,

Viimnéme si, e nejvétsim (nejmensim) faktoroidem na grupé ® je tzv. nejvétsi
{nejmensi) faktorovd grupa B/® (&/{1}); je vytvorena nejvétsi (nejmensi) invariant-
ai podgrupou v &, tj. podgrupou ® ({1}).
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25.3. Vlastnosti faktorovych grup

Vlastnosti faktorovych grup plynou z vlastnosti vytvofujicich rozklad@t grupy
(24.4).

Necht ¢/, B/ jsou libovolné faktorové grupy na grupé .

Faktorovd grupa /U (B/B) je zdkrytem (zjemnénim) faktorové grupy
&/B (G/A) tehdy a jen tehdy, kdyz U > B.

Nejvétsi spolecné zjemnéni (BN, B/B) faktorovych grup G/A, G/B je fakto-
rovd grupa &)(U ~ B).

Nejmensi spolecny zdkryt [G/U, &/B] faktorovych grup GjAU, G/B je fakto-
rovd grupa G/UAB. )

Faktorové grupy &/, /B jsou doplitkové.

Na kazdé grupé je systém vsech faktorovych grup vzhledem k operacim (), [ ]
uzavieny a spolu s ndsobenimi, v nich? je ke kaZdé usporddané dvojici faktorovych
grup prifazeno jednou jejich nejvétsi spolecné zjemnéni a po druhé nejmensi spo-
le¢ny zdkryt, predstavuje moduldrni svaz s krajnimi proky. Témito proky jsou nej-
vétsi a nejmensi faktorovd grupa.

Zejména si v§imnéme, Ze grupy patii ke grupoidim, které se vyznaduji tim, Ze
na nich jsou kazdé dva faktoroidy dopliikové.

25.4. Faktorové grupy v grupach

1. Priiseky a obaly. Budte U = B, € libovolné podgrupy v &, pfi¢emz pod-
grupa ¥ je invariantni v 2.

Vezméme v uvahu faktoroidy U/Br € a E T A/B. Z odst. 24.5.1 vime, Ze
podgrupy ¥ n € a B jsou vzajemn& zaménitelné a dale, Ze podgrupa B N € je
v n CapodgrupaB v (U n €) VB invariantni. Mimoto z onéch ivah vychézi, Ze pole
zminénych faktoroidi jsou dana vytvorujicimi rozklady (% n €)/(B N E) a (U n
n €) B/D (21.2.1).

Z t&chto poznatki plynou vzorce

(1) ABMCE=UNnE)(BNE), CCUB=(CENADB/B,

takZ¥e dochazime k tomuto vysledku:
Faktoroidy /B M€ a ¢ C U/DB jsou faktorové grupy vyjddrené vzorci (1)
Zejména (pro U = &) plati tato véta:
Budte B, € libovolné podgrupy v &, pricem? podgrupa 9B je invariantni v &.
Pak faktoroidy G/B M€ a & C G/B predstavuji faktorové grupy a plati vzorce.
GPCE=C/(BnE), CCGD=CBDB.

2. Specidlni véta o péti grupdch. Vratme se k situaci popsané v odst. 24.5.2.
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Vezméme v tivahu faktoroidy %, € (15.3.3), jez jsou, jak vime, zakryty nasledujicich
faktorovych grup, vynucené faktorovou grupou B = (U n €)/U:

A EBB(ENUAD =(AnC))EnDY).
CnWD/DUANE)B =(ENnW/(AND).
Pole faktoroidi §I, & jsou dana (vytyofujicimi) rozklady (¥ n €)B/UB a (C

N A) D/UD (24.5.2).
Plati tedy vzorce:

I =UnEOBUB, €= (CnADUD,

take faktoroidy I, € jsou faktorovymi grupami vyjadfenymi témito vzorci.

Z odst. 15.3.3 vime, Ze faktorové grupy I, € jsou sprazené a tedy téZ izomorfni
(16.1.2).

Tim jsme dosli k tzv. specidlni vété o péti grupdch:
, Budte A o B, € > D podgrupy v &, pFicem# podgrupa B je invariantni v Y
a podgrupa ® md tou? vlastnost v €. Pak jsou podgrupy A n D, € B invariantni
v U ~ €. Ddle bud Wl invariantni podgrupa v A n €, takovd, Ze plati

ANnEoU>(UND)(ENYB).

Za téchto predpokladii jsou podgrupy A n & a W zaménitelné s kaZdou pod-
grupou B, D a podgrupa U, popr. UD je invariantni v (A n €)'V, popF. v (¢ N
N W D. Ddle jsou podgrupy (U n ) B/UB a (C N A) D/UD spFazené a tedy 1éz
izomorfni, takZe mdme:

(U NCE)BUB = (Cn A)DUD.

Zejména pro (U = (A N D) (€ N B)) plati tato tzv. véta o Ctyfech grupdch
(H. ZASSENHAUS):

Budte Y B, € > D podgrupy v &, pFicemz podgrupa B je invariantni v Y
a podgrupa ® v €. Pak jsou podgrupy A n D, € n B invariantni v Y ~ €. Ddle jsou
podgrupy ¥ nn €, U N D zaménitelné s B a podgrupy € n U, € n B s D. Mimoto je
podgrupa (U 0 D) B invariantni v (U N €)B a podgrupa (€N B)D v (€ n A) D.
Faktorové grupy (U 0 €)B/(U n D) B a (€ n A) D)(C n V) D jsou sprazené a tedy
1éz izomorfni, takZe mdme:

W E)BAND)D ~ (€ AWDIE N B)D.

25.5. Dalsi vlastnosti faktorovych grup
1. Vynucené zdkryty faktorovych grup. Necht B znalilibovolnou invariantni
podgrupu v grupé & a B, libovolnou invariantni podgrupu ve faktorové grupé &/8.

Prvky podgrupy 9B, jsou tedy tfidy vzhledem k invariantni podgrupé B a mezi témito
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prvky je pole B invariantni podgrupy %, nebot B je, jak vime (25.1), jednotkou fakto-
rové grupy &/ a je tedy prvkem kazdé podgrupy v grupé /8. Soudet viech prvkit
podgrupy %, je tedy jistd nadmnoZina A4 na B, ktera obsahuje jednotku 1 grupy &,
tedy 1 € B = A. Podgrupa B, vytvofuje na &/% faktorovou grupu (&/B)/B, a jak
vime z odst. 15.4.1, vynucuje tato faktorova grupa jisty zakryt U faktorové grupy
&/®. Pripomeiime si, 7e U je faktoroid na grupé & a kazdy jeho prvek je souétem
vSech prvki faktorové grupy &/®, které jsou obsaZeny vidy v témZ prvku faktorové
grupy (&/B)/B,. Zejména je tedy mnoZina A prvkem faktoroidu ¥, a protoZe obsa-
‘huje jednotku 1 grupy &, je podle tvahy v odst. 24.3.2 polem jisté invariantni pod-
grupy ¥ v & a faktoroid ¥ je faktorova grupa &/U. Podgrupa B je invariantni v U,
nebot ma tuto vlastnost dokonce v @, a je zfejmé, Ze plati rovnost B, = U/DB.
_ Dosli jsme k tomuto vysledku:

Zdkryt faktorové grupy &/ vynuceny faktorovou grupou (8/)/B, je fakto-
rovd grupa S|, pFicemZ pole invariantni podgrupy % v & je soudet vsech prvki
grupy G[B, z nichZ se sklddd invariantni podgrupa B, v &/B. Podgrupa B, je
faktorovd grupa U[B.

2. Rady faktorovych grup. Vezméme v tivahu fadu faktoroid (%) na grupé
&, a to:

(W=) Yy 2...2%, («¢=1).

Podle 25.2 piedstavuje kazdy ¢len U, této Fady faktorovou grupu &/, grupy G.
Tato faktorova grupa je vytvofena jistou podgrupou 2, invariantni v grupé ¢
(y = 1, ..., «). Rada (%) se tedy skladé z faktorovych grup lezicich na grupé &:

((gj) =) @/QII g e 2 @/ma,
pii¢emZ podgrupy U, vytvateji rovnéZ jistou fadu (%) (25.3):
(=) Yy>...0%,.

Pravime, Ze () je Fada faktorovych grup na grupé &; oznadeni: (&/Y).

Teorie fad faktorovych grup na grupé & predstavuje zvlastni piipad teorie fad
faktoroidii, kterou jsme vyvinuli v kap. 17. Nové v tomto piipadg je to, Ze se jisté
situace, které bylo nutno v teorii fad faktoroidti postulovat, u fad faktorovych grup
vyskytuji automaticky. Tim se tato nova teorie stdva v porovnani s fadami faktoroida
jednodussi a prihledngjsi.

Zejména jsou kazdé dv& Fady faktorovych grup na grupé & vzajemné doplitkové
(25.3) a tedy plati (17.6; 25.3) tato véta:

Budte

(®/) =) G, = ...2 G,

(®/B) =) G/B,2...2z 6T,
libovolné Fady faktorovych grup na grupé ®, o délkdch «, B = 1. Rady (&%),

(®/®B) maji kobazidlné spjatd zjemnént (8/Uy), (8/By) se splyvajicimi pocdtecnimi
a koncovymi ¢leny. Tato zjemnéni (B/Uy), (B/By) jsou ddna konstrukei popsanou

>.
=
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v odst. 17.6. Jejich &leny U, , = G/, ,, popF. Vs, = @B, , jsou faktorové grupy
vytvorené invariantnimi podgrupami

Ay =AU, "B (=U,_, nUDB),

PODF.
B;, = %6(%6—1 N 9[;1) (= Bs_1 N GB’1;9[;:4) ’

kde y,u=1,2,..,04+1; 6,v=1,2,...8+1 a ddle Ay =B, =6, U,yy =
=%ﬂ'7'1 QI ﬁ%l,

a

1

25.6. Cviceni

1. Rad faktorové grupy na libovolné kone¢né grupé fadu N je délitelem &isla N.

2. V tplné grupé cuklidovskych pohybl na pfimce nebo v roviné je ona podgrupa, kterd
se sklada ze vSech euklidovskych pohybiifla] nebo flx; a, 0], invariantni (19.7.1). Ptislu§na fakto-
rova grupa ma pravé dva prvky: jeden se sklada ze viech euklidovskych pohybi f[a] nebo f[x; a, b],
druhy pak z gla] nebo glx; a, b).

3. Budte & © B, ¢ o D podgrupy v &, pfi¢emz podgrupa 9 je invariantni v % a podgrupa
D ma tou vlastnost v €. V této situaci jsou faktorové grupy /B, /D adjungované vzhledem
k podgrupam B, © (15.3.4; 23.3).

4. Kazdé dva fetézce faktorovych grup v grup€ &, od G do {1}, maji izomorfni zjemnéni.
(Véta JorDANOVA-HOLDEROVA-SCHREIEROVA) (viz 16.4.4).
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