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4 Teorie transformaci

Tato kapitola bude vénovéna popisu transformaci dvou libovolnych rovnic (g), (Q). Na rozdil od
predchozi kapitoly budeme uvaZovat rovnice oscilatorické i neoscilatorické.

Transformacni problém obycejnych linedrnich diferencidlnich rovnic 2. fddu se poprvé objevil
roku 1834 v praci De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis némeckého matematika
E. E. Kummera a proto byva oznaovin jako Kummerdv transformacni problém. V této praci
E. E. Kummer poprvé uvazoval transformaci (zachovavame Kummerovo oznaceni a zpiisob zapisu)

y(x) = w(z)v(z), (4.0.1)

kterd prevede feSeni y = y(x) diferencidlni rovnice 2. fadu tvaru

d’y dy
ZJ - =0
T2 TP@) o +al@)y
na feSeni v = v(z) rovnice
d*v

d
i P(z)dfz +Q(z)v=0.

Pfitom jeho nejvétSim prinosem bylo objeveni nelinedrni diferencidlni rovnice 3. fadu, jejimz
feSenim dostaneme funkci z = z(x) vystupujici v transformaéni rovnici (4.0.1)

d3z a2z \? dz?
2 -3 —Z—+X=0
dzdx? <dzdx> izt ’

kde Z =292 1 P2 4Q, X = 2% 4 p? — 4q.
E. E. Kummer odvodil také vztah pro funkci w = w(z) ve tvaru

_ dx
w2:C_edez_6 fpdz_i7
dz

kde c je libovolna konstanta a e zaklad prirozeného logaritmu.
Delsi dobu zlstdavala nezodpovézend otdzka, zda Kummerova transformace (4.0.1), kterd je
linedrni vzhledem k feSenim y a v, nemdZe byt nahrazena obecnéj$im vztahem

y(x) = f(x,v(2())).

Koncem devatenactého stoleti dokdzali nezdvisle na sob& riznymi metodami P. Stéckel (J. reine
angew. Math. 111 (1893)), S. Lie (Leipziger Ber. 1894) a E. J. Wilczynski (Amer. J. Math. 23
(1901)), Ze Kummerova transformace tvaru (4.0.1) je nejobecnéjsi transformaci, kterd prevadi
libovolnou linedrni homogenni diferencidlni rovnici n-tého fddu (n > 2) na rovnici téhoZz typu.
Po vydani Kummerova pojednani se zacaly objevovat prace mnoha matematikd (F. Brioschi,
A.R.Forsyth, G. H. Halphen, E. Laguerre aj.), v nichZ byly studovény linedrn{ diferencialni rovnice
vys§ich fadua, jejich transformace, kanonické tvary atd. AvSak roku 1910 G. D. Birkhoff ukazal,

Ze vSechny doposud uvetejnéné vysledky tykajici se transformaci maji pouze lokdlni charakter.
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Takové vysledky ov§em nedostacuji pro studium problémi globdlniho charakteru, jako je napf.
ohranicenost, periodicita, oscilatorické chovani, nenulova feseni a mnoho dalSich.

Samoziejmé, Ze jisté izolované vysledky globalniho charakteru existovaly, napf. Sturmova
véta o separaci nulovych bodd fesenf linearnich diferencialnich rovnic 2. fadu. OvSem neexistovala
ucelend teorie s dostateCné obecnymi metodami k feSen{ globalnich otizek.

Globélnimi vlastnostmi linearnich diferencidlnich rovnic 2. fadu v Jacobiho tvaru se v pade-
satych letech tohoto stoleti zacal systematicky zabyvat O. Bortivka.

O. Bortivka vysel z vysledki E. E. Kummera, aplikoval je na rovnice v Jacobiho tvaru

y' =alt)y, a€C°j), j =(ab), ~cc<a<b< oo, ()
Y =Q(I)Y, QeC’J), J=(AB), —00o<A<B<o0 (Q)
a postupné vytvoftil obsdhlou teorii globdlnich transformaci téchto rovnic, jejiz zdklady vyloZime

v této kapitole.

Definice 4.0.1 Necht h(t), X (¢) jsou funkce definované na otevieném intervalu & C j takové, Ze
plati

1. heC?, XeC?
2. h- X" #0prokazdét € k
3. K= X(k) C J.

Transformaci rovnic (q), (Q) rozumime uspofddanou dvojici [h, X | funkei h(t), X (t) takovou, Ze
pro kazdé feSeni Y rovnice (@) je funkce

y(t) = h(t)Y(X(t)) (4.0.2)

feSenim rovnice (q).
Funkce X se nazyva transformacni funkce rovnic (q), (Q) nebo jddro transformace [h, X| a
funkce h faktor transformace [h, X].

Poznamka. Mluvime-li o transformaci rovnic (¢), (Q) ve smyslu pfedchozi definice, uvazujeme
transformaci feSeni Y na intervalu K := X (k) C J na feSeni y na intervalu k C j.

Nebo jesté obecnéji, transformaci &dsti feSeni Y na intervalu I := X (i) C K C J na ¢ast
feSeni y na intervalu ¢ C k C j.

JiZ jsme se zminili, Ze transformacemi rovnic 2. fadu se poprvé zabyval E. E. Kummer,
jehoz nejvétsim piinosem byl objev nelinedrni diferencidlni rovnice 3. fadu udavajici vztah mezi
koeficienty rovnic a transformacni funkci. Aplikujeme-li tento vztah na rovnice v Jacobiho tvaru
dostaneme vysledek zformulovany v nasledujici véte.

Véta 4.0.2 KaZdd transformacni funkce X rovnic (q), (Q) je ve svém definicnim intervalu k C j
FeSenim nelinedrni diferencidlni rovnice 3. rddu, tzv. Kummerovy rovnice

—{X, 1} + QX)X"? = q(t) (Qq)
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a faktor h transformace [h, X| rovnic (q), (Q) je jednoznacné urcen funkci X az na multiplikativai
konstantu ¢ # 0

C

ht) = ——— (4.0.3)

VIX'OF

Poznamky.

1. Podle ptedchozi definice transformacni funkei rovnic (¢), () rozumime kazdou funkci
X € 03, X' # 0 pro niZ plati, 7e uspotddana dvojice [h, X| reprezentuje transformaci
rovnic (¢), (Q). Nadéle budeme libovolnou funkci f spliiujici podminky f € C3, f' # 0
nazyvat funkci reguldrni.

2. Transformacnim problémem budeme rozumét problém urceni vS§ech moznych transformaci
rovnic (q), (@), tj. vSech moznych transformaénich funkci rovnic (¢), (@) a zkoumani jejich
vlastnosti.

Dukaz Véty 4.0.2.
Odvozeni rovnice ((q) a vztahu (4.0.3) provedeme pomoci transformace zévisle a nezavisle proménné.
Uvazujme diferencidlni rovnice (g), (Q) a provedme transformaci zdvisle proménné y(t) = h(t)z(t)
a transformaci nezdvisle proménné z(t) = Y(T), T = X (t) = ftto h=2(o)do. Podle Véty 1.2.1 a jejiho
Diisledku 1.2.2 vime, Ze vyslednd transformace y(t) = h(t)Y (X (¢)) pfevadi feSeni Y diferenciélni rovnice
(®) na intervalu .J na feSeni y diferenciélni rovnice (¢) na intervalu j a pro nosi¢ @ plati

Q(T) = K> ()(=h"(t) + q(t) (). (4.04)
Nejprve vyjadfeme faktor h transformace [h, X] pomoci funkce X . Derivaci vztahu X (t) = j:; h=2(c)do
dostaneme X' (t) = h=2(t), odkud
+1
h(t) = (4.0.5)

VIX'(B
Zbyva odvozeni rovnice (Qq). Dosazenim funkce h ze vztahu (4.0.5) do vztahu (4.0.4) obdrZime vyraz

1 X/// 3 XI/2

at) = Q)X = S + 5

coz je hledand rovnice (Qq)
q(t) = —{X,t} + Q(T)X"2.

Teorii transformaci 1ze rozd€lit na dvé ¢asti podle toho, jaké podminky klademe na transfor-
macni funkci. O obecnych transformacich mluvime v piipadé, Ze neklademe na transformacéni
funkci zadné dalsi pozadavky kromé podminek uvedenych v Definici 4.0.1, o ipinych transfor-
macich v ptipadé, Ze defini¢ni obor transformacni funkce je shodny s defini¢cnim oborem rovnice
(q) a obor hodnot transforma¢ni funkce s defini¢nim oborem rovnice (Q).
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4.1 Obecné transformace
4.1.1 ReSeni Kummerovy rovnice (Qq)

Hlavni roli v celé teorii transformaci hraje Kummerova rovnice ((Qq), nebot’ jejimi feSenimi jsou
transformacéni funkce. Nasledujici odstavec je proto vénovan otdzkam tykajicim se feSeni této
rovnice.

Resenim Kummerovy rovnice

—{X, 1} + QX)X = q(t) (Qq)

rozumime funkci X definovanou v intervalu k£ C j. Pfitom nds budou zajimat pouze feSeni regu-
larni, tj. X € C3a X' # Oprokazdét € k; X (k) = K C J.

Lze dokdzat, Ze je-li funkce X (¢) reguldrnim feSenim rovnice (Q)q) na intervalu k& C j, pak
existuje inverzni funkce z(7") k funkci X definovand na intervalu K = X (k) C J aplati, ze z(T)
je feSenim rovnice

—{2, T} + q(2)i* = Q(T). (4Q)
Ve vsech déle uvedenych tvrzenich budeme mluvit pouze o funkci X, tj. feSeni rovnice (Qq). Pro
funkci x inverzni k X plati tvrzeni analogicka.

Vime, 7e kazdd transformaéni funkce X rovnic (¢q), (@) je reguldrnim feSenim Kummerovy
rovnice (Qq). Nyni odpovézme na otdzku, zda také naopak kazdé reguldrni feSeni rovnice (Qq) je
transformacni funkci rovnic (¢), (Q).

Véta 4.1.1 Necht funkce X (t) je reguldrnim Fesenim rovnice (QQq) na intervalu k C j. Vyberme
to € k libovolné a oznacme hodnoty funkce X, X', X" v bodé ty jako X, X}, X{.

Usporddand dvojice funkci
c

VIX'OF

kde c je libovolnd nenulovd konstanta, reprezentuje transformaci [h, X] rovnic (q), (Q), kdy je
kazdé FeSeni'Y rovnice (Q) transformovdno na funkci

Y(X(®))

[ X(®)],

yt) = c——=+=%, 4.1.1)
VIX' ()]
kterd je cdsti FeSeni y rovnice (q) na intervalu k spliiujici pocdtecni podminky
Y (X Y (X 1Y (Xo) X{
( 0) y/(to) — e ( 0) ! ( 0) 0 (4.1.2)

y(to) = c 7 075 ~7
NG VX 2 IXGI X

Dukaz.

Necht' X je reguldrni feSeni rovnice ((Q¢) na intervalu k a Y libovolné feSeni rovnice (Q) na intervalu
J. Budeme dokazovat, Ze funkce 7 dand vztahem (4.1.1) je &asti jistého feSeni y rovnice (q) spliujici
podminky (4.1.2).

Funkce 7 ma na intervalu k druhou derivaci
V(X) o YY)

T'(t) = ¢
= x|

{X,t}. (4.1.3)
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Déle vyuZijeme toho, Ze funkce Y spliiuje rovnici (@) a funkce X rovnici (Qq). V kazdém bodé ¢ € k tedy
plati

Y(X) = QX)Y(X), —{X, 1} = —Q(X)X"? +q(1).
Dosazenim téchto vztahi do rovnice (4.1.3) dostdvame
7'(t) = 2 (x)x2 + e () x72 4 g(1)],

VIXT VIXT

odkud
7' (t) = q(t)7.

Tedy funkce 7 je feSenim rovnice (g). Podminky (4.1.2) obdrzime derivaci vztahu (4.1.1).

Disledek 4.1.2 Funkce X je reguldrnim feSenim rovnice (QQq) prdvé tehdy, kdy? je transformacni
funkci rovnic (q), (Q).

Nésledujici dvé véty ukazuji vztah mezi feSenim rovnice ((¢) a prvnimi fadzemi rovnic (q)
a (Q). Na zdkladg jejich platnosti ndsledné dokdZeme vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni
rovnice (Qq).

Véta 4.1.3 Necht X (t) je reguldrni FeSeni rovnice (Qq) na intervalu k C j. Vyberme ty € k
libovolné a oznacme hodnoty funkce X, X', X" v bodé t jako Xo, X\, X{/. Ddle necht A je
libovolnd prvni fdaze rovnice (Q).

Pak funkce & definovand na intervalu k vztahem

a(t) = A(X(2)), tek (4.1.4)

je cdsti jisté prvni fdze o rovnice (q), kterd je jednoznacné urcena Cauchyovskymi pocdtecnimi
podminkami

alte) = A(Xo),  (to) = A(Xo) X},  o(t) = A(Xo)XH? + A(Xo) X/

Dikaz.

Necht' A je prvni fézi rovnice (Q), tj. prvni fdzi libovolné bize (U, V') rovnice (Q). Tedy v intervalu
J plati tg A = U/V v8ude, kromé nulovych bodi feSeni V. Plati, Ze obrazem feSeni U, V' v transformaci
[h, X] rovnic (¢), (Q) jsou funkce

u(t) = hOU(X (X)), o) = h(H)V(X(D)),

jeZ jsou linedrné nezévisla feSeni rovnice (q) definovand na intervalu k a jsou ¢dsti n&jakych FeSeni u, v
rovnice (q).
Necht’ «y je prvni fazi baze (u, v). Pak pro ¢ € k dostavame
)

ao(t) = Y0 _ IO _ ROUX(®) _ UK ()
g o(t) — o(t)  h@OV(X() V(X))

= g A(X(?)).
Odtud ag(t) +mm = A(X (t)) prom € Z. ProtoZe oy je prvni fazi baze (u, v), je i funkce o = o (t) +mm

prvni fézi baze (u, v) a @ ¢ast faze o definované na intervalu k.
Derivaci vztahu (4.1.4) obdrZzime po&ate¢ni podminky pro o’ (tg) a (o).
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Poznamka. Za pouZiti funkce = inverzni k X plati, ze funkce A definovand na intervalu K = X (k)
vztahem o

AT) = a(x(T), TekK
je ¢asti prvni faze A rovnice (Q) a fiaze A je urCena odpovidajicimi Cauchyovskymi poc¢ateénimi
podminkami.

Véta 4.1.4 Necht o, A jsou libovolné fdze rovnic (q), (Q) takové, Ze o(j) N A(J) # 0.
Oznacime-li

L=a(j)NA(), k=a }L), K=AL),
pak ke kaZdému Cislu t € k, resp. T € K existuje prdvé jedno Cislo Z(t) € K, resp. z(T) € k
splitujici rovnici
a(t) = A(Z(t)), resp. a(z(T)) = A(T). (4.1.5)
Dukaz.

Zvolme t € k libovoln&. Pak a(t) € L = A(K) a protoZe faze A roste nebo klesd, existuje prave jedno
&islo Z(t) € K splitujici prvni rovnici (4.1.5). Analogicky pro druhou rovnici (4.1.5).

Poznamka. Funkce Z(t) = A~ (a(t)), 2(T) = a L A(T), definované vztahem (4.1.5) v inter-
valech k, K jsou ziejmé& navzdjem inverzni, nale#i do tfidy C? a jsou regularnim feSenim rovnic
(Qq), (¢Q). Nazyvame je FeSeni generovand fazemi o, A.

Nasledujici véta je jednou z nejdiilezitéjsich v teorii obecnych transformaci.
Véta 4.1.5 (O existenci a jednoznacnosti resent rovnice (Qq))
Necht' ty € j, Xo € J, X((# 0), X{ jsou libovolné. Pak existuje prdvé jedno , nejsirsi* feSeni
Z(t) rovnice (Qq) v jistém intervalu k C j spliiujici Cauchyovy podminky

Z(to) = Xo, Z'(ty) = X}, Z"(ty) = X{, (4.1.6)

kde ,,nejSirsi* znamend, Ze kaZdé jiné reseni (QQq) spliiujici stejné pocdtecni podminky je Cdsti
Z(t).

Necht' o, A jsou libovolné prvni fdaze rovnic (q), (Q) takové, Ze a(7) NA(J) # 0 a necht jejich
hodnoty v bodech ty, Xg jsou ddny vztahy

Oé(to) = .A(X()), O/(t()) = A(X())X(l), O//(to) = A(X())X(l)2 + A(X())X(l)/ (4.1.7)
Pak Z(t) je FeSeni rovnice (QQq) generované fdazemi o, A a plati
Z(t) = A Ya(t), tek.

Dikaz.

Vyberme jednu z fazi, naptiklad fazi «, libovolné. Pak podle Véty 2.1.5 je faze A jednoznacné uréena
hodnotami A(X,), A(Xy), A(Xp), které jsou dany vztahy (4.1.7) a X, € J libovolng.

Reseni Z(t) generované fazemi o, A ziejmé splituje pocateéni podminky (4.1.6). Chceme ukazat, 7e
kazdé feSeni X (t) rovnice (Qq) definované v intervalu k C j poCdtednimi podminkami (4.1.6) je &asti
feSeni Z(t). Podle Véty 4.1.3 je funkce @(t) = A(X(t)) definovand v intervalu k Casti jisté prvni fize
a rovnice (q), kterd je jednozna¢n& urlena stejnymi pocateénimi podminkami (4.1.6) jako fize «. Z toho
plyne, Ze ap(t) = a(t) prot € j addle a(t) = A(X(t)) prot € k. Tedy X (t) je éasti Z(¢) na intervalu k.
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4.1.2 Transformace FeSeni rovnic (¢), (Q)

Necht jsou dana libovolnd feseni y, Y rovnic (¢), (Q). Budeme se zabyvat otdzkou, zda miZeme
pfi uziti vhodného feseni X (¢) rovnice ((Qq) transformovat jedno z nich, napf. Y, vztahem

na ¢ast 7y druhého feseni y, kde t € k C j. Jak déle uvidime, odpovéd na tuto otdzku bude za jistych
predpokladii kladna a dokonce budeme moci predepsat libovolnou hodnotu X, kterou funkce X
nabyva v libovolném bodé ¢y € j, tj. X (to) = Xo.

Véta 4.1.6 Nechr'y, Y jsou libovolnd Feseni rovnic (q), (Q) definovand na intervalech j, J. Ddle
necht' ty € j, Xo € J jsou libovolnd Cisla spliiujici jednu z ndsledujicich podminek:

(a) y(to) # 0 # Y (Xo) (b) y(to) = 0 =Y (Xo).

v/ v

Pak existuje nejsirsi Feseni X rovnice (Qq) nabyvajici hodnoty Xy v bodé ty, tj. Xo = X (to),
které transformuje feSeni' Y na intervalu J na Cdst y reseni y vztahem

kde ¢ = +1, pFicemZ v pfipadé (a) je
e =sgny(to)Y (Xo)
a v pripadé (b)

_ Jsen Y (to)Y (Xo)  pro X rostouct,
—sgny/(t0)Y(Xo)  pro X klesajici.

V pFipadé (a) existuje pravé jedno rostouci a pravé jedno klesajici nejsirsi Feseni X rovnice (Qq),
v pfipadé (b) existuje nekonecné mnoho rostoucich a nekonecné mnoho klesajicich reseni X.

Dikaz.
Dikaz lze nalézt v [25], str. 210-211.

Poznamka. Podle pfedchozi véty tedy ke kazdému feSeni Y na J a feSeni y na j existuje funkce
X definovand na intervalu k& C j, jejimZ oborem hodnot je interval X (k) = J, kterd transformuje
feSeni Y na J na feSeni 3 na intervalu k C j.

Specidlni pfipad, kdy je feSeni Y na intervalu J transformovano na feSeni y na intervalu j,
nastane za piedpokladu, Ze funkce X je definovand na intervalu k = j a navic X (j) = J. Tomuto
piipadu se budeme vénovat v odstavci Uplné transformace.
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4.1.3 Vztah mezi transformac¢nim problémem a centralnimi dispersemi

V tomto odstavci se omezime pouze na oscilatorické diferencidlni rovnice (¢) s nosi¢em ¢ < 0 a
budeme zkoumat vztahy mezi transformacni funkei X a centralnimi dispersemi.

Podle Véty 3.1.3 plati, Ze vSechny centrélni disperse 1. druhu ¢,, rovnice (g) jsou v intervalu
j feSenim nelinedrn{ diferencidlni rovnice 3. fddu

—{en, t} + alen)en'? = q(t) (q9)

adale za predpokladu ¢ € C? jsou v§echny centralni disperse 1., Xn, wn, 2., 3. a 4. druhu v intervalu
j feSenim rovnic (¢q), (qq), (¢q). Vidime, Ze tyto rovnice jsou specidlnimi pfipady Kummerovy

rovnice (Qq).
Také jsme ukazali, Ze centralni disperse libovolného druhu je tfidy C a m4 nenulovou derivaci.

Miizeme tedy fici, Ze centrélni disperse libovolného druhu je reguldrnim feSenim rovnice (Qq) a
podle Dusledku 4.1.2 je tedy transformaéni funkei reprezentujici transformaci rovnice (q) a jeji
pravodni rovnice (¢). UvaZzujeme pfFitom vSechny ¢tyfi vzdjemné mozné transformace. Tyto dvahy
vedou k ndasledujici vété, kterd je pouze jinou formulaci Véty 3.1.3.

Véta 4.1.7 Necht' y znaci libovolné FeSeni rovnice (q) a yi1 FeSeni rovnice (q), jeZ je priivodni
rovnici k rovnici (q). Ddle necht @y, ¥n, Xm, wm (n = 0,£1,£2, ..., m = £1,+2,...) jsou
libovolné centrdlni disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q).

Pak usporddand dvojice
(="
——, ¢n(t)
[ en(t)

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je kaZdé Feseni y rovnice (q) transformovdno na to
samé resent .
Ddle za predpokladu q € C? plati, Ze usporddand dvojice

(1)
[ A d’”(t)]

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je kaZdé Feseni yy rovnice (q) transformovdno na to

samé resent i1,
(=pm
— ==, Xm(?)
[ X (1)

transformaci rovnic (q), (q), kdy je kazdé FeSeni y; rovnice (q) transformovdno na FeSeni y rovnice

(q) a
_1)m
TR
wyn (£)
transformaci rovnic (q), (q), kdy je kazdé FeSeni y rovnice (q) transformovdno na Feseni y; rovnice

(@).

73



Diikaz.
Vétu 1ze jednoduse dokdzat pomoci vztaht pro derivace dispersi. Napiiklad ze vztahu (3.1.3) pro
centralni dispersi 1. druhu plyne
(="

©n(t)

kde y je feSeni rovnice (q). Tedy usporddand dvojice

(1)
l ¢g<t>’¢”(t)1

reprezentuje transformaci rovnic (q), (¢), kdy je kazdé feSeni rovnice (g) transformovéano na to samé feSeni.

y(t) = y(en(t)),

Analogicky dostaneme vztahy pro centrlni disperse ostatnich druh.

Shrneme-li pfedchozi poznatky, miZeme fici, Ze centrdlni disperse oscilatorickych diferencidl-
nich rovnic jsou jistym feSenim Kummerova transformacniho problému pro diferencidlni rovnici
(q) a jeji privodni rovnici (q).

4.1.4 Vztah mezi transformac¢nim problémem a obecnymi dispersemi

V tomto odstavci se opét omezime na oscilatorické rovnice a ukdzeme si souvislost mezi obecnymi
dispersemi a transformacni funkei oscilatorickych rovnic (q), (Q).

Podle Véty 3.2.4 plati, Ze kazda obecnd disperse X rovnic (¢), (Q) je v intervalu j feSenim
nelinedrni diferencidlni rovnice 3. fddu

—{X,t} + QX)X"? = q(1),

kterd je Kummerovou rovnici (Qq).

Také jsme ukézali, Ze pro obecnou dispersi X na intervalu j plati X € C®a X’ # 0. Mlizeme
tedy fici, Ze obecnd disperse X je reguldrnim feSenim rovnice (Qq) a podle Duisledku 4.1.2 je tedy
transformacni funkci reprezentujici transformaci rovnic (q), (Q). Pfesnou transformacni rovnici
uvadi néasledujici véta.

Véta 4.1.8 Necht X je obecnd disperse diferencidlnich rovnic (q), (Q) s poldtecnimi body to, Ty
a generdtorem p. Nechf Y € R je libovolné reseni rovm'ce (Q) ay € r jeho vzor v linedrnim
zobrazeni p. Pak funkce Y (X)/+/|X'| je FeSenim rovnice (q) a v intervalu j plati

e~

kde znaménko nezdvisi na vybéru reseni' Y .

Diikaz.

Necht' X je obecnd disperse rovnic (¢q), (@) s pocdtecnimi body tg, Ty a generdtorem p. Ddle necht’ «
je libovolna faze baze (u,v) rovnice (q) takovd, Ze a(tg) = 0 a A libovolnd féze baze (U, V') rovnice (Q)
takova, Zze A(Tp) = 0. Pak podle Véty 3.2.3 obecnd disperse X spliiuje v intervalu j funkciondlni rovnici

alt) = A(X(t)). 4.1.8)



Vyjadfeme nyni feSeni y a jeho obraz Y v zobrazeni p pomoci f4zi. VyuZijeme pfitom vztahy (2.1.6), tj.

Vi Vil

|| o

COS (x.

Vime, Ze obecné feSeni y 1ze vyjadfit ve tvaru y = c1u+ cov, kde ¢1, ¢o jsou libovolné konstanty. Zvolime-li
c1 =ycosksy, co =ysinks (v > 0,0 < ko < 27), pak pro feSeni y dostdvame

sin(a + k2)
Yy=RrR——F— )
vaey

Obrazem feSeni y = cju + cov v zobrazeni p je feSeni Y = c1U + c2V, kde U, V jsou dany vztahy
Va4 Va4
U=FE | ‘sinA V=F | |COSA.

Ja T A
B sin(A + k)
sE\/ikl \/J
B ko sin(A ) + kg) 7
W W /(0)

odkud za vyuZit{ vztahu (4.1.8) a (4.1.9) plyne

vxw) _ o f[w
NCO| ’ w ’y(”’

k1 = ye/|wl. (4.1.9)

Po dosazeni dostavame

Tedy

kde eE = #£1.

Poznamky.
1. Pfi vhodné zvoleném zobrazeni p, kde p a p jsou linedrné zdvisld, dostdvidme

Y(X(1)

= y(t).
[ X7 (t)]
2. Necht' U, V jsou linedrné nezdvisla feSeni rovnice (@) a W je wronskian baze (U, V). Pak
feSeni
U(X) V(X)

) v =
VIX'| VIX'|

rovnice (g) jsou také linedrné nezavisld a pro wronskidn w baze (u, v) plati

w=W -sgnX'

Z Véty 4.1.8 vidime, Ze kazda obecnd disperse oscilatorickych rovnic (¢), (Q) reprezentuje
transformacni funkci rovnic (¢), (@), tj. je feSenim Kummerovy rovnice (Qq). A naopak, podle
Véty 3.2.5 je mnozina vSech reguldrnich feSeni rovnice (Qq) tvofena pravé obecnymi dispersemi
rovnic (¢q), (Q). Z téchto tvah okamzité plyne nésledujici tvrzeni.
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Dusledek 4.1.9 Funkce X je transformacni funkci oscilatorickych rovnic (q), (Q) prdvé tehdy,
kdyz je obecnou dispersi rovnic (q), (Q).

Poznamky.

1. Vztah mezi transformaénim problémem a dispersemi 1. azZ 4. druhu:

Pfipomenime, Ze disperse 1. az 4. druhu jsou specidlnimi pripady obecnych dispersi rovnic
(¢) a (q). Tedy disperse 1. druhu je jadrem transformace, kdy je kazdé feSeni u rovnice
(q) transformovéno na né&jaké feseni v té samé rovnice (q), pfi¢emz je zachovéna linearn{
nezdvislost feSeni. Obdobné disperse 2. druhu je jddrem transformace, kdy je kazdé feSeni
uy rovnice (q), jez je pruvodni rovnici k rovnici (¢), transformovéano na né&jaké feseni v; té
samé rovnice (¢), disperse 3. druhu je jadrem transformace, ktera transformuje kazdé feseni
w1 rovnice (¢) na n&jaké feSeni v rovnice (¢q) a disperse 4. druhu je jadrem transformace,
kdy je kazdé feSeni u rovnice (g) transformovano na n&jaké feseni v; rovnice (q).

2. Srovnani transformact, jejichZ jadrem jsou centrdln{ disperse k-té€ho druhu a disperse k-té¢ho
druhu (k = 1,2, 3,4):

Piedpoklddejme, Ze rovnice (q) je oscilatorickd s nosi¢em ¢ < 0, ¢ € C? pro kazdé t € j
(ptedpoklad ¢ € C? zajistuje existenci priivodni rovnice (¢) k rovnici (g)).

(a) Necht vy, Yn, Xm»,wm (0 =0,+1,+2,--- . m = £1,£2, - - -) jsou centrdlni disperse
1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (¢) dané v Definici 3.1.1. Necht' u je libovolné feSeni rov-
nice (¢) a u; je feSeni rovnice (q), jeZ je pravodni rovnici k rovnici (¢). Pfipomefime
pfitom, Ze plati vztah u; = u’/\/—q. Nasledujici tabulka popisuje transformace rovnic
a jejich reSeni v piipadé, Ze jadrem transformace je nékterd z centralnich dispersi.

Jadro Transformace | Transformace Transformacni
transformace rovnic feSen{ rovnice
on (9). (@) weu u(t) = Jksu(ea(t)
¥n @@ wwm | = Neaa ﬂﬁlﬁfiin
@@ ae ) )= R R
i @) | wew | A= ()

Tab. 2 Transformace, jejichz jaddrem jsou centrdlni disperse

(b) Necht' X3, Xo, X3 a X4 jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (¢) dané v Defi-
nici 3.2.6. a necht’ p znaci generdtor piislusné disperse. Necht' u je libovolné feSeni
rovnice (¢) a v jeho obraz v linedrnim zobrazeni p. Déle necht’ u1, v; zna¢i odpovi-
dajici feSeni rovnice (q), jeZ je pruvodni rovnici k rovnici (¢). Pfipometime pfitom,
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Ze plati vztah u; = v'/\/—q a v1 = v'/y/—q. Pfi volb& vhodného generétoru dané
disperse jsou v intervalu j splnény transformacni rovnice uvedené v nasledujici tabulce.

Jadro Transformace | Transformace Transformacni
transformace rovnic feSeni rovnice

1

X1 (@), (9) U= v v(t) = WU(Xl(t))

X o V() 1 u'(Xa(t))
2 (@) (@) W i T VIG0) V—a(Xa(0)

N o o1 (X))
3 (9). (@) Uy v v(t) VX5 v/—a(Xs(0))

X . v’ (t) _ 1 X, (t
4 (@), (@) U= V=) ¢mmﬂ(“»

Tab. 3 Transformace, jejichz jaddrem jsou disperse 1. az 4. druhu

4.2 Uplné transformace

Pfi studiu dplnych transformaci vyjdéme z Véty 4.1.5 o existenci a jednoznacnosti feSeni rovnice
(Qq). Podle této véty existuje pravé jedno ,,nejsirsi “ feSeni Z(t) rovnice (Qq) definované v inter-
valu k& C j spliiujici po¢éte¢ni podminky. Obor hodnot K feSeni Z(t) tvoii podinterval intervalu
J, . K C J. Je zfejmé, Ze obecné se interval k nerovnd j, ani interval K se nerovna J. To
znamend, Ze feSeni Y rovnice (@) nejsou obecné transformovény funkci Z(t) na feSeni y rovnice
(q) v jejich celych defini¢nich oborech, ale pouze v ¢astech defini¢nich oborg.

Transformacim rovnic v jejich celych defini¢nich oborech se budeme vénovat v tomto odstavci.

Reseni X (t) rovnice (Qq) budeme nazyvat iipiné, je-li jeho definiéni obor k roven intervalu j
a obor hodnot X (k) = K je roven intervalu J, tj.

k=j, Xk =K=.J

Podobné mluvime o uplnych transformacich rovnic (q), (Q) pravé tehdy, kdyZ je transformaéni
funkce X (t) Gplnym feSenim rovnice (Qq). Tehdy je kazdé feSeni Y rovnice ((Q) na intervalu J
transformovéno na feSeni y rovnice (¢) na intervalu j.

Lze dokazat, Ze je-li transformace [—“=, X] rovnic (q), (@) uplnd, pak je i inverzni trans-

VIX
11

formace [ T x] rovnic (Q), (q) dplné. V této souvislosti budeme mluvit o dpinych vzdjemné
x

inverznich transformacich rovnic (q), (Q).

Chceme ur¢it nutnou a dostate¢nou podminku pro existenci tplného feseni rovnice (Qq), tj. pro
existenci dplné transformace rovnic (g), (@) a poCet téchto transformaci.

Uvazujme tedy rovnice (¢), (Q) na jejich defini¢nich intervalech j = (a,b), J = (A4, B).
Vime, Ze kazdé feSeni X rovnice (Qq) je jednozna¢né ureno dvéma vhodnymi prvnimi fazemi c,
Arovnic (¢), (Q) vztahem «(t) = A(X(t)), t € k C j. Tehdy fikdme, Ze feSeni X je generovano
témito fadzemi.
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Véta 4.2.1 Dvé fdaze o, A diferencidlnich rovnic (q), (Q) generuji iiplné FeSeni X rovnice (Qq)
pravé tehdy, kdy?Z jsou fdaze o, A podobné.

Diikaz.

(a) Necht X je uplné feSeni rovnice (Qq) a «, A prvni féze, jeZ feSeni X generuji. Pak X (j) = J a pro
t € jplati a(t) = A(X(t)). Tedy obory hodnot fazi a, A se v defini¢nich oborech j, J t&chto fazi
shoduji, tj. a(j) = A(J). Tedy podle Definice 2.3.1 jsou faze «, A podobné.

(b) Necht «, A jsou podobné fize rovnic (g), (Q) definované v intervalech j, J. Tedy plati a(j) = A(J).
Z toho plyne, Ze v intervalu j je obor hodnot funkce X konstruované vztahem X () = A~1(a(t))
roven intervalu J a ddle Ze pro t € j je spInén vztah a(t) = A(X (t)). Faze o, A tedy generuji Gplné
feSeni X rovnice (Qq).

Z piedchozi véty plyne, Ze rovnice (Qq) ma tplné feSeni X pravé tehdy, kdyz existuji podobné
faze rovnic (q), (Q). Podle Véty 2.3.2 existuji podobné faze rovnic (g), (@) pravé tehdy, kdyz
jsou dané rovnice stejného typu a druhu. Z toho okamzité plyne nasledujici disledek.

Disledek 4.2.2 Diferencidlni rovnice (Qq) md tiplné FeSeni pravé tehdy, kdyZ jsou rovnice (q),
(Q) stejného typu a druhu.

Tedy tiplné vzdjemné inverzni transformace rovnic (¢q) a (Q) existuji pravé tehdy, kdyZ jsou
dané rovnice stejného typu a druhu. Rikdme, Ze rovnice (¢) a (@) jsou tplné (globélng) transfor-
movatelné jedna na druhou. V tomto sméru lze ukazat, Ze plati:

1. KaZzd4 rovnice je globdlné transformovatelnd na sebe.

2. Je-lirovnice (Q) globdlné transformovatelnd na rovnici (¢), pak také rovnice (¢) je globdlné
transformovatelnd na rovnici (Q).

3. Je-li (Q) globélné transformovatelnd na (R) a (R) globdlné transformovatelnd na (P), pak
také (Q) je globalné transformovatelnd na (P).

MizZeme tedy Fici, Ze relace ,,globaln{ transformovatelnosti* je reflexivni, symetricka a tranzi-
tivni, je tedy relaci ekvivalence. Rovnice, které jsou na sebe vzijemné globalné transformovatelné,
nazyvame proto globdlng ekvivalentni. Jinou formulaci Dusledku 4.2.2 je tzv. kritérium globaln{
ekvivalence pro rovnice 2. fadu.

Boruvkovo kritérium globalni ekvivalence pro rovnice 2. Fadu:

Dvé homogenni linearni diferencidlni rovnice 2. fadu jsou globalné ekvivaletni praveé
tehdy, kdyzZ jsou stejného typu druhu.

Na mnoZiné vSech homogennich linedarnich diferencidlnich rovnic 2. fadu lze tedy vytvorit
rozklad pfislusny této ekvivalenci. Kazd4 tfida tohoto rozkladu bude obsahovat rovnice, které jsou
globdlné ekvivalentni. Je vhodné vybrat z kazdé tfidy jednu rovnici (samoziejmeé spolu s definicnim
intervalem), kterd bude reprezentovat celou tfidu. Takovou rovnici nazveme rovnici kanonickou.
Protoze vSechny rovnice dané tfidy jsou ekvivalentni s rovnici kanonickou, miiZeme zkoumat vlast-
nosti feSeni rovnic dané tfidy invariantni k uvazovanym transformacim prostfednictvim vlastnosti
rovnice kanonické.
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Boruvkovy kanonické tvary linearnich diferencialnich rovnic 2. ¥adu:

y'=—y na (0,7/2) kone¢ny typ 1, obecny druh
y"=—y na (0,7) konecny typ 1, specidlni druh
y"=—y na (0,37/2) konecny typ 2, obecny druh
y" =—y na (0,2m) konec¢ny typ 2, specidlni druh
y"=—y na (0,(m—1/2)7) konelny typ m, obecny druh
y"=—y na (0,mmn) konecny typ m, specidlni druh
y" =—y na (0,00) nekoneény typ, vpravo oscilator.
y"=—y na (—00,0) nekonecny typ, vlevo oscilator.
y" =—y na (—o0,00) nekonecny typ, oboustranné oscilator.

vvvvvv

zavrSena Bortivkova teorie globdlnich vlastnosti linedrnich homogennich rovnic 2. fadu v redlném
oboru.

V dalsich letech se tato teorie stala zdkladem pro vytvoreni teorie globdlnich vlastnosti linear-
nich rovnic n-tého fadu, jejiz vysledky byly shrnuty v monografii F. Neumana Global Properties
of Linear Ordinary Differential Equations [C18].

Zavérem uvedme dva piiklady, jeZ slouZi ke konstrukci diferencilni rovnice s pfedepsanymi
vlastnostmi. VyuZijeme zde vétu o transformaci zavisle a nezavisle proménné a ilustrujeme platnost
Bortvkova kritéria globdlni ekvivalence.

Priklad 1.
Chceme nalézt diferencidlni rovnici (¢) definovanou na intervalu (—oo, 00), kterd je globalné
ekvivalentni s rovnici Y = —Y definovanou na intervalu (-3, 7).

UvaZzujme tedy rovnice

y' =q(t)y, te(—o0,00) (q)
V——v, Te (—g,g) @)

a hledejme nosi¢ ¢(t) rovnice (q) a globélni transformaci rovnic (q), (Q) ve tvaru y(t) =
h(t)Y (X(t)). Vyuzijeme pfitom Véty 1.2.1. Nejprve zvolme vhodnou funkci X (t) = T tak,
aby pietransformovala interval (—o0, c0) na interval (—3, %), napiiklad

X(t) =T = arctgt.

Z Véty 1.2.1 (ii), s vyuZitim této konkrétni volby 7', plyne

¢
arctgt:/ h=2(o)do,

to
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odkud

1 1
TrE g ey M=V

Podle téze véty plati pro nosiée rovnic (¢) a (@) vztah
Q(T) = h*(t)(=h"(t) + q()h(t)).
Dosazenim funkce Q(T') = —1 a funkce h(t) = £+/1 + ¢2 do tohoto vztahu dostivame
q(t) =0.
Schématické znazornéni transformace rovnic (¢), (Q):
V=-Y, TE€ (=5, %), konec¢ny typ 1, speciédlni druh
l y(t) = VI+2-Y(T), T =arctgt
y"'=0, te(—o0,00)

Transformace baze reSeni:

t
U=sinT — u =11+t sin(arctgt) = V1 +¢2- =t

1
V =cosT — v=1/141t2-cos(arctgt) = /1 +t2- =1
(arctg?) it

Vidime, Ze feSeni © ma prave€ jeden nulovy bod a feSeni v nemd Zadny nulovy bod. Tedy nalezena
rovnice (q) je stejné jako rovnice (Q) kone¢ného typu 1, specidlniho druhu.

Priklad 2.
Modifikujme ptedchdzejici dlohu na nalezeni diferencidlni rovnice (¢) definované na intervalu
(—o00,00), kterd je globdlné ekvivalentni s rovnici Y = —Y na intervalu (—m,7) a obecné na

intervalu (—k%, k7).

UvaZzujme tedy nejprve rovnice

y" =q(t)y, te(—o00,00) (q)
Y =-Y, T e (—m,n) Q)

a postupujme analogicky jako v piikladé 1. Vyberme vhodnou funkci X (¢) = T tak, abychom
pietransformovali interval (—oo, 00) na interval (—m, ), naptiklad

T = 2arctgt.

Z Véty 1.2.1 (ii), s vyuZitim této konkrétni volby 7', plyne

t
2arctgt:/ h=2(o)do,

to
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odkud
2 1 1+ t2

- - ted h(t) = £ .
e e fedy k) 2

Dosazenim funkci h(t) a Q(T') = —1 do vztahu Q(T') = h3(t)(—h"(t) + q(t)h(t)) obdrzime

-3

q(t) = RENEE

Schématické znazornéni transformace rovnic (¢), (Q):

V=-v, T e (—m,m), koneény typ 2, specidlni druh
1+t2
l y(t) = 5 Y(T), T =2arctgt
" -3

Transformace baze reSeni:

1+ t2 t
U=sinT — U = -sin (2arctg t) = V2
g Smacel) = V2T
142 21—t
V =cosT — v = + - cos (2arctgt) = V2
2 2 V1+¢2

Vidime, Ze feSeni v ma pravé jeden nulovy bod a feSeni v mad dva nulové body. Tedy nalezend
rovnice je kone¢ného typu 2, specidlniho druhu. Opét jsme ovéfili, Ze rovnice (¢) a (@) jsou
stejného typu a druhu.

Obecné mizeme dokézat:

Y = -V, T e (—k5,k5), kone¢ny typ k, specidlni druh
1+
l y(t) = . Y(T), T =karctgt
., 1—k? . oy
y" = my, t € (—o0,00) konecny typ k, specidlni druh

Uvedené piiklady pouze ilustruji nékteré pojmy Borlvkovy teorie. Ukazky vyuZiti této teorie
pii feSeni nékterych problémd, napiiklad ve varianim poctu nebo ve studiu asymptotickych
vlastnosti feSeni rovnic 2. a 3. fadu, pfesahuje rdmec této price. Vice podrobnosti lze nalézt
v monografii F. Neumana Global Properties of Linear Ordinary Differential Equations [C18] nebo
v monografii M. GreguSe Third Order Linear Differential Equation [C22].
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