
Matematika v proměnách věků. III

Zita Sklenáriková
K metódam riešenia Apolloniovej úlohy

In: Jindřich Bečvář (editor); Eduard Fuchs (editor): Matematika v proměnách věků. III. (Slovak).
Praha: Výzkumné centrum pro dějiny vědy, 2004. pp. 45–55.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401594

Terms of use:
© Výzkumné centrum pro dějiny vědy

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401594
http://dml.cz


45 

K METODÁM RIEŠENIA 
APOLLONIOVEJ ÚLOHY 

ZITA S K L E N Á R I K O V Á 

Úvod 

Apolloniova úloha „Zostrojte kružnicu dotýkajúcu sa daných troch 
geometrických útvarov z útvarov bod, priamka, kružnica" (v tej istej ro
vině), pričom „dotyk s bodom" znamená incidenciu, zaujímá významné 
postavenie v geometrii euklidovskej roviny. Existuje celkové desať mož
ných kombinácií. Najjednoduchšie případy nastanu, keďsú dané tri body 
alebo tri priamky; tieto případy vyriešil Euklides vo svojich Základoch. 
O riešenie dalších úloh sa zaujímali geometri všetkých čias, čo málo za 
následok vypracovanie rozmanitých metod riešenia. Apolloniove úlohy 
patria dodnes k najpríťažlivejším úlohám syntetickej geometrie. 

O dotyku kružnic údajné písal už Archimedes ( [10]). Jeho spis 
sa však nezachoval. Taktiež sa nezachoval dvojzvázkový póvodný spis 
Apollonia z Pergy (2627-190? před n. 1.) „O dotykoch". Zmienil sa o ňom 
Pappos okolo roku 320, podlá ktorého Apollonios vyriešil všetky úlohy 
s výnimkou případu troch kružnic 

Úlohu s tromi kružnicami riešil ako prvý F. Viete (1540-1603) v spise 
„Apollonius Gallus" (Paříž, r. 1600) ( [1], [2], [10]). V riešení použil 
středy rovnolahlosti troch kružnic; jemu sa připisuje ich objav, i keď 
sa o týchto bodoch příležitostné zmieňoval už Pappos . Výsledky nazval 
Viete Apolloniovými kružnicami 1; vo všeobecnom případe je osem vý-
sledkov. Ak sa dané tri kružnice navzájom dotýkajú, riešenia sú dve (tzv. 
Soddyho 2 kružnice). 

Najjednoduchšou analytickou metodou riešenia je simultánně rieše
nie troch kvadratických rovnic 

{x-xiÝ + {v-yiÝ-{r±riÝ = Q (1) 
lV dnešnej terminologii pod Apolloniovou kružnicou prislúchajúcou usporiadanej 

dvojici bodov A, B a kladnému reálnému číslu k(k ^ 1) sa rozumie množina všetkých 
bodov A" roviny, pre ktoré \AX\ : \BX\ = k. 

2Soddy Frederick, Oxford. R. 1936 objavil uzavretý reťazec šiestich gulbvých ploch 
Gi („Soddys hexlet"), v ktorom plocha Gi+i sa dotýká plochy Gt(i = 1, 2, ...6; G? = 
Gi) a všetky plochy v reťazci sa dotýkajú daných troch gulbvých ploch. [11] 
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pre i = 1,2,3, kde (xi,yi) je střed a r* poloměr z-tej kružnice, (x,y) sú 
neznáme súradnice středu a r neznámy poloměr hfadanej kružnice pri 
všetkých možných kombináciách znamienok v posledných zátvorkách na 
favej straně rovnic. (Ide o kombinácie s opakováním tretej triedy z dvoch 
prvkov; ich počet je 23 = 8.) Umocněním výrazov v rovniciach a postup
ným odčítáním prvej rovnice od druhej a tretej sa dostane výsledok 

bfd — bdf — bfcr + bcfr —afd + adf + a!cr — adr 
x = ú 71 > V = u, 71 > ( 2 ) 

au — a'b au — a'b 
kde a = 2(x\ - x 2), 6 = 2(yx - y2), c = ±2(ri - r 2 ) , d = (xi 2 + yi 2 -
r i 2 ) — (x 2

2 + y 2
2 — r 2

2 ) a podobné sa dostanu a', bf, c7, ď záměnou dolného 
indexu 2 indexom 3. Dosadením (2) do (1) sa získá rovnica pre neznámu 
r. Riešenie uviedli Courant a Robbins v [2]. 

Syntetické metody riešenia Apolloniovej úlohy by sme mohli rozdeliť 
na elementárno-geometrické metody a metody deskriptívnogeometrické. 

1 Elementárnogeometrické metody riešenia Apolloniovej 
úlohy 

1.1 Metoda množin bodov 
Konštrukcia stredov kružnic, ktoré sa dotýkajú troch navzájom ne-

zhodných a nesústredných kružnic sa zakládá na nasledujúcom poznatku: 

Veta 1. Množina stredov všetkých kružnic, ktoré sa dotýkajú dvoch ne-
zhodných, nedotýkajúcich sa a nesústredných kružnic ki(Si, n ) (i — 1,2), 
sú dve konfokálne kuželosečky s ohniskami 5'i,S'2 a dížkami |ri — r 2 | a 
(T\ + T2) hlavnej osi (s výnimkou nevlastných bodov kužefosečiek a pří
padných spoločných bodov daných kružnic. 

Poznámka. Konštrukcia priesečníkov dvoch nenarysovaných kužefose
čiek, ktoré majú jedno ohnisko spoločné, je euklidovská. Možno ju vyko-
nať například: 

a) Použitím homológie medzi týmito kuželosečkami, a to jej vyjádře
ním ako kompozície homológií každej z kužefosečiek s tou kružni-
cou fci, ktorá má střed v spoločnom ohnisku kužefosečiek. 

b) Použitím vlastností polarity (Podfa jednej zo Steinerových viet 
je polárné združená křivka s kuželosečkou, vzhfadom na určuj-
úcu kružnicu so stredom v jednom jej ohnisku, kružnica.). Střed 
každého riešenia je polom spoločnej dotyčnice polárné združených 
kružnic k daným kuželosečkám vzhfadom na tú z kružnic ki, kto-
rej střed je spoločným ohniskom kužefosečiek. Obe riešenia čitatef 
najde v [5]. 
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c) Metodou deskriptívnej geometrie možno jednoducho zostrojiť ro-
tačnú kužefovú plochu a na nej dve elipsy, ktoré sa premietajú 
kolmo do roviny určujúcej kružnice plochy do daných elips (prie-
met vrcholu plochy je ich spoločným ohniskom). Hfadané prieseč-
níky sú priemetmi priesečnice rovin zostrojených elips s kuželovou 
plochou.3 

1.2 M e t o d a dilatácie 
Základom konštrukcie středu kružnice požadovanej vlastnosti je na-

sledujúci poznatok: 

Veta 2. Střed každej kružnice dotýkajúcej sa daných troch kružnic 
ki(Si,ri), i = 1,2,3, je za předpokladu r\ > T2 > T3 i stredom kruž
nice, ktorá sa dotýká kružnic .fci(5i, r\ ± r^), ^2(62, T2 i r$) & prechádza 
bodom S%. Znamienko vo výrazoch pre poloměry kružnic /ci, &2 závisí 
od vzájomnej polohy daných kružnic a typu dotyku s kružnicou, ktorá 
je riešením úlohy. 

Poznámka. Konštrukcia kružnice dotýkajúcej sa daných dvoch kruž
nic a incidentnej s daným bodom vedie ku konštrukcii kružnice daného 
eliptického z vážku kružnic, ktorá sa dotýká danej kružnice (2 riešenia) 
( [12], [13]). 
1.3 M e t o d a r e c i p r o č n ý c h b o d o v dvoj ice k r u ž n i c 

Základom konštrukcie je Mongeova veta o stredoch rovnolahlosti 
troch kružnic a nasledujúca veta ( [12], [13]). 

Veta 3. Kružnica k sa dotýká danej dvojice kružnic ki v bodoch Ti (i = 
1,2) právě vtedy, ak (T1.T2) je recipročná dvojica bodov kružnic ki 
vzhfadom na zvolený střed rovnolahlosti týchto kružnic. 

Nech A1.A25^2,^3 sú fubovofné recipročné dvojice bodov dvojíc 
kružnic (fci, £2), (&2> ks) vzhfadom na zvolené středy rovnolahlosti 012 a 
O23 týchto dvojíc kružnic ležiace na osi s podobnosti daných troch kruž
nic a k! je kružnica incidentná s bodmi Ai, A2, -A3. Ak existuje kruž
nica k požadovaných vlastností, tak patří do z vážku kružnic určeného 
kružnicou k! a chordálou s. Opáť ju možno zostrojiť ako kružnicu da
ného zvázku kružnic, ktorá sa dotýká fubovolhej jednej z daných kružnic; 
konštrukcia zaručuje i dotyk so zvyšnými dvoma kružnicami (obr. 1). 

Touto metodou vyriešíl Apolloniovu úlohu francúzsky geometer Fou-
ché} ktorý zovšeobecnil riešenie L. Gaultiera z roku 1813) ( [5]). Gaul-
tier si kružnicu k' zvolil tak, aby bola ortogonálna ku všetkým daným 

3 Takto riešil úlohu o prieniku konfokálnych kuželbsečiek R. Němčík (1831 - 1877) 
v roku 1871. [14] 
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Obr. 1 

Obr. 2 
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kružniciam k{ (i = 1,2,3) (obr. 2). Jeho riešenie možno interpretovat' i 
pomocou polarity vzhfadom na niektorú z daných kružnic. 

1.3 G e r g o n n o v o r ie šen ie 4 

Azda najelegantnejšie riešenie Apolloniovej úlohy pochádza od fran-
cúzskeho matematika J. D. Gergonna; [2], [3], [5]. Možno povedať, že 
Gergonne aplikoval na Gaultierovo riešenie úlohy poznatky o vlastnos-
tiach polarity v rovině (vzhladom na niektorú z daných kružnic). 

Obr. 3 

Vezmime si jednu z osí podobnosti týchto kružnic (s) a zostrojme 
jej pól PÍ (i -= 1,2,3) vzhladom na každú z kružnic k{. Dotykové body 
hfadanej dvojice kružnic s kružnicami k{ ležia potom na spojniciach bo~ 
dov Pí s chordálovým stredom O kružnic ki\ konštrukcia stredov kružnic 

4Gergonne, Joseph Diaz (19. 6. 1771-4. 5. 1859), francúzsky matematik a ast
ronom. Napísal celý rad významných práč z analytickej a projektívnej geometrie, 
v ktorých sa zaoberal hlavně algebrickými křivkami a plochami 2. stupňa. Súčasne 
s Ponceletom spoznal a demonstroval význam duality v geometrii, excelentným spó-
sobom dokázal Pascalové vety. Známe sú pojmy Gergonnov bod, Gergonnov trojuhol-
ník; r. 1813 zaviedol Gergonne do matematiky pojem poláry. V r. 1810-1831 viedol 
ako hlavný vydavatel' prvý čisto matematický časopis ,, Annales de mathematique" a 
sám v ňom publikoval okolo 200 vlastných práč z geometrie, ale i z analýzy, statiky, 
astronomie a optiky. 
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je triviálna. Opakováním postupu pre zvyšné osi podobnosti sa dostanu 
ďalšie tri dvojice kružnic, ktoré patria do riešenia úlohy. 

Z Gaultierovho riešenia totiž vyplývá, že priamka lT\2T\ (polára 
bodu P G s vzhladom na kružnicu k\) prechádza bodom O (body P, O sú 
združené póly vzhladom na kružnicu k\)\ incidencia bodu Pí s priamkou 
lT\2T\ je zřejmá analogicky. Navýše středy hfadaných kružnic ležia na 
priamke prechádzajúcej bodom O a kolmej na priamku :s, co umožňuje 
vykonať konštrukciu pomocou jediného z polov Pj (i = 1,2,3) (obr. 3). 

Spomedzi viacerých interpretácií Gergonnovho riešenia si připomeňme 
analytické odvodenie konštrukcie od významného českého geometra J. So
botku a interpretáciu ďalšieho českého geometra V. Jarolimka. 

J. Sobotka (1862-1930) dokázal správnost' Gergonnovho riešenia vy-
chádzajúc z riešenia analogického problému pre gulbvé plochy. V súbore 
práč citovaných v [5] uviedol i staršie analytické riešenie anglického geo
metra Caseyho z r. 1866. Sobotka navýše odvodil ďalšie súvislosti, ktoré 
umožňujú vykonať Gergonnovo riešenie bez rysovania polov P^, použitím 
pravoúhlého trojuholníka a pravítka ( [5]). 

V. Jarolímek (1846-1921) použil na odvodenie konštrukcie homológiu 
medzi dvoma kružnicami ( [7]). 

1.4 M e t o d a kružnicovej inverzie 
Kružnicová inverzia je príkladom nelineárneho involutórneho zobra-

zenia v euklidovskej rovině ( [12], [13]). Je velmi efektívnou metodou 
riešenia mnohých planimetrických úloh tak konštrukčných, ako aj dó-
kazových. Má značný počet dalších aplikácií, ktoré siahajú hlboko do 
transformačných metod vyššej geometrie. Do geometrie bola zavedená 
Stubbsom (r. 1843, Philosophical Magasin). Názov zobrazenia pochádza 
od talianskeho geometra Giusta Bellavitisa (1809-1882) (Annali delle 
science del regno Lombardo Veneto, zv, VI). Joseph Liouville, francúz-
sky geometer, ju nazval transformáciou s „recipročnými sprievodičmi" 
(v Nouvelles Annales de Mathématiques, 1892). 

Pre riešenie Apolloniovej úlohy je rozhodujúca konformnosť zobra
zenia. V závislosti od vzájomnej polohy daných prvkov sú dve možnosti: 
buď žiadne dve z daných kružnic nemajú spoločný bod alebo sa niektoré 
dve z nich pretínajú, či dotýkajú. V prvom případe možno riešiť úlohu 
podlá nasledujúcej vety: 

V e t a 4. Ku každým dvom disjunktným kružniciam fci, /c2 existuje kruž
nicová inverzia, ktorá tieto kružnice zobrazí do sústredných kružnic. 

Ak existuje kružnica k dotýkajúca sa kružnic kt (i -= 1,2,3) a / je 
kružnicová inverzia zobrazujúca napr. kružnice k\) k^ do sústredných 
kružnic, tak f(k) = k! je kružnica dotýkajúca sa sústredných kružnic 



K METODÁM RIEŠENIA APOLLONIOVEJ ÚLOHY 51 

f(&i), f(&2) & kružnice f(k%). Riešenie tejto úlohy, ako aj konštrukcia 
kružnice k -= f~~l(kf) sú triviálně. 

Ak majú niektoré dve z daných kružnic spoločný bod, vofbou fubo-
vofnej kružnicovej inverzie / so stredom v tomto bode sa v inverzii / 
zobrazia tieto kružnice do priamok. Hfadaná kružnica k je potom inverz-
ným obrazom kružnice [priamky] dotýkajúcej sa spomenutých priamok 
[rovnobežnej s týmito priamkami] a kružnice, ktorá je obrazom tretej 
z daných kružnic vo zvolenej inverzii f. 

Poznámka. V súvislosti so Gergonnovým riešením Apolloniovej úlohy 
z obr. 3 je zřejmé, že obe riešenia lk, 2k sú navzájom inverzně v kruž
nicovej inverzii s určujúcou kružnicou, ktorá je ortogonálna so všetkými 
kružnicami k{ (i = 1, 2, 3), t. j . má střed v chordálovom střede O daných 
kružnic 

2 Deskriptívnogeometrické metody riešenia Apolloniovej 
úlohy 

2.1 Stereografické premietanie 
Myšlienka stereografického premietania sa objavila už u gréckeho as

tronoma Hipparcha (v 2. storočí před n. 1.). Vlastnosti tohto premietania 
použil pri konštrukcii máp zemského povrchu i nebeskej sféry Klaudios 
Ptolemaios v Alexandrii (2. storočie n. 1.). Názov zobrazenia pochá-
dza od francúzskych geometrov zo 17. storočia a za vědecké spracovanie 
vďačíme M. Chaslesovi (1793-1880). Systematicky sa stereografickému 
premietaniu věnoval W. Fiedler (1832-1912), profesor deskriptívnej ge
ometrie na polytechnike v Zurichu. Grafickú realizáciu všetkých osmich 
riešení Apolloniovej úlohy metodou stereografického premietania čitatef 
móže nájsť napr. v druhom zvázku špeciálnych prednások E. Múllera 
([io]). 

Princípom stereografického premietania je středové premietanie bo-
dov danej gufovej plochy G z jedného jej bodu (T) (okrem tohto bodu) do 
fubovofnej roviny rovnobežnej s dotykovou rovinou rT plochy G v bode 
T (obr. 4). Eahko možno dokázat', že priemetom každej kružnice gufovej 
plochy G, ktorá neprechádza bodom T, je v tomto premietaní kružnica. 

Pre riešenie Apolloniovej úlohy je znovu rozhodujúca konformnosť 
zobrazenia5; znamená to, že obrazom dvoch dotýkajúcich sa kružnic ro
viny (vo vhodnom stereografickom premietaní) sú dve „dotýkajúce sa" 

5Dókazy vlastností stereografického premietania od Karla Pelza (1845-1908) (uve
řejněných vo Věstníku Královské české společnosti nauk, Praha 1898) možno nájsť 
v [6]. 
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Obr. 4 

kružnice tej istej gufovej plochy G, t. j . kružnice v navzájom róznych ro
vinách, ktoré majú právě jeden spoločný bod (priesečnica rovin kružnic 
je přitom ich spoločnou dotyčnicou). Z hfadiska stereometrie k úplnému 
riešeniu Apolloniovej úlohy vedie konštrukcia spoločných dotykových ro
vin dvojíc kuželových ploch (riešenia sú stereografickým priemetom pri-
enikov týchto rovin s gulbvou plochou G). 

Poznámka. Vhodnou volbou gufovej plochy G možno v rovině n dospieť 
k planimetrickým konštrukciám, ktoré představuji! riešenia Gaultiera, 
Gergonna i Fouchého ( [6]).6 

2.2 Zovšeobecnenie stereografického premietania na plochu 
rotačného paraboloidu 

Pomocou vhodnej perspektívnej kolineácie v priestore možno stere-
ografické premietanie rozšířit' na lubovolnú kvadratickú rotačnú plochu 
(s výnimkou jednodielneho hyperboloidu). Speciálně pre rotačný para
boloid platí, že každá elipsa alebo kružnica rotačného paraboloidu sa 
v pravouhlom premietaní do roviny kolmej na os plochy premieta do 

6Dokaž uviedol i český deskriptívny geometer F. Machovec^ profesor karlínskej 
reálky r. 1879 v článku „O úloze Apollonické v deskriptivní geometrii" ( [9]). 
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kružnice. Riešenie úlohy je analogické s riešením pomocou stereograíic-

kého premietania; grafickú realizáciu riešenia čitatel' najde napr. v [6]. 

2.3 C y k l o g r a f i a Pod cyklografickým zobrazením rozumieme zobra-

zenie množiny všetkých bodov rozšířeného euklidovského priestoru na 
množinu orientovaných kružnic (cyklov) nákresné. Začiatky cyklografie 
možno nájsť v Cousineryho7 Geometrie perspéctive ou . . . (1828). 

Prvý, kto systematicky spracoval zobrazenie kružnic v rovině na body 
priestoru bol W. Fiedler8 r. 1882 v [4]. Nepřekonaným dielom o cyklo-
grafii ako zobrazovacej metodě je druhý zvázok špeciálnych prednášok 
Emila Múllera pre kandidátov učitelstva deskriptívnej geometrie na vie-
denskej vysokej škole technickej; kniha vyšla v spracovaní Josefa Kra-

mesa r. 1929.9 Prínosom v porovnaní s dielom Fiedlera je hlavně zavede
me orientovaných prvkov a používanie zváčša ortogonálneho premietania 
do roviny (namiesto středového premietania) ( [10]). 

Riešenie Apolloniovej úlohy sa zakládá na následujúcom poznatku: 

Veta 8. Cyklus Xc sa dotýká cyklov Ac, F?c, Cc právě vtedy, ak bod X 

(vzor cyklu Xc v cyklografickom zobrazení) je vlastným bodom prieniku 
troch C - kuželových ploch KA, KB, Kc (s vrcholmi A, B, C). 

Jednoducho možno zostrojiť napr. rovinu 7 vlastnej kuželosečky pri
eniku KA n KB, rovinu (3 vlastnej kuželosečky prieniku KA n Kc, ako 
aj priesečnicu 5 = 7 0 / ? . Ak existuje cyklus Xc požadovaných vlast
ností, tak bod X je jedným z dvoch priesečníkov priamky s s kuželovou 
plochou KA. 

7 B. E. Cousinery (1790-1851), absolvent parížskej École polytechnique, hlavirý 
inžinier správy mostov a ciest, držitel' ceny parížskej Akademie vied (1825) za spis, 
ktorý bol uveřejněný pod názvorn Geometrie perspéctive ou Principes de projéction 
polaire appliqués a la description des corps v Paříži r. 1828. Z hfadiska cyklograíie je 
významná jeho stereometrická interpretácia Gergonnovho riešenia Apolloniovej úlohy; 
je zřejmou anticipáciou Fiedlerovej Cyklografie ( [8]). 

8 Wilhelm Fiedler (1832, Saska Kamenica - 1912, Ziirich); významný německý 
deskriptívny geometer, viac než štyridsať rokov profesor polytechniky v Zurichu vo 
Švajčiarsku. V diele o cyklografii [4] je ním uvedená zobrazovacia metoda vypra
covaná do najmenších podrobností a jej použitie obohatené mnohými zaujímavými 
aplikáciami; r. 1884 berlínská Akadémia přiznala dielu Steinerovu prémiu. O blaho-
darnom Fiedlerovom pósobení v Prahe, kde boli jeho přednášky z geometrie polohy 
prvými přednáškami s touto tematikou v Rakúsku-Uhorsku, a jeho vplyve na rozvoj 
deskriptívnej geometrie v tejto krajině sa možno dozvedieť aj v [14]. 

9 S princi porn cyklograíie sa možno oboznámiť v útlej knižke Ladislava Seiferta, 
(1883-1956), Cyklografie (1949, Prométheus Praha), jedinej ucelenej publikácii veno-
vanej cyklografickému zobrazeniu v bývalom Československu. Seifertovo dielo kopí
ruje prvé tri kapitoly a stručné načrtává témy niektorých dalších kapitol Múllerovho 
z vážku. Životu a dielu Emila Mullera, vrcholného predstavitefa viedenskej geometric-
kej školy a posledného velkého deskriptívneho geometra, je věnovaná publikácia [15]. 
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Obr. 5 

Zaujímavé je, že grafická realizácia tohto riešenia představuje skvělé 
planimetrické Gergonnovo riešenie úlohy. Navýše má cyklografická me
toda přednost' v tom, že umožňuje vykonať konštrukciu (pozoruhodné 
jednoduchú) aj v případe, ak sú středy daných troch kružnic - nositeliek 
cyklov - kolineárne body (obr. 5). 
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