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156
Pocatky soucinové integrace

ANTONIN SLAVIK

Kapitola 1: Uvod

Kofeny teorie sou¢inového integralu sahaji do roku 1887, kdy italsky
matematik Vito Volterra definoval tento integral v souvislosti s feSenim
linearnich diferencialnich rovnic. Volterrovy prvni prace se patrné nese-
tkaly s sirsim ohlasem - snad i proto, ze vySly pouze v italstiné. K ozi-
veni zajmu o soucinovy integral dochazi az ve 20. stoleti spolu s teorii
Lebesgueova integralu a s rozvojem funkcionalni analyzy. Na Volterrovy
myslenky navazal matematik Ludwig Schlesinger, ktery zpfesnil ptivodni
vysledky a rozpracoval lebesgueovsky pristup k souc¢inovému integralu.
Volterrovou teorii se inspiroval i Cesky matematik a fyzik Bohuslav Hos-
tinsky. Ten se zabyval integralnimi operatory, pro které zavedl analogii
soucinového integralu.

Dalsi vyvoj teorie je spjat se jmény G. Rasche, G. Birkhoffa, P. Masa-
niho a jinych matematikii. Soucinovy integral pronikl i do jinych odvétvi,
jako je teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika. Ctenafi, ktery
by se rad seznamil i s novéjsimi vysledky, doporucujeme monografii [12],
kde najde i podrobny seznam dalsi literatury.

1.1 Motivace k zavedeni souc¢inového integralu

Vzhledem k tomu, Ze teorie soucinového integralu neni mezi mate-
matiky pfili§ znama, uvedeme pro lepsi pochopeni dalsiho textu kratkou
motivaci. Uvazujme diferencialni rovnici

a'(t) = f(t,2(t)) (1.1.1)
z(a) = xo
na intervalu I = [a,b], kdet € I,z : I - R a f: I x R* — R™
Tuto rovnici (resp. soustavu rovnic) lze pfiblizné fesit tzv. Eulerovou
metodou: Zvolime déleni D :a =ty < t; < --- < t; = b intervalu [a, b]
a polozime
x(tg) = zo
z(t1) = z(to) + f(to, 2(t0)) Aty
m(tz) = SE(tl) + f(tl,.’l?(tl))Atg

x(tk) = fE(tk_l) + f(tk_l,a}(tk_l))Atk
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kde At; = t; —t;—1. Je-li funkce f ,rozumna“, o¢ekavame, Ze zjemnova-
nim déleni D se budeme blizit ke skute¢nému feSeni rovnice (1.1.1).
Uvazujme nyni specialni pfipad f(t,z(t)) = A(t)z(t), kde A(t) je
matice typu n x n pro kazdé t € I. Resime-li rovnici
o' (t) = A(t)z(t) (1.1.2)
z(a) = xo
Eulerovou metodou, dostaneme
z(to) = zo
$(t1) = (I + A(to)Atl)I(to) = (I + A(to)Ah):L‘o
:E(tg) = (I + A(tl)Atg).’E(tl) = ([,+ A(tl)AtQ)(I + A(to)Atl).’lﬁo

o(te) = (I + A(te—1)Aty) - (I + A(t1)At2)(I + A(to)At1)zo

Oznadéme
S(D) = (I + A(tg_1)At)--- (I + A(t1)Ate)(I + A(to)Aty).

Jsou-li slozky matice A ,rozumné“ (napf. spojité) funkce, lze dokazat,
ze pro v(D) — 0 (kde v(D) = max{At;,i = 1,...,k}) konverguje S(D)
k jisté matici, kterou ozna¢ime symbolem

b

[+ A de)

a

a nazveme ji soufinovym integralem maticové funkce A na intervalu
[a, b]. Maticové funkce

t
-HI+A

a

vyhovuje vztahlim

X'(t) = A(t) X (t)
X'(a)=1

(kde I je jednotkova matice). Odsud plyne, ze vektorové funkce

t
z(t) = H(I + A(u) du) -
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je FeSenim ulohy (1.1.2).
1.2 Fyzikalni interpretace

Abychom vidéli, Ze soucinovy integral nachazi aplikace i mimo ma-
tematickou analyzu, uvedeme pro ilustraci piiklad z fyziky (viz [12]).
Uvazujme tekouci kapalinu a necht S(t)(x) je poloha té ¢astice kapaliny
v Case t > 0, kterd se v ¢ase t = 0 nachazela v bodé z. Pfitom z je
prvek néjakého vektorového prostoru X, takze S(t) je pro kazdé t > 0
operator na X.

Castice, ktera se v ¢ase t nachazela v bodé z, se v ¢ase t + h dostane
do bodu S(t + h) o S(t)~1(z). Jeji rychlost je proto

o ) -z
V(t)(x):}mS(Hh) s}ft) (x) —@ _

-1 _
— iim S(t+ h) o S(t) I
h—0 h

(z).

Rychlost V(t) je opét pro kazdé t > 0 operator na X. Pozdéji budeme

psat V = ‘fi—f a operator V nazveme levou derivaci operatoru S.

Umime z operatoru rychlosti V' zpét zrekonstruovat operator polohy
S? Pro malé h mizeme odhadnout

Sit+h)(z)=T+h-V(t)oS(t)(z).
Je-litedy D:0 =1ty <t; <--- <t =1t déleni intervalu [0, t], potom
S(t)(x) = (I + (tk — te—1) - V(tk-1)) - (I + (t1 — to) - V(20))(2)

(protoze S(0)(z) = z). Zjemnovanim déleni D pak zjistime, Ze S neni
nic jiného nez levy soucinovy integral operatoru V:

t

S@t) =]+ V(u)du).

0
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Kapitola 2: Vito Volterra a vznik teorie

V této kapitole se budeme zabyvat teorii sou¢inového integralu tak,
jak ji vymyslel Vito Volterra, a jak byla publikovana v knize [4]. Za¢néme
proto alespon kratkym ohlédnutim za Zivotem tohoto vyzna¢ného ma-
tematika.

Vito Volterra se narodil 3. kvétna |
1860 v italské Anconé. Byl jedinacek,
jeho otec brzy umfel a maly Vito se
s matkou odstéhoval k jejimu bratrovi.
Né¢jaky Cas stravili v Turiné, vétsi cast
détstvi vSak Vito prozil ve Florencii.
V jedenacti letech precetl Bertrandovu
Aritmetiku a Legendreovu Geometrii,
ve Ctrnacti se pustil do Bertrandova
Diferencialniho poc¢tu. Kdyz premys-
lel o tézistich raznych téles, ,jobjevil®
integrovani jako inverzni operaci k de-
rivovani.

Zatimco Vito touzil stat se véd-
cem, jeho matka se strycem z néj chtéli 8
mit obchodnika. Pozadali proto o po-
moc vzdaleného pribuzného — inze-
nyra a finanénika, aby chlapci domlu- Obrazek 1: Vito Volterra
vil. Ten byl ovSsem Vitovymi schopnostmi tak nadsSen, Ze se jej zastal
a Vito zacal studovat na fakulté prirodnich véd ve Florencii. Pozdéji
prestoupil na univerzitu v Pise, kde se stal roku 1882 doktorem fyziky.
Rok poté, ve svych tiiadvaceti letech, byl jmenovan profesorem mecha-
niky. V roce 1900 uz prednaSel matematickou fyziku v Rimé, a také
se ozenil s Virginii Almagia — dcerou inZenyra, ktery se za néj kdysi
primluvil.

Volterra se zapojil i do politického Zivota: roku 1905 byl zvolen sena-
torem, v parlamentu se Gcastnil mnoha debat o podpore védy a vysokych
skol. V cervenci 1914, pravé kdyz Volterra pobyval na venkové v Aric-
cii, vypukla valka. Volterra prosazoval, aby se Italie pridala na stranu
spojenct. O rok pozdéji se tak stalo a pétapadesatilety Volterra nastou-
pil jako plukovnik k letectvu. Po skonceni valky se opét vratil k védé a
k prednaskam na univerzité.

Zavér Volterrova zivota nebyl pfilis stastny. V roce 1931 se dostali
k moci fasisté. Volterra pochazel ze zidovské rodiny a odsuzoval jejich
praktiky. Musel proto odejit z univerzity v Rimé, o rok pozdéji opustil i
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mista v italskych akademiich véd. Hodné ¢asu travil v zahranici (néjakou
dobu pobyval i v Praze a v Brné), ob¢as navstivil sviij venkovsky domek
v Ariccii. V prosinci 1938 onemocnél zanétem zil, zistal vSak duSevné
svézi a dale se vénoval matematice. 11. Fijna 1940 umirad doma v Rimé;
pochovan je na navrsi venkovského hibitova v Ariccii — na misté, které
mél tak rad, a kde stravil nemalou ¢ast svého Zivota.

Ptestoze je dnes Volterra znam jako matematik, zabyval se téz fy-
zikou, chemii, biologii a ekonomii. I jeho matematické prace maji casto
fyzikalni motivaci.

Pfi studiu varia¢niho poctu zavedl Volterra pojem funkcionalu, tj. zob-
razeni, které funkcim pfifazuje ¢isla. Pomoci varia¢niho principu odvodil
Maxwellovy rovnice a na toto téma prednésel i béhem pobytu v Cesko-
slovensku (viz [5]). Volterrovo jméno je spjato s integralnimi rovnicemi,
k jejichz studiu jej pfivedla opét fyzika. Vsiml si analogie mezi integral-
nimi rovnicemi a soustavami algebraickych linearnich rovnic a na jeho
vysledky pozdéji navazal Ivar Fredholm.

Volterra je také jednim ze zakladateld matematické biologie. Jeho
zet Umberto D’Ancona studoval statistiky rybait od Jaderského mote
a obratil se na Volterru s problémem, jak matematicky vysvétlit rela-
tivni narist poctu dravych ryb na dkor ostatnich v obdobi prvni svétové
valky. Volterra poté navrhl fadu modeld popisujicich vzajemny boj zZivo-
¢ichl o preziti; po matematické strance jde o soustavy diferencialnich ¢i
integro-diferencialnich rovnic. Modely navic ukazuji, Zze v priibéhu casu
miuze dochazet k pravidelnym fluktuacim pocétu jednotlivych druhi ryb -
tento jev znali biologové jiz diive, vysvétlovali jej vSak plisobenim vnéj-
§ich vlivii. Volterrova korespondence s ostatnimi matematiky i s biology
na toto téma vysla v knize [8].

Volterra je autorem rady dalSich praci z oblasti parcidlnich diferen-
cialnich rovnic, teorie pruznosti atd. Podrobnéjsi Volterrovy Zivotopisy
lze najit napt. v [6], [7], [8], [9].

2.1 Okolnosti vzniku knihy

Zatimco prvni Volterrovy prace o soucinové integraci (viz [1], [2],
[3]) vysly v italtiné jiz roku 1887, kniha Opérations infinitésimales li-
néaires [4], kterou sepsal spolu s Bohuslavem Hostinskym, byla vytisténa
v Pafizi az roku 1938. Emile Borel ji tehdy zatadil do série monografii
vénovanych teorii funkei.

Volterra v ivodu pise. 7e k vydani knihy jej piimélo nékolik okol-
nosti. Predevsim to, Ze teorie matic byla v posledni dobé v popredi
zdjmu matematikl a nasla uplatnéni i ve fyzice. Navic jej potésily vy-
sledky B. Hostinského, ktery rozsiril teorii matic i na obecnéjsi operatory,
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vSiml si souvislosti s integralnimi rovnicemi a aplikoval vysledky v teorii
pravdépodobnosti.

Vice nez dvousetstrankova kniha je rozdélena do osmnécti kapitol.
Prvnich patnact kapitol tvorfi francouzsky ptreklad dvoudilné Volterrovy
prace [1] s nékolika opravami a dopliiky. Zbylé tfi kapitoly jsou dilem
B. Hostinského; je zde v analogii s predchazejicimi kapitolami rozebran
soucinovy integral pro jistou tfidu operatort.

V Casopise pro péstovani matematiky a fysiky [16] vySla recenze
Otakara Bortvky, ve které na zavér pise: ,Domnivam se, Ze bohatost
vysledkd, pfehled o literatufe podany v této knize a soustavny vyklad
povzbudi odborniky k pracem v tomto sméru, v némz jsou nepochybné
jesté velké moznosti.“

2.2 Zakladni pojmy z teorie matic

V prvnich ¢tyfech kapitolach pfipomina Volterra znamé i méné znamé
vysledky z teorie matic, které bude potiebovat v dalsim textu. Maticim
zde Fika substituce, nebot predstavuji pfechod od jedné soustavy pro-
ménnych k druhé.

Je-li wf =) 0 axp a zf = > p_; bk}, pak @ = Y p_; cikTk pro
Cik = Z?_;l bijajk, coz je motivaci pro definici nasobeni matic.

Necht A = {aik}?,kzlv pak prvky inverzni matice znaci { Ak;}ix—1, tJ-

n n
> " ai Ak =Y Ajiaje = ik,
=1 =1

kdediizlaéikzomoi;ék.

Je-li S libovolna matice a T regularni matice, pak matici 7-1ST na-
zjva Volterra transformaci matice S matici T a matici TST~! inverzni
transformaci matice S matici T'. Je-1i S matice néjakého linearniho zob-
razeni a T matice prechodu mezi dvéma bazemi, pak TST~! je matice
stejného linedrniho zobrazeni vzhledem k nové bazi. V dne$ni termino-
logii bychom fekli, ze matice S a TST~! jsou podobné.

Pro blokovou matici

0 Ay --- 0
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sestavenou z ¢tvercovych matic A, Ag,..., A, se v celé knize pouziva
omnageni { A1 A4, }, piipadné { T Ai}.

Indukci vzhledem k fadu matice dokazuje Volterra vétu o prevedeni
matice do normalniho (Jordanova) tvaru:

Véta. Pro kazdou matici S s nenulovym determinantem existuji matice
U a T takové, 2e S = T UT a U je v normdlnim tvaru, tj. existuji

prirozend cisla p,r1,...,r, takovd, Ze
w; 0 0 0
A 1w 0 0
U= [IT]s" ¢, kde S = '
i=1k=1 A S
0 0 1 w;

je k-td Jordanova burtka prislusnd k vlastnimu ¢islu w;. Pro néasobeni

blokovych matic plati

An - A Bii -+ Bim Cn - Cim

Am.l e Amm Bml T Bmm le T Cmm

kde C;k = Z]» Ai]‘B]‘k.
Odsud se snadno odvodi néasledujici tvrzeni, které budeme potiebo-
vat v kapitole o integrovani komplexnich matic:

Tvrzeni. Jestlize

sta) = TTT1 50w ¢

1=1k=1

potom plati

S'()S Y (z) = f] H s®'(2)s® () L. (2.2.1)
1=1k=1
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2.3 Derivace a diferencial maticové funkce

Zakladnimi dvéma operacemi ve Volterrové maticovém kalkulu jsou
derivace a integral maticové funkce. Jde pfitom o néco jiného nez o de-
rivovani a integrovani po slozkach.

Necht A je maticova funkce proménné z s nenulovym determinantem,
jejiz slozky jsou diferencovatelné funkce. Potom leva derivace A je matice

A(z)- A\ (z) = Ahzrgo Az + Ag:a)c — A(z)

. A_l(q;) =

A1 —
— lim Alz +Az)- A~ (x) -1
Az—0 Ax

a prava derivace A je matice

A z) Aw) = lim A-\(g). 22T A2) = Ale)

Az—0 Az
' -1 . _
— lim A~ (z) - A(z + Ax) I.
Az—0 Az

Volterra nepouziva maticovy zapis, ale rozepisuje vse do slozek:
Tvrzeni. Maticové funkce
n

Z a;j(z + AAQZ — aj(x) e

=1

n
Aik x+Aa:) — Qjk .’L‘)
S ()2 ( ) 2 (
x
J=1
maji limitu pro Az — 0, pravé kdyz a;x jsou diferencovatelné funkce pro-
ménné . Prvni limitu (levou derivaci) znaci a%{aik}, druhou (pravou

derivaci) symbolem {aik}%. Abychom nemuseli vSechna tvrzeni rozepi-

sovat jako Volterra po slozkach, domluvime se, Ze % bude znamenat

levou derivaci, zatimco derivaci po slozkéch, tj. matici {%&}, budeme
znadit A’.
Volterra déale definuje levy diferenciil matice pfedpisem

dai-
:cJ () Ak (z) dx

d{ai} = {am(z + do)} - {aw(@)} ' = o+ y
=1
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a pravy diferencidl matice vztahem
— da]k
{ain}d = {ap(2)} 1 {aw(z + dz)} = { 6 + Z Aji(z (z)dx %

kde dz je podle Volterry infinitezimalni veli¢ina a oba diferencialy jsou
matice, které se infinitezimalné lisi od jednotkové matice. Dnes bychom
diferencidl interpretovali spiSe jako zobrazeni definované predpisem

dA(u) = I + gﬁ ‘uprou € R .
T

Nasleduje nékolik tvrzeni o vlastnostech derivaci, mimo jiné zakladni
véta o derivaci matic:
Véta. Je-li C' konstantni matice, pak 5 4 = (AC) = ‘(iiA a (CA)% = ‘II—A
Duka x T axr

d
dr

dA

T (AC) = (AC) - (AC) T = ACCTIAT = AA™ = —,
¢

druhd rovnost se dokaze analogicky.

Prvni ¢ast zakladni véty o derivaci mizeme slovné vyjadrit takto:
Leva derivace matice se nezmént, vyndsobime-li tuto matici zprava kon-
stantn? matict. Zaménou slova ,levy” za ,pravy® dostaneme dudalni tvr-
zeni — druhou ¢ast zdkladni véty o derivaci.

Plati také opac¢na implikace:

Véta. Jestlize %Ji = 4L pg nejakém intervalu I, pak existuje konstanind

dx
matice V' takova, 2¢ T = SV na I. Dikaz.

dS—'T
dr

= (S_l')'S' + ST = 5'_15'(5"‘"1)'5 4 §-lpip-lg -
S_I(S(SAI)/ + T’T_I)S — 5"”1(4--5"5""1 + T”I_"’“l)S =

- ‘SV“] (d—T - éé‘) ‘9 = O

— (‘S-—ITW)/(S'-—IT)—I — ((S—l)/T + k’V~]T/)Tv~~]‘Sv —

ar dr
(rovnost S(S~ ) — 891 ziskame derivovanim S5 = J). Je-li viak
0= 'f,’f A’ A7 pro néjakou matici A na I, pak také 0 = A’ a matice A

je konstantni. Dokazali jsme, 7e matice V = ST je konstantni, ¢imz
jsme hotovi. Myslenka Volterrova ditkazu je stejnd, jednotlivé kroky vsak
dokazuje rozepsanim do slozek.
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Dusledek. Duvé matice maji shodné levé derivace, prdvé kdyZ se lisi
o pravy ndsobek konstantni matici. Dualni véta zni: Dvé matice maji

shodné pravé derivace, prdvé kdyZ se lisi o levy ndsobek konstantni ma-
tici. Obé véty jsou ziejmé soucinovou analogii znamého tvrzeni: Duvé
funkce maji shodné derivace, pravé kdyz se lisi o aditivni konstantu.

Na zavér jest€ odvodime jednoduché tvrzeni, které budeme potiebo-
vat pozdéji: Je-li C' konstantni matice, pak

d
E(CA) = (CA) - (CA) ' =cA A ICc™! = C%C‘l. (2.3.1)

2.4 Integral maticové funkce

Necht A = {a;i} je maticova funkce proménné x definovand na inter-
valu [p, g]. Zvolme déleni tohoto intervalu D : p =tg < t; < -+ < t,, = q
s vyznacenymi body x; € [t;i—1,t;]. Oznatme h; = t; —t;—1, T; = I +
hiA(z;) a utvoime souc¢iny S(D) = T, Tm—1---T1, S(D) = Th Ty - - Tpy.
Necht {D,,}22 ;| je posloupnost déleni intervalu [p, q] s vyznacenymi body
a necht v(D,,) — 0. JestliZe existuje limita S(Dy) nezavisla na volbé& po-
sloupnosti { D, }52 ;, nazveme ji levym integralem matice A na intervalu
[p, q]. Podobné limitu vyrazu S(D,) nazveme pravym integralem matice
A.

Volterra znaéi tyto integraly symboly f;{aik} dr a{a;}dz f:. V dal-
sim textu budeme pouzivat oznaceni [[7 (1 + A(t) dt) a (I + A(t) dt) [T,
které je bézné v novéjsich textech. Naproti tomu symbol f: A(t) dt re-
zervujeme pro integral matice po slozkach, tj. pro matici {f; aip(t)dt}.

Volterra dokazuje nasledujici vétu: Jsou-li a;x omezené riemannovsky
integrovatelné funkce na intervalu (p,q], potom oba soucinové integraly
existuji. Zde je idea Volterrova dikazu:

S(D) = (I + hmA(xm)) - (I + h A1) = T+ Y hoy AlTa,)+

(631

+ Z ]I,(H}L(_,2A(;L‘GI)A($(),2) e

x1>Q2
kde s-t4 suma, s < m, je rovna E hay  + haA(Ta,) - AlTa,)-
A >> D

Oznacime-li S(D) = {auk}'—,, pak piedchozi rovnice znamena

n
ik = Ok + Z h(,l(lik(’ltm) + Z Z hmh'azaiﬁl (:Itm)aglk(l‘az) +---,

i a1>ag Gy =1
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kde s-ta suma je

n

Z Z hay  *+ hay@igy (Tay) - - g, k(Ta)-

a1>a2>>as f,...,085-1=1

Jestlize nyni v(D) — 0, potom (protoZze a;x jsou integrovatelné) plati

q
Zhalaik(xal)”"/ aik(x1) dzy,
ay 4

n
Z Z hayhasig, (Tay)apk(Tay) —

fi=1a1>a2
n q T
—'Z// a;g, (x1)agp, k(x2) dzg dzy
p Jp

pr=1

a obecné

n

Z Z hay +  hay@igy (Tay) - - g, k(Ta,) —

B, Bs—1=1a1>03> >0

n

q 1 Ts—-1
— Z / / / aigl(xl)---agsﬂk(ms)d:cs -"dl‘l.
p Jp p

ﬂlr--yﬁs—lzl

Zavedeme-li oznaceni [[7(I + A(t) dt) = ®(p, q) = {dix + Yix(p, )}, pak
jsme odvodili

° n q T1 Ts—1
\I/’Lk(p7q) :Z Z / / .../ aiﬂl(xl)...aﬁs_lk(ws)dms dxl
p p

s=101,...,00-1=1"P

Funkce aj; jsou omezené, proto |a;(z)| < M pro néjaké M; s-ty Clen
pfedchozi sumy pak mizeme shora odhadnout vyrazem

q rzT1 Ts-1 1 nM(g — p)l®
ns*lMs/ / / d:rs dq;l — Eu——})_)]_, (241)
P P P

s!

a tedy fada ¥k (p, ¢) konverguje absolutné a stejnomérné. (Rovnice (2.4.1)
se dokéze matematickou indukci podle s, pfi indukénim kroku derivu-
jeme levou stranu podle q a vyuZijeme indukéni predpoklad.)
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Poznamka. Rozvoj ¥;k(p, q) do fady je ekvivalentni s maticovym za-
pisem

I+ A(z)dz) =1 quL‘ld:c-q xlA:c A(zxo) dxydry+-- -,
1;[<+<) ) +/p (21) 1*/,,/,, (1) A(e) dery devs +

ktery dnes nazyvame Peanovou fadou. Je-li A(x) matice typu 1 x 1, tj.
A = {a(z)}, kde a je redlna funkce, dostaneme

[ [ sataan, i = & ([[oteras)

(dokaZe se opét indukei podle s), a tedy

q

[10 + A(w) da) = {8}

P

Pro pravy integrdl (I + A(z)dz)[1] = é(p,q) = {dix + Yik(p, q)} se
analogicky odvodi rozvoj

wik(p, Q) = Z Z /q /pm1 ce /pm_l aigl(xs) .. ‘aﬁsw1k($1)d1‘s coodxy.

s=1p01,.,0,-1=1"P

Volterra dale uvadi vztah

H(I+A(z)dw):ﬁ(I+A ﬁ1+A

a piSe, Ze pro p < r < q snadno plyne z asociativity maticového na-
sobeni. Pravdépodobné mél na mysli to, ze v definici integralu mi-
zeme vzit posloupnost takovych déleni intervalu [p,q], kterd vzdy ob-
sahuji i délici bod r. Tak dostaneme posloupnost déleni intervalfi [p, 7]
a [r,q]. Sou¢in S(D) = T;nTm—1---T1 pak zapiSeme ve tvaru S(D) =
(T, -+ - Tj41)(Tj - - - T1), kde prvni zévorka p¥islusi k déleni intervalu [r, g]
a druhd k déleni [p, r]. Limitnim pfechodem dostaneme pozadované tvr-
zeni. Tento diikaz funguje jen pro p < r < q. Definujeme-li vak ¥, (p, q)
vySe uvedenou Fadou pro libovolna ¢isla p a ¢, potom

n
Pi(p,q) = Z ®ij(r, q)®jk(p,7)
j:]
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(Volterra to dokazuje pomoci fady pro ¥;;), coz je ekvivalentni vyjadieni
naseho tvrzeni. Specialné pro ¢ = p

14 T -1
1 + A=) dz) = <H(I + A(z) dw)) .

T P

Pro pravy integral se analogicky odvodi rovnost

(I+ Az d:c)H I+Ax)dm)H (I+ Az dx)H

P

2.5 Derivace integralu podle horni meze

Volterra se déle zabyva spojitymi maticovymi funkcemi A (tj. mati-
cemi, jejichz slozky a;; jsou spojité funkce). Nasledujici tvrzeni se tyka
derivace sou¢inového integralu podle horni meze.
Véta. Necht A je spojitd maticovd funkce. Potom 22 Bq ®(p,q) = A(q)®(p,q),
i7.

acpl
(p,q) = Zaq ®;k(p, q) (2.6.1)

pro kazdé i,k = 1,...,n. Dikaz. Z rozvoje ®(p,q) do Peanovy fady

plyne ®(p,q) = I + f 7 A(x)®(p, z) dz a derivovanim rovnosti podle g
dostaneme tvrzeni vety

Oznagime-li YV (z) = [®y(p,z),..., Pu(p,z)] (I-ty sloupec matice
®), potom podle (2.6.1) je kazda z vektorovych funkeci yO oy e
Senim soustavy linedrnich diferencialnich rovnic 1. fadu

n ailz - Qin n

’
Un Gnl1 -+ Gnn Yn

Jelikoz ®(p,p) = I, spliiuyji tato feSeni pocatecni podminku yl(l)(p) =
8, tj- ¥y (p) je I-ty vektor kanonické baze euklidovského prostoru R™.
Protoze jsou funkce y(1), ..., y(™ linearné nezavislé, tvofi fundamentalni
systém FeSeni uvedené soustavy a ® je jeji fundamentalni matice.
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Pro pravy integral analogicky odvodime, Ze %%(p,q) = ¢(p,q)A(q),
a tedy ¢ je fundamentalni matice soustavy

Kromé souvislosti s diferencialnimi rovnicemi je zajimavé i to, ze
d%@(x) = A(z) a qzb(:c)% = A(z), tj. leva derivace levého integralu
podle horni meze je ptivodni matice a totéz plati i pro pravou derivaci
pravého integralu. Integrovani a derivovani jsou tedy v jistém smyslu
inverzni operace.

Obycejné integraly pocditame zpravidla podle zdkladni véty kalkulu

/ " f(@)dz = f(q) - F(p).
P

Jeji soucinova analogie pro matice zni:

Véta. Necht S je diferencovatelnd maticovd funkce na intervalu [p,q].

Potom
q
[T (1+ ) = s

P
Diikaz. Povazujeme-li vyrazy na obou stranach dokazované rovnosti za
funkce ¢, pak jejich leva derivace je v obou pfipadech rovna -j—qS (q)-
Plati tedy [[;(Z + Z—f(a) dz) = S(q)C pro néjakou konstantni matici C'.
Dosazenim q = p dostaneme C = S(p)~ 1.

Lze definovat i analogii k pojmu primitivni funkce: Maticovou funkci
S(x) nazveme levym neurcitym integrdlem maticové funkce T'(x) na in-
tervalu [a, b], jestlize pro libovolnd dvé cisla p,q € [a,b] plati

[ + T () dz) = S(q)S(p)~".

p

Snadno se dokaze, Ze to je ekvivalentni s podminkou

S(z) = <H(I +T(w) du)> c,

P

kde p € [a,b] a C je libovolna konstantni matice.




170 ANTONIN SLAVIK

Volterra déle ukazuje, Ze pomoci integralu matice lze vyfesit linedrni
diferencialni rovnici n-tého fadu

¥ (2) = p1(2)y"(z) + pa(2)y" 2 (2) + -+ + palz)y(2).

Definujeme-li funkce zg = y, 21 = 2{, 22 = 21,...,2n—1 = 2},_o, Potom
uvedend rovnice n-tého fadu je ekvivalentni soustaveé

26 0 1 0 0 20
2 0o o0 1 0 7
P 0 0 0 - 1|z
Zil—l Pn Pn—-1 Pn-2 -'° D1 Zn—1

linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu. Fundamentalni matici této sou-
stavy spo¢teme pomoci levého integralu. Reseni piivodni rovnice pak od-
povida funkci zg, tj. prvnimu fddku fundamentdlni matice (dostaneme
n linedrné nezavislych reseni).

Dal$im specidlnim pfipadem je soustava linedrnich diferencialnich
rovnic

/
U1 ailz - Qi n

/
Yn anl *°* Qnn Yn

kde A = {a;x} je konstantni matice. Fundamentalni matice soustavy je
samoziejmé ®(p, q), tentokrat viak miZzeme spocitat integraly z rozvoje
® do Peanovy rady. Vyjde

2

A A
‘P(p,q)=I+ﬁ(q~p)+7(q—p)2+-~

Tuto fadu nazyvadme maticova exponencidla a znacime ji eAla—p); Vol-
terra ji zapisuje ve tvaru

aip

Qik(p,q) = 0ir + o1

@ik
1

T(@—p)+—@—p)*+
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Zcela stejny rozvoj vSak dostaneme i pro pravy integral ¢(p,q). Je-li
tedy A konstantni matice, pak

[T + A(z) dz) = (I + A(z) dz) [ = e,

Zname-li fadu pro e4(4~P) muzeme toto tvrzeni ovéfit i pfimo derivo-
vanim ¢len po ¢lenu. Vyjde

aeA(q_p)

— AeAla—p) — (Ala-p) 4
0q ’

tj.
d eAla—p) — oAlg—-p) d - A.
dq dq

2.6 Maticové funkce vice proménnych

Necht A je maticova funkce proménnych x4, ..., z,,. Matice gTASA_l
se nazyva (pokud existuje) leva parcialni derivace matice A podle z; a
budeme ji znacit dA — narozdil od parcialni derivace matice po slozkach,
kterou oznacime g;‘

Levy diferencial A definuje Volterra jako matici
dA = A(z; +dzy, ..., z;m + dz,) A" Y@y, .. o) =T + Z dxs,

ktera se infinitezimalné 1isi od jednotkové matice; my mtzeme diferencial
opét chapat jako zobrazeni dA(uy, ..., um) =1+ dix’%us. Analogicky
se definuji pravé parcialni derivace a pravy diferencial.

V analyze funkci vice proménnych se dokazuje nasledujici tvrzeni:
Véta. Necht funkce fi,..., fm : Q — R maji spojité parcidlni derivace
v jednoduse souvislé oblasti Q@ C R™. Potom jsou ndsledujici turzent

ekvivalentni: (1) Existuje F' :  — R takova, ze VF = [f1,..., fml],

tj. fidry + - - + fidxy, je diferencial funkce F'.

(2)% g{ =0proi,j=1,...,m.

(3) Je-li ¢ : [a,b] — Q spojité diferencovatelna kiivka, pak ftp fidry +
et f,n,d.nm = F(p(b)) — F(p(a)), tj. kiivkovy integral vektorového pole
(f1,. .-, fm] nezavisi na cesté.
Pokusime se zformulovat maticovou analogii predchozi véty. Impli-
kace (1) = (2) se dokazuje ze zaménnosti parcialnich derivaci:

o6 _ 0 (0F\_ 0 (9F\ _of,
o - Oy \ Ox; © Ouy O  Ox;
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Jestlize nyni I + 3 -, Bsdzs je levy diferencial néjaké matice A, potom
Bs = g—x’%A“l, takze

8Bi_9£31_i BAA_l 3 1o} 8AA
BCL‘]' 3:1,‘1‘, - 3.’17]' 8;131‘ 8:11,' BIEJ
__8_ 0A e 0A 0A! 3 0 ?A A1 0A 0A~!
- Oz; \ Oz; Ozx; Ox; Oz; \ Oz; (9:1:] or;
_ 0A0A™ I 9A 0A7!
(917, 39"] 8:1:] or;

0A 0A 0A 0A
= ATV —A  ——AT' A" = B,B; - B;B;
8%1 ox; ox; ox; iB J
(kde vztah 651; = —A‘lg—av’%A‘l ziskdme derivovanim AA~! = I podle

x;). Oznacime-li podle Volterry

ay 090X

= +YX -
8zi (9:1:] XY,

A(X,Y )z,

pak jsme dokazali A(B;, Bj)z;z; =0 prod,j=1,...,m
Je-li ¢ : [a,b] — R™ spojité diferencovateind kiivka, definujeme
kiivkovy soucinovy integral matic [By, ..., By, podél ¢ pfedpisem

H(I+Bld$1+"'+Bmd$m):
)

b
= [T + Bi(e() A1 () + - + Bu( (1))l (1) ).

(Volterra pise fw Bidzy - - - By, dz,y, misto H¢(I+Bl dz1+- -+ By dzy)).

Nyni jiz mizeme zformulovat maticovou analogii diive uvedené véty.
Véta. Necht matice Bi,..., B, maji spojité parcidlni derivace v jed-
noduse souvislé oblasti 2 C R™. Potom jsou ndsledujici turzeni ekviva-
lentni: (1) Existuje maticova funkce A takova, ze dA =T+ .. Bydz,

v Q.
(2) A(Bi, Bj)ayz; =0v Qproi,j=1,...,m
(3) Je-li ¢ : [a,b] — § spojité diferencovateina k¥ivka, pak soucinovy
kiivkovy integral [Bi, ..., Bm| nezavisi na cesté a plati ]_LP(I + Bidzy +
-+ B dzn) = A(p(b) A7 (p(a)).

Volterra nejprve dokazuje tvrzeni (1) = (2). Postupuje podobné jako
my, jen misto I+ 7o, Bsdz, pise [T02, (I + Bsdxs) s tim, Ze nekoneéns
malé veli¢iny druhého fadu lze zanedbat.



POCATKY SOUCINOVE INTEGRACE 173

Implikaci (2) = (1) dokazuje pro specialni piipad 2 = R™ a zacind
s ditkazem pro m = 2: Zvoli [20,%) € R? a hledd matici A spliujici
podminku (1). Definujeme-li Si(z,y) = [I;, (I + Bi(t,y) dt), pak

dS] B _ dA

dz YT
a tedy existuje maticova funkce T' takova, e A(z,y) = Si(z,y)T (y) (tj.
T nezavisi na z). Plati

T d , 4 _1 (dA d51> 1 ( dSl)
y "= (dy dy )70\ ay )

Polozime proto

T(y) = IyI (1 + ST (2,1) (Bg(m,t) —~ %(:E,t)) S, (a:,t)dt) .

Nyni staci ovéfit, ze tato matice 7' nezavisi na x, nebot

0 <S;1 (Bg - %) Sl) = ST'A(By, By)ryS1 = 0

ox

(odvozeni této rovnosti zabere trochu casu, ale jde jen o elementarni
upravy). Pro m > 2 dokaze Volterra implikaci (2) = (1) matematickou
indukei.

V nasledujici kapitole definuje Volterra dvourozmérny soucinovy in-
tegral [[, (I + S(z,y)dxdy) matice S(z,y) pres oblast 0. Dokéze pro
néj analogii Greenovy véty:

[ + Bidz + Bady) = T[(I+ ST A(B, Ba)ry Sy dady),  (2.6.1)
[ g

kde kiivka ¢ je hranici oblasti o a S; je jista maticova funkce. (O dvou-
rozmérném integralu a o Greenové vété se jesté zminime v kapitole 4.)
Jestlize A(By, B2)zy = 0 v Q, pak [[ (I + Bidz + Bady) = I pro
kazdou uzavienou kfivku v €, a tedy kfivkovy soucinovy integral ne-
zavisi na cesté. Toto tvrzeni bude Volterra potiebovat pii vySetfovani
krivkového integralu matic komplexni proménné.

Poznamka. Uvedeny postup kopiruje diikaz nezavislosti kfivkového in-
tegralu na cest¢ z klasické analyzy pomoci Greenovy véty. Vime-li, Ze
tvrzeni (1) a (2) jsou ekvivalentni, mizeme misto (2) = (3) dokéazat
implikaci (1) = (3) takto:

dA dA
T+ By dy) = I+ —dx+ — =
I}(H By dx + By dy) I}( + = d dy dy)
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b
= T1 (1 + | Grtea 01t + e A e | @) =

b d
~TI(1+ F 0 DOa) = Al A (p(w),

Tento dikaz se snadno zobecni i pro kiivky v R™, m > 2.
Myslenku dikazu implikace (3) = (1) nastinime v ¢asti (4.7).

2.7 Maticové funkce komplexni proménné

Doposud jsme se zabyvali maticemi, jejichz prvky byly reilné nebo
komplexni funkce realné proménné. (Skuteéné, i kdyz jsme to nezdiiraz-
nili, v8echny dosud uvedené definice a véty plati i pro komplexni ma-
tice realné proménné.) Nyni obratime pozornost ke komplexnim maticim
komplexni proménné.

Necht A = {aj}?,_q, kde a; jsou holomorfni funkce komplexni
proménné z. Obéas budeme ztotoziiovat a;k(2) s ai(z + iy) jakozto
komplexni funkci dvou realnych proménnych z, y. Je znamo, Ze plati

Oajy,  .Oay . 0A  0A

= §—

oy oz Y oy ow

Levou derivaci matice A podle komplexni proménné z definujeme pred-
pisem 42 (z) = A’(2)A71(z). Platf

dA dA 1dA
dz dz idy’
Levy diferencial matice A podle komplexni proménné z je matice

dA
dA = A(z +d2)A7Y2) =T + d—dz.
z
Analogicky definujeme pravou derivaci a pravy diferencial.
Motivaci pro definici levého integralu realné matice byla diferencialni
rovnice 3/'(z) = A(z)y(x); nyni nds bude zajimat fesitelnost rovnice

Y (2) = A(2)y(2),

kde y, A jsou funkce komplexni proménné.

Necht ¢ : [a,b] — C je kiivka v komplexni rovingé, A je maticova
funkce proménné z definovana na ¢([a, b]). Zvolme déleni D : a =ty <
t1 < -+ <ty = b. Definujme matice T; = I + A(p(w;))((t:) — o(ti-1)),
kde u; € [ti—1,ti], a utvotme soucin S(D) = T,,T),_1---Ty. Jestlize
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existuje limita S(D,,) pro v(D,) — 0 nezavisla na volb& posloupnosti
déleni {D,}32 |, nazveme ji levym sou¢inovym integralem matice A po-
dél kiivky ¢ a oznacime [, (1 + A(z) dz).

Neni tézké dokazat, ze je-li ¢ po ¢astech spojité diferencovatelna,
pak

b
[T+ Az) dz) = T + ACe(t)¢/ (1) dt) (2.7.1)

7

(levy integral komplexni matice redlné proménné). Levy kiivkovy inte-
gral ma nasledujici vlastnosti:

(1) Vanikne-li kfivka @1 + @2 spojenim k¥ivek o1 a po (v tomto poradi),
pak

[T U+ AG)dz) = [JU + A(z) dz2) - [[(I + A(2) dz).
P2 ¥1

p1+p2

(2) Je-li —p krFivka, kterd vznikne obrdcenim orientace ¢, pak

-1
[+ Az) d2) = (H(I + A(2) dz)) .

—¥ ¥

Volterra pouze pise, ze dliikaz téchto tvrzeni je snadny. Obé plynou
napf. ze vztahu (2.7.1), ktery vSak neuvadi. Nezmiiiuje se ani o vyjadfeni
levého integralu Peanovou fadou

[+ A(2) dz) = 1+/

7 ®

A(z)dz+[oA(z)< 5 A(§)d§) dz+ -,

kde vpravo integrujeme matice po slozkach a ¢, je restrikce kiivky ¢ na
interval [a, t], ¢(t) = 2. Peanovu Fadu lze odvodit bud stejnym postupem
jako u levého integralu redlné matice, nebo pouzitim vztahu (2.7.1) a
rozvoje do Peanovy fady pro integral maticové funkce redlné proménné.

Tvrzeni. Necht p1+ ¢ je uzaviend kfivka. Potom [, (I +A(z) dz)
a [1,,4p, (I + A(z) d2) jsou podobné matice (tj. zménime-li pocdtek pri
integrovdni pres uzavienou kvivku, dostaneme podobnou matici). Dikaz.

Protoze po + ¢1 = —¢p1 + @1 + @2 + 1, plati

[T t+A@) d2) = [[U+AE) d2)- T[] (I+A2) d2) [T (1 +A) dz2)

w2tp1 P1 p1+p2 —¥1

-1
= T[T + A(2) d2) - I U+ A@)dz)- (H(l + A(2) dz)) :
1

p1+y2 Y1
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Disledek. Pokud []
A(z)dz)=1.

Hodnota levého integralu matice A pfes uzavienou kfivku ¢ tedy
zavisi na volbé pocatku (narozdil od kifivkového integralu funkce kom-
plexni proménné); vSechny takové matice jsou vSak podobné. Jsou tedy
také podobné jisté Jordanové matici, kterou Volterra nazyva levou cha-
rakteristikou matice T vzhledem ke kiivce .

Necht ¢ : [a,b] — C je pevné zvolend prosta kiivka. Ocekdvame, ze

vztah
y(2) = (H(I + A(w) dw)) Yo

Pz

orto (I + A(2)dz) = I, pak také [],,,, (I +

bude udavat feseni rovnice y'(z) = A(z)y(z) podél kiivky ¢ s pocateéni
podminkou y(p(a)) = yo. Ma-li rovnice feSeni v néjaké oblasti €2, po-
tom by kfivkovy integral nemél zaviset na cesté (jinak bychom dostali
viceznacnou analytickou funkei).

Véta. Necht Q C C je jednoduse souvisld oblast, A je holomorfni matice
v Q. Potom

[0+ A(z)dz) =1

@

pro kazdou uzavienou kiwku ¢ v Q. Dikaz. Snadno si rozmyslime, Ze

110 + A(2) dz) = [T(T + Au(x,y) dz + Aa(x,y) dy),

® @

kde Ai(z,y) = Az + iy), As(z,y) = iA(z + iy) a @ je kiivka v R?
s parametrizaci [Re ¢(t),Im ¢(t)], t € [a,b]. Dale plati
diA 0A

A(Ar, A2)sy = —5— o iAA — AiA =0,

a tedy podle maticové Greenovy véty jsou oba kiivkové integraly rovny
jednotkové matici.

Poznamka. Pravé uvedeny dikaz odpovida Volterrovu postupu. Analo-
gii Greenovy véty dokazoval pravé proto, aby ji zde mohl pouzit. Pokud
bychom ji neméli k dispozici, da se tvrzeni jednoduse dokazat i rozvi-
nutim kiivkového soucinového integralu do Peanovy fady a pouzitim
Cauchyovy véty pro funkce komplexni proménné.

Volterra se dale vénuje maticim A holomorfnim v oblasti Q\{zo},
kde zp € 2 a Q C C je jednoduse souvisld oblast. Zajima nas hodnota
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integralu [, (I + A(2)dz), kde ¢ je uzaviena kfivka v Q s jednotko-
vym indexem vzhledem k bodu z (tj. ¢ obiha kolem zy pravé jednou,
a to proti sméru hodinovych rucicek). Jsou-li p1 : [a,b] — Q\{z20}
a @2 @ [a,b] — Q\{z20} dvé takové kfivky, pak [1,,(I + A(2)dz) a
[1,,(I + A(2) dz) jsou podobné matice. Skuteéng, spojme body 1 (a) a
@2(a) (v tomto pofadi) libovolnou kfivkou 9 uvnitt Q\{zp}. Potom je
A holomorfni uvnitf uzaviené krivky 1 + w2 — 1) — 1, a proto

-1

[T+ AR) dz) | J[U+AGR) d2) [[(T+A(2) d2) = [[(T+A(2) d2),
Y

11) P2 Y1

coz jsme méli dokazat.

Levy integral je tedy matice zavisla na volbé kiivky ¢, ale vSechny ta-
kové matice jsou navzajem podobné. Proto jsou vSechny podobné stejné
Jordanové matici, kterou Volterra nazyva reziduum matice A v bodé zg.

Spoctéme reziduum maticové funkce

T(z) = A + B(z)

zZ— 20

v bodé zy, kde A je konstantni a B je holomorfni matice. Budeme inte-
grovat pies kruznici ¢, (t) = zo + re't, t € [0, 27]. Podle (2.7.1)

27
[ +7(2) dz) = [[( +iA + ire" B(zo + re™) dt).
Pr 0

Volterra navrhuje nésledujici postup: Protoze i A+ire B(zg+reit) — iA
pror — 0, plati [[, (I +T(z)dz) — 127 (I +1iAdt). Jelikoz viechny in-
tegraly [, (I +7'(2) dz) maji stejné reziduum, bude mit totéz reziduum
i jejich limita. (Tato uvaha je chybnd, viz komentafr na konci podkapi-
toly.) Stac¢i tedy najit Jordaniv tvar matice Hg”([ + 1A dt). (Mimo-
chodem tento integral z konstantni matice je roven e?mA  takze mame
p&knou analogii reziduové véty: Integral [, (I + T'(z)dz) je podobny
matici ?™4.) Necht

Ti

P . 1w - 0 0
iA=Cc LTI § € kde T = “ ,
i1=1k=1 : . . . :
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je Jordanav tvar matice iA. Oznacime-li

evi® 0 0o --- 0 O\
58 (2) = LT ot 00
1 - )
ﬂ;_?eu,l:r ai‘: ewiT Wi ... () ()
kde b( ) je ¢tvercova matice stejncho radu jako Ti(k), pak plati
(lq( k)

B — 7 0dtud podle (2.2.1)

P T ri
(11 II”H‘S(“ HHf(M )
1 1 -1 k=1

a tedy podle (2.3.1)

m s — ! [17" ¢ c=ia
1=1k=1 =

Proto

2m
[1(7 +iAdt) =
0

_ ~1
r o ny poori
ITTI 5" e o1 75"
1=1 1

k 1=1 k=1

Nyni staci najit Jordanovu matici podobnou

P
ITIIs% @)

i=1k=1
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Vysledkem, tj. hledanym reziduem, je matice

e™i 0 -~ 0 0
P T , 2rw; L,
H H Vi(k) . kde Vi\k) _ 1 e 0 0
1=1k=1 . . ' . .
0 0 - 1 e?mw

Pravé uvedeny postup bohuzel neni zcela korektni. Volterra na za-
¢atku pouziva toto tvrzeni: Jestlize matice S(r) jsou pro véechna r > 0
podobné jisté Jordanové matici J, je i lim,_,o S(r) podobnd J. Uvazime-
li napf.

r 1

vidime, Ze toto tvrzeni je chybné, nebot pro » > 0 je S(r) podobna
Jordanové matici

zatimco

01

této matici podobnd neni. Tvrzeni 1ze dokézat za jistych dodateénych
predpokladd na S(r). Maji-li napt. S(r), r > 0, n riznych vlastnich cisel
Wi, ..., wn (n je fad matice S(r)), pak ma stejna vlastni ¢isla i matice

S(0) = lim,_,¢ S(r), nebot
det(S(0) —wl) = }%det(S(r) —wl) =(w—-wi) (w—wp).

Proto jsou v8echny matice S(r), r > 0, podobné stejné Jordanové matici

wp 0 -0 0

0 wg --- 0 O

0 0 o 0 Wn,
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a Volterrtiv dalsi postup je v poradku. Podrobnéjsi diskusi o analogii
reziduové véty pro soucinovy integal lze najit v [12].

Integraly maticovych funkei se singularitami vedou na (vicezna¢né)
analytické funkce na Riemannovych plochach. Volterra se jim vénuje
v dal$ich kapitolach, které zde nebudeme rozebirat.

Kapitola 3: Soucinovy integral operatoru u Bohuslava
Hostinského

V ivodu jsme se zminili o tom,
7e posledni tii kapitoly knihy [4]
jsou dilem Bohuslava Hostinského.
Studuje zde linearni operatory na
prostoru realnych funkci (pouziva
termin linearni funkcionalni tran-
formace) a definuje pro né de-
rivaci a integral jako analogie k poj- &
mum, které Volterra zavedl pro
matice. Hostinsky si predstavuje
funkci jako vektor s nekonecné
mnoha souradnicemi, operator je
pak matice nekone¢ného radu. Uvi-
dime, Ze mnoho vlastnosti souci-
nového integralu matice se pre-
nese i na soucinovy integral ope-
ratoru.

Bohuslav Hostinsky se naro-
dil 5. prosince 1884 v Praze. Vy-
studoval matematiku a fyziku na
filozofické fakulté, kde roku 1907 Obrazek 2: Bohuslav Hostinsky
ziskal i doktorat. Po studiu v Pafizi vyucoval na gymnaziu, od roku 1912
prednasel jako docent matematiku na prazské univerzité. Roku 1920 byl
jmenovan fadnym profesorem teoretické fyziky na brnénské Masarykové
univerzité, v letech 1929-1930 zastaval funkei rektora. V Brné ptisobil
az do své smrti roku 1951.

Hostinsky se zabyval teoretickou fyzikou — vlnénim a kmitanim, ki-
netickou teorii plyni, zafenim éerného télesa. Tyto problémy ho vedly i
ke studiu nékterych partii matematiky, napi. geometrie, diferencialnich
a integralnich rovnic, teorie pravdépodobnosti (zejména Markovovych

vvvvvv

znam publikaci B. Hostinského lze najit napf. v [15].
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3.1 Linearni operatory

Hostinsky se zabyva operatory na prostoru spojitych funkci. Opera-
tor S je zobrazeni, které funkei f pfifadi funkei g = S(f). S je linedrni,
jestlize plati

S(afi +bf2) = aS(fr) +bS(f2)

pro libovolné funkce f1, f2 a konstanty a,b € R. Operator S~! je inverzni
k S, jestlize
STHS()) =SS M =f

pro kazdou funkci f.
V dal$im textu se Hostinsky zaméfuje predevsim na integralni ope-
ratory 1. druhu

b
g(x) = / K (x,y)f(y) dy

a operatory 2. druhu

b
o(2) = f(z) + / K (e, 9)f (4) dy.

Funkce K (x,y) se nazyva jadro integralniho operatoru; dale budeme
predpokladat, ze jadro je spojité na intervalu [a,b] x [a,b]. Je-li f €
C(la,b]), pak g € C([a,b]) v pfipadé operatorii 1. i 2. druhu. K operatoru
1. druhu obecné neexistuje inverzni operator. Je-li S operator 2. druhu,
pak Fredholm dokazal, 7e k nému existuje inverzni operator ve tvaru

b
f(@) =9('I)+/ N(z,y)9(y) dy,

tj. je to opét operator 2. druhu s jaddrem N(z,y) (tzv. rezolventni jadro).
Spliiuje princip reciprocity

b b
K(z,y)+ N(z,y) = —/ K(z,z)N(z,y)dz = —/ N(z,2)K(z,y)dz=.

Jestlize f: fab |K (z,y)|?dx dy < 1, potom plati N (z,y) = 352, KO(z,y),
kde

K(l)(x>y) = —K(’E,y),

b
K@) (z,y) =/ KO(z,2) KV (z,y) dz.

Jde o specialni ptipad obecnéjsi véty z funkcionalni analyzy:
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Pro kazdy linedrni operdtor T, ||T|| < 1, plati (I —T)~* = 3% jT™.

(V nasem piipadé T(f) = — [, K (z,9)/(y) dy.)
Pokud K (z,y) = 0 pro y > z, dostaneme tzv. Volterrtiv operator

(@) = fa)+ [ " K(z,y)f(v) dy.

Skladani operatort definujeme pfedpisem (Sg - S1)(f) = Sa2(S1(f)).
Je-li naptiklad

b
1)) = f(z) + / Ky(2,9)f(y) dy,

b
$2(9)(2) = (2) + / Koz, 2)g(x) dz,

pak sloZenim téchto dvou operatori vznikne operator 2. druhu

b
(520 81)(f)(2) = f(2) + / L(z,9)f(4) dy,

kde
b
L(Z,y) = Kl(z7y) + K2(z’y) +/ K2(21$)K1($7y) dz.

3.2 Derivace a integral operatoru

Piedpokladejme, ze operator S(u) zavisi na parametru u € R. Hos-
tinsky piSe, ze derivaci a integral operatoru lze definovat stejné jako pro
matice, nasledujici definice v8ak v knize neuvadi:

Existuje-li

Au—0 Au

. Stu+Au)- SV u) -1
dm T s

lim S~ Hu) - S(u+ Au) — I ) ’

(kde I je identita), nazveme tento operator levou (resp. pravou) derivaci
S(u) podle u.

Poznamka. Je tieba definovat, jak budeme chapat kenvergenci ope-
ratort. Hostinsky se o tom nikde nezminuje, z dalsiho vykladu vsak
vyplyne, Ze pracuje s konvergenci S(x) — Sy pro r — xg, jestlize
S(z)(f) — So(f) (bodova konvergence) pro libovolnou spojitou funkci f.
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Spoctéme levou derivaci operatoru 2. druhu. Oznac¢me K (z,y, u) ja-
dro operatoru S(u). Vime, ze S(u + Au) - S™!(u) je operator 2. druhu
s jadrem

b
K(z,y,u+ Au) + N(z,y,u) + / K(z,z,u+ Au)N(z,y,u)dz =
a
= K(z,y,u+ Au) — K(z,y,u)+

b
+ / (K (z,z,u+ Au) — K(z,z,u)] N(z,y,u) dz
a

(pouzili jsme princip reciprocity). Tedy S(u+ Au)-S~!(u) — I je opera-

S Au)-S™Hu)-1 . .
0 S(u+ u)Au (u) je operéator

tor 1. druhu se stejnym jadrem a lima, .
1. druhu s jadrem

OF

b
a—i(x,y,u)+/a %——[E—(m,z,u)N(z,y,u)dz.

Necht S(u) je operator definovany pro u € [p,q]. Zvolme déleni D :
p =ty <t1 < - <ty = qs vyznatenymi body u; € [ti—1,t;] a
ozna¢me h; = t; —t;_1. Definujme operatory T; = I + h;S(u;) a oznac¢me
P(D) = TyTm-1---T1, P(D) = Th'Ty---T,,. V piipadé, Ze existuje
limita P(Dy) pro v(D;,) — 0 nezavisla na volbé posloupnosti déleni
{D,}52, nazveme ji levym integralem operatoru S na intervalu [p, q]
a tento operator oznac¢ime [[7(I + S(u)du). Podobné bychom mohli
definovat pravy integral operatoru S jako limitu operatori P(D,,)".

Spoc¢téme levy integral operatoru 1. druhu. MiZeme témér beze zmény
zopakovat postup z ditkazu existence souc¢inového integralu matice. Vime,
ze slozenim operatort 2. druhu P(D) = T,,,Tph—1 - - - T1 vznikne opét ope-
rator 2. druhu s jadrem

b
Zh(,lK(a:,y,al)+ Z / hayhay K (2, 21, U, ) K (21, Y, U, ) d21 + - -
(231

a1>an a

Jestlize v(D) — 0, dostaneme v limité operator 2. druhu s jadrem

q
q’(z>y7P,Q):/ K(-’E,y,U1)du1+
P

b rq rur
+/ / / K(z,z1,u1)K (21, y,u2) dug duy dzy + - - -
a Jp Jp
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Tento rozvoj je témér shodny s fadou ¥, (p, q) pro matice, pouze misto
sCitani pfes indexy fi,...03s—1 integrujeme pfes proménné z1,..., 251
Pro jadro pravého integralu bychom stejnym postupem dostali rozvoj

o, b b orq rw Us—1
¢($,y,P,Q)=;/a---/a/p/p /p {K(ac,zl,us)-..

o K(zs-1,y,u1) dus - - - duy dzy - - - dzs_l} .

Poznamka. Jak jiz bylo feéeno, Hostinsky nikde pfimo neuvadi definici
derivace a integralu operatoru. Misto vypoctu levé derivace operatoru
2. druhu po¢ité levy diferencial tohoto operatoru, tj. operator S(u+du)-
S~!(u) a dostane operator 2. druhu s jadrem

0K b oK
[—517(‘7:)1/711’)'{_‘/(1 E(wyz’u)N(zvy’u)dz] du.

Potom prohlasi, Ze leva derivace je operator 2. druhu se stejnym jadrem
(my jsme dostali operator 1. druhu, nebot v definici ode¢itame opera-
tor identity). Podobné pii vypoétu levého integralu tvrdi, Ze integruje
operator 2. druhu s jddrem K (z,y), dostane vSak stejny vysledek jako
my pii integrovani operatoru 1. druhu (protoZze pfi vypocétu nepficita
identické operatory).

Nezavisi-li jadro K(z,y) na u, potom

V(z,y,p,q) = $(2,y,p,9) = (q;—!p).Ks(w,'y)

s=1

(exponenciala operatoru), kde

b b
Ks(x,y):/ / K(z,z21)K(z1,22) - K(2s-1,y) dz1 - - - d2zs-1.

Diky tomu, Ze definice integralu operatoru je formalné shodna s defi-
nici integralu matice, zistava v platnosti fada dfive odvozenych tvrzeni,
napiiklad

q

q T
T+ Su)du) =TT+ S(w) du) - JJ(I + S(u) du).

P
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V maticovém kalkulu bylo toto tvrzeni ekvivalentni se vztahem

n
Du(pq) = D i (r, ) ®su(p,7)
j=1

nebo (¢ =1 + V)

n

Vi (p,q) = War(p,7) + Wir(r, q) + Z Wi (r, )W e (p, 7).

j=1

V ptipadé integralu operatoru 1. druhu je tvrzeni ekvivalentni s analo-
gickym vztahem pro jadra

b
U(z,y,p,q) = V(x,y,p,r)+¥(x,y,rq)+ / U(x,z,r,q)V(z,y,p,7)dxz.

Ja

Pro pravé integraly plati

(I + S(uydu) [T = (I + S(u)du) []- (I + S(w)du) [].

tj. jadra vyhovuji rovnici

b
1/)(‘/[:? y’p? q) = II/J(:E7 y?p’ T‘) + 1/)(:1:7 g/? ’,‘7 q) + /"/)(rp7 Z’ 11)7 7')1{[)(57 y’ 7.’ q) (iz,

a

coz je analogie k maticovému vztahu

Yik(p, q) = Yie(p, ) + ir(r.q) + Z Ui (P )k (r, q).

J=1

3.3 Shrnuti

Hostinsky dale uvadi riizné aplikace soucinového integralu operatoru
(napf. v teorii parcialnich diferencidlnich rovnic ¢i pfi reseni Chapma-
novy rovnice), kterymi se zde nebudeme zabyvat.

Videéli jsme, Ze soucinovy integral operatoru ma podobné vlastnosti
jako soucinovy integral matice. Dilezitou roli hralo to, Ze definice obou
integrali jsou témer shodné, a ze skladani operatori ma stejné vlastnosti
jako nasobeni matic. Prestoze se Hostinsky zabyva predevsim (Fredhol-
movymi) operatory 1. a 2. druhu na prostoru spojitych funkei C([a, b)),
definice soucinového integralu je zcela obecna.
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Je mozné integrovat nejen operatory na C([a, b]), ale i na libovolném
Banachové prostoru (viz napi. [12]); takova teorie pak v sobé zahrnuje
jako specialni pripady Volterriiv souc¢inovy integral matice i Hostinského
integral operatoru. Lze jit jesté dale a misto operatorti integrovat prvky
Banachovych algeber, tj. Banachovych prostori rozsifrenych o operaci
nasobeni. Tuto cestu vSak nebudeme sledovat a misto toho se v dalsi
kapitole vratime k souc¢inovému integralu matice.

Kapitola 4: Souc¢inova integrace u Ludwiga Schlesingera

Posledni kapitolu nasi exkurze do historie souc¢inového integralu veé-
nujeme Ludwigu Schlesingerovi. Jeho hlavni zasluhou je vybudovani le-
besgueovského pristupu k soucinové integraci. Zajimavé je i porovnani
Volterrovych a Schlesingerovych praci po formalni strance. Ve Volterro-
vych textech se to hemzi diferencialy a neni vzdy snadné prelozit jeho
tvrzeni do jazyka dnesni matematiky. Schlesingerovy diikazy jsou oproti
tomu velmi presné; je to zpisobeno jednak tim, ze ve 30. letech 20. sto-
leti spocivala matematicka analyza na pevnéjsich zakladech nez v roce
1887, jednak tim, ze Schlesinger byl spise teoreticky matematik, narozdil
od Volterry, ktery mél velmi blizko k aplikacim.

Struény Schlesingertuv zivotopis
1ze najit v encyklopedii [17]: Ludwig
(Lajos) Schlesinger se narodil 1. lis-
topadu 1864 v tehdy jesté uher-
ské Trnavé (Nagyszombat). Studo-
val (stejné jako fada dalsich vy-
znamnych madarskych matematiki
zidovského puvodu) na univerzitach
v Heidelbergu a v Berline, kde roku
1887 ziskal doktorat. Vedoucimi jeho
disertace o linearnich diferencial-
nich rovnicich ¢tvrtého radu byli
znami matematici Lazarus Fuchs
a Leopold Kronecker. O dva roky
pozdéji se v Berliné habilitoval, v roce
1897 se stal mimoradnym profeso-
rem v Bonnu. V letech 1897 az 1911
pusobil jako fadny profesor a ve-

Obrazek 3: Ludwig Schlesinger

douci katedry matematiky na uni-
verzité v Kolozsvaru (dnes Cluj v Rumunsku), kde jej po odchodu do
Budapesti vystiidal Lipot Fejér. V tomtéz roce dostal pozvani na uni-
verzitu v némeckém Giessenu, kam se prestéhoval. Roku 1930 tam byl
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penzionovan, 16. prosince 1933 zemfel. Schlesinger se zabyval pfedevsim
teorii funkci komplexni proménné a linearnimi diferencialnimi rovnicemi.
Cenné jsou i jeho vyzkumy z déjin matematiky. Zaslouzil se o zhodno-
ceni védeckého dila Janose Bolyaiho, prikopnika neeuklidovské geomet-
rie. Mezi nejdilezitéjsi Schlesingerovy préace patii Handbuch der Theoric
der linearen Differentialgleichungen (1895-98), J. Bolyai in Memoriam
(1902), Vorlesungen diber lineare Differentialgleichungen (1908) a Raum,
Zeit und Relativititstheorie (1920).

Schlesingeriiv ¢lanek o soucinové integraci Neue Grundlagen fir ei-
nen Infinitesimalkalkul der Matrizen [10] byl publikovan roku 1931. Au-
tor v ném volné navazuje na Volterrovu teorii souc¢inového integralu. Za-
¢inad s riemannovskou definici a odvozuje zakladni vlastnosti integralu,
jeho dikazy jsou vSak pivodni (zatimco Volterra dokazuje vétsinu tvr-
zeni pomoci Peanovy fady, Schlesinger upfednostiiuje & — & aritme-
tiku“). Poté definuje Lebesguetv soucinovy integral jako limitu soucino-
vych integralt po castech konstantnich matic a studuje jeho vlastnosti.

Roku 1932 vyslo pokracovani ¢lanku pod nazvem Weitere Beitrige
zum Infinitesimalkalkul der Matrizen [11]. Schlesinger zde uvadi dalsi
vlastnosti lebesgueovsky integrovatelnych matic, zabyva se také krivko-
vym souéinovym integralem pro kiivky v R? a v C.

V dalsim textu shrneme nejdulezitéjsi vysledky z obou ¢lanki.

4.1 Soudinovy integral, riemannovsky integrovatelné
matice

K zavedeni soucinového integralu potfebujeme pojem konvergence
posloupnosti matic. Zatimco Volterra bez dalsiho komentare pracuje
s konvergenci po slozkach, Schlesinger nejprve definuje normu matice
A typu n x n piedpisem [A] = n - max|a;x|. Zmifuje se také o normé
Q4 = max{|A]; A je vlastni ¢islo A} a uvadi vztah

Q A S

Druhia nerovnost je zfejma, prvni je v c¢lanku dokazana. Volba kon-
krétni normy neni vétsinou podstatnd, nebot jsou navzajem ekvivalentni.
V dalsim textu budeme misto [A] pouzivat standardni oznaceni ||A]].
Mame-li definovanu normu matice, je mozno zavést obvyklym zpi-
sobem konvergenci posloupnosti matic a limitu maticové funkce.
Niasledujici definice je totozna s Volterrovou definici pravého souci-
nového integralu.
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Definice. Necht A je maticovd funkce definovand na intervalu [p,q].
Je-li D:p=x9g<x1 <+ < Tip1 < Ty = q délend intervalu [p, q]
s vyznacenymi body &; € [zi, Tiy1], definujeme

Y(D) = [[( + (zx — wx-1) A(&k-1))-
k=1

Jestlize existuje matice L takovd, Ze limy, .o Y (D,) = L pro kaZdou
posloupnost déleni {D,,}, pro kterou v(D,,) — 0, nazveme ji soucinovym
integralem matice A na intervalu [p, q] a oznacime ji [[}(I + A(z) dz).
Poznamka. Schlesinger ve skutecnosti piSe definici ve tvaru

m

Y(D) =Y T](T+ (wx = zk-1)A(&k-1)),
k=1

kde Y70 je libovolna konstantni matice, ktera hraje roli jakési integracni
konstanty. V dal§im budeme pro jednoduchost predpokladat, ze Y0 = I.
Misto Schlesingerova symbolu _];’(ﬁlr A(z) dx) budeme pro pravy integral
pouzivat znak H;’)([ + A(x) (l;er). (Takto jsme v kapitole 2 znacili levy
integral. Schlesinger vsak levy integral nikde nepouziva, nedojde proto
k nedorozuméni.)

Lemma. Necht Ay, A, ..., Ap, jsou libovolné matice. Potom
1T+ AN+ Ag) - (T + Apy)|) < edima I (4.1.1)

Tvrzeni plyne z vlastnosti normy.

Dusledek. Je-li [|A(x)|| < G pro kazdé x € [p,q] a D je déleni tohoto
intervalu, pak

V(D) < Clar).
Schlesingerovym cilem je dokazat existenci soucinového integralu pro
matice A, jejichz slozky a;; jsou riemannovsky integrovatelné funkce na
[P, q] (budeme zkriacend fikat, ze A je R-integrovatelna). Pouziva pritom
nasledujici charakterizaci riemannovsky integrovatelnych funkct f: Necht

D je déleni intervalu [p,q]. Oznacéme

m

S(D) =Y (g = wroa) sup{| f(&1) = [(&)]; €1,& € [, 2]}

k=1

Jestlize posloupnost déleni { D, } splnuje v(D,,) — 0, potom S(D,) — 0.
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Tato charakterizace snadno plyne z Darbouxovy definice Rieman-
nova integralu (pomoci hornich a dolnich soucti); je s ni dokonce ekvi-
valentni.

Lemma. Necht' A = {a;;} je R-integrovatelnd matice na [p,q]. Necht
Dy, Dy jsou déleni tohoto intervalu s vyznacenymi body. Potom

Ve>0 30>0 v(Di)<d,v(Dy)<d=|Y(D1)-Y(D9)| <e

Dikaz lemmatu je spiSe technicky. Schlesinger nejprve dokaze tvrzeni

pro déleni D; a Do, kterd se lisi pouze volbou vyznacenych bodi &;,
a poté pro pripad, kdy déleni Dy je zjemnénim déleni D;. V dilkazu
pouziva nerovnost (4.1.1) a vySe uvedenou charakterizaci riemannovsky
integrovatelnych funkei.

Disledek. Necht A je R-integrovatelnd matice na [p, q) a necht {D,} je
posloupnost délent intervalu [p,q| takovd, ze v(D,) — 0. Potom z pred-
chozitho lemmatu plyne, Ze posloupnost Y (D,) je cauchyovskd, takZe
limy, 00 Y (D) ezistuje a nezdvisi na volbé posloupnosti { Dy, }, tj. exis-
tuje [[5(1 + A(z)dxr). Véta. Necht A je R-integrovatelnd matice na

[p,q]. Potom je maticovd funkce Y (z) = [[)(I + A(z)dz) spojitd na
[p, q]. Véta. Necht A je R-integrovatelnd matice na [p, q). Pak pro kaZdé

x € [p, q] plati
Y(z) =YY" +/ Y (2)A(z) dz,
p

kde Y (z) = YO [ (I + A(2)dz) a Y je libovolnd konstantni matice.

Idea ditkazu je nésledujici: Necht D je zvolené déleni intervalu [p, z].
Definujme

Yyl =YY" H(I + (zk — p—1)A(Ek-1))-
k=1

Potom Y (D) = Y™ a plati
Y =Y = (o — zp1) YT A(6k-1)-

Sectenim téchto rovnosti pro k = 1,...,m vyjde

m

Y (D) - Y= Z(m‘k — xk_1)Yk~1A(€k—l)-
k=1
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Nyni staci ovéfit, Ze soucet vpravo konverguje k f: Y (z)A(z)dz pro
v(D) — 0. Schlesinger dokaze

m

D (e = )Y A1) = D (ke — 1)V (61 A1)

k=1 k=1

<e€

pro dostatecné jemné déleni D; soucet vpravo vSak konverguje k poza-
dovanému integralu.

Dusledek. Necht A je spojitd na intervalu [p, q]. Potom je funkce Y (z) =
YO [T,(I + A(z) dz) fesenim diferencidlni rovnice Y'(z) = Y (z)A(z) na
intervalu [p, q] a spliiuje pocédtecni podminkuY (p) = YO (kde Y° € R™ je
libovolny vektor). Schlesinger zapisuje tvrzeni ve tvaru D;Y (z) = A(z),
kde

DY (z) =Y Y)Y (z).
D, je tedy Volterrova prava derivace matice.

4.2 Maticova exponenciala, adjungovana rovnice.

Necht A je konstantni matice na [p, q]. Je-li Dp, déleni tohoto inter-
valu na m stejné dlouhych podintervall, pak

m
Y/(Dyn) = (1+ 1 ”A)
m

Protoze v(Dy,) — 0 pro m — oo, plati
q ., m
[ + Alz) dz) = lim (I + q—nTpA) .
P

Limita vpravo se podoba definici exponencialni funkce; budeme ji nazy-
vat maticova exponenciala a znaéit e(9=P)4. Nésledujici véta je vlastné
ekvivalentni definici souc¢inového integralu:

Véta. Necht A je maticovd funkce definovand na [p,q]. Pro libovolné
déleni D tohoto intervalu oznacme

Z(D) = H e(Tk—Tk-1)A(&k-1)
k=1

Bud {Dy} posloupnost déleni intervalu [p, q] takovd, Ze v(Dy) — 0. Po-
tom ezistuje limy, o, Z(D,,) prdvé tehdy, kdyz ezistuje lim, .o Y (Dy);
v tom pripadé se obé limity rovnaji. Nova definice je pii dokazovani vét
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¢asto vyhodnéjsi. V nékterych textech se tato definice uvadi jako prvni
a soucinovy integral se pak znaéi symbolem []}e Alw) dr
Je-li A = {a;;}, oznacme Tr A = . a;; (stopa matice A).

Véta. Necht A je R-integrovatelnd matice na [p, q]. Potom

detH I+ A(z)dz) = [y Tr A) de,
P

Dikaz.

detH (I + A(z)dz) = lim Hdet (@ =Tk 1) Ak 1) -

- v(D) ~+0
m
- Km e(@k—Tk—1) Tr A(§k 1) _(,fq“/‘(f)'lx
II(D)—>0 k=1
(pouzili jsme tvrzeni z linearni algebry: det e = T 4).

Dusledek. Matice Hq(l + A(x)dzx) je vidy reguldrni. Schlesinger dale
ukazuje, ze pro maticovou exponencialu plati

(oo}

(z—p)A Z (z=p nAn (4.2.1)

Nejprve ovéri, ze fada vpravo konverguje. Jejim derivovanim ¢len po
¢lenu jakozto funkce x zjisti, ze jeji prava derivace D, je rovna A (A
je zde konstantni matice). Z toho, Ze matice na obou stranach (4.2.1)
maji shodné pravé derivace a stejné hodnoty pro x = p jiz plyne, 7e se
rovnaji.

Pomoci rozvoje exponencidly do fady se snadno dokaze nasledujici
tvrzeni.

Véta. Necht AB = BA. Potom e?e? = eA*tB = ¢BeA. Oznacme nyni
opét Y (z) = [[;(I + A(2) dz). Definujeme-li pro p < q

q
H([ + A(z) dz) = (lg)n y H e(@r-1Tk)AlEk-1)

pak snadno ovéfime, zZe pro libovolna p, ¢ plati

q -1 P
(H(I + A(z) dx)) =1 + A(z) dx).
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Necht AT znaéi transponovanou matici k A. Zfejmé plati (AB)T =
BT AT (eMT = ¢(") Definujeme-li

q -117
Z(q) = (H(I + A(2) dz)) :
P
potom
Z(g) = lim [T efex-1-m0A7(6) _ f[([ — AT(2) d2).
v(D)—0 k=1 »
Je-li A spojita, je Z feSenim rovnice DgZ = — AT, co7 je tzv. adjungo-

vana rovnice k D;Y = A.
4.3 Integralni odhady
Z nerovnosti (4.1.1) plyne odhad

|V (D)|| < eXk=1(@x=a- Dl Al

Limitnim pfechodem pak dostaneme nasledujici vétu.

Véta. Necht A je R-integrovatelnd matice. Potom

q

H(I + A(zx) dx)

P

< e-f: A dx. (4.3_1)

Véta. Necht A, B jsou R-integrovatelné matice. Potom

q q

[+ B(z)da) - [](T + A(z) da)|| <

P p

< e[,:l 1Azl dx (equ I1B(z)-A(z)lldv _ 1) . (4'3_2)

4.4 Lebesgueovsky integrovatelné matice

Nejvétsim prinosem Schlesingerova €lanku je zobecnéni definice sou-
¢inového integralu pro matice s lebesgueovsky integrovatelnymi sloz-
kami. Takové zobecnéni neni zcela pfimocaré — pivodni Lebesgueova
definice integralu funkce f je totiz zaloZena na souctech tvaru

D & (7 (i pina))),

i
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kde 1 je Lebesgueova mira, & € [y;, yi+1] a systém intervalt {[y;, yiy1]}
tvoii déleni oboru hodnot funkce f. Pro matice oviem nemame defino-
vano usporadani a je tfeba volit jiny postup.

Schlesinger se inspiroval ekvivalentni definici Lebesgueova integralu
pochézejici od Friedricha Riesze, ktery aproximoval méfitelnou funkei f
posloupnosti po ¢astech konstantnich funkei {f,} takovou, ze f, — f
skoro vSude. Poznamenejme, Ze princip aproximace funkce posloupnosti
po Castech konstantnich funkei je zcela obecny a je na ném zalozena i
definice Bochnerova integralu funkce s hodnotami v Banachové prostoru.

Ptipomenme si jeSté jednou riemannovskou definici souc¢inového in-

tegralu:
q m

H(I + A(z)dr) = lim eler =T ) AGk- 1)
S (D)=0,

Vyraz vpravo miizeme interpretovat jako limitu soucinovych integrali
schodovitych (tj. po c¢astech konstantnich) matic A,,, kde A, (x) =
A(&k—1) pro z z intervalu (ry_-1,7k). Snadno se dokaze, ze kazda ta-
kova posloupnost A,, konverguje k A ve véech bodech, ve kterych je A
spojita. Z teorie integralu je pfitom znamo, Ze riemannovsky integrova-
telné funkce jsou skoro vsude spojité, a proto A,, — A skoro vSude na
[p, q]. Nabizi se tedy nasledujici zobecnéni definice souc¢inového integralu:

q q
[+ Az) da) = Jim [T + An(z) da),
p P

kde A,, je vhodné zvolend posloupnost schodovitych matic, které kon-
verguji k A skoro viude.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost matic {A,} je stejnomérné omezend
na [p, q], pokud ezistuje ¢islo G € R takové, ze || A, (x)|| < G pro kazdé
n € N a pro kaZdé x € [p,q].

Véta. Necht {A,} je stejnomérné omezend posloupnost schodovitych
matic, A,, — A skoro viude na [p,q]. Potom existuje lim, HZ(I +
A, (x)dz) a nezdvisi na volbé posloupnosti {A,}. Diikaz. Potfebujeme

ovérit, Ze posloupnost [[7(1 + A,(x)dx) je cauchyovska. Podle odhadu
(4.3.2) plati

[ q
fI(I + Ay () do) = [JU + An(z) da)|| <
p p

<eh [} An(2)|| de (e.f: [l A (@)= An (@)l dx _ 1) ,
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Protoze ||An(z)|| < G, Schlesinger mize odhadnout
q
/ [Am(z) = An(2)|| de < e(q — p) + 2Gu({z; | Am(z) — An(2)|| > €}).
P

Z teorie miry je vSak znamo, Ze konvergence A,, — A skoro viude im-
plikuje konvergenci v mife, tj.

Ve >0 lim p({z;||A(z) — An(2)|| > €}) =0.
n—oo
Odtud pro zadané € > 0 najdeme ng € N takové, ze
Vm,n >ng p({z;||Am(z) — An(x)]| > €}) <&,

¢imz je dikaz existence limity hotov.

Jednoznac¢nost ovérime znamym postupem: Uvazme dvé stejnomérné
omezené posloupnosti {A4,}, {B,}, které konverguji k A skoro vSude.
Sestavime-li z nich posloupnost {C, }, kde Ca,—1 = A, a Cy,, = B, plati
rovnéz C, — A skoro viude. Existuje tedy lim,_. [[7(1 + Cp(z) dx).
Stejnou limitu vSak musi mit i kazdd vybrand posloupnost, a proto
limy, 00 Hg([ + Ap(z) dz) = lim,, 0o Hg([ + Bp(z) dx).

Definice. Jsou-li A,, A matice z predchdzejici véty, rekneme, Ze A je
soucinové lebesqueovsky integrovatelnd (zkrdcené L-integrovatelnd) a de-
finujeme

1+ A@) da) = lim [T+ An(z) da).

Poznamka. Schodovité funkce jsou méfitelné, tedy i limita stejnomérné

omezené posloupnosti schodovitych funkci je omezend a méfitelna. Ob-
racené, ke kazdé omezené méfitelné funkci f lze najit stejnomérné ome-
zenou posloupnost schodovitych funkei f,,, f, — f skoro vSude. Uvedena
definice integralu ma tedy smysl pravé pro ty matice, jejichz slozky jsou
omezené a méfitelné funkce na [p, ¢]. Schlesinger poznamenava, ze de-
finici lze déle rozsifit na matice s lebesgueovsky integrovatelnymi (ne
nutné omezenymi) slozkami. Mizeme napf. matici A aproximovat po-
sloupnosti schodovitych matic {A4,} takovou, ze A, — A v normé pro-
storu L! (vySe uvedeny diikaz existence lim,_,o [TH(I+An(z) dzx) se tim
dokonce zjednodusi).

4.5 Vlastnosti L-integrovatelnych matic

Lemma. Necht {A,} je steynomérné omezend posloupnost L-integrova-
telngch matic, A, — A skoro vsude na [p,q|. Potom

q q
[ 1a@lds = tim [ 4@
P Jp
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Protoze lim,_, ||A,|| = ||Al], sta¢i pro diikaz pouzit Lebesgueovu vétu
o zaméné poradi limity a integralu.

Dusledek. Nerovnosti (4.3.1) a (4.3.2) plati pro schodovité matice. Po-
moct predchoziho lemmatu dostaneme jejich platnost i pro libovolné L-
integrovatelné matice. Nasledujici tvrzeni je analogii Lebesgueovy véty
pro soucinovy integral.

Véta. Necht {A,} je stejnomérné omezend posloupnost L-integrovatel-
nych matic, A, — A skoro vsude na [p,q]. Potom

q q
H(I + A(z) dx) = nh_)rglo H(I + A, (x) dx).
p P

Diikaz. Podle Lebesgueovy véty je matice A integrovatelna. Pro dikaz

pak staci pouzit nerovnost (4.3.2) ve tvaru

q q
11T + A@@) dz) = [T + An(z) da) || <
P P

< ely 1An@ldz (cf: | An (@)~ A(x)|| de _ 1) .

Schlesinger poznamenava, ze pravé uvedena véta zistane v platnosti,
i kdyZ nahradime Lebesguetiv integral Riemannovym. Musime ovSem
navic predpokladat, ze limitni matice A je také riemannovsky integro-
vatelna.
Definice. Necht M je mévitelnd podmnozina [p,q. Je-li A L-integrova-
telnd, definujeme

[+ A@@) da) = [J( + X (@) A(2) d).
M 14

Z teorie Lebesgueova integralu je znama nasledujici elementarni véta:

JE€ llf E L (p7q)} pa';
/.}
M

Schlesinger uvadi jeji analogii pro sou¢inovy integral (nazyva ji totalni
spojitosti).
Véta.

YVe>0 36>0 VM Clpq pM)<é= <e. (4.5.1)

¥e>0 36>0 VYMC[pq p(M)<d=|[JU+A(z)de) -1

A

<E.
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Pro dikaz sta¢i pouzit nerovnost (4.3.2) s A = 0 a tvrzeni (4.5.1).

Schlesinger se nyni vraci k souvislosti sou¢inového integralu s dife-
rencialni rovnici D, Y = A. Pfipomenme pomérné hlubokou vétu z teorie
Lebesgueova integralu: Necht f € L'([p,q]). Oznacime-li F(z) = f; f,
pak F' = f skoro vSude na [p,q|. Plati dokonce silnéjsi tvrzeni, které
dokazal Lebesgue:

1 [P
lim — x+t)— f(x)|dt=0
imse ) |f(z +t) — f(z)]
pro skoro vSechna z € [p, q|; kazdé takové = se nazyva Lebesguetv bod
funkce f a plati F'(z) = f(z). Pomoci tohoto tvrzeni dostane Schlesinger
pomérné snadno nasledujici vétu.

Véta. Necht A je L-integrovatelnd matice. Oznacme Y (z) = [[;(I +
A(2)dz). Potom D,Y (z) = A(x) pro skoro vSechna x € [p,q].

Dusledek. Necht A je L-integrovatelnd matice a YO € R™ je pevné zvo-
leny vektor. Potom je vektorovd funkce Y (z) = Y [1,(I + A(z) dz) fe-
Senim soustavy diferencidlnich rovnic Y'(z) = Y (z)A(z) skoro viude na
intervalu [p, q] a spliiuje pocdtecni podminku Y (p) = Y°. Pfipomeiime,
ze v prvnim Schlesingerové ¢lanku se objevuji celkem tii definice souci-
nového integralu. Prvni definici pro riemannovsky integrovatelné matice
A muizeme struc¢né zapsat ve tvaru

[[0+ A@do) = tim T+ (o = 2x1) Algir)).
p k=1

Schlesinger dokéazal, Ze toto je ekvivalentni s definici

m

q ,
[[U +A(@)de) = lim e@r =T ) A1),
- v(D)—0 kel

Déle zavedl integral pro lebesgueovsky integrovatelné matice predpisem

[1( + A(z) do) = lim (I + An(2) dw),

P p

kde {A,} je stejnomérné omezena posloupnost schodovitych matic, které
konverguji k A skoro vSude. Pfedpokladejme, Zze matice A, je konstantni
na podintervalech (z}_,,z}), kK = 1,...,my,, a nabyva zde hodnoty L}.

Potom .
H(I + A(z)dz) = lim H ek Tk Lk

n—oo
p k=1
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Naskyta se prirozené otazka, zda plati také

q May
1+ A() d) = lim T+ af =2 Lp). (4.5.2)
P k=1

Schlesinger na zacatku druhého ¢lanku tuto rovnost dokazuje za doda-
te¢ného piedpokladu v(D,) — 0, kde v(D,,) = max{(2} — «}_,),k =
1,...,my}. Bez tohoto predpokladu véta neplati -~ mohli bychom vzit
napi. A=A, =L =1, m, =1, x5 =p, 2] = q, aviak

q
H(I + Idz) =P £ 4 (q—p)I.
P

Z tvrzeni (4.5.2) odvodi Schlesinger rozvoj souc¢inového integralu do
Peanovy tady:

Mn

[T+ @3 =2 )Ly ~1+Z —al )L+

k=1

+ Y (e — @ LR (R — )L 4

11 <12
odkud pro n — oo

q

q q fz1
T[]+ Ax) do) = 1+/ A(z1) day +/ / A(2) A1) dza day + - -
P P p Jp
Postup je stejny jako u Volterry, pouze integraly jsou nyni Lebesgueovy.
Lemma. Necht A, B jsou L-integrovatelné matice. Definujeme-li mati-

covou funkei S(x) = [[; (I + A(2) dz), pak

p q

[TUu+A@ dr)H(I+B )dz) = [[(I+S(2)(B(x) - A(x))S ™ (x) dx).
q P
(4.5.3)

Tvrzeni podobného typu pro Riemanniv integral se objevuji jiz u Vol-
terry; jak poznamenéva Schlesinger, omezime-li se na A, B spojité, mi-
zeme lemma ovérit derivovanim. Ze vztahd

DT(PQ) = Q—l(DzP)Q + DzQ,
Do(Q7") = -Q(D.Q)Q™"
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ziskame
DI(PQ_I) = Q(DzP - D,,Q)Q”l,
odkud

D, \T( + B(z) da) [ [(I + A(z) dz) | (z) = S(z)(B(z)—A(z))S ™ (z),

a proto

P

P q
H (I+B(z)dx) H I+ A(z)dz) = H(I+S(w)(B(:n)—A(x))S"l(x) dzx).

q

Tvrzeni lemmatu pak dostaneme invertovanim matic na obou stranach
rovnice. Jsou-li A, B pouze L-integrovatelné, postupuje Schlesinger zhruba
feCeno tak, ze dokaze lemma pro schodovité matice, a pak provede li-
mitni prechod.

Pravé uvedené lemma nyni pouzijeme pii dikazu tvrzeni o derivaci
integralu podle parametru.

Véta. Necht A(z,t) je maticovd funkce dvou proménnych. Jestlize A je
L-integrovatelnd pro kazdé pevnét € R a jeji derivace aA St (x,t) existuje
a je omezend jakozto funkce x pro kaZdét € R, pak

DtH(I+A(a:,t)dz):/ S(z )%’;‘( S\ (z) da,
Y4

p

kde opét S(x) = [[; (1 + A(z,t) dz). Myslenka Schlesingerova diikazu:

D, [T + Az, t) dz) =
P
P q
= Altrllo le [I;I(I + A(z, t) dz) I;I(I + A(z,t + At) dzx) — I} =
q
= AI%I—I}O Ar 1;[([ + S(z)(A(z, t + At) — A(z, t))S ™} (z) dx) — I] .

Posledni integral rozvine Schlesinger do Peanovy fady a po zdméné po-
fadi limity, sumy a integralu dostane pozadovany vysledek.
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4.6 Dvojny integral a Greenova véta

Definice. Rekneme, Ze maticovd funkce A(z,y) dvou proménnjch x,
y definovand na [a,b] x [c,d] je schodovitd, jestliZe existuji déleni a =
T1 < To < - <z =bac=1y <Yy < - <y = d takovd,
ze A je konstantni na kaidém obdelniku (x;,xiy1) X (y5,y;+1). Necht
P(z,y) je L-integrovatelna maticova funkce dvou proménnych z, y na
intervalu R = [zg,21] X [yo,11] C R? (tj. P je skoro viude limitou
posloupnosti stejnomérné omezenych schodovitych matic). Potom lze
snadno ukézat, Ze pro pevné y jsou slozky matice P(z,y) lebesgueovsky
integrovatelné funkce proménné z, a ze A(y) = [ ;01 P(z,y)dz je L-
integrovatelnd maticova funkce proménné y. Nasledujici Schlesingerova
definice dvojného sou¢inového integralu pres obdélnik R je tedy korektni:

1 + Pe,y) dudy) = f’[ [1 + (/z Pz, y) da:) dy] .

R Yo 0

Pro dvojny integral plati nasledujici analogie Lebesgueovy véty:

Véta. Necht {P,} jsou stejnomérné omezené L-integrovatelné matice
definované na obdélniku R, P, — P skoro viude na R. Pak

H(I + P(z,y) dz dy) = nlim H(I+ P,(z,y) dz dy).
R R

Jsou-li P(z,y) a Q(z,y) dvé maticové funkce definované na R = [zg, z1] x

[yo, y1], oznacime

Uz,y) = [[(I+ P(t,0) dt) [T + Q(z, 1) db),
To Yo
Yy T

T(z,y) = [ (I + Q(wo, t) dt) [J(I + P(t,y) db).

Pro matice U(z1,¥1) a T(z1,y1) pouZiva Schlesinger celkem ptiléhavé
nazvy — integral pres dolni schod a pies horni schod obdélnika R z dvo-
jice matic P, Q. Kfivkovy integral ptes kladné orientovanou hranici ob-
délnika R pak definuje pfedpisem

[T + P(z,y) dz + Q(z,y) dy) = U(z1,y2) T (=1, 10).
R

Vztah mezi dvojnym integrdlem pies R a kfivkovym integralem pfes
hranici R udava nasledujici analogie Greenovy véty:
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Véta. Necht P, Q jsou spojité a %—};, %‘3 omezené na R. Potom

[[T+P(z,y) do+Q(z, ) dy) = [[U+T (2, v) Pra(z, )T (2, ) da dy),
o : (4.6.1)
kde

oQ OP

Plz(:L‘,y) = E - 8_y + PQ — QP. (462)

Dikaz probihad zhruba nasledovné: Elementérnimi Gpravami se dokaze,

~

ze

T(2,9) Pia(a, )T~ (2,9) = o= [T(2,9)(Q(z,) ~ DyT(,y)T z,3)]

Integrovanim pres obdélnik R dostaneme

[1U + T(z,y) Pia(z,y)T 7 (2, y) dz dy) =

R
= ﬁ (1 + [T(2,9)(Q(z,y) — DyT(z,y))T " (z,)], dy) :
Plati
D,T(z,y) = ﬁ([ + P(t,y)dt) - Q(zo,y) - ﬁ([ + P(t,y)dt)+
+ D, f’[([ + P(t,y) dt)

Pouzijeme-li na posledni s¢itanec vétu o derivovani integralu podle pa-
rametru, vyjde

lim (Q(w,y) - DyT(CL‘,y)) =0,

T—Ig

odkud

H(I + T(z,y)Pia(z, y) Tz, y) dze dy) =
R

=TT (1+ tim, (@)@ - DTG@)T (@] dy).
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Pomoci vztahu (4.5.3) a elementarnich Gprav lze spocitat

Y1

[+ T, v)(@Q,y) - DyT(z,9) T (z,y) dy) =

Yo
Y1
=T(z,y0) - [ [T+ Qz,v) dy) - T~ (z, ).
Yo

Z analogie Lebesgueovy véty pro soucinovy integral nyni plyne

Y1

T 1+ Jim [T(e)(@Ce) = DyT (o) T o) dy ) =

Yo

= lim [ (7 +7T(z,9)(Q(z,y) = DT (z,y))T " (,y) dy) =
Yo

Y1
= T(x1,%0) - H(I + Q(a1,y) dy) - Tz, 1) = Uz, 1) - Tz, 1),
Yo

coz jsme méli dokazat.

S analogii Greenovy véty jsme se setkali jiz u Volterry. Jeho verze
je obecnéjsi, nebot uvazuje dvojné integraly pies jisté oblasti v R? (ne
pouze pres obdélniky). Schlesingertiv ditkaz je ovSem po formalni strance
presnéjsi a také Citelné€jsi — nevyskytuji se zde diferencidly ani neko-
neéné malé veli¢iny. Dale je zajimavé, Ze soucinova analogie operatoru
rotace z klasické Greenovy véty mé u Schlesingera vyse uvedenou po-
dobu (4.6.2), zatimco u Volterry je to

0Q OP
v ~P
dor Oy +QP @

(viz (2.6.1) — Volterrova matice Sy se rovnéz lisi od Schlesingerovy T
v (4.6.1)). Diilezité je, ze pro piipad P(z,y) = A(x + iy), Q(z,y) =
tA(x + 1y), kde A je holomorfni maticova funkce, vyjdou obé ,rotace“
nulové (viz dalsi odstavec).
4.7 K¥ivkovy integral, maticové funkce komplexni proménné
Spliiuji-li funkce P, @ predpoklady Greenovy véty z predchoziho
odstavce a plati-li navic Pyo(z,y) = 0 na R = [xg, x1] X [0, 1], potom
[T + Pe,y) dz + Q(a,y) dy) = 1,
OR
coz muzeme interpretovat tak, Ze kiivkovy integral z bodu (xg,yo) do
bodu (x1,y1) nezavisi na tom, integrujeme-li pres dolni nebo ptes horni
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schod. Tvrzeni zlstane v platnosti, nahradime-li bod (z1, y1) libovolnym
bodem (z,y) z R. Schlesinger pak znaci spole¢nou hodnotu matic U (z, y)
a T'(x,y) symbolem

(z,y)

I 7+ P,y da+ Q(.:c, y) dy).

(x0,90)
Z definice plynou nasledujici vlastnosti:

r 1

(z,y)
D, | [[ I+ P(x,y)dz+Q(z,y) dy) | = DaT(x,y) = P(z,y),
(zo,y0)

[ (xy)
Dy | [] U+ P(z,y)dz + Q(z,y)dy)| = DyU(x,y) = Q(z,y),

| (z0,y0)

(z,y)
det H (I + P(z,y)dz+ Q(z,y)dy)| = ef((:o‘-ygwﬂp(m’y) det+Tr Q(z.y) dy
(0,y0)
Je-li ¢ : [a,b] — R? parametrizace kiivky, miizeme definovat integral
matic P, Q podél ¢ predpisem

11 + P(z,y) dz + Q(z, y) dy) =
¥

= U(gf)go (I 4 P(xi,yi)(®iy1 — =) + Qx4 vi) (it1 — ¥i),
i=1
kde D :a =ty < t;--- < t;, = b je déleni intervalu [a,b] a (z;,v;) =
e(ti).
Schlesinger nyni tvrdi, Ze integral pfes ¢ muzeme aproximovat inte-
gralem pres ,schodovitou® kfivku slozenou z usecek. Je-li tedy Q ¢ R?
jednoduse souvisla oblast a ¢ je uzaviena krivka v 2, pak

[ + P(a,y) dz + Q(z,y) dy) = 1,
@
neboli kiivkovy integral nezavisi v {2 na cesté.

Na zavér ¢lanku [11] se Schlesinger zabyva maticovymi funkcemi A
komplexni proménné z a rekapituluje Volterrovy vysledky. Nechtf ¢ je
kfivka v komplexni roviné s poéateénim bodem zy = x¢ + iyy a s konco-
vym bodem z; = x1 + 1y;. ZtotoZznime-li funkce dvou redlnych promén-
nych z, y s funkcemi jedné komplexni proménné z = x + iy, mizeme
definovat kfivkovy souéinovy integril z A podél ¢ vztahem

1T+ A(z) dz) = [[(I + Az, y) dz + iA(z,y) dy) =
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m
= U(gl)go k:l(I + A(2k)(zk4+1 — 2k))-
Pro matice A holomorfni v jednoduse souvislé oblasti 2 C C plati
Py; = 0, a tedy podle Greenovy véty nezavisi integral na cesté (resp. in-
tegral pres uzavienou kfivku je jednotkova matice). Proto mizeme po-
uzivat oznaceni

21

[IU + Az) d2) = T[T + A(2) d2).
[

20

Schlesinger pouze konstatuje, Ze pro kiivkovy integral plati napf. vztahy

det {H(I + A(w) dul)} = efzzo Tr A(w) d’(u’

z0

z
D, [H(I + A(w) dw)] = A(2).
20
Zminuje se také o integralu ptes uzavienou kiivku, kterd obiha néjakou
singularitu matice A. Lze dokdzat, Ze integraly pies takovéto kiivky
jsou podobné matice (obecné riizné od jednotkové matice) — toto tvrzeni
zname jiz od Volterry.

Kapitola 5: Zavér

V predchozich kapitolach jsme sledovali vyvoj pojmu souéinového
integralu. Zacali jsme na sklonku 19. stoleti u Vita Volterry, ktery vy-
budoval souéinovou analogii Riemannova integralu. Zname-li vlastnosti
ysouctového“ Riemannova integralu, mizeme z nich ¢asto odhadnout
vlastnosti soucinového integralu tak, ze séitani nahradime nésobenim.
Naopak rozdily prameni z toho, Ze nasobeni matic (resp. skladani ope-
ratorit) neni komutativni; proto se sou¢inovému integralu nékdy rika
ynekomutativni integral®.

Dalsi vyvoj teorie se ubiral dvéma sméry: 1) Roz§iTeni pojmu sou-
¢inového integralu na matice, jejichZ slozky nemuseji byt riemannovsky
integrovatelné funkce. 2) Integrovani obecnéjsich objekti neZ jsou ma-
tice, napt. operdatori na Banachové prostoru.

Napftiklad Schlesinger pracoval s lebesgueovsky integrovatelnymi sloz-
kami, zatimco Hostinsky integroval operatory na prostoru spojitych funkci.

S tim, jak se v matematice objevovaly nové ptistupy k integrovéani,
vznikaly i analogické teorie soudinového integralu. Demonstrujme tento
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fakt jesté na jednom piikladu. V 50. letech 20. stoleti prisel Gesky mate-
matik Jaroslav Kurzweil s novou definici integralu, ktery zahrnuje Rie-
manniv, Newtoniv i Lebesguetv integral. (Pro podrobnéjsi seznameni
s Kurzweilovym integralem doporu¢ujeme knihu [13]).

Méjme interval I = [a,b], —00 < a < b < oo, a funkci A : [ —
(0,00) (tzv. kalibr). Je-li ddno déleni D :a =29 <27 < --- <z = b
s vyznacenymi body & € [z;_1,z;], Fekneme, Ze toto déleni je A-jemné,
pokud

(i1, %] C [& — A(&), & + A&)]

vro kazdé i. Oznaéme
k
S, D) =3 F(&) (@i — wi-a).
i=1

Cislo fab f(z) dx nazveme Kurzweilovym integralem funkce f na inter-
valu I, jestlize ke kazdému € > 0 existuje kalibr A takovy, ze

<e€

’S(f, D)- [ ' fle) da

pro kazdé A-jemné déleni D.

Snadno zformulujeme soucinovou analogii této definice (viz [14]):
Necht A je maticova funkce definovana na I = [a,b]. Pro zadané dé-
leni D s vyznacenymi body oznacme

k

P(f,D) = [J(I + A(&)(z: — zi-1)).

i=1

Matici HZ(I + A(z) dz) nazveme (pravym) Kurzweilovym soucinovym
integralem A na intervalu I, jestlize ke kazdému € > 0 existuje kalibr A
takovy, ze

b
P(f,D) - []( + A(z) dx)

a

<E€

pro kazdé A-jemné déleni D.

Pravé uvedend definice se snadno zobecni pro operatory na libovol-
ném Banachové prostoru.

Souc¢inovy integral ma aplikace v teorii diferencidlnich rovnic, ve fy-
zice, v teorii pravdépodobnosti i v matematické statistice. Jde o elegantni
a pomérné snadno pfistupnou teorii, kterd vSak mezi matematiky neni
prili§ zndma. Véfim, Ze tento ¢lanek (pravdépodobné prvni text o sou-
¢inovém integralu v Cestiné) prispéje k jejimu rozsireni.
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