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BIRACIONALNE TRANSFORMACIE 1860—1960

Historicky prehlad
JAN C1zMAR

Uvod

Linedrne transformacie patria v si€asnosti do zakladnej tematiky vysoko-
§kolskej vyufby geometrie v rdmci vSeobecnej matematickej pripravy v ma-
tematickych, technickych i ekonomickych 3pecializacidch odborného aj udi-
telského Stiidia. Popri téme metrickych transformaécii, ktora spravidla nechyba
v ziadnom kurze matematiky, sa eSte &asto objavuji afinné transformécie, oje-
dinele ekviformné (konformné) transforméicie a vynimo&ne projektivne trans-
formécie. Systematicky vyklad grip geometrickych transformécii, vychadzajuci
z projektivnej grupy, z ktorej mozno stupfiovanymi $pecializiciami ziskat po-
stupne afinni, ekviformni a metrickG grupu, vypadol z programu zékladného
vysokogkolského 3tudia a presunul sa do malych skupin niektorych Specializi-
cii postgradudlneho 3tiidia. V3etky linedrne geometrické transformécie maja
spolo¢né niektoré vlastnosti, ko si napr. zachovanie incidencie, Specidlne ko-
linedrnosti, invariantnost dvojpomeru $tvorice bodov priamky, invariantnost
stupha algebraickej &iary, resp. plochy, invariantnost nasobnosti bodu, resp.
nasobnosti doty&nice algebrickej &iary, resp. plochy (obr. 1), invariantnost rodu
algebrickej krivky atd.

y=13
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<

Obr. 1

Vsetky tieto vlastnosti moZno povaZovat za vSeobecné vlastnosti projektivnej
grupy, ktoré sa prenaSaji na jej postupne sa zuZujlce ¥pecializicie — afinnq,
ekviformni a metrickd grupu. Kazd4 z tychto $pecializacii je charakterizovana
svojim 3pecifickym invariantom: v afinnej grupe je to (deliaci) pomer (troch
bodov na priamke), v ekviformnej grupe velkost uhla a v metrickej grupe vz-
dialenost dvoch bodov.

Néapadnou vlastnostou, ktorou sa li§ia nelinedrne geometrické transforma-
cie od linedrnych, je vo vieobecnosti roznost stupiia algebrickej &iary a stupiia
jej obrazu v transformécii. Napr. inverzia vzhladom na kruZnicu (v rovine)
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(obr. 2) alebo inverzia vzhladom na gulovi plochu (v priestore) zobrazuji pri-
amku ( = algebricka ¢iara stupiia 1) na priamku alebo kruZnicu ( = algebricki

iaru stupiia 2).
? xl

Obr. 2

Stadiom inverzie sa zaoberal uz Apollonios (3. st. pr. n. 1.) a jeho nasledov-
nici, v stredoveku arabski matematici a pod ich vplyvom aj niektori eurépski
matematici neskor$ieho stredoveku. V rozliénych aplikiciach sa inverzia znovu
objavovala v eurépskej matematike od 16. — 17. st. a nova vlna oZiveného
teoretického zaujmu o fiu sa objavila v 19. st., najmi v stvislosti s rozvojom
projektivnej a neeuklidovskej geometrie (Mo6bius, Steiner a i.). Tento zadujem
vSak az do 60. rokov neprekrocil hranice §tidia konkrétnych $pecidlnych pri-
padov nelinedrnych transformécii a nedospel k podstatnému zovSeobecneniu.
Stalo sa tak aZ v 60. rokoch v siivislosti s Gsilim transformovat algebrické krivky
v realnej (resp. komplexnej) projektivnej rovine tak, aby sa zniZila ,miera® ich
singularity, t. j. aby sa sihrnné ,ohodnotenie“ singularnych bodov a doty¢nic
krivky transformaciou zmensilo.

Prvy krok v tomto smere zaznamenal Luigi Cremona pracou O geomet-
rickyjch transformdcidch rovinného titvaru (Sulle transformazioni geometriche
delle figure piane, Bologna Mem. (2) 2, 621-630, 1862 (3) ). Neline4rne algeb-
rické transformaécie, ktoré na transforméciu kriviek pouZil, sa stali zdkladom
budovania tedrie biraciondlnych transformdcii (na Cremonovu podest nazyva-
nych aj Cremonovymi), ktoré sa Coskoro z pomocného tiéelového prostriedku
stali samostatnym objektom vedeckého vyskumu a dali podnet k rozvoju uce-
lenej oblasti algebrickej geometrie. Najvi¢siu zasluhu na jej budovani v prvych
desatrodiach mali prisludnici talianskej klasickej koly algebrickej geometrie a
od roku 1870 aj v savislosti so vznikom a rozvojom tedrie priestorovych trans-
formacii taktieZz nemecka Skola algebry a algebrickej geometrie. (Vyznamnym
predstavitelom tejto skupiny bol napr. Max Noether.)

I. KLASICKE OBDOBIE (cca 1860 — 1925)

1. Klasické obdobie rozvoja tedrie biracionalnych transformécii moZno pri-
blizne ohranicit rokmi 1860 a 1925. V fiom sa okrem vyskumu zakladnej pro-
blematiky stistredovala pozornost na taxativne stanovenie vietkych typov bira-
ciondlnych transformicii uréeného stupiia a na $tidium konkrétnych pripadov
biraciondlnych koreSpondencii medzi geometrickymi objektami projektivnych
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priestorov rozmerov 2 a 3.

Aka je klasickd podoba biracionélnej transformacie medzi projektivnymi ro-
vinami?

Zakladnym pojmom je raciondlne zobrazenie z projektivnej roviny do pro-
jektivnej roviny

Nech P2(C),P'?(C) (skrtene oznafované aj P2, P'?) st projektivne roviny
nad polom komplexnych &isel a nech (z) = (2o, T1,22) € P2(C), (z') = (zf, =,
xh) € 1P"2(C) oznaluji Iubovolné body projektivnych rovin s homogénnymi
stradnicami z;, resp. z; (¢ =0,1,2).

Raciondinym zobrazenim roviny P2(C) do roviny P'*(C) sa nazyva zobrazenie
f : P2(C) » P'*(C), ktoré bodu (z) = (zo,z1,22) € P?(C) priraduje bod
(') = (zh, 7}, 75) € P*(C) tak, ze

z; = fi(%o,71,22), 1=0,1,2, 1)

kde fi(So, S1,S2) € C [So, S1,S52), i = 0,1,2, s nestdelitelné homogénne poly-
némy toho istého stupfia n > 1 neurditych Sp, S1,S2 nad polom komplexnych
Cisel. Ak je zobrazenie f v bode (z) definované, t. j. (zp,z},z5) # (0,0,0),
nazyva sa bod (z') obrazom bodu (z) v zobrazeni f a oznaéuje sa f(z) .

Pri odhomogenizovani stiradnic v rovine P?(C) vzhladom na stiradnicu z
mé bod (zo,z1,72) nehomogénne siradnice z = £,y = 22 definované na
mnozine AZ = P?(C)\wo, kde wp je stradnicovéd os ur&end rovnicou zo = 0.
Analogicky z' = %,y’ = f% st nehomogénne stradnice bodu (zg, z},z5) na
mnoZine A/ g =Pp? (©)\wp, kde wy je siradnicova os uréend rovnicou zgp = 0.

Po zavedeni oznatenia fi(z,y) = 5% fi(zo,T1,22), 1 = 0,1,2, je z(Zenie zob-
razenia f na mnoZinu A’g zobrazenim f : A3 — A\’g, ktoré bodu (x,y) priraduje
bod (z',y') so siradnicami

z = f_l(mvy) 1 _ f2($,y)

=h@y VT Tmy (epredeokladu fozy)#0).

Teda suradnice obrazu (z',y') (ak existuje) bodu (z,y) s raciondlne funkcie
stiradnic z,y. Odtial pochddza ndzov racionilne zobrazenie.

Priklad. Kvadraticka transformicia
Kanonicky tvar v homogénnych stradniciach:
/ /
Ty =T1T2 , Ty =ToT2, IThH = ToT .

Kanonicky tvar v nehomogénnych stradniciach:
! = 1 yl =1
z y
Usporiadana trojica homogénnych polynémov h;(So, Sy, Sz) € C[So, S1, S2],
t = 0,1,2, toho istého stupha ¢t > 1 definuje racionilne zobrazenie (1) prave

vtedy, ked f;h; — f;h; sa anuluje na P?(C) pre kazda dvojicu (3, §); i,j =0,1,2.
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2. Biraciondlne zobrazenie

Ak existuje k racionalnemu zobrazeniu f : P2 = P'? inverzné racionslne
zobrazenie g : I’ 2, P2, nazjva sa f biraciondlnym zobrazenim. Teda skutod-
nost, Ze f je biracionalne zobrazenie, znamen4 existenciu raciondlneho zobraze-
nia g, daného usporiadanou trojicou homogénnych polynémov g¢;(Se, S1,52) €
C[So,S1,S2], i = 0,1,2, toho istého stupiia m > 1, pre ktort plati: ak f(z) =
f(zo,z1,%2) = (zh,z},zh) = (z') € P'? je obraz bodu (z) € P? v zobrazeni f a
obraz g(z') je definovany, je g(z') = (), t. j. (g © f)(z) = g(f(2)) = (2).

Na druhej strane ak pre bod (z') € P’ existuje obraz g(z') = (z) a pre bod
(x) existuje obraz f(z) = (z"), plati g(z") = (g o f)(z) = (x). Z injektivnosti
zobrazenia g — ako zobrazenia inverzného k zobrazeniu f — a z rovnosti g(z') =
9(z") vyplyva (z') = ("), t. j. (f o g)(z') = ().

Teda plati: go f = 1p2, f 0o g = lpe.

(1p2, resp. 1pe oznaluje identické zobrazenie v P2, resp. P2, chapané ako
racionalne zobrazenia, t. j. definované v tjch bodoch (z) € P2, resp. (z') € P'?,
pre ktoré f(z) a g(f(z)), resp. g(z') a f(g(z')) existuji.)

To znamen4, Ze biracionalne zobrazenie predstavuje vlastne dvojicu (f,g)
navzijom inverznych raciondlnych zobrazeni medzi projektivnymi rovinami
P2, P2 V pripade P? = P'? sa hovori o biracionalnej transformdcii v rovine
P2. Podla novsieho tizu sa termin biracionilna transformécia pouZiva aj na
oznacenie akéhokolvek biraciondlneho zobrazenia.

V striktnom chéipani by sa namiesto ndzvu biracionalne zobrazenie roviny
P2 do roviny P’ mal pouzivat termin biraciondina reldcia alebo — v klasickom
geometrickom tize — biraciondlna korespondencia medzi rovinami P?, P? (resp.
v rovine P? v pripade P2 = P/ 2). Ako sa totiZ ¢oskoro ukéZe, racionélne zobra-
zenie f, resp. g, nie je definované vo vietkych bodoch roviny P2, resp. P'2 (pri
n,m > 2).

3. Vlastnosti biraciondlneho zobrazenia

1. Nech f : P2 — P'? je biracionalne zobrazenie uréené vzahmi (1) a nech
k nemu inverzné zobrazenie g : P’ 2 5 p2 je dané vztahmi
. z; = gi(zg, Z},25), i=0,1,2 )
kde (z') = (zh,z},75) € P a gi(S0,51,852) € C[So,S1,8:] (i = 0,1,2) st
homogénne polynémy stupiia m > 1.
Dvojparametrickému systému (sieti) vietkych priamok roviny P'?, ktory je
dany vyjadrenim

2
{za.-zz =0|(a) # (0)s0: € c} , 3)
i=0

zodpoveda zobrazenim g = f~1 dvojparametricky systém (siet) kriviek stupha
n v rovine P?, dany vyjadrenim

2
{za,-f.-(x) =0 (a) # (0)} . (3)

=0
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Obrétene sieti priamok v P?, danej vyjadrenim

2
{me =0/ (b) # (0); b e«r:}, )
=0
zodpoved4 v zobrazeni f = g~! siet kriviek stupha m v P’ 2 uréens vyjadrenim
2
{Z bigi(z') =0 (b) # (0)} - 4)
i=0

Siet kriviek (3'), resp. (4') sa nazyva pruvd, resp. druhd homaloidnd sistava
(homaloidn4 ststava v P2, resp. P'?). Jednotlivé krivky sieti sa nazjvaja ho-
maloidné krivky alebo homaloidy.

Kazdy bod (z') € P'?, pre ktory existuje obraz g(z') = (z), moZno povazo-
vat za prieseénik dvoch réznych priamok p, r roviny P'2. Obraz g(z') je jediny
volny (pohyblivy) prieseénik dvoch homaloidov prvej ststavy, ktoré zodpove-
dajt v biracionilnom zobrazeni priamkam p,r (obr. 3).

\

Obr. 3

To znamen4, Ze vietky homaloidy prvej stistavy maji koneény pocet pevnych
spoloénych bodov tak, Ze pre kaZzdé dva homoloidy zostava jediny prieseénik
mimo tejto mnoZiny pevnych bodov. KedZe podla Bézoutovej vety maja kazdé
dva homaloidy prvej stistavy ako krivky stupfia n pri zapoéitani nisobnosti
prieseku spoloénych prave n? bodov, zaberaji spoloéné body vietkych homa-
loidov prvej stistavy z tohto podtu prave n? — 1.

Analogicky zastupuji spolo¢né body vSetkych homoloidov druhej sastavy
m? — 1 spoloénych bodov (v&itane nasobnosti prieseku) kazdjch dvoch homa-
loidov, takZe pre kaZdé dva homaloidy druhej sistavy zostiva jediny volny
(pohyblivy) prieseénik.

2. Homaloid a priamka

Nech F' je homaloid prvej homaloidnej stistavy a nech p je priamka roviny
P'. Pri zapocitani nadsobnosti prieseku priamky p s homaloidom F' vo vSetkych
ich spoloénych bodoch m4 priamka p s homaloidom F' préave n spoloénych bo-
dov. (Homaloid F je ¢iara stupha n.) Priese¢nikom priamky p s homaloidom F
zodpovedaji v biracionidlnom zobrazeni prieseéniky obrazov priamky p a ho-
maloidu F'. Obrazom priamky p je homaloid P’ stuptia m v druhej homaloidnej
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sistave a obrazom homaloidu F' je priamka f' roviny P'?. Poéet bodov prie-
niku f'N P’ so zapo¢itanim nasobnosti prieseku je m. (P’ je krivka stupha m.)
Na druhej strane st tieto body obrazmi spoloénych bodov priamky p a krivky
F, ich podet (vratane nasobnosti) je n%. Teda plati: n = m. To znamena:
Biraciondlne zobrazenie roviny a zobrazenie k nemu inverzné si vyjadrené ho-
mogénnymi polyndmami toho istého stupria.

Stupeti tychto polynémov sa nazyva stupriom biraciondlneho zobrazenia (bi-
raciondlnej transformécie).

Transformacia stupiia n sa niekedy oznaluje T),—,, alebo T}, ». (Prvy index
oznafuje stupen priameho, druhy index stupeh inverzného zobrazenia. Pri ro-
vinnych transformécidch sa oba stupne navzajom rovnaja.)

3. Bdza homaloidnej sistavy

Vsetky spolo¢né body vSetkych homaloidov roviny P? lezia na troch bazo-
vych homaloidoch definovanych rovnicami

fi(zo,z1,22) =0, i=0,1,2. (5)

Mnozina tychto bodov sa nazyva bdza homaloidnej sistavy. Je to mnoZina prave
tych bodov, pre ktoré v zobrazeni f nejestvuji obrazy. (Podla novsej termino-
16gie zobrazenie f v tychto bodoch nie je reguldrne, t. j. nie je definované.) Tato
mnoZina sa nazyva fundamentdina mnoZina zobrazenia f v rovine P? alebo prvd
fundamentilna mnoZina (prvd fundamentdlna varieta). Jej prvky sa nazyvaji
fundamentdlne body biracionalneho zobrazenia roviny P2.

Analogicky sa definuje baza homaloidnej stistavy v rovine P’ ? rovnicami

9i(zo,z1,22) =0, i=0,1,2. (6)

Nazyva sa druhou fundamentdlnou mnoZinou (druhou fundamentdlnou varie-
tou) biracionalneho zobrazenia. Jej prvky sa nazyvaji fundamentdlnymi bodmi
v rovine P'2.

4. Fundamentalnou varietou s stanovené isté podmienky pre ur¢enie homaloi-
dov, prienik kazdych dvoch homaloidov a rod kazdého homaloidu.

(a) Kazdy homaloid ako krivka stupiia n je jednozna¢ne uréeny '—’L';—'*'Q nezavis-
lymi jednoduchymi podmienkami. Fundamentélna varieta zastupuje vSetky
tieto podmienky okrem dvoch, ktoré zodpovedaji urcujicim podmienkam
priamky ako vzoru homaloidu. Pocdet jednoduchych podmienok pre homa-
loid, reprezentovanych fundamentédlnou varietou, sa nazyva postulacné ¢&islo
(postuldcia) fundamentélnej variety; oznacuje sa pismenom P. Jeho hodnota
je

n(n + 3) (n+1(n+2)

2 T2 T

(b) Prienik kazdych dvoch homaloidov ako kriviek stupha n bez spolo¢nej st&asti
pozostdva podla Bézoutovej vety — pri zapo&itani ndsobnosti priese¢nikov —

P= 3.
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prave z n? bodov. Z tohto podtu pohlcuje fundamentdlna varieta vietky
prieseiniky okrem jedného, ktory zodpoveda prieseéniku dvoch priamok ako
vzorov homaloidov. Poéet prieseénikov kazdych dvoch homaloidov, reprezen-
tovanych fundamentélnou varietou, sa nazyva ekvivalenénym éislom (ekvi-
valenciou) fundamentéalnej variety, oznatuje sa pismenom E. Jeho hodnota

sa rovna
E=n%-1.

Mnozina v3etkych bodov kaZdého homaloidu je s vynimkou koneéného po&tu
bodov ekvivalentna s mnoZinou bodov priamky, ktord je vzorom homaloidu.
Preto je homaloid raciondlna krivka, t. j. ma rod 0. Redukciu rodu z najviésej
moznej hodnoty ﬁ"—_%"—_"’l sposobuji fundamentalne body. Zmensenie rodu
o toto ¢islo nasledkom existencie fundamentalnych bodov sa nazyva redukéné
¢islo rodu (struéne redukcia rodu); oznacuje sa R. Jeho hodnota je

(n-1mn-2)

R= 2

Nésobnosti jednotlivych fundamentélnych bodov na vSetkych homaloidoch
ovplyviyja &isla P, E, R nasledovnym spdsobom.
(a) Kazdy i—nésobny bod (i = 1,2,...) rovinnej algebrickej krivky predsta-
vuje pre uréenie krivky ﬂ%ll nezavislych jednoduchych podmienok.
Ak sa polet i—nésobnych fundamentalnych bodov (i = 1,2,...) na kaz-
dom homaloide rovné s;, plati

P= Z z+l) (n+1)2(n+2). %

(b) Ak je fundamentdlny bod i—néasobny na kaZzdom homaloide, rovna sa
nasobnost prieseku dvoch homaloidov v tomto bode é&islu i2. Ak sa podet
t—néasobnych fundamentilnych bodov rovna ¢islu s;, je

E=) s;-i®=n?-1. (8)

(c) Kazdy i—nasobny bod zmen3uje rod homaloidu o &slo =1 i;I .
Ak sa pocet i—ndasobnych fundamentalnych bodov rovna é&islu s;, je

R= Z z—-l) (n—1)2(n—2). )

Rovnosti (7) — (9) su1 tzv. rovnice podmienok. Od&itanim rovnosti (9) od
rovnosti (7) sa dostane vztah

ng-i=3n—3,
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ktorym je stanovend horna hranica poétu fundamentalnych bodov bira-
cionilneho zobrazenia stupiia n v jednej fundamentalnej variete.

5. Charakteristiky

Cisla n (stupen transformécie), i (ndsobnost fundamentédlneho bodu) a s;
(pocet i—nésobnych bodov vo fundamentélnej variete) charakterizuji dani bi-
racionalnu transformaciu. MoZno ich zachytit napr. zdpisom

ig

. ol ia
N85 - 80 iy

i1 *Yia
B> D>ig > D>, (10)

v ktorom symbol s::: oznacuje skuto¢nost, Ze polet ix—ndsobnych fundamen-
talnych bodov sa rovna &islu s;, . V inom spdsobe zapisu

n;il,izy"'ait )

i1 20> 24 (11)

sa zaznamendva len ndsobnost kaZdého fundamentalneho bodu; tu sa mozZe ta
ist4 nasobnost vyskytovat niekolkokrat.
Celkovy pocet roznych fundamentilnych bodov sa rovné &islu

r
8§ = E Sy -
k=1

Koneén4 &iselnd postupnost (10) alebo (11) vyjadruje tzv. charakteristiku bi-
raciondlnej transformdcie.

Charakteristiky redlne existujucich biracionalnych transformicii sa nazyvaja
geometrické. Aritmetické particie (..., 8;,,...) &sla P redukovaného vzhfadom
na nasobnost fundamentélnych bodov (rovnost (7)) predstavuji tzv. aritme-
tické charakteristiky biracionalnej transformacie stupfia n. Vyjadruja len nevy-
hnutné podmienky pre transforméciu; jej existencia musi byt potvrdena kon-
Struk¢ne.

Transformacias danou charakteristikou, ktord ma s fundamentalnych bodov,
zavisi od 2s + 8 parametrov, a to:

2s pomerov stradnic pre s fundamentalnych bodov,

9 homogénnych parametrov pre tri nezavislé homaloidy (t. j. koeficienty
a;,1 = 0,1,2, v rovniciach E?=0 a; fi(z) = 0 tychto homaloidov).

Poéty s, resp. s' fundamentalnych bodov transformécii f, resp. f~! sa na-
vzajom rovnajd, charakteristiky transformécie viak modZu byt rozne. Charak-
teristiky transformécii f, f~! sa nazyvaju (navzijom) zdruZené. Ak sa tieto
charakteristiky zhoduji, charakteristika sa nazyva samozdruZenou.

Ked maji vietky fundamentdlne body td isti ndsobnost, transformécia sa
nazyva symetrickou; oznacuje sa Tgym.
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De Jonquiérovymi transforméciami stupfia n sa nazyvaji transformécie
s charakteristikou n; 1"~1(2n — 2)!; oznadujt sa T}.

6. Noetherova nerovnost

KaZd4 biracionélna transformécia stupfia n > 2 m4 aspoii tri fundamentélne
body. Ak by totiZ podet fundamentilnych bodov bol nanajvy$ dva, platila by
pre ich nésobnosti i;,%, a stupeii transformécie n nerovnost i; + 1, < n. (T4to
nerovnost plati veobecne, lebo v pripade i; +i2 > n by spojnica fundamental-
nych bodov bola komponentom kazdého homaloidu, ¢o protire¢i predpokladu,
ze polynémy fo, f1, fo nemaji spolo¢ného delitela.)

Z rovnosti (10) by vyplynulo 3n — 3 = 4; + i3 < n, z toho dalej 2n < 3, o
ma za nasledok n = 1.

Teda pre n > 2 je s > 3. Odtial vyplyva pre ndsobnosti i,,12,i3 funda-
mentalnych bodov biracionalnej transformécie s tromi fundamentalnymi bodmi
nerovnost

i14+ia+i3>n+1. (Noetherova nerovnost)

Noetherova nerovnost v uvedenom tvare plati iste pre transfoméciu stupia
n > 2 s tromi fundamentilnymi bodmi. Ak by totiZz platilo i; + iz + i3 < n,
dévalo by to spolu so vSeobecnym vztahom i, + i3 + i3 = 3n — 3 nerovnost
3n — 3 < n a znovu by platilo n = 1.

Pre transforméciu stupha n > 3 s po¢tom fundamentélnych bodov aspon 4
Noetherova nerovnost nemusi platit. Napr. pre n = 3 de Jonquiérova transfor-
maécia ma jeden dvojnasobny fundamentalny bod a 4 jednoduché fundamen-
talne body. Pre ndsobnosti 1 lubovolnych troch jednoduchych fundamentalnych
bodovplati: 1+1+1=3<3+1=4.

7. Ireguldrne variety (hlavné variety, hlavny systém)

V dnesnej terminoldgii ireguldrna varieta biracionalneho zobrazenia f : P? —
P'? v rovine P2 je vzor fundamentslnej variety F' C P'? v zobrazeni f. Oznaduje
sa H; teda H = f~!(F'). Analogicky ireguldrna varieta zobrazenia f v rovine
P'? je H' = g~!(F) (kde g je zobrazenie inverzné k zobrazeniu f). (V starZej
terminoldgii sa ireguldrne variety nazyvaja hlavné.)

Kazdy fundamentalny bod inciduje s kazdym homaloidom, preto musi kazdy
vzor fundamentilneho bodu incidovat s kaZdou priamkou ako vzorom niekto-
rého homaloidu zo systému homaloidov. Takito vlastnost mé vSak v rovine len
iara. Teda vzorom fundamentalneho bodu je ¢iara (priamka alebo krivka).

KaZdému i —nasobnému fundamentalnemu bodu zodpoveda &iara, ktora pre-
tina priamku ako vzor homaloidu ¢—krat (vratane nasobnosti). Ide teda o kriv-
ku stupiia i. Sihrnny stupeii vietkych ireguldrnych kriviek je > i =3n -3 .

Pomerne jednoduchymi Gvahami sa dospeje k vysledku, Ze ireguldrne variety
st urdené anulovanim Jacobiho determinantov foriem definujtcich biracionilne
zobrazenie:

Ofi

35| =

H: J(fo, f1,f2) = ‘
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Jg;

0S;(z')
Zakladna klasicka problematika konkrétnej biracionélnej transformécie pred-

stavuje:

1. Stanovenie rovnic (obvykle kanonickych) priamej transformécie f a inverznej
transforméacie g = f1.

2. Zistenie fundamentélnej variety F C P2 a F' C P'2. Vypodet postulacie P,
ekvivalencie E a redukcie R.

3. Zostavenie tabulky charakteristik

HI:J(.qo’gl)QZ)E =0.

in

n;sl .88

PR
4. Zistenie iregularnej (hlavnej) variety H C P2, resp. H' C P'? .
Priklad. Fundamentélna a iregulérna varieta kvadratickej transformécie
Nech f : P2 - P'? je dan4 priradenim (z) — (z'),
kde
276 =T1T9, Z'l = ToT2q, :B'z =TTy

ag=f~1:P? - P2 priradenim (z') ~ (z), kde

. (- (]
To = 2122, r = 2:02:2, Ty = Zo.’tl 3
T1Ty = 0
F: ToTy = 0 y
zor; =0
F = {00701702} 9
0 T2 T
H:|lzo 0 z0|=2x97122=0,
Ty o 0

H =0yUo0,Uo0; (obr. 4) .
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8. Clebschova veta

Nech iy, ...,i, st nisobnosti fundamentalnych bodov v P?, i},. .., ndsob-
nosti fundamentalnych bodov v P2,
Clebschova veta: r=s a {i1,...,%,} = {i},...,7,}

9. Noetherova veta

Kazda biraciondlnu transformiciu mozno vyjadrit ako siéin (zloZenie) ko-
neéného poétu kvadratickyjch biraciondlnych transformécii.

Pre biracionélnu transforméciu T),_,, stupiia n je ohranienie poétu h ¢ini-
telov rozkladu na stiéin kvadratickych biraciondlnych transformécii dané vzta-
hom

h<d (4t—4)<4n—4;
(®
4t je poclet de Jonquiérovych transformicii stupha ¢, ktoré redukuji stupei
transformécie Ty, _,,.

4. Priestorové biraciondlne transformacie
1. Definicia

Racionélne zobrazenie f : P3 — P'® je pre vzor (z) € P? a jeho obraz
(z') € P zadané vztahmi

‘Té = fi(anmlaz% 1'3), = O’ 1’273 ’ (13)

kde f;(So, S1,52,S3),% = 0,1,2,3, st homogénne polynémy toho istého stupha
n > 1. Iné vyjadrenie

z; = hi(z), 1=0,1,2,3 (14)
reprezentuje to isté racionalne zobrazenie, ak
fihj — fihi =0
na P? pre kazda dvojicu (4, j); i,j = 0,1, 2, 3. Rovnice (13) a (14) sa nazyvaja
aj ekvivalentnymi vyjadreniami toho istého racionalneho zobrazenia.

Ak k raciondlnemu zobrazeniu f : P2 — P'® s vyjadrenim (13) existuje
inverzné raciondlne zobrazenie g : P? -5 P3s vyjadrenim

z; = gi(z) , i=0,1,2,3
s homogénnymi polynémami g;(So, S1, S2,53), (. =0, 1, 2, 3) toho istého stupiia

m > 1, t. j. zobrazenie g, pre ktoré plati go f = Ips a fog = Ips (Ips,
resp. Ips je identické zobrazenie v IP3, resp. P'?), hovorime o biraciondinej
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transformdcii priestoru P3 do priestoru P'® alebo o biracionalnej transformécii
medzi priestormi P3, P’.
Pre kazdy vzor (z) € P? bodu (') = (fo(),..., f3(x)) platia rovnice

zo f1(z) — 21 fo(z) =0,
2o f2(z) — 25 fo(z) =0, (15a)
7o f3(z) — z3fo(z) =0

(nezavislé rovnice) a
3 fa(x) — 23 f1(z) = 0
zi f3(z) — x5 f1(z) =0, (15b)
25 f3(z) — z3f2(2) =0

(navzdjom nezavislé rovnice, od ststavy (15a) zavislé rovnice).

Rovnice (15a) definuja tri plochy stuphia n, ktoré maji ,,vo vieobecnosti¢
len jeden wolny spoloény bod, odpovedajici v inverznej transformécii bodu
(z') e P’ 3. (,,Vo vieobecnosti“ maj tri plochy stupiia n spolo¢nych n® bodov:
dve plochy sa pretinaj v priestorovej krivke stupfia n? a t4to krivka pretina
tretiu plochu stupfia n v n3 bodoch.)

2. Biracionélna transformacia je bijektivna temer vo vietkych bodoch priesto-
ru P3 a priestoru P'>. Kazdy bod priestoru P> mo#no povazovat za jediny
spoloény bod troch linedrne nezévislych rovin s rovnicami

3 3 3
Za,’xi =0, Z biz; =0, Zcixi =0 (16)
i=0 i=0 i=0

s koeficientmi

(ao,...,ag);é (O,...,O), (bo,...,b3)¢(0,...,0), (Co,...,Cg)#(O,...,O) .

V inverznom zobrazeni g zodpovedajia v P3 tymto rovindm homaloidy

3 3 3
Y aifi@) =0, Y bifi®)=0, Y efi(a)=0. (16
1=0

i=0 i=0

Jeden zo spoloénych bodov tychto homaloidov je vzorom spoloéného bodu rovin

(16) v zobrazeni f. PretoZe zobrazenie f je bijektivne temer vo vietkych bodoch

priestorov P3,P'®| znamen4 to, ze plochy (16’) maji temer vZdy jediny volny

spolo¢ny bod a ostatné spolo¢né body st zviazané Specidlnymi podmienkami.
Trojparametrickej ststave rovin priestoru P’ 3

3
{Zawz =0|(a) # (0>} )
=0
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zodpovedd v biracionélnej transformécii homaloidny systém ploch v P?

{Z aifi(z) = 0| (a) # (0)} ) a7)

=0

ktory ma tieto vlastnosti:

1. Je linearny a trojparametricky.

2. Tri linedrne nezavislé plochy systému maji ,,vo vieobecnosti“ jediny voIny
priese¢nik.

3. Vsetky prvky systému sd raciondlne, t. j. okrem kone¢ného poétu vynimiek
(6iar a bodov) st ekvivalentné s rovinou.

3. Postuldcia a ekvivalencia

Variety (&iary a body) spoloéné vietkym homaloidom tvoria bdzu homaloid-
ného systému. Tento systém je linedrny a trojparametricky, preto v iom exis-
tuja tri linedrne nezavislé prvky. Jednotlivé prvky systému ako plochy stupiia

n su zadané
N= (";3) -1

jednoduchymi nezévislymi uréovacimi podmienkami. Baza z tohto poltu od-

Cerpava
P=N-3= ("'?"'3) -4

jednoduchych nezévislych podmienok. Toto éislo sa nazyva postulaéné ¢islo
alebo postuldcia transformécie f.
Pocet spoloénych bodov (so zapo&itanim nasobnosti) troch fubovolnych ho-
maloidov je
E=n®-1.

Toto &islo sa nazyva ekvivalencné ¢islo alebo ekvivalencia transformaécie.
K redukcii rodu kriviek pri rovinnych biracionalnych transformécii niet pri
priestorovych transforméciach analdgie.

4. Fundamentdlne a ireguldrne variety

Spoloéné &iary a body vietkych homaloidov tvoria fundamentéine variety.
St urdené najviaésim spoloénym delitefom vietkych foriem

3
f=>cfi, (co..rc3) #(0,...,0).

i=0
Iregularne variety st vzorom fundamentalnych variet. Sti uréené rovnicami

Ofi _ ag. n| _
‘65’](), 0, resp. J = 6SJ )‘—0.
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5. Podstatné rozdiely medzi rovinngmi a priestorovymi biraciondlnymi trans-
formdciami

1. Stupeh priamej priestorovej transformécie moéze byt rézny od stupha in-
verznej transformacie.

2. Pre priestorové transforméicie nejestvuje analdgia Noetherovej vety o roz-
klade transformacie.

V klasickom obdobi sa nedospelo k vytvoreniu ucelenej tedrie biracionalnych
transformécii v n—rozmernych priestoroch (pre n > 3). Ojedinelé a neiplné
pokusy viedli sice k opisu niektorych typov, vieobecna tedria vSak nevznikla.

II. OBDOBIE ,MODERNEJ“ ALGEBRY (cca 1925 — 1960)

1. ,Medziobdobie“

Algebrickd geometria zaznamenala pozoruhodny pokrok na bize geometri-
zacie algebrickych vysledkov nemeckej algebrickej Skoly, ktorej vediicou osob-
nostou bola Emmy Noetherova (1882-1935). Podstatnou mierou sa o to zaslazil
v druhej polovici dvadsiatych rokov a v tridsiatych rokoch Bartel Leenert van
der Waerden (nar. 1903) .

V procese prebudovavania zékladov algebrickej geometrie na baze sidobej
modernej algebry sa objavili nové pojmy:

— v§eobecny bod ireducibilnej algebrickej variety
- stradnicovy okruh algebrickej variety (okruh regularnych funkcii na variete)
— pole raciondlnych funkcii na ireducibilnej algebrickej variete (funkéné pole).

Tieto pojmy — okrem dal$ich prvkov nového algebrického apardtu — umoznili
v8eobecnejsie chipanie biracionalnych transformaécii a ich rozsirenie z projektiv-
nych priestorov na lubovolné ireducibilné algebrické variety. Urovei vieobec-
nosti a strukturdlnu priehladnost zvy$ovalo neskdr aj zapojenie prostriedkov
topoldgie do opisu variet a transformécii.

Na béze novych vysledkov a pojmov v tychto disciplinach je biraciondlna
transformécia definovana nasledovne:

Nech X,Y si ireducibilné algebrické variety. Zobrazenie f : X — Y sa
nazyva racionélne, ak mnoZina f(X) je hustd v Y (t. j. uzaver f(X) sa rovna
Y) a indukované zobrazenie f* : k(Y') = k(X) je izomorfizmus. Biracionélne
zobrazenie je charakterizované izomorfizmom k(Y') — k(X) poli raciondlnych
funkcii.

Klasicka biracionilna transforméacia medzi dvoma projektivnymi rovinami
mé v pojmoch komutativnej algebry nasledovnii podobu (B. L. van der Waer-
den):

Ak (1,£1,&) je vieobecny bod roviny P2, pole racionalnych funkcii (nad
zékladnym polom k) na rovine P? m4 tvar

k(]Pz) = k(1’£h€2) - k(TO,11T2) - k(aoval, 1) )
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kde &, &2, resp. T, T2, resp. 0p, o1 su nezavislé neurcité.
Analogicky pre veobecny bod (1,7},7%) roviny P> m4 pole racionélnych
funkcii na rovine P'? tvar

2
k(P") = k(L,m1,m3) -
Rovnice priamej transformécie P2 — P’ st

77:,[ = Rl(glny) ’ 7’; = R2(€1)£2) )

kde R;, R, st raciondlne funkcie.
Z toho vyplyva

k(lani’né) Cc k(1a£11€2) .

. . . , . 2 4
Rovnice inverznej transformécie P’ — P? st

& = Si(ni,m2) , & = Sa(ny,m2) »

¢

kde S;, S, st raciondlne funkcie.
Z toho vyplyva

k(ligligz) c k(l,ﬂiﬂlf'z) )

¢o v spojeni s predchadzajicou inkliziou dava

k(1’€17£2) = k(l»ﬂi,ﬂé) .

Toto je prva a priehladna charakterizicia biracionalnej transformécie klasickych
objektov.

Pri rovinach (takisto aj pri priestoroch) je pouZitie poli racionalnych funkcii
bezproblémové, lebo roviny (priestory) st prirodzenym spdsobom ireducibilné.

Uplné rieSenie ot4dzok a problémov sivisiacich s biracion4lnymi transforma-
ciami priniesla az neskoOr tedria kvaziprojektivnych variet. Ale uz v uvedenej
etape boli k dispozicii vSetky prostriedky na roz$irenie tedrie biracionalnych
zobrazeni nielen na projektivne priestory rozmeru n, ale aj na ich Iubovolné
ireducibilné variety.

2. Oscar Zariski

Origindlny pokus zjednotit na spoloénom zdklade vetky rozptylené &iast-
kové vysledky o biracionadlnych transformécidch v n—rozmernom projektivnom
priestore podnikol v Styridsiatych rokoch nasho storodia Oscar Zariski (1899-
1986). Jeho koncepcia napriek nespornym tispechom, vysokej efektivite a hlbo-
kosiahlym zovSeobeciiujicim vysledkom nenasla tolko nasledovatelov, ako by sa
to podla jej i¢innosti a modernosti dalo oakavat. Jednou z pri¢in je moZno aj
skuto¢nost, Ze vrcholné zovSeobecnenie ako aj rieSenie niektorych kardinalnych
problémov, po desatrocia tvrdoSijne odoldvajtcich dsiliu poprednych pracov-
nikov, urobil sdm Zariski. Hlavnou Zariského metédou bola aplikicia tedrie
ohodnotenia na algebrické variety a ich biracionilne zobrazenia.
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Ohodnotenim pola ¥ do usporiadanej aditivnej grupy I sa nazyva zobrazenie
: ¥ = I, ktoré ma nasledovné vlastnosti:

. v(én) = v(§) + v(n) pre kazdé £,n € T
. v(€+n) > min[v(§),v(n)] pre kazdé ,n € T
. Ak je ¥ uréitym K —roz8irenim, plati
v(a) = 0 pre kaZzdy prvoka € K ,a #0 .
Mnozina R = {£ € £ | v(€) > 0} je okruh, ktory sa nazyva okruh ohodnote-
nia.

Mnozina p = {{ € ¥ | v(¢) > 0} je maximdlny idel v okruhu R. Tento ideal
sa nazyva idedl ohodnotenia. (V pripade diskrétneho ohodnotenia je to hlavny
ideél.)

V poliach racionélnych funkcii majii ohodnotenia dalsie $peciilne vlastnosti.

Nech je £ = k(no,-..,nn) pole raciondlnych funkcii (nad zdkladnym polom
k) a nech v je ohodnotenie pola ¥, v ktorom plati v(nx) < v(m;) pre urdité
pevné i a vietky k # 1.

Mnozina p = {f € k[no,...,na], stuperr f = m | v[f(n)] > mv(nk)} je
prvoidedl. Varieta V' (p) korefiov tohto idedlu sa nazyva centrum ohodnotenia.
Je to ireducibilnd varieta. .

Rozmerom ohodnotenia sa nazyva dimy R/p—rozmer faktorového okruhu
R/p nad polom k. Pre kazdé netrividlne ohodnotenie je dimg R/p < dimy X.

Obrétene plati: Ku kaZdej ireducibilnej podvariete existuje také ohodnotenie,
Ze jeho centrum je tato podvarieta.

LN -

Nech V a V' si ireducibilné variety, ktoré maji navzdjom izomorfné polia
racionalnych funkcii: k(V) 2k(V')> X. Biraciondlna korespondencia medzi
varietami V, V' je definovana takto (Zariski):

Podvariety W C V a W' C V si zodpovedaji v biracionilnej kore$ponden-
cii T, ak existuje také ohodnotenie pola ¥, Ze jeho centrum na variete V je
podvarieta W a jeho centrum na variete V' je podvarieta W' (obr. 5).

v v’



BIRACIONALNE TRANSFORMACIE 1860— 1960 95
Korespondencia podvariet W, W' sa zapisuje oznatenim
T(W) =W, TI(WH=W.

V pripade, ked V = V', namiesto izomorfizmu nastupuje automorfizmus
7:¥ 5 X a ide o biracionalnu transforméciu na variete V.

V Zariského koncepcii namiesto koredpondencie medzi bodmi nastupuje ko-
reSpondencia medzi podvarietami Iubovolného moZného rozmeru. Kore$pon-
dujiice podvariety mdZu mat rdzne rozmery.

Moznost dalsieho zovSeobecnenia priniesli met6dy tedrie kategérii. Pomocou
stéinu variet a jeho projekcii na faktory je koreSpondencia medzi varietami
V,V' definovana ako podvarieta T stGé&inu variet V x V', pre ktory projekcia
p1:VxV' 5V jeepimorfizmus. Pre lubovolnii uzavreti podmnozinu A C V
je jej obraz definovany ako podvarieta '

T(4) = pa((Ax V)N T),
kde p2 : V x V! = V' je projekcia stéinu variet V x V' na druhy faktor V'

(obr. 6). (Toto priradenie vo vieobecnosti nie je bodovym zobrazenim, &o vnasa
do kore$podencie novy podstatny aspekt.)

Vv v’

Obr. 6

Korespondencia T C V' x V' je biraciondlnym zobrazenim, ak

41 (T‘) =V )

- p(T) =V,

3. pre v3eobecny bod (z,y) kore$pondencie T je (z) vieobecnym bodom variety
V a (y) vieobecnym bodom variety V'.

[\

Nech T : V — V' je biraciondlna kore$pondencia, pricom V a V' st lokalne
normaélne, t. j. s normélne na kazdej podvariete W C V,W' C V’; to zna-
mend, Ze lokilne okruhy Q(W), resp. Q(W') st celistvo uzavreté vo svojich
podielovych poliach.
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Podvarieta W C V je

reguldrna — — QW) =Q(W")
podvarieta v kore$pondencii T,
iregularna — ak existuje taka podvarieta — QW) c (W'
W cV zeT(W)=W'a
fundamentélna — — QW) 2QW")

Vlastnosti biraciondlnych kore$pondencii:

1. Rozmer fundamentélnej variety < dimV —2.

Fundamentalnej podvariete zodpoveda nekone¢ne mnoho podvariet.

3. Zariského hlavnd veta: Nech T : V — V' je biraciondlna kore$pondencia,
ktord na V' neméa fundamentilnu podvarietu a ma taki fundamentilnu
podvarietu W, Ze V je lokdlne normélna na W. Pre totilny obraz T[W]
podvariety W plati: dim T'[W] > dim W.

L

Pouzitim topologickych metdd sa vztahy variet v biracionalnej kore$pon-
dencii stali eSte priehladnejSie. Maji nasledovnii podobu: Nech X,Y st kvazi-
projektivne variety. Zobrazenie f : X — Y je biraciondlnym zobrazenim ( =
biraciondlnym izomorfizmom), ak existuji také podmnoziny U C X,V CY,
ze U je otvorend a hustd v X, V otvorend a hustd v Y, a U,V si navzijom
izomorfné (t. j. pre okruhy regularnych funkcii na U a V plati k[U] = k[V]).

Biraciondlne zobrazenie f mdZe mat rozne vyjadrenia ¢(f). Ku kazdému
vyjadreniu ¢ existuje definiéna oblast D(yp(f)), ktora je neprdzdnou otvorenou
podmnozinou variety X. Zjednotenie

Def(f) = Uy(s)D(0(f))

je tplnou definiénou oblastou zobrazenia f. Je zjednotenim regularnych a ire-
guldrnych podvariet variety V. Jej doplnok X \ Def(f) je fundamentilna
podvarieta zobrazenia f na X.

Nech f : X — Y je biracionélne zobrazenie a ¢ : U — Y niektoré jeho
vyjadrenie. Nech T, = Iy je graf tohto vyjadrenia; nazvime I' = Ty grafom
I’y zobrazenia f. Nech p;, resp. p2 je projekcia variety I'y na X, resp. Y. Pre
Tubovolnd uzavreti podmnoZinu Z C X je totdlnym obrazom varieta

T(Z) := pa2(p7(2)) -

Zariského hlavna veta ma po tprave tvar:

Nech, T : X — Y je biraciondlna transformécia a nech X je normaélna. Pre
fundamentalny bod P transformécie je jeho totilny obraz savisly a ma rozmer
> 1.
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III. BIRACIONALNE TRANSFORMACIE SCHEM

Nech X,Y st ireducibilné schémy (t. j. prislu§né topologické priestory st
ireducibilné).

Nech U C X je podmnoZina, ktord je v X otvorend a hustd, anech f : U —
Y je morfizmus. Takisto nech podmnozina V' C X je v X otvorend a husta
anech g : V — Y je morfizmus. Hovori sa, Ze morfizmus f je ekvivalentny
s morfizmom g (na prieniku UNV), ak plati f |U NV =g |U NV. Trieda
ekvivalencie morfizmov sa nazyva raciondlny morfizmus schémy X do schémy
Y.

Této formalne jednoducha definicia raciondineho morfizmu odraza fakt, ze
kaZdy morfizmus je svojou podstatou reprezentantom racionilneho morfizmu.

Dals{ postup k biracionalnemu morfizmu je zrejmy: v jazyku tedrie kategorii
kopiruje klasicku cestu.

IV. POUZITIE BIRACIONALNYCH TRANSFORMACII

1. Klasickd aplikdcia: Redukcia singularit rovinnych algebrickych kriviek.
Cielom postupu je dospiet koneénou sériou biracionalnych zobrazeni od danej

krivky ku krivke, ktord m4 len tzv. normdlové singularity , t. j. ma len také

viacndsobné body, v ktorych sii len jednoduché doty&nice (obr. 7).

f'\‘
()
/ rozne
’

' f -~ (oddelone)
dvojnasobna dotyénice
dotyénica

. 4
singularita normalna
sinqularita
Obr. 7
2. ,Nafiknutie“ (blowing up, o—proces, ,nadutie“)

»Nafilknutie n—rozmerného afinného priestoru A™ v bode O = (0,...,0)

sa kon$truuje nasledovne:

1. Utvori sa stéin A™ x P"~1: ku ka?dému bodu (z1,...,,) € A™ a kazdému
bodu (y1,-...,yn) € P*! (netypické &islovanie stradnic) sa utvori bod
(z1y.+++Zn;y1,...,Yn) homogénny v stradniciach y;,...,yn.

2. Naftknutim priestoru A™ v bode O = (0,...,0) sa nazyva uzavret4 mno-

zina X C A™ x P"~! ktor4 je definovan nasledovne:
X:m,-yj = T;Yi :O;i,j = 1,...,n .
Pre saéin A™ x P™~! st definované projekcie p; : A™ x P*~1 o A" a

p2 : A® x P"~1 — Pl Zijenie projekcie p; na X oznalme ¢; teda
p=p|X.
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Potom plati

¢ 1(P)=P eXpreP#0

»~1(0) = Pt

Priklad naftiknutia pre A2 a P! je znizorneny na obr. 8.

x Y:ytexd(x+1)
?
—_— PQSE:(t’u)'
y':EuY
-1 T~ 7:ulax+l, a1
y =xu
Obr. 8

Proces nafiikknutia mozno zovSeobecnit z bodu na Iubovolnii podvarietu. Tak
je v praci [5] vyZetrované ,nafiiknutie pozdlz variety“.
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