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LÖWIGOVY PRÁCE Z ALGEBRY

Koncem třicátých let se Löwigův zájem začal přesouvat k abstraktní algebře.
Přechod k této disciplíně zprostředkovalo patrně jeho studium některých prací
týkajících se Booleových okruhů a rozvíjející se teorie svazů.1 Jejich autory byli
především Garrett Birkhoff (1911–1996), Edward Vermilye Huntington (1874–
1952), Øystein Ore (1899–1968) a Marshall Harvey Stone (1903–1989).

O teorii svazů, jejím vzniku, vývoji a problémech viz např. [Me], [Kö], [HK],
[B11], [B12], [B13], [G4], [G5], [G7], [Ro], [ABH]. Zájemcům o teorii svazů
a Booleových algeber je možno doporučit učebnice a monografie [BD], [B10],
[G1], [G2], [G3], [G6], [G8], [H], [Si], [Sz] atd.

∗ ∗ ∗

H. Löwig ve svých pracích z teorie svazů a Booleových algeber navazoval
zejména na pojednání G. Birkhoffa nazvané On the structure of abstract algeb-
ras [B5] z roku 1935 – citoval je ve svých pracích [L10], [L14], [L15], [L16], [L17],
[L18], [L21] a [L23]. Několikrát uvedl v seznamu použité literatury i Birkhoffův
článek Rings of sets [B8] z roku 1937; bylo to v pracích [L10], [L12], [L13]
a [L14]. V článku [L10] citoval ještě Birkhoffovy práce On the combination of
topologies [B7] z roku 1936 a Lattices and their applications [B9] z roku 1938.
Birkhoffovu monografii Lattice Theory [B10] z roku 1967 (3. vydání) citoval
v práci [L23].

V článku [L10] se odkazoval ještě na práci D. van Dantziga Zur topolo-
gischen Algebra I. Komplettierungstheorie [Da] z roku 1933, na práci Boole-
Schrödersche Verbände [K] Fritze Kleina z roku 1936 a na práci L. V. Kanto-
roviče Lineare halbgeordnete Räume [Ka] z roku 1937.

V práci [L11] citoval H. Löwig Dedekindovo pojednání Über die von drei
Moduln erzeugte Dualgruppe [De2] z roku 1900 a Oreovu práci On the found-
ation of abstract algebra I [Or] z roku 1935. V článku [L12] se odkazoval na
pojednání Leopolda Löwenheima (1878–1957) z roku 1910 nazvané Über die
Auflösung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul [L], na článek Norberta
Wienera (1894–1964) z roku 1917 pojmenovaný Certain formal invariances in
Boolean algebras [Wi] a na práci A generalization of the syllogism [Be1] z roku
1924 od B. A. Bernsteina. V článku [L13] citoval Oreovu práci On the found-
ation of abstract algebra I [Or] z roku 1935.

V práci [L19] citoval H. Löwig článek Completely distributive complete lat-
tices [Ra] z roku 1952, jehož autorem je George Neal Raney, v pracích [L20]
a [L21] článek Eine Konstruktion absolut freier Algebren [Ke1] z roku 1965 od
Roberta Kerkhoffa a v práci [L10] a [L24] Stoneovo pojednání The theory of
representations for Boolean algebras [St1] z roku 1936.

1 Poznamenejme, že se v tehdejších pracích utvářející se funkcionální analýzy, které
H. Löwig studoval, objevovaly u některých autorů úvahy o svazech podprostorů Hilberto-
vých prostorů.
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V několika pracích se H. Löwig odkazoval na následující monografie: v [L14]
naMengenlehre [Hau] Felixe Hausdorffa (1868–1942) z roku 1944 (reprint 3. vy-
dání), v [L16] na Grundlagen der Analysis [La] Edmunda Landaua (1877–1938)
z roku 1930, v [L22] na Lectures on Continuous Geometry [No1] Johna von
Neumanna (1903–1957) z roku 1937 a později na jeho knihu Continuous Geo-
metry [No2] z roku 1960, v [L24] na Introduction to Lattice Theory [Sz] Gábora
Szásze z roku 1963 a na Distributive lattices [BD] Raymonda Balbese a Philipa
Dwingera z roku 1974.

∗ ∗ ∗

V roce 1941 publikoval H. Löwig v americkém časopisu Annals of Mathemat-
ics rozsáhlou práci Intrinsic topology and completion of Boolean rings [L10]
týkající se rozšíření Booleova okruhu na σ-úplný Booleův okruh, v němž je
původní okruh hustý. K tomuto cíli mu posloužila metoda založená na pojmu
vnitřního prvku, která připomíná konstrukci reálných čísel založenou na Cau-
chových posloupnostech. H. Löwig zde zobecnil řadu výsledků z teorie Boole-
ových σ-okruhů, k nimž došli Holbrook Mann MacNeille (1907–1973) v práci
Partially ordered sets [MN], J. von Neumann v přednáškách Lectures on Con-
tinuous Geometry [No1] a M. H. Stone v práci Algebraic characterizations of
special Boolean rings [St2], na obecné Booleovy okruhy.

Löwigova práce [L10] obsahuje 151 vět, vyniká neobyčejnou důkladností; dů-
slednost v prezentaci výroků a pečlivost, která často svádí k puntičkářství, je
typická pro všechny Löwigovy publikace. Například 108. věta obsahuje 17 ne-
rovností týkajících se dolních a horních limit posloupností. Takováto pečlivost
však nutně vede ke zdlouhavé prezentaci, kterou je možno pozorovat již v jeho
práci Komplexe euklidische Räume von beliebiger endlicher oder transfiniter
Dimensionszahl [L6] ve srovnání s prací Friedricha Riesze (1880–1956) nazva-
nou Zur Theorie des Hilbertschen Raumes, která za Löwigovou prací v časopisu
Acta Litterarum Scientiarum Szeged v roce 1934 následuje.

H. Löwig v roce 1951 publikoval ještě krátké pojednání týkající se Booleo-
vých algeber nazvané On transitive Boolean relations [L12]. Podal v něm nutné
a postačující podmínky pro to, aby relace R definovaná vztahem

xRy
def
= axy + bxȳ + cx̄y + dx̄ȳ = 0

byla relací tranzitivní, resp. ekvivalencí, resp. kvaziuspořádáním, resp. polo-
uspořádáním definujícím Booleovu algebru.

Publikace [L12], jako ostatně i další Löwigovy práce, svědčí o tom, jak po-
zorně autor studoval i starší literaturu; obsahuje důležité a cenné reference. Jen
z nich se dozvíme o motivaci ke studiu relace R objevující se v Löwenheimově
práci Über die Auflösung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul [L] z roku
1910 a studované N. Wienerem roku 1917 v článku Certain formal invariances
in Boolean algebras [Wi] a B. A. Bernsteinem roku 1924 v pojednání A gene-
ralization of the syllogism [Be1]. V této souvislosti nelze opomenout příspěvky
On a relation between the logical theory of classes and the geometrical theory
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of points [Kem] z roku 1890 Alfreda Braye Kempea (1849–1922) a Sets of inde-
pendent postulates for the algebra of logic [H1] E. V. Huntingtona z roku 1904.
Práce těchto matematiků předcházely pozdější Oreově a Birkhoffově snaze, zfor-
mulovat teorii algebraických struktur, zejména svazů, která ovlivnila, tak jako
mnoho jiných algebraiků, i H. Löwiga.

∗ ∗ ∗

Fundamentální význam pro vývoj teorie svazů měla práce Richarda De-
dekinda (1831–1916) z roku 1900 nazvaná Über die von drei Moduln erzeug-
te Dualgruppe [De2], v níž abstrahoval chování normálních podgrup a ideálů
a došel tak k pojmu modulární svaz.2 Popsal strukturu volného modulárního
svazu (o 28 prvcích) generovaného třemi prvky. Na následujícím obrázku připo-
meňme jeden tvar tohoto volného modulárního svazu; současně poznamenejme,
že volný modulární svaz generovaný čtyřmi prvky je nekonečný.

•

� a∨b � a∨c � b∨c

� a∨b∨c

•(a∨b)∧(a∨c) • (a∨b)∧(b∨c) • (a∨c)∧(b∨c)

(a∨b)∧(a∨c)∧(b∨c)(b∧c)∨a (a∧c)∨b (a∧b)∨c

(a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)(b∨c)∧a (a∨c)∧b (a∨b)∧c

a∧[(a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)]=

=(a∧b)∨(a∧c) (a∧b)∨(b∧c) (a∧c)∨(b∧c)

a∧b a∧c b∧c

a∧b∧c

(b∧c)∨[(b∨c)∧a]=

=(b∨c)∧[(b∧c)∨a]

(a∨c)∧[(a∧c)∨b]

(a∨b)∧[(a∧b)∨c]
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Obr. 1 Volný modulární svaz generovaný třemi prvky

2 Myšlenky, které dnes řadíme do teorie svazů, nacházíme i v jiných Dedekindových pra-
cích, například v článku Über Zerlegung von Zahlen durch ihre größten gemeinsamen Tei-
ler [De1] z roku 1897.

HM 50 - Zapomenutý matematik - text.indd   119 9.1.2012   8:44:11



120

Je pochopitelné, že už v počátcích teorie svazů, této nové disciplíny, byla
chápána role i význam pojmů modulárního a distributivního svazu.

Je zajímavé podotknout, že Birkhoffův článek On the combination of subal-
gebras [B1] týkající se teorie svazů, který byl publikován roku 1933, žádný
odkaz na Dedekindovu práci [De2] neobsahuje. G. Birkhoff zde definoval mo-
dulární zákon, modulární svazy nazýval B-svazy. Ještě v následujících člán-
cích Applications of lattice algebra [B2] a On the lattice theory of ideals [B3]
z roku 1934 mluvil oB-svazech, definoval zde i distributivní svazy, které nazýval
C-svazy, ačkoliv se již o Dedekindově práci [De2] stručně zmínil. Teprve v po-
známce Note on the paper “On the combination of subalgebras” [B4] z téhož
roku uvedl, že ho na Dedekindovu práci [De2] upozornil Ø. Ore, a porovnal
své výsledky s Dedekindovými. V pracích On the structure of abstract alge-
bras [B5] z roku 1935 a Lattices and their applications [B9] z roku 1938 již
použil současnou terminologii. Ø. Ore se odvolal na Dedekindovu práci [De2]
již na začátku svého příspěvku On the foundation of abstract algebra I [Or]
z roku 1935 a užíval terminologii Dedekindových svazů.

∗ ∗ ∗

Pojem modularity motivoval první Löwigovy práce týkající se teorie svazů.

Pro každé tři prvky a, b, c libovolného svazu platí vztah

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ [(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)]

a duálně
(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ≤ a ∨ [(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)].

Ø. Ore ve své práci [Or] poukázal na to, že pro libovolné tři prvky a, b, c
modulárního svazu platí

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = a ∧ [(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)] (1)

a duálně
(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ [(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)]. (2)

Zároveň dodal, že identity (1) a (2) mohou být považovány za jinou formulaci
modulárního axiomu a že ve svazu, pro který modulární axiom neplatí, musí
být tyto rovnosti nahrazeny nerovnostmi.3

Ve svazu na obrázku 2 (všeobecně značeném symbolem N5 a nazývaném
pentagon) platí

[a ∧ (b ∨ c)] ∨ (b ∧ c) �= [a ∨ (b ∧ c)] ∧ (b ∨ c),

3 It should be observed, and it is easily verified, that each of the relations (1) to (5) may be
considered as a restatement of the axiom of Dedekind. In a structure in which the Dedekind
axiom does not hold these identities must be replaced by inequalities. ([Or], str. 413)
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tj. svaz N5 není modulární. Charakterizuje nemodulární svazy v tom, že každý
svaz, který není modulární, obsahuje podsvaz izomorfní s N5. Přitom je snadné
se přesvědčit, že prvky svazu N5 splňují (1) i (2).

•

•

•

•

•

1=a∨b=a∨c

0=a∧b=a∧c

c=b∨c

b=b∧c

a
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Obr. 2 Svaz N5 : b = [a ∧ (b ∨ c)] ∨ (b ∧ c) �= [a ∨ (b ∧ c)] ∧ (b ∨ c) = c

Zevrubné vysvětlení tohoto problému podal H. Löwig ve svém článku On
the importance of the relation [(A,B), (A,C)] = (A, [(B,C), (C,A), (A,B)])
between three elements of a structure [L11]. Sestrojil (nemodulární) svaz L9
(viz obrázek 3), v němž prvky a, b, c nesplňují rovnost (1), a dokázal následující
tvrzení, paralelní s výše zmíněnou charakteristikou modulárních svazů, tj. svazů
splňujících pro každé tři prvky a, b, c identitu

[a ∧ (b ∨ c)] ∨ (b ∧ c) = [a ∨ (b ∧ c)] ∧ (b ∨ c).

(a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)=a∨b∨c

a∧[(a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c)]
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a∧b a∧c b∧c

a∧b∧c

.......................................
........
........
.............
..........................

� � �

•

•

a b c.......................................
........
........
.............
.......................... .......................................

........
........
.............
.......................... .......................................

........
........
.............
..........................

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
........

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
.............
............
............
............
............
............
............
.......

.............................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

....
.......................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
.........

............
............
............
............
............
............
............
............
............
.............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
........

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

...

Obr. 3 Svaz L9 : a ∧ [(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)] �= (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
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Věta. Každý svaz, který nesplňuje pro libovolnou volbu prvků a, b, c rov-
nost (1), obsahuje podsvaz izomorfní se svazem L9.4

Touto větou H. Löwig vysvětlil, proč každý svaz s nejvýše osmi prvky splňuje
identitu (1) pro každou volbu prvků a, b, c. Zároveň upozornil na zajímavou
skutečnost, že totiž (duální) identita (2) je ve svazu L9 splněna.5

Množina všech prvků x splňujících pro daný prvokvocient a/b distributiv-
ního svazu rovnost (b∧x)∨a = b tvoří prvoideál Pa/b. V poznámce Bemerkung
zu den Primquotienten eines distributiven Verbandes [L13] H. Löwig ukázal,
že Pa/b = Pc/d tehdy a jen tehdy, jsou-li prvokvocienty a/b a c/d podobné.
Práce Note on the self-duality of the unrestricted distributive law in complete
lattices [L19] a On the completion of relatively complemented distributive lat-
tices [L24] se rovněž týkají distributivních svazů. V první z nich autor po-
dal nový důkaz duality distributivních zákonů pro úplné svazy, kterou zfor-
muloval roku 1952 G. N. Raney v článku Completely distributive complete
lattices [Ra]. V druhé práci rozšířil vnoření relativně komplementárního dis-
tributivního svazu s nulovým prvkem do úplné Booleovy algebry (vytvořené
jeho normálními ideály) na případ, kdy relativně komplementární svaz nemá
nulu. Tohoto minimálního zúplnění dosáhl konstrukcí svazu normálních filtrů
ve svazu normálních ideálů původního relativně komplementárního distributiv-
ního svazu.

Motivací práce Note on the theory of independence in continuous geome-
tries [L22] je formulace Věty 2.7 ve von Neumannově monografii Lectures on
Continuous Geometry [No1] z roku 1937. Věta 2.7 se týká charakterizace pojmu
nezávislosti v úplném komplementárním modulárním svazu L.6 John von Neu-
mann definoval podmnožinu A ⊆ L jako nezávislou, jestliže pro každý (dis-
junktní) rozklad A = X ∪ Y platí

( ∨

a∈X

a
)
∧
( ∨

a∈Y

a
)
= 0,

a uvedl tvrzení, že A je nezávislá právě tehdy, když

B =
{ ∨

a∈X

a | X ⊆ A
}

je izomorfní s Booleovou algebrou všech podmnožin množiny A (přičemž spo-
jení a průseky odpovídají sjednocením a průnikům). H. Löwig ukázal, že toto
von Neumannovo tvrzení obecně neplatí a dokázal následující skutečnost: A je

4 THEOREM 8. Any structure in which the equation (2) is not generally valid contains
at least one sub-structure of the ninth order having the same property.
THEOREM 9. Any structure of the ninth order in which the equation (2) is not generally
valid is isomorphic with the structure Λ. ([L11], str. 578)
5 Tuto skutečnost ocenili např. R. Padmanabhan a S. Rudeanu roku 2008 v monografii

Axioms for Lattices and Boolean Algebras [PR].
6 Viz též práce [B6], [Wh], [H2].
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nezávislá právě tehdy, když zobrazení přiřazující každé podmnožině X ⊆ A pří-
slušný prvek

∨
a∈X a ∈ B je izomorfismem. Přitom poukázal na to, že von

Neumannova formulace platí v případě, že A je konečná podmnožina.

V práci On the properties of freely generated algebras [L14] H. Löwig for-
muloval svým typickým rigorózním způsobem pojem Birkhoffovy volně gene-
rované algebry v případě, že není žádného omezení na počet operací a na jejich
arity. Užitím striktně formálního značení odvodil v padesáti větách základní
vlastnosti volných algeber, jejich homomorfismů, volných bází a závislosti jejich
prvků. Tato práce se stala základem pro navazující rozsáhlý soubor publikací
[L15], [L16], [L17], [L18], [L20], [L21] a [L23], které na sebe navazují a jsou ci-
továny např. v Grätzerově monografii Universal Algebra [G1]. Všechny svědčí
o Löwigově mimořádné pečlivosti, která dokáže zavést čtenáře k vyhraněně
abstraktnímu značení. Cílem těchto Löwigových prací je odstranění logických
potíží, které jsou implicitně spojené s některými Birkhoffovými definicemi za-
vedenými v článku On the structure of abstract algebras [B5] z roku 1935. Ty
se týkají především potíží spojených s transfinitními konstrukcemi nutnými
v důkazech existence volných algeber. H. A. Thurston, recenzent Löwigovy
práce Gesetzrelationen über frei erzeugten Algebren [L15], např. poukázal na
to, že přesné Löwigovy formulace dovolují rozhodnout, zda algebra nad množi-
nou A bez jakýchkoliv operací je nebo není stejná jako algebra nad množinou A
s operacemi, které jsou funkcemi s prázdným definičním oborem.7 Samotný
fakt, že tyto práce obsahují 240 vět, čtenáře ujistí o jejich rozsahu.

∗ ∗ ∗

Hodnocení Löwigových výsledků v algebře by nebylo úplné bez zmínky o jeho
podrobném studiu a pozorné recenzní činnosti. To vše svědčí nejen o tom,
s jakou důkladností sledoval současnou literaturu, ale též o jeho pečlivosti,
jakou recenzovaným pracím věnoval. Dokumentujme to několika příklady.

Během druhé světové války se H. Löwig seznámil s přednáškami Lectures of
Continuos Geometry [No1], které J. von Neumann proslovil v letech 1935 až
1937 na Institute for Advanced Study v Princetonu v New Jersey. Podrobně
je prostudoval a nalezl v nich několik nedostatků.8 V září roku 1946 napsal
o svých zjištěních J. von Neumannovi. Teprve roku 1957 se z USA ozval Israel
Halperin, který připravoval vydání von Neumannových přednášek Continuous
Geometry [No2].9 Zahrnul Löwigovy opravy do knihy a pochvalně se o nich
vyjádřil v doslovu (viz [No2], str. 291). Halperinovo vydání von Neumannových
přednášek recenzoval pro Mathematical Reviews10 Fumitomo Maeda – téměř
třetinu recenze věnoval objasnění Löwigových oprav.11

7 Löwig’s precise formulations enable one to decide, for example, whether or not the
algebra over A with no operations is the same as the algebra over A all of whose operations
are functions on no elements. (MR0067853 (16,786e) )
8 Podrobnosti jsou uvedeny na stranách 36–37 této knihy.
9 John von Neumann roku 1957 zemřel.
10 MR0120174 (22#10931).
11 Pasáž z Maedovy recenze je citována v této knize na straně 36–37. Poznamenejme, že
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L. R. Wilcox a M. F. Smiley zveřejnili roku 1946 opravu svého článkuMetric
lattices [WS] z roku 1939, v níž poznamenali:

Henry Loewig, in a letter dated September 23, 1940, which reached us
March 28, 1946, pointed out and corrected a flaw in the paper cited.12

H. Kenyon děkoval H. Löwigovi v článku Two theorems about relations [Ken]
z roku 1963 za upozornění na chybu v dřívější verzi své práce.

H. Löwig rovněž poukázal na chybu v práci On definitions of Boolean rings
and distributive lattices [Ôh] z roku 1968, kterou následně její autor Sakiho
Ôhashi ve spolupráci s Kiyoshi Isékim v krátkém článku Axiom systems of
distributive lattice [IÔ] z roku 1970 opravili:13

In a letter of Dr. H. F. J. Lowig to Ôhashi, he noted that Theorem 2 in [1],
is true under an additional condition .. . ([IÔ], str. 409)

∗ ∗ ∗

Löwigova práce [L10] byla poměrně úspěšná. Roku 1951 ji citoval Basil
C. Rennie (1920–1996) v článku Lattices [Re], ve stejném roce ji uvedli Leonid
Vital’evič Kantorovič (1912–1986), Boris Zacharovič Vulich (1913–1978) a Aron
Grigor’evič Pinsker (1905–1985) v seznamu bibliografických zdrojů své rozsáhlé
společné práce Poluuporjadočennye gruppy i linejnye poluuporjadočennye pro-
stranstva [KVP].

David O. Ellis a H. D. Sprinkle citovali práci [L10] jednak v drobném článku
Topology in B-metrized spaces [ES1] z roku 1952, jednak v článku Topology of
B-metric spaces [ES2] z roku 1956. Ve své druhé práci napsali:

The work was suggested mainly by the interesting comparison between the
distance geometries of ordinary metric spaces and the autometrized Boolean
algebras studied by one of us (10, 11) and, more recently, by L. M. Blumenthal
and others (5).14 There is a hint of the program, however, in a paper of Löwig
around 1936 (22). ([ES2], str. 250)

Práci [L10] citoval roku 1965 Fredos Papangelou v práci Some considerations
on convergence in Abelian lattice-groups [Pa], roku 1967 se na ni odkazovali
Jerold Chase Mathews a R. F. Anderson v článku A comparison of two modes
of order convergence [MA], roku 1993 Jörg Stephan v práci Varieties generated
by lattices of breadth two [Ste] a roku 2005 George Georgescu a Andrei Popescu
v článku Similarity convergence in residuated structures [GP].

F. Maeda vydal roku 1958 německý překlad své japonské monografie z roku 1950 nazvaný
Kontinuierliche Geometrien [M]. Velmi podrobnou recenzi této knihy uveřejnil I. Halperin
(Bulletin of the American Mathematical Society 64(1958), 386–390), který se i zde zmínil
o Löwigových opravách von Neumannova textu.
12 Poznamenejme, že rozdíl mezi daty je způsoben válečnými událostmi.
13 Tato skutečnost je připomenuta i v monografii [PR] na stranách 62 a 201.
14 Míněna je práce Leonarda M. Blumenthala Boolean geometry I, National Bureau of

Standards, 1952. Viz též Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 1(1952), 343–360.
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Práci [L11] citovala roku 1950 R. V. Petropavlovskaja v článku O zako-
nach v strukturach [Pe], roku 1965 se na práci [L11] odvolávali T. Tamura
a F. M. Yaqub v práci Examples related to attainability of identities on lattices
and rings [TY]; Löwigův přínos připomněl i Hans-Jürgen Hoehnke (nar. 1925),
který o práci [TY] napsal referát pro časopis Mathematical Reviews.15

Ž. A. Omarov citoval práci [L11] v článcích O mnogoobrazii rešetok, oprede-
lennom toždestvom Ikbalunnisy [Om1] z roku 1988 a O peresečenii necharakte-
rizuemych mnogoobrazij rešetok [Om2] z roku 1990.

G. Birkhoff citoval v revidovaném vydání své monografie Lattice Theo-
ry [B10] z roku 1948 Löwigovy práce [L10] a [L11].16 Ve třetím vydání Lattice
theory z roku 1967 je zmínka o H. Löwigovi na str. 142 v souvislosti s pracemi
J. Schmidta, a J. S�lomińského,17 v závěrečné bibliografii (str. 411–413) však
Löwigovy práce [L10] a [L11] uvedeny nejsou.

George Grätzer (nar. 1936) citoval práci [L11] v první kapitole knihy Lattice
Theory. First Concepts and Distributive Lattices [G2] z roku 1971.

The examples of lattice identities we have seen so far seem to suggest that
all such identities are self-dual. The identity (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = a, where
a = x ∧ ((x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x)), b = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z), c = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z),
is an example of a nonself-dual identity. (H. F. J. Lowig [1943]). ([G2], str. 63)

V jeho knize General Lattice Theory [G3] z roku 1978 a jejích dalších vydá-
ních (1998, 2003, 2007, ruský překlad 1982) je tato pasáž ukončena obšírněji:

This identity holds in a lattice L iff L does not have a sublattice isomorphic
to the dual of the lattice of Figure V.2.7; see H. F. J. Löwig [1943]. ([G3], str. 53)
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Obr. 4 Obrázek V.2.7 z Grätzerovy monografie ([G3], str. 240)

Práci [L11] citoval G. Grätzer i v monografii Lattice Theory. Foundat-
ions [G8] z roku 2010. Výsledky článku [L11] připomněli rovněž Ranganathan
Padmanabhan a Sergiu Rudeanu v knize Axioms for Lattices and Boolean
Algebras [PR].

15 MR0191852(33#79).
16 Löwigovy výsledky jsou zmíněny na stranách 66, 109 a 166, v závěrečném seznamu

literatury na stranách 272 až 274 však jeho práce uvedeny nejsou. V ruském překladu Teorija
struktur z roku 1952 byly tyto dvě práce zaneseny do seznamu literatury – viz str. 384.
Citovány jsou na stranách 104, 160 a 233.
17 V ruském překladu Teorija rešetok na straně 188.
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Roman Sikorski (1920–1983) citoval Löwigovu práci [L12] v knize Boolean
Algebras [Si] z roku 1960, v jejím druhém a třetím vydání z roku 1964, resp.
1969 uvedl v seznamu literatury práce [L10] a [L12].18

Poměrně často bylo odkazováno i na Löwigovy práce [L14], [L15] a [L16].

A. Nerode (nar. 1932) citoval roku 1959 práci [L15] v článku Composita,
equations, and freely generated algebras [Ne], Walter Felscher (1931–2000) se
odkazoval roku 1965 na práce [L14] a [L16] v článku Zur Algebra unendlich
langer Zeichenreihen [F]. Mimo jiné zde napsal:

In der mathematischen Logik hat man in den letzten Jahren viele und
berechtigende Gründe gefunden, sich mit solchen formalen Sprachen zu be-
fassen, denen unendlich lange Zeichenreihen zugrunde liegen .. . Die Term-
und Formelalgebren solcher Sprachen sind dann absolut freie Algebren mit in-
finitären Operationen, und eine algebraische Theorie solcher Algebren ist von
LOWIG [1], [2], S�LOMINSKI [1], DIENER [1] und KERKHOFF [1] dargestellt
worden.19 ([F], str. 5)

Na Löwigovy práce často navazoval Jürgen Schmidt.

V článku Peano-Bäume [S1]20 z roku 1960 se odkazoval na práci [L14]. V ná-
sledujícím článku Algebraic operations and algebraic independence in algebras
with infinitary operations [S2] citoval práce [L14] a [L15]. V úvodu napsal:

Since in more recent times, especially following the needs of metamathemat-
ics, a deeper interest in infinitary operations has arisen (e.g. cf. DÖRGE [4],
LÖWIG [6], [7], SOMINSKI [11]), we want to contribute to this development
by extending MARCZEWSKI’s theory to infinitary operations.21 ([S2], str. 77)

O něco dále uvedl v poznámce pod čarou:

In fact, LOWIG seems to be the only author on general algebra who pro-
fits by this convenient general form of induction (containing ordinary complete
induction on natural numbers as an extremely special case), whereas other au-
thors, e.e. SOMINSKI [11], make a sometimes more than exhaustive use of
transfinite induction on rank numbers. Still, algebraic induction is frequently
used in metamathematics, even by authors of the intuitionistic schools.22 ([S2],
str. 84)

V práci Die Charakteristik einer allgemeinen Algebra. I. [S3]23 z roku 1962
se několikrát odvolával na Löwigovy články [L15] a [L16]. V článku Some
properties of algebraically independent sets in algebras with infinitary operat-
ions [S4] z roku 1964 citoval Löwigovu práci [L14]. Mimo jiné uvedl:

18 V ruském překladu z roku 1969 druhého vydání monografie [Si] z roku 1964 jsou
v seznamu literatury rovněž uvedeny práce [L10] a [L12].

19 Citovány jsou práce J. S�lomiński [S�l], K.-H. Diener [Di0], R. Kerkhoff [Ke1].
20 Článek byl věnován 60. výročí narození Karla Dörge (1899–1975).
21 Odkazy jsou na práce [Dö], [Mar1] a [Mar2].
22 V celém článku autor píše Sominski místo správného S�lomiński.
23 Práce je věnována Reinholdu Baerovi (1902–1979) k 60. narozeninám.
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. . . the existence of the element basis for all elements x in the algebraically
independent generating set M is secured in the special cases of finitary algebras
and (reproducing a result of Löwig [1]) of absolutely free algebras .. . ([S4],
str. 123)

Na mnoha místech dalšího článku, nazvaného Über die Dimension einer
partiellen Algebra mit endlichen oder unendlichen Operationen [S5] z roku 1965
citoval Löwigovu práci [L14]. Ve stejném roce se v článku Die überinvarianten
und verwandte Kongruenzrelationen einer allgemeinen Algebra [S6] mnohokrát
odkazoval na práce [L14] a [L15].

LOWIG, S�LOMIŃSKI und B. H. NEUMANN haben es unternommen24,
die Birkhoffsche Gleichungstheorie rein innermathematisch nachzubauen. An
die Stelle der der Metamathematik angehörenden formalen Sprache der alge-
braischen Gleichungen treten als genaue innermathematische Gegenstücke die
absolut freien Algebren25 . . .26 ([S6], str. 131)

Peter Burmeister a Jürgen Schmidt citovali roku 1966 v článku Über die
Dimension einer partiellen Algebra mit endlichen oder unendlichen Operatio-
nen II [BS] práci [L15]. J. Schmidt citoval práce [L14], [L15] a [L16] i v článku
Clones and semiclones of operations [S7] z roku 1977 (publikováno roku 1982);
o Löwigově práci [L14] se zmínil i H.-J. Hoehnke v referátu o Schmidtově
práci [S7].27

Práci [L16] citoval roku 1977 E. G. Manes v článku Free algebraic theo-
ries [Ma], který však byl publikován až roku 1982 v [CFS].

Robert Kerkhoff citoval články [L14] a [L16] v pracích Eine Konstruktion
absolut freier Algebren [Ke1] z roku 1965 a Über verallgemeinerte Peano-
Algebren [Ke2] z roku 1969.28

V úvodu svého článku [Ke1] podal definici absolutně volné algebry:

Die Algebra A heißt absolut frei über einer Menge B, wenn eine Abbildung d
von B in A existiert, so daß zu jeder Abbildung h von B in die Grundmenge

24 LOWIG [5], [6] und S�LOMIŃSKI [13] für beliebige endlich- oder unendlichstellige
Operationen, B. H. NEUMANN [9] unter Beschränkung auf endlichstellige Operationen.
25 LOWIG [5]: freely generated algebras; S�LOMIŃSKI [13] p. 21: absolutely free alge-

bras; B. H. NEUMANN [9] p. 50: free anarchic algebras; BIRKHOFF [3] p. 162: primitive
algebras.
26 Citovány jsou práce: J. S�lomiński [S�l], B. H. Neumann [Neu], G. Birkhoff [B10].
27 MR660904 (83m:08005).
28 V obsáhlé recenzi knihy Paul Howard, Jean Estelle Rubin (1967–2002): Consequen-

ces of the Axiom of Choice [HR] zveřejněné v časopisu Zentralblatt für Mathematik (Zbl
0947.03001) napsal K.-H. Diener mimo jiné toto: The proof of the existence of Peano al-
gebras is a different matter. In 1965 R. Kerkhoff [Math. Ann. 158, 109–112 (1965; Zbl.
0192.09402)] published a surprisingly simple construction which does not make use of any
form of the axiom of choice! Several other proofs had been published before (e.g., by Birkhoff,
Löwig, Dörge, Harzheim, Peirce, S�lomiński etc.); they all use consequences of the axiom of
choice by assuming that the “arities” have well-ordered cardinalities, and that there exists
a regular cardinal above them. V knize [HR] je citována Löwigova práce [L7].

HM 50 - Zapomenutý matematik - text.indd   127 9.1.2012   8:44:21



128

einer Algebra D vom Typ ∆ genau ein Homomorphismus ϕ von A in D existiert
mit ϕ◦d = h. Bekanntlich (DIENER [2], §2; LOWIG [5], [6]; S�LOMIŃSKI [7],
Chap. III, §1) ist eine absolut freie Algebra A über der Menge B durch folgende
drei Eigenschaften (verallgemeinerte Peano-Axiome) charakterisiert:

(P1) Es existiert eine Injektion d von B in A, so daß A von B∗ = d(B) er-
zeugt wird und die Elemente aus B∗ nicht als Bilder unter Operationen
auftreten;

(P2) verschieden indizierte Operationen haben disjunkte Bilder;
(P3) die Operationen sind umkehrbar. ([Ke1], str. 109)

Egbert Harzheim roku 1966 citoval práci [L16] v článku Über die Grundlagen
der universellen Algebra [Ha].29

Karl-Heinz Diener, žák Jürgena Schmidta, se odkazoval v článku Order in
absolutely free and related algebras [Di1] z roku 1966 na práce [L14] a [L15].
V úvodu napsal:

The class of all well-formed formulas of a formal language together with
the operations corresponding to the logical connectives forms an absolutely free
algebra; moreover, the recent study of formal languages with infinitely long ex-
pressions requires the admission of infinitary operations. On the other hand,
absolutely free algebras, being special cases of free algebras, have been investi-
gated in General Algebra both for their own interest and as a tool to define
such notions as “equation” etc. without using metamathematical concepts (see
e.g. Löwig [6], [7], S�lomiński [11]). ([Di1], str. 63)

V příspěvku On constructing infinitary languages Lαβ without the axiom of
choice [Di2] z roku 1983 citoval K.-H. Diener práce [L14] a [L16]. V článku
On the transitive hull of a κ-narrow relation [D3] z roku 1992 uvedl práce
[L14] a [L16] a v článku On the natural order relation in Peano algebras with
finitary or infinitary operations [Di4] z roku 1993 práci [L14]. V článku On
the predecessor relation in abstract algebras [Di5] z roku 1993 rovněž citoval
Löwigovy výsledky.

George Grätzer (nar. 1936) uvedl Löwigovy práce [L14], [L15], [L16], [L17]
a [L18] v soupisu literatury své monografie Universal Algebra [G1] z roku
1968.30 V dalším vydání své knihy z roku 2008 uvedl (viz Additional Bibli-
ography) ještě práce [L20] a [L21].

Práce [L19] je zanesena i v souhrnné bibliografii (The Continuous Latti-
ces Bibliography) otištěné ve sborníku Continuous Lattices and their Applicat-
ions [HH] z roku 1985 a v bibliografii uvedené v článku Teorija struktur [GSF],
který roku 1970 publikovali M. M. Gluchov, I. V. Stelleckij a T. S. Fofanova.

29 Článek byl připsán 65. výročí narození K. Dörge.
30 Viz str. 346 (Bibliography). V úvodu (na straně ix) poděkoval za pomoc a podněty

několika kolegům, mezi nimi i H. Löwigovi.
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V. A. Artamonov uvedl v rozsáhlém přehledovém článkuUniversal’nye algeb-
ry [Ar] otištěném roku 1976 v periodiku Itogi nauki i techniki. Algebra. Topo-
logija. Geometrija Löwigovy práce [L20] a [L21].

Na webových stránkách Jaroslava Ježka (1945–2011)

http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼jezek/bibua.pdf

jsou v bibliografii prací z univerzální algebry a souvisejících témat (duben 2008,
321 stran) uvedeny Löwigovy práce [L11], [L14], [L15], [L16], [L17], [L18], [L20]
a [L21].

∗ ∗ ∗

Kromě H. Löwiga našla teorie svazů v Praze ve čtyřicátých a padesátých
letech 20. století úrodnou půdu v pracích Vladimíra Kořínka (1899–1981)31

a jeho žáků Ludvíka Janoše, Čestmíra Vitnera a Václava Vilhelma. V. Kořínek
publikoval roku 1941 práci Der Schreiersche Satz und das Zassenhaussche Ver-
fahren in Verbänden [Ko1], ve stejném roce publikoval H. Löwig práci [L10].
Roku 1943 došlo k bližšímu kontaktu mezi oběma matematiky; jejich příleži-
tostná korespondence pokračovala až do počátku osmdesátých let.32 V. Koří-
nek publikoval roku 1949 svoji druhou práci z teorie svazů Lattices in which the
theorem of Jordan-Hölder is generally true [Ko2]; v té době již byl H. Löwig
v Hobartu.

Pod Kořínkovým vedením se zrodily doktorské práce L. Janoše Vlastnosti
Zassenhausova zjemnění (1949/50), Č. Vitnera Podmínky semimodularity ve
svazech (1951/52) a V. Vilhelma Jordan-Hölderova věta ve svazech bez koneč-
nosti řetězců (1951/52), jejichž výsledky byly publikovány v letech 1953 a 1954
v časopisu Czechoslovak Mathematical Journal (viz [J], [Vit], [Vil]). Zdá se, že
mezi těmito matematiky a H. Löwigem ani k odborným ani osobním kontaktům
nedošlo. Z dostupných zdrojů o tom není nic známo.

H. Löwig se snažil udržet vztahy s českým prostředím. Jak už bylo řečeno, po
několik desetiletí korespondoval s Vladimírem Kořínkem, své práce [L12], [L20]
a [L22] publikoval v časopisu Czechoslovak Mathematical Journal. Pozorně
sledoval publikace českých a slovenských matematiků spadající do teorii svazů
a algeber, pro časopis Mathematical Reviews o nich psal referáty (jejich autory
byli E. Gedeonová, V. Slavík, J. Ježek, J. Havrda, V. Vilhelm, D. Jakubíková-
Studenovská, V. Rödl). O další produkci českých a slovenských matematiků
v teorii svazů se lze dočíst v disertaci Štěpánky Bilové Lattice Theory in Czech
and Slovak Mathematics until 1963 [Bi] z roku 2004.33

Na Löwigovy výsledky bezprostředně navázali pouze Ján Jakubík (nar. 1923)
a Milan Kolibiar (1922–1994). Roku 1954 citovali ve společném článku O neko-
torych svojstvach par struktur [JK] jeho práci [L12]. M. Kolibiar se odkazoval

31 V. Kořínkovi je věnována monografie Z. Kohoutová, J. Bečvář [KB].
32 Úryvky z jejich korespondence jsou uvedeny v první kapitole této knihy. Viz též [KB],

str. 218–220.
33 Ve své disertaci [Bi] se Š. Bilová nezmínila ani o Löwigových pracích, ani o jeho zájmu

o českou a slovenskou produkci v teorii svazů.
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v práci Distributive sublattices of a lattice [Kol] z roku 1972 na Löwigův člá-
nek [L19]. Ján Jakubík citoval roku 1988 Löwigovu práci [L10] ve svém článku
Sequential convergences in Boolean algebras [J1]. O deset let později, roku 1998,
se na ni opět odvolával v článku Disjoint sequences in Boolean algebras [J2]
a roku 2002 v pojednání Sequential convergences on generalized Boolean algeb-
ras [J3].
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[L11] Löwig H., On the importance of the relation [(A,B), (A,C)] = (A, [(B,C), (C,A),
(A,B)]) between three elements of a structure, Annals of Mathematics 44 (1943),
573–579.
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Logic 22 (1993), 127–134.

[Di5] Diener K.-H., On the predecessor relation in abstract algebra, Mathematical Logic
Quarterly (Zeitschrift für mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik) 39
(1993), 492–514.
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Birkhäuser Verlag, Boston, Basel, Berlin, 2005, xxii+281 stran, 2006, xxv+281 stran.

[G7] Grätzer G., Two Problems That Shaped a Century of Lattice Theory, Notices of the
American Mathematical Society 54 (2007), 696–707.

[G8] Grätzer G., Lattice Theory: Foundation, Birkhäuser Verlag, Basel, 2010, xxix+613
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[S1] Schmidt J., Peano-Bäume, Zeitschrift für mathematische Logik und Grundlagen der
Mathematik 6 (1960), 225–239.

HM 50 - Zapomenutý matematik - text.indd   135 9.1.2012   8:44:23



136

[S2] Schmidt J., Algebraic operations and algebraic independence in algebras with infini-
tary operations, Mathematica Japonicae 6 (1960–62), 77–112.

[S3] Schmidt J., Die Charakteristik einer allgemeinen Algebra. I., Archiv der Mathematik
13 (1962), 457–470.

[S4] Schmidt J., Some properties of algebraically independent sets in algebras with infi-
nitary operations, Fundamenta Mathematicae 55 (1964), 123–137.
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