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Kapitola 1I.

DIPERENCIALLNf ROVNIOCE.

V prvnin semestru jsme se zabfvall jednak derivovdnim, tj. k dané funkei
jeme hledali Jjej{ derivaoi, jednak ulohou obrécenou: k dané funkoi 4 naléet
v intervalu (@ ,4) tzv. primitivn{ funkoi ¥ , tj. funkoi, pro kterou je
F (<) =f(x) viude v (@,4) . Takové funkce % existuje jistd, jestliZe f
Je spojitd v (@, 4) (to jsme dokézali v 2.semestru). Zaroven vime: existu-
Je-11 k f v (a, ) jedna primitivn{ funkoe % , existuje jich nekonedn$
mnoho, a vdechny jsou dédny vjrazem 7 (x) + 0 , kde ( je libovolni konstanta.
Znadili jsme ty primitiva{ funkoce také J/(.x)d& . Rekn¥me to trochu jinak:
Je ddna funkce f v intervalu (@, #) , neoht f je t¥eba spojitd
v (a/,,ﬂ-) « NapiZme rovnioci

(1) AR AL I

Ukol je tento: nalézt vSechny funkoe 2 (%) , které vyhovuji v intervalu
(w,l') rovnici (1) v tomto smyslu: dosadim-l1i do (1) za y' derivaoi

‘(x) t6é funkce, je rovnioe (1) spln¥na pro vlechna x€ (a,.4) , tj. je
7’(&) =/(.x.) pro viechna x €(a,4) . Ea¥dou takovou funkoi 7/(45) nagveme
¥efenim rovaice (1) v intervalu ( @, 4). Podle toho, co jsme Fekli gpoXdtku,
Jsou YeSenimi rovnice (1) v intervalu ( a, 4) pravé vieohny funkce primi-
tival k ¢ v (a,4) , a tedy je FeSeni rovnice (1) nekonen¥ mnoho.

Rovnice (1) je vetah megzi prom&nnou X a derivaoc{ "negndmé" (nebo "hle-
dané") funkoce Yy . Gasto se vyskytuj{ obeonjs{ rovnice, kde je dén vstah me-
zi prom¥nnou <X , "nezndmou funkoi" 4 a jeji derivaof 7/' , tedy vztah
tvaru

(2) Fex,9,9)=0 ,

kde F Je n8jakéd dand funkce t¥{ prom¥nnfoh, a jde o to, nalézt funkce 4 (x),
které v n¥jakém intervalu ( @, &) "vyhovuji" této rovnici v tom smyslu, Ze
rovnioe je splndna pro viechna x € (@, ) , kdy% do ni za ay dosadim 7/(-&)
a za fy" dosadim 7'(-!) ;} t3. mé bfts

Flx, zy(-x), 7’(-!)) =0 pro viechna x€ (a,.b) .

Takovd funkoe /y(x) se nagfvd FeSenim této rovnioce (2) v intervalu ( a, £).
Rovnici (2) se ¥ikd diferencidlni rovnice l.¥d4du, protoZe v ni vystupuje deri-
vaoce l.¥4du, ale %24dné derivace vys&iho iédu.l) Zvléstnim p¥{padem rovanic

1) JestliZ%e specidln¥ # v (2) negévisi na o &de oviiem o jednodusdsi{
vetah, toti% jen o vztah megli x a tvaru (X ,gx) = . Takové rov-
nioil se gpravidla ne¥{kd diferenoidlni rovnioce.
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l.Fd4du Jsou rovnice roz¥eliené podle l’, tj. rovnice tvaru

(3) ' = f(x, 4,

kde f Je ndjakéd dani funkoe dvou promdnnfch ( (3) lge toti¥ psdt ve tvaru
/7/' -/(.x ’?’) =0 y ©00% Je specidln{ pi¥ipad rovnice (2) ).

Obeond j1 se Zasto vyskytuje vetah tvaru
(4) }'(ny/! 7'n’7’”u ”.’7(40): 0 ’

kde F Je n3jaké dand funkce m + 2 prom¥nnych. Rovnici (4) se F{kd diferen-
ci4lni rovnice m-tého i‘édu.l) Funkci 7(-1) nagyvame ¥eSenim rovnice (4)

v intervalu (a/,l') y JestliZe rovnice (4) je spln¥na pro vdechna X €( a, ,L),
kdyZ do ni{ za pismena 45 7/', coey y(m') dosadime hodnoty funkce 7(«.) a je-
jich derivaof, tj. kdyz je F(«, a (X)), y'(.x), cosy y(m’ (x) ) = 0 pro viech-
na x€( a, A) . 2Zvléstnim p¥{padem rovnice (4) je opd8t rovnice roziedend po-
dle nejvy¥&si derivace ;L(m.)’ tJ. rovnice tvaru

(5) 7’(”") = %(&,’?’, 7'v ...’7,(/'&-‘/))

Budeme se tém&8F vyhradnd zabjyvat diferencidlnimi rovnicemi rozfeSenymi podle
nejvyssi derivace.

Podobnd jako v algebfe vedle rovnice o jedné nezndmé studujeme &asto sou-
stavu ndékolika rovnio o0 ndkolika neznémych, setkdvdme se také se soustavamil
diferencidlnich rovnic s ndkolika "negzndmymi" funkcemi.

Napi{ikl.: 7/'=f(_x'y"m) ’ IX/:;/(-!,y/,/x’)
je soustava dvou diferencidlnich rovnic pro dvé nezndmé funkoe 7/(.1), ~(x) .

Ve v3ech rovnicich, o nich%Z jsme dosud miuvili, se hledaj{ FeSeni, jeZ
jsou funkcemi jedné prom¥nné. T8mto diferencidlnim rovnicim se Zasto Fikd
obylejné diferencidlni rovnice. Vedle nich se vyskytuji také rovnice (nebo je-
jich soustavy), kde ¥eSen{ jsou funkcemi aspon dvou prom&nnych, napf. rovnice

M-M: { nw(Xx 3
Y nym Mo (X )

hledd se funkce & (X ,a) , ktera v ndjakém oboru hodnot X , 4 splhuje
tuto rovanici (podrobndji o tom nebudeme mluvit). ProtoZe se zde vyskytuji par-
0141n{ derivace, ¥i{kd se t8mto rovnicim parcidlni diferencidlni rovnice. V té-
to pfednd3ce se omezim na obyZejné diferencidlni{ rovnice, a to jenom na n&ko-
1lik nejjednodudsich p¥ipadd. Podotjkém, Ze slovem derivace rozumim v této ka-
pitole vidy vlastni derivaci.

1) JestliZe funkoce T v (4) nezdvisi na 7/(m) , neuZivd se zpravidla nédgzvu

*"diferencidlnf rovnice m-tého Fadu".
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§ 1. Pi‘ikladl diferencidlnich rovnio 1l.¥édu.

Takovéd rovnice, je-li rosfelena podle derivace, md tvar:
. A
(6) ay =.i(x,7r) (budome té% psat Z?—=/(J‘.7)) )

pfitom funkoe [/ je ddna, hleddme funkoe y(-!-) , které jsou v n¥kterém in-
tervalu Fefenim té rovnice. Punkoe £ (x,4) bud definovdna v n3jaké mnoZin¥
JL bodd v roviné. Hleddme oviem takovd Feen{
4(L) této rovnice, pro n&% bod [x, 4 (x)]
stdle leZ{ v JL (jinak byohom nemohli se-
strojit &1islo f (x ,/3'(&))); to znamensi, Ze
hleddme ¥eSeni 7/(-&) s JojichZ graf lei{

v JU - kratfeji ¥{kédme, %e ¥eSen{ g/(-x)
l1e3{ v JSL (obr. 1.).

Vezm&me n¥3kolik jednoduchfch specidl- X

nich p¥{ipadil.

Funkoe / negdvisel na Y s takZe jde o rovnioi tvaru

(7) fy"z {'(l) !

pfedpoklddejme, %e funkoce f Je spojita v ( &, .ﬁ). Budeme hledat ¥eSeni
v intervalu (@, 4) , tj. reSenf, leifof v pésu w < x < 4,
- 00 ‘7" +o00 (tento "pds" pF¥ejde v polorovinu nebo celou rovinu, je-1i

= -c0 nebo L= +00 nebo obojf). ReSen{ rovnice (7) znéme z integrdil-
niho podtu: rovnice (7) Fikd, Ze 4 (x) mé byt
prinitiva{ funkof{ k funkoi ¢ v intervalu
(a,4) . Budi¥ F(x) jedna takova primitivni
funkoce (vime, %e takovd primitivn{ funkce existu-
je, jekto £ je spojité v (@, 4)). VEechny
primitivn{ funkce k f v (a,4) jsou potom
funkce 4 (x) = 7(x) + (, kde ( Je konstanta -
to jsou tedy viechna Felien{ na¥si rovnice
v (a/,4) 1 viechna vsnikaj{ £ jednohe £ nich
tim, %e m¥nim C - tj. graty té&chto Fedeni vezni-
kaji jeden z druhého posunutim rovnob¥infm s osou
4. Je vid¥t, Ee kaldfm boden naseho pdsu pro-
ohdzi prévd jedno ¥eSeni (v intervalu ( w, ) ),
vigz obr. 2.

Obr. 1.

Obr. 2.

1014-4527



- 13 -

@)

Neoht funkce /( X, 7) negdvisl na x , takZe rovnice mé tvar
(8) ¥ = ?'(y) neboli fgﬁ- 7(7) .

O funkei ¢ plredpoklddejme, %e je v jistém intervalu ( ¢, a) spoJité a
risnd od nuly, tedy budto stédle kladné nebo stdle zépornd. Budeme hledat Fe-
¥eni, le¥fof v pdsu -ow <X < + 00, &< Yy < a4 (zase to mif¥e bft polorovina
nebo oceléd rovina).

NMéme hledat funkci % (x) takovou, ¥e v jistém intervalu (o, ) Je

£20) . gy ), e<q0<d.

Je-11 funkce 7 (X) FeSenim rovmnice (8) v n¥jakém intervalu (e, B) , je

R = g ) -
Jekto 9¢(7(x)) Je stdle kladnd nebo stdle sépornd, je 7  stdle kladni ne-

bo stdle sdpornd, tedy 7 ryza monotonnfi v (o, 4) . Tedy existuje k funk-
o1 7 4nversni funkce & (jestlife 7 szobrazuje (x,B) na (y,d) ,
sobrasuje f naopak (;‘,d') ns (a,B) ); rovaice 4/ = 7(+) snameni pak
toték jako X =§(4) .

Najddme derivaoci funkoe f :%ﬁa d4(-¢ = 7(;(.::)) y kde oviem x je
voleno tak, e ‘)z(.n) = 1y tedy adé( = —?/—{;)—, neboli funkce f Jo
FeSenim rovnioe 4
oly 1
( = .

Je-1i tedy n¥jaké funkoe FelSenim rovnice (8), je jeji inversn{ funkoce ¥Fedenim
rovnice (9).

Neopak, necht n¥jaké funkoe ; je Felenim rovnice (9), tj.

d§ ) 4
= . Potom mé derivaci stdle kladnou nebo stdle sdpornou
by 7P f '

tedy je ryse monotonni a existuje k ni inversn{ funkce % . Rovnice
X ‘f‘?” snamené potom totéZ jako 7""1(“") ; ddle je

%«) S | .7(y) 39(71 (x)), tj. funkoce %9 je FeSenim rovnioce (8).

Tedy: je-1i n¥jaké funkoe Fedenim rovnice (9), je funkce k ni inversni
F¥eSenim rovnice (8).

Shrneme-1i eba predohdszejiof vyisledky, vidime toto: VSechna Feeni rov-
nioce (8) ?“} -7(7) dostaneme tak, Ze najdeme viechna Fe#Sieni rovnioce

olv A
(9) = a k nin sestrojime funkce inversni.
ody 3P

1014-4527



-14 -

Reien{ rovnice (9) jsou videchny primitivn{ funkce f %;y-
primitivn{ funkei G (4) , na¥e% viechna FeSeni jsou

« Vezmu tedy jednu

(10) X= G(y) + X

8 libovolnou konstantou & . ?i{m je X d&no jako funkce 4, a mAm nyni se-
strojit funkoi inveran{, tj. mdme “"¥esit" (10) podle % . Oznaime-1i funkoi
inversni ke ( sznakem /', =nad{ rovnice (10) toté% jako x -¥ = G(4) ,
t)J. totéZ Jako

(11) 4y = f’(-l-J() .

Tato rovnice ddvéd tedy .prévﬁ v8echna Fefien{ rovnice (8). Jak Je dostanu? Vezmu
n¥kterou primitivni funkoi G (%) Kk A (mohu ji vzit v ocelém intervalu
(¢,d) ), nade’ vBeohna Freden{ dostanu tak, Ze rovmiol X = G(4) + X "Ye-
8im" podle ay ( ¥ libovolnd konetanta). Nejlépe se to pamatuje takto: mém

rovnioi ﬁ'% %(%4) 3 dém docela formdln¥ pismeno X na Jednu stranu a 4 na

druhou: %— « FKNapisi " f " a negapomenu na "integradni{ konstantu":
oSt

kde " gznamend jistou ur- Jod

&ite zvolenou primitivni funkoi.

A tuto rovnici "¥es{m" podle x=Gly)

7 x=Glyl+k

Jak vypadaji ta FeSeni geo-
metrioky, je viddt =z obr. 3.
VSechna ¥eBen{ vznikaji g jed-
noho libovolnym posunutim rov-
nobd%nfm 8 osou X a vyplnujf
opét ocely pds tak, Z%e kaZdfm bodem pdsu prochdzi prdvé jedno Freleni.

P¥{klad 1: 2—/= 1+ yz ’ j

S 4

y=c

Obr. 3.

:g\
=
R
‘E
&
>

(v intervalu (J{-— X + —) ).

Pognémka 1. Choeme-1i bft zoela p¥esni, musime slova "viechna Feseni"
troochu vysvdtlit. Jestli¥e jsou ddny dva intervaly («, 8) < (a, £) , a
jestliZe funkce 7(.:) 8 definidnim oborem (a/,l') Jo ¥elenim diferencidl-
n{ rovaioe v intervalu (&, Ir) , potom je funkce Y (%) , kterd mé definii-
nf obor («,A) a splyva v ndm s funkel 4 (x) (%]. Y(x) = a4() g~ pro
x<x< f) grejmd FeSenim té%e diferencidlni rovnice v intervalu '( a, 8).
Budeme ¥ikat, Ze ¥eSeni Y je 3dst{ Fesien{ 4 . Budeme ¥{kat, %e ni¥jaké sou-
stava PeSeni ddvd viechna FeBeni, jestlifke kafdé Feseni Je 34dst{i n¥kterého
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¥eSoni té soustavy. Podobn¥ je t¥eba nap¥iklad rozumdt slovim, Ze kaZdfm bo-
dem Jistého oboru proohdzi prdvd jedno Fedeni rovnice. Touto umluvou se gba-
vime nutnosti mluvit o Fedenich, je%x jsou ¥aet{ jinjch Fedeni.

Dosud jsme predpoklédali, %e 9/(¥) 4 0 v (c/,d) . Je-1i g(%) =0
pro nd&jakou hodnotu o , je oviem konstantn{ funkce 7(x) =a teSenim rovni-
ce (8), nebol i&(‘—)- (%) = ¢(7(%)). To ném dovoluje ¥asto Fesit rov-
nioi (8), i kdy® 9(%) nabjvd hodnoty 0.

P¥{klad 2: 5?-/3 - fy vezmeme Jjednak polorovinu y > 0 , jednak po-

lorovinu Ay < 0. Néﬁ pi‘edpis ddva: jd.t = -J.i%' X = é/—+ X,

-;-/a.x - X y Y= ——7 3 dostdvédme jednak i‘uéeni Yy = 1—4_—7 v (-0, X),
leZ{c{ v dolni poloroving, jednak Fesen{ 7/=x_4-.‘2 v (X, +e0) , leZfod
v horni polorovind. To jsou jedind Feseni leZfo{ v horni nebo dolni poloro-
viné. A k tomu p¥istupuje Feleni

Yy = 0 (viz obr. 4.). Vidime:
kaZ2dfm bodem roviny prochédzi pravd
Jedno FeSeni. V obou p¥ikiadech mé-
me jednu na prvni pohled nedekanou
v8o: a8 funkoe ¢(%) Je spolitd

v (-o00, +00) , neni 24dné FYesSeni
(aZ na F¥elieni 4= 0 v 2.p¥ikle-
d¥) definovédno v celém intervalu
00 < X < 0O .

P¥iklad 3. %=\3/ 72 .

Podle naﬁoho pfodpieu najdete ¥ele-
n{ = —,7( x -Xy v intervalu
(.% + ), joi lazi v horn{ poloro-
vind, Feleni 4 = —7(1 %) v in-
tervalu (-, X) , jeZ leZ{ v dol-
n{ polorovind, a kone¥nd ¥Fedeni

y = 0 v intervalu (-, +o) . Na
rogd{l od predeslého pF¥{kladu ne-
jsou tim vSak vieohna ¥eSen{ vy-
Serpdna (viz obr. 5.). FPunkoe
zL(.x - X)" mid toti% v bodd «x = X derivaci rovmou 0 a vyhovuje tedy
nas{ rovniol v celém intervalu (-oe, +) (i v bod¥d «x = X ). Ddle je jas-
no, Z%e funkoe Y definovand rovnicemi 7(1) =0 pro « £ JZ,

7(1.) = —(x Xy pro x 2 X, je také FeSenim v celém intervalu (-co,+eo),
nebot mé v bodd « = X derivaoi zleva i zprava rovonou ( . Rozvdiite-1li si
dals{ moZné p¥ipady, najdete tato FeSen{ v intervalu (-, +c0) 1
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1) ¢ (x) = 0
2) 2 () =T’,-(J-J()3;

3) ap(x) = 0 pro x € X,
7(.:) =4 _(x-%) pro x > ¥

¥
4) a(x) =ﬁ(.z-]()3 pro x £ X,
7(¥)= 0 pro « > X
5) 7’(1) = %(.z-.?(,)" pPro X <x1, x

7(.1) =0 pro 11-‘- X & %(x1<%)o

wle) = - (2 - %)% pro 4> ¥,

Tim jsou ddna vSechna FeZeni
naBSi rovnice (ve smyslu pozndmky 1).

, ‘
Dal3{ jednoduchy p¥{pad je ten,
%e v rovnioi y' =4(x, 4) Je pravé obr. 5.

strana soufinem dvou funkoi, £ nich#
jedna gévis{ jJen na x , druhéd jen na Y takZe jde o rovmioi

(12) g =4 Ay

kde ¢ budi¥ spojité v (a@,4) , ¢ epojitd v (¢,d) , g(9) $ 0

v (¢,d) . Budeme vySetFovat oviem jen Feden{, leXfof v obdélniku

w<x <A, o< 2y < o) (je-1i nikteré ¢ Sisel a, 4, ¢, & neviastnf, nenf to
obdélnik). Vegm¥me ndjaké Feden{ 7(x) v intervalu (a,p) c (a, 5)
hodnoty funkoe 7% nechi le¥f v intervalu (¢,d) .

Je tedy
(13) W= ) g ) v (a,B) :
neboli
(14) 1 dylx) . Lix)
ginlx)) * of ’

Oznadme % (£) uréitou primitivn{ funkoi k f(x) v (w,ﬂ) y G (7) urditon

primitiva{ funkoi k W v (v, d)

rovanice (14) ¥ikéd, Ze Je
'd% G(q(x)) = T‘{’?'(.z) neboli

(15) G(7(x)) =%(x) « X ,

kde X je n¥jakd konstanta, '}L(z) €E(e,d) pro x€E(x,B8) . Necht nso-
pak n¥jakd funkoce 'Il(-x) splouje v (x, ) c( o, 4») rovniol (15), p¥ilenmE
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»7'(:.) €E(e,d) v («x, B) . Potom derivovédnim plyne s (15)

1 Adn(x)
Aq@Y * L =

co¥ je rovnice (14) nedoli (13).

Tady jesem se dopustil jisté nekorektnosti: nemdime dosud zaruleno, %Ze
kaldéd funkoe 7 (%) , eplaujfof v («,8) rovmiei (15), pFiSeml hodnoty
funkoe 7 (x) le¥f v (c¢,d), mdv (a,B) derivaoi. To je tedy jestd
t¥eba dokdszat:

Punkoce G(}V) mdv (c,d) derivaci 9,2’2,) , 8tdle kladnou nebo stédle

gépornou, tedy je tam ryze monotonni; zobrasuje ( ¢,d) na jistf interval
(C,D) a méd v n¥m inversn{ funkei " , tjJ.

Gy = v znamend toték jako ¢ = ()

a funkce: /" mév (C,D) derivaoi /"'(w)-z'{—)-?(y) ( kde
y= (). L4

Tedy 5 (15) plyne 7(x) = N(F(x) + X) ; vnsjii funkoe /' md derivaoi
v ka%dém bod® € (C,D) , hodnota F(x) + X 1le3{ podle (15) v (C,D)
pro x€E («,8) a v intervalu («,3) mé 7 aerivaoi. Tedy veskutku slo-
fend funkoe 7(.:) 2 (% (x) +J() méd derivaci v («,3) , a megera v dika-
gu je vyplndna.

Méme tedy tento v§sledek: Zvolme ndjakou primitivn{ funkoi #(x) =
= [ftx)de v (a,4) s nbjakou primitiva{ funkei G(y) = [

v (¢,4) . Punkoe (%) (majfof hodnoty vesmds v (c/,d)) je v jistém
intervalu (x,f8) ¢ (@, 4) ¥eSenim rovnice oy'= {(-l) ¢9(¥) tehdy a jen
tehdy, jestlife v (ax, ) Jeo G(7(x)) =F(x) + X, xae X je jisté kon-
stanta.

Vfsledek se pamatuje velmi snadno formdlnd: Mam Fedit rovniol

R AR I

dém X na jednu stranu, % . na druhous ) -f(x) dv , pripisi "_f" ) @
protole jde o neurdity integrdl, p¥ipisi konstantu:

f%:ff(x)u o X,

P¥4 svolenénm X jo vpravo funkoe I , totik F (x) » X » Vlevo funkoce ¥
toti¥ G (%) . I této rowvaice, tj. ze vstahu ‘

G (%) aF(x) + X

se snaiin vypo¥itat 4 Jjako tnnkd X . Tim dostanu viechna Feleni{ rovnioe.
Snedno by se ukésalo, fe také v tomto p¥ipadd prochds{ ka¥dfm bodem obdélnika
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privd jedno FeSeni, jdoucf "od hranice a¥ k hranioci" (nebudu to ani dokazovat,
anl podrobn¥ formulovat; ndzorny smysl je snad patrnf £ obr. 6).

Podotfkédm: Je-1li
g(2) = 0 pro n¥jaké A, ma

oviem rovnioce y'a f(-'v). (%) \./

fesend Yy = A . Tak miZ%eme /——‘-/
snadno Yesit i Setné p¥ipady, /-\ /

kdy funkce ¢(%) nabjvé hod-
noty 0 (v tomto p¥ipad¥ vaak

JiZ nen{ garuleno, Ze by kaZ- Obr. 6.
dym bodem proochégelo jen jedno ¥eSeni).
P¥{klad 4: /7/' = J.zz/f" (v celé roving).

VySetfujli napFfed zvldst oy > 0 a svlést ay < 0
f%:&].xldc+3( ’ -Lzzxa'lbx,

‘y
2
y= - x7+ *
Reéen_‘i v polorovind 4 > 0 jsou = VZ( .:.i+43() (v intez_.':alu
X <V -X); feﬁenjvpoloroviné 4p<0 jsou 4= - 1T+

(v intervalu x < |/ -X). Dal¥i Yedeni je 4= 0 a snadno si rorvdifte,
Ze tim jsou vySerpdna vSechna Fefeni{. (KaZdfm bodem roviny prochdzi privs
jedno ¥eseni.)

3

P¥iklad 5: %: \31.";/?.
VySetfuji opét nejd¥ive egvlddt poloroviny 7/>0 8 Y=< 0 . V hornt polo-
rovind médm FeSeni 4y = (¢*+ C) , pokud 7/> g , t3. £*> -GC; v dolnt
polorovind mdm opdt redend y:‘(b"-’. 6)3 » pokud 4 < 0 y ti. ot < - C;
mimoto mém FeSenf 4 = 0 . Je-11 C20 , je £+ C >0 pro vsechna X
a (lv‘“'-c- C)3 je ¥YeSenim v intervalu (-oco, +o0) . Je-1l1 (C < 0 (pisme
-C=X >0) , Je (!/'&4- 0)3 = (bx-J()s kladné pro x > é/x, gdporné
pPro x < '[3"% « Mimoto mé (.é’/""'-]()‘3 pro X = 49«7( derivaci rovnou nule.
2 toho je viddt jako v pF{kladd 3, Ze z funkef (2~-X%° , 0 , (- X3
(0 < .'1(1 < 3[1) lze sestavovat FeSeni nas{ rovnice v intervalu (-oco, +o). Vy-
Set¥uji-1i nyn{ Fefeni{ v celé rovind (tj. bez omezeni oy > 0 nebo 4y < 0)
v intervalu (=-oco, +00), gjistim toto: Ka%djm bodem [1,7/], kde y?. .0‘1"',
prochédzi{ jen jedno Yedeni; keZdym bodem [.x ’ y/_], kde 74 b"’x, prochédzi
nekone&ns mnoho ¥FeSeni. Viz obr. 7.
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K¥ivka 4= (&%« C)"
B4 v bod¥ - o limitu C7
pro C 2 0 nemé inflexnich
dbodd, pro ¢ <0 mé inflex-
n{ body dva: X = é/lCI ,

x-I?rICl-IyJ.

Poznédmka: V rovnicioh
tvaru 7—' :/(.:) . g%
Jsou prom¥nné od sebe jakei
0dd¥leny neboli separovédny.
Leokterou rovanioi
v =¢f(x,4) , ve které
proadnné separovdny ne jsou,
1lse vhodnfmi upravami pre-
vést na rovniol, ve které
prondnné separovdny jsou, a
tu potom Fedit podle uvede-
ného ndvodu. 2éto metodd se

¥{kdé metoda separace pro-
m¥ oh.

Obr.7.

Probereme aspon jeden typ rovnic, ve kterém se dé provést metoda separace
promSnngoh.

Bud « redlné 5{slo. Punkce §(=x,%) se nasfvd homogenni stupnd « ,
jestliZe plat{ toto: Je-11 [x, 4] bod, v ndmE je #(x,y) definovéna a
jo-11 ¢t >0 , je funkce # definovéna i v bodd [?x , ty] a platis

(16) flix, ty) = t5Cx, ) .

Derinidn{ obor takové funkce se tedy sklédd s polop¥imek vychdsej{cfoh s po-
Sétku (priSemE poldtek mlEe a necmusi pat¥it do defini¥nfho oboru). Nap¥iklad
funkoe xJ- 21’9«» ny"- J 7" jo homogenni 3.stupn¥. Obeocnd homogenn{ poly-
nom (nedoli forma) n-tého stupnd je homogenni funkoi n-tého etupnd. W
jo homogenn{ funkoe stupn¥ -i- , V,.l_o;f jo homogenn{ funkoce l.stupns. Je-1i
¢ () nijakd funkoe, je £(ZX, ¥) a(/(f) homogenni funkce stupnd ( . Dife-
rencidlni rovanice tvaru

amn Flx ) egla,y) . y=0

kde £, 9 jsou homogenni tého¥ stupnd « , se nas§jvé homogenn{i diferenoidlni
rovaice. Tu lse prevést (s jistimi vihradami, které uvedu) na rovanioi se se-
parovanfai prosénnyai savedenim nové "nesnémé" funkoe = -f-' « Provedme to:
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Budi¥ a/(x) n¥jakd funkce; zavedme pro x % 0 novou funkei a(x) rovaiof
~n(x) = -%‘)- neboli 4(x) = x @&(x) (Je vyloudena hodnota « = 0 )., M&-1i

y x) v n&jakém bod¥ « $ 0 derivaeci, mé ji také ~(x) a rovné¥ naopak: mé-1i
pro nékteré x # 0 tunkoe ~&(x) derivaci, mé ji také (%) a je 7’(«) =
=Xx & (x) + x(x) , tak¥e rovnice (17) gznamend pro x $ 0 totéZ jako

(18) /(.x,.u) +gla, ) . (x2'+ 1) = o .

VysSet¥fujme tuto rovnici nap¥ed pro x> 0 . Podle (16) jo moZno pedt také
x%f1, 2) + g1, v)(x2's 2) = 0§ d¥lime-11 x™, lze Ji tedy psdt

(19) gty w) = - ($(1,m + 20 ?,2)) L .

D¥lime-11i funkoi 9/( 1,~) , dostaneme rovnici, ve které prom3nné jsou sepa-
rovany (po FeSen{ této rovnice musime oviem vySet¥it, zda Jsme tim d3lenim ne-
gtratili ndkteré redieni).

ReZSenfm rovnice (19) dostaneme viechna ¥Felen{ rovnice (18) v intervalu
(0, +=) nebo v jeho Edstednfoh intervaleohl), Pro «x <0 "vytimu" IxI® a
dostanu z (18)

I ge-1, -2) + 2% gt-1, -2) (2 +2) = 0
déle postupuji jako u (19). ReSenim rovnice
2 g1, ) = - (f(-1, -2) + ag(-1, -2)) £

dostanu vSechna ¥e¥eni rovnice (18) v intervalu (-o, 0) nebo v jeho Zasted-
nych intervalech.

Ndasobim-1i ¥edeni «(X) rovnice (18) promEnnou X :

7’(-‘) =xa(x) ,

dostanu FfeZeni rovnice (17). Abych dostal vBechna FeSeni, musim se je#t& podi-
vat, zda z YfeSen{ v intervalu («, () a z ¥eSen{ v intervalu (0, 8) (kde
« <0< ) nelge sloXit ¥eSen{ v intervalu («,B3) .

Priklad 6.

(20) X% 72- 2.!7;3 =0 .

Zaveden{ funkce ~ rovniof 7«(-&) =X2(x) vede pro x>0 1ipro x< 0
k rovnioil

(21) 0 = 1 - 22 .

1) U mnohych homogennich funkci 8 celym o plati vetah (16) pro viechna
t + 0 ; potom mohu uZf{t (19) 1 pro x <0 . V ostatnich p¥{padech je nut-
no pro x < 0 u%it postupu uvedeného ddle.
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£4dné releni x(x) neml¥e bjt pro ¥4dné x rovno nule. Mdme Felenf =x(x) = 1,
2(x) = =1 @& dalBf, kterd dostaneme Fe¥enim rovnioe
1- n? 4

22 ~’ .
(22) == <

Metoda 2z p¥ipadu III vede k rovanioi

- ,(?'M-/xz/al?/l.xl-r é’x' X>0
1

(konstantu pi¥i jako [? X , ook 1ze) & tedy [1- x?l= T Jeito vy-

Set¥ujeme Fedenf, pro které je 7 - x(x) $0 , x%0 , jsou znaménka &isel
1i- m2(x) » £ podél celého Fedeni stdld a také ~x(x) mé stdlé gnaménko (ne-
bot ~(x) £ 0) ; tedy nale FeBeni maji tvar

x(x) = l/'f- TC y @(x) = - l/ 1 - % ) kde C je libovolné is-

lo $ 0 ;3 pFiddm-11 jeBt¥ hodnotu (= 0, jsou tim sahrnuta 1 FeBeni
alx) =1, m(x) s-1. Hésobim-1i x , dostanu FeSen{ rovnice (20)

(L) = 4 V.xz - Cx ( C 1ibovolné).

Je-11 ( > 0, d4va tento vsorec se znaménkem plus YeSeni v (-=, 0) a feSeni
v (C, +=) 3 je-li (C < 0, d4vé vegorec Fedeni v (-w, C) a Fedent
v (0, +00) ; totéZ plati i pro vsorce se znaménkem minus.

Pro C = 0 se FeSeni daj{ sloit tak, ¥e jeitd dostaneme Feleni
y(.!) =X , y(-x) = -X v (-oco,90) .

Vedle tdchto pii{mek jsou ostatn{ FelSeni oblouky rovnoosfoch hyperbol

2 2

(Jo- zﬁ) - yzs (—2-) ’ C+0 .
Kaldd g t8chto hyperbol se sklédé ze 3Styr obloukl, jeZ ddvaji Sty¥i Fedeni
(body [0,0J . CC . O] Ji% k FeSenf{ nepat¥il): dv¥ leZ{ nad osou x , Avd
pod osou X . Tato FeSen{i u¥ nelge ddle “"sklddat". Vis obr. 8, na n¥mE jsou
gakreslena FeSieni pro ( =0 ,
1, -1. Tedkované p¥imky jsou
asymptoty hyperbol, odpovidaji-
ofch hodnotém C =1, -1,
Vid{ite, Ze uk v tomto jednodu-
ohéxn piipadd je uplné diskuse
FeBen{ dosti slofité.
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Jako pdty pF¥ipad vegmeme tegv. linedrni rovnici 1. ¥4du. Je to rovnice
y’ = f (x, {y) y kde napravo Jje polynom l.stupn® v L Jeho% koeficienty jsou
funkcemi prom&nné X :

Y = = pl(x) g+ g(X)
Castd8ji se prvni Slen vpravo prevddi na levou stranu (proto jsem jej u¥ ozna-
811 -fu(l))a

(23) y' o+ pl2) 3= glx) .
Funkce v, ¢ budte spojité v intervalu (o, l) . Budeme hledat oviem jen
YeBSeni, le%{c{ v pdsu a <X < Y y =00 <4 < too. Napled Yedme specidlni p¥*{-
pad, kdy q/(x) =0 pro vSechna x€(a, ﬁ) . Takové rovnici se ¥ikd rovni-
ce bez pravé strany nebo také rovnice homogenni (ale pozor! ndzev"rovnice
homogenni" se ddvd jest& také diferencidlnim rovnicim docela jiného druhu,
které jsme probrali v predeslém pripadd).

To je tedy rovnice tvaru

(24) 7/' + p(X) . oy = 0 (f je spojitd v (o, £y).

Vidime, Ze spadd pod p¥ipad separovanjoch prom&nnych. Postupujeme podle schema-
tu bodu III.

Lo pi) o J %= - [peode + X

I?/yz. - P(x) + .7(, kde ;)smexza ® gvolili n¥jakou primitivni funkoi
k pv (@, 4) 5 oatud a= £¥ . e"F) o (=) | y4e € je xonstan-
ta. Tedy gvolme n&jakou primitivnf funkei ¢ Xk funkoi f v (a, b) .
(A) Potom vSechna ¥eleni rovnioe (24) Jsou ddna vzorcem

- P(x)

Yy = C.c kde ( je libovolnd konstanta. Ale nds vjpoSet byl

p¥11is lehkomyelny: nedbali jsme toho, Ze miZe bFt 4y = 0, psali jeme 4/7/
pro p¥ipadné zdporné 4 atd., takZe jsme vlastn® byli jen p¥ivedeni k domndn-
ce, Ze platfi (4); dfkaz musime Je5t5 provést. Kaidé funkei 4p(x) p¥ifadme
funkoli ~(X) rovnici

(25) y(X) = m(x) . " F(x)
(neboli
(26) m(x) = a(x) . FUCO B

P¥itom se omegujeme jen na funkce %4, X, JejiochZ definién{ obor je obsaZen
v (a, '5) . Je vidst, Ze funkce 4, /& jsou si navzdjem jednognadnd piira-
geny. Déle je vid¥t: Mé-11i jedna z funko! 4, & derivaci, mé ji i drubd,

a Je mezi nimi veztah
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7' = M'(J) R i 0(") + IL(X') o (-"). e f(.l). ’\-(J) ’
neboli
(27) #'(1) + pla) 9(2) = x'(x) 27 P

Tedy: rovnioce 4°(x) + a(x) .4(x) = 0 bude splndna v ndjakém intervalu
obsafenén v ( 2, 1*) tehdy a jen tehdy, bude-1i v ndm «’(x).2-%(*) - 0,
ti. (Joekto o~ (x # 0) ~°(x) a0 , tj. x(x) = (konstanta) v onom in-
tervalu. To viiak snemend prdvd tolik jako 7(:) = (o~ P(x) 3} tim je tvrgeni
(A) dokésdno.

Tin Jsme rostedili rovnioi (24) ("homogenni®, g5 0 ) . ReBme ted rov-
nioi (23)

v + plx) . 4= g(x) .

Viras o= Fx) byl FeSenim rovanice (24), kdy%# ( byla konstanta; budi¥ ny-
nf C n8jaké funkoce «(x) ; budeme se snafit gvolit ~x(x) tak, aby funkoce
(25) aw(x) =a(x) o~ PX) yynovovals rovnios (23). UE jeme zjiletilis = mé
derivaci tehdy a jen tehdy, kdyk A mi derivaoi, nalef plati vzorec (27)

7'(1) + p(x) y(.z) s ' (x) &~ P(x)

Tedy bude (25) reSenim rovnioce (23) tehdy a jen tehdy, kdy% bude

w) e P9 L gy, w22 gt a2 [P grnyar o

(28) gto) = " F) A0 gy e o Com O

kde f&f(.x) q/(.x) d¢ je urditd svolend primitivni funkce k Lﬂ"‘) g(x) ,

C Je libovolnd konstanta. Vegorec (28) ddvd vieochna FeSenf rovnice (23), a to
v ocelém intervalu ( «, 4y . 2zase kaZdym bodem [xo, %] pisu a<x,< & ,
- 00 < '%/ < + 00 proochdzi pridvé jedno Feseni rovnice (23). Dflikaz: Oznalime

e fz,a(") (2) A = Q(x) (Je to urditd funkoe). Aby Fedeni (28) pro-
ohdgelo boden [xo 70] » Je nutno a stadi, aby bylo Yo = Qxg) + Ce~ £(x) ,
a této podmince vyhovuje prdvd jedna hodnota

C= ('y’o - a(xo)) l’(x") .
Jestd dvd pozndmky:

1) Yy = Ce™ 7(x) je reSenim rovnioce (24), kdyt C Jje konstanta. Haﬁo
metoda Fedieni rovnioe (23) spodivé na této mySlence: mé-1i funkee (o~ F(x)
vyhovevat rovanici (23), v ni¥ ¢ nen{ identicky nula, nesmi b§t ( konstan-
tas zkusme tedy volit ( jako nSjakou funkol ((x) (peali jsme a(x) , ale
to je jedno) s snaZfme se tuto funkci ur3it tak, aby C(x) £~ (<) vyhovovalo
rovaici (23). Proto se této metodd Fikéd metoda variace konstant.

2) Rovnici y'+ plx) 4 =g (x) jsme Fesili tak, Ze jsme misto noznﬂméf
funkoce 7'(-'6) zavedli novou negndmou funkci ~(x) rovnioi 7(&) =z a(x) ¢ ("‘)
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nafef jesme pro funkei X’ dostali jednoduss{ rovnici = ’'(x) -bm"‘)q/(a) (kde
pravou stranu ji% gndme). Tohoto zplisobu gzavedeni{ nové negndmé funkce se dosti
Sasto uXivd. Podobn¥ se ndkdy osvdd3{ zavedeni "nové nezdvisle prom¥nné". Nap¥.
do rovanice

= f(x,9) mohu gavést i = 17*. fe(-%r-.-%‘) ’

%: %%=%7u_42t_ s takZe nafie rovnice md nyn{ tvar

5%: WJT f(l?«t, 7«) - o00%Z miZe byt rovnioce jednoduss{ ne¥ rovnioe
%-‘- f(*’-o’y’) .

Metodu variace konstant jsem vyloZil na tomto jednoduchém p¥{kladd proto,
%e se ndm ve slo%itd)5im tvaru objevi v § 3 u linedrnich rovnic ~ -tého ¥d4du.
Ale po¥etnd Jjednodussi Je tzv. metoda integrainiho faktoru, které miZeme uZit
na rovnioi homogenn{ 1 nohonmgenni a kterou ted vyloZim. Nédsobme rovnioi (23)
n& jakou funkof & (x) , jeZ nen{ v ( @, &) nikde rovna nule:

(29) 6(x) (¢ +4(x)g) = Gx) gtx) .

Zvolme né?akou primitivn{ funkei #(x) k funkoi p(x) v (a/,#) a volme
G(x) =4 x) . Potom levd strana rovnice (29) Jje z¥eJjmd rovna

. , 1)
ALY @ + Pl y) = £ (4“"‘)7 .
Rovnice (29), jeZ je rovnocennd s (23), md tedy tvar

Kx) )y o o Flx)

(30) 2: (e ) g(x) ,
takZe viechna ¥eSen{ rovnice (29) jsou ddna vzorocem

.00’('”)7= J‘p‘o(-‘)q/(x)dw+6 ,

kde integril vpravo znameni urditou primitivani fu.;.koi, C je 1libovolnéd kon-
stanta. To je v8ak prdavd vgorec (28). PFunkol v (x) , kterd ndm umoZnila
pedt (23) v jednoduchém tvaru (30), se F¥ikd integradni faktor.

Pi{klad: ReBte 7’ + 2:07/: X

I. Napred rogiedime rovnioi: 7/' + z,,,u 0 ;

Fe-txde . Llyl=-ata X,

1) pyesns Fedemo: Ma-1i np(x) derivaol, md i .bf(")

y(-‘) derivaci, a rov-
ndZ naopak, a plati rovnost prdvd napsand.
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2
w = Ce~* ( C je konstanta).

(P¥esto, Ze vypoSet byl nekorektni, vime u¥, Ze ddvé sprdvny vysledek.)

Ted budi¥ C funkce x
22 2

7/'= z'.a" ;C.ez"" (- 2x) 3 gﬁbﬁ 7"+2x7= £, tJ.
Ce ™ 40 ™ (-2x) +20.C” " = x .
8111
o -x2 ,
c'e” ¥ =¢ ., C =z"‘fx, Cz-f'i.c"‘zss.‘x(,
2
4 = T:-+j(["' (v intervalu (- oo, +00)).

I1. U%ijme nyni metody integra¥nfho faktoru: PoloZim (x) :fZ.dis = X

(mohl byoh také t¥eba volit xz- .77'2, ale tim byoh jenom komplikoval vypo-
Set).

Mdme rovnioi ¥
2* (1 +Zxry) = X/ ;
O‘%y'&xz= x‘e/xz ’
2 2 4 2
X X X
e’ s j.u/ v + =7 & X
¥eseni jsou y 2
Yy = -Z--r ,o"x v int. (-o00, +00).

Zav8re&né poznémky. Vseohny p¥ipady, které jsme aX dosud v tomto para-
grafu probirali, se daji FYesit, jestliZe dovedeme nalézt primitivni funkae
k n¥jakym danym funkcim;) a po p¥{padd jestd sestrojit k n8jaké funkoi in-
versni funkoi. R{k4 se, %e se tyto rovnice daj{ ¥edit kvadraturou (starfy ni-
zev: slovem "kvadratura" se ognadoval vfkon hleddn{ integrdlu neur&itého ne-
bo urditého). Obeony pifpad rovnice 1l.Fddu rog¥eZené podle 4 Je

(31) y"-'f(-!v?’) .
Ten nelge Felit obeocnd timto gzplsobem. D4 se viak dokdzat tato dileZitd
"existendni v&ta":

I. Neoh funkce £(%,4) Jje spojité v obdélniku wv<xr< b,
<< o. Potom ka¥djm bodem tohoto obdélnika proochéz{ aspon jedno FeZent
rovnice (31) probfhajficf od hranioce obdélnika zase a%¥ k jeho hraniol (p¥ilem%
ka%dé jiné FeSeni je 3dst{ n&jakého takového Feleni). Pfesny viznam slov "YeSeni
probfhd od hranice obdélnika a¥ k jeho hranioci" gde nedefinuji; oo je tim mi-
néno, je snad ghruba patrno £ obr. 6, kde jsou nadrtnuta vlevo t¥i, vpravo

Sty¥1i ¥eSen{.

1) Hledénf primitivn{ funkoe miZe bjt ovEem n3kdy ukol velmi obtiZn§, ale
vlastnd u¥ nepat¥{ do nauky o diferemcidlnich rovnioioh.
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II. Jestlike funkoe f(x,s) , -2£LX jsou spojité v obdélafku

<X < e y U<y =< % » potom kakdfm bodem %hoto obdélniku proohdsi prévé
Jjedno ¥eSen{ rovnice (31), probihajiof od hranice obdélniku a¥ zase k jeho
hranioci.

P¥{klady 3 a 53 t). rovnice 3
7/'=V}/2 ’ y/‘n -"l/xbyfz

ukazuji, Ze tymf bodem ml¥e proohdset vice neX jedno redien{ (dokonce i neko-
nednd mnoho). Zde oviem nen{ splnéna podminka spojitosti 3 v bodech osy X
(tj. pro 4= 0) , nebot pro 24 0 méme u prvn{ rovnioe

?46 2 af 2%
= u druhé = .
3 —F-J ’ p) -F._

Vétu o existenci a jednoznadnosti lge vyslovit také takto: Jeou-li f( 3 '9") ’

2#—’32 spojité v obdélnilu < X < ,3' y V<Y< s a svolime-1li libo-

voln?_/hod.noty XoE(av, £ , Y E(e,d) , potom mé rovnice (31) privé jed-
no Feseni (xX) , pro n¥k je 7(10) = 4% a jJef probihd "od hranice k hrani-
oi". (Podminka y(lo) = 44, gnamend totik, Ze YeSeni (x) prochési bodem

ERRAE

Podmince y(.xo) = Y%, se ¥ikd také "poddtedn{ podminka" pro Feleni W X).
Touto podminkou je tedy ¥eSeni rovnice (31) jednognadné urdeno, jsou-li /,

24
3 7 spojité.

Obdobnd vdta o existenci a jednognadnosti plati 1 pro jiné obory ne¥ ob-
délniky.

Podotfkdm, ZXe se misto "Yedeni diferencidlni rovnioce" ¥{kd Sasto "integril
diferenoidlni rovnice"; ale nebudu tohoto ndzvu pouivat.

§ 2. Komplexn{ funkce redlné promdnné.

Tento paragraf je pr¥ipravnf ke dvéma ndsledujfocim paragrafim, ale je ufi-
tednf i jinak. Na¥im hlavnim p¥edm¥tem je studium redlnfoh funkc{ redlné pro-
mdnné (nebo n3kolika redlnfoh prom¥nnfoch), ale, jako Easto v matematice, bude
pro nds vfhodné uZivat p¥i tomto studiu jako pomﬁdky oblas také funkof s ima-
glndrnimi hodnotami.

[4

Zndte komplexn{ &isla; to Jsou &isla o = A+ y o , kde a, y Jsou redl-
nd; znadtn @ = Rea , 4 a Jm « (redlnd a imaginirni Bdst 3isla « ). 8islo
komplexni je tedy dédno svou redlnou a imagindrni Sdst{i; je-1li b=0 y Je o
redlné; je-1li ,(}+ 0 , nasjvéme o &{slem imagindrnim. Gislo % a - b0
nagfvame &islem komplexnd sdruZenym 8 « ; J&i{slo komplexnd edrufené s & je
op&t o (znadky & pro ¥{slo komplexn’ sdru¥ené se asto uXfvd). 8fslo redl-
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né je komplexn¥ sdrufené samo se sebou. Vite, jak se s komplexnimi &isly po&i-
téd: jako s redlnymi, a uije se toho, Ze ora -1, Nap¥{iklad je-1i

wad+ b, Bz ca di, o w+fa(wee) s+ (Fed)o,

afi = (0 Jd) + (ads beya .

Je-11 « $ 0 , tj. je-11 alespon jedno r 3isel &', & rfiené od nuly, existu-
Je prevrdcend hodnota; vypodte se nejpohodlndji tak, %e zlomek

%z -a# rogii¥ime ¥islem o ; jekto a&k= (W+ 49 (@ - bc) = aP+ 472,
dostaneme 1 - b a oA

= = + A
“  at, 82 aA 42 T2 42

81isla komplexni mohu vzdjemnd jednogna%n¥ p¥i¥adit bodfm v rovind, opat¥ené

pravouhlfm systémem soufadnic: &{slu o = a/+ 4 pFi¥adim bod o souradniocfch

a, b . Je-11 @z a+ bi (=R, & =Iwa ), budu bod [a, &] pfile-
Zitoetn® ognalovat té¥ pismenem « . Vgddlenost bo-
du o od poddtku nagyvédme absolutni (prostou)

oc=a+bi hodnotou &isle o , znak lal ; je lal = Va® + 42
d (viz obr. 9).
P b Uv&domte si z¥ejmé, ale dileZité nerovnosti
a (1) Mav(lal, 1) € lal 3 la], 181 .
obr. 9. Gasto je dlleZity g¥ejmy vztah Jul® = a& .

Je-11 « $ 0 , nagzfvdme uhel G na&rtnuty
na obrédzku 9, srgumentem ¥{ela o« (ndkdy se ¥ikd té% amplituda). Je to &islo
¢ » pPpro které jJe

a/

Y -
TVt e TR

Kde¥to absolutnf{ hodnota &isla a« je 3islem & JednoznaZnd urdena, je argu-
ment @ (pro o« # 0 ) urlen af na nésobek ¥fsla 2J . Je tedy (pro « % 0)
Xz wieos @+ 4 snvg), kde w=lal, @ je argument o .

P¥1 geometriockém zndzorndni komplexnich ¥{sel se soulet ¥fsel a = a+ £,
8= ¢+ d¢ dostane £ rovnobd¥niku, beéZného z fyziky

(obr. 10).
Odtud podle trojuhelnikové nerovnosti plyne
(2) la + Bl S |l + |IB] .

Je¥to [-fB)= ||, plyne odtud (pf¥i-li v (2) -4
miato f3):

Jaw -1 2 lal+ I81]. Obr. 10.
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Snadno se odtud odvod{ (zndte to £ redlnjch Sisel):

la + B2 lal =181 la+ BIZ2 1B - la] .
Snadno se dokd¥%e (p¥imym vypo¥tem), Ze je
= % g el
(3) lafBl= ] .IB] , a pre /3*.0 6% Iﬂl i
Moonina «™ pro celda m (m 3 0 ) se definuje jako u redlnyoh ¥isel, a

plati pro ni stejnéd pravidla.

JestliZe kaZdému &fslu x £ jisté mnofiny M redlnfch %isel je p¥i¥a-
zeno jisté komplexn{ ¥fslo {x) , ¥ikéme, 3¢ ,/ je funkce v oboru M (je
to komplexn{ funkce redlné prom3nné). DAt takovou funkoi # gnamend ddt pro
ka%dé x €M jeji redlnou a imagindrn{ 34st, takZe lze psdt

(4) g (x) = P(x) + Ly (x) ,

kde g(x) , p(x) Jsou redlnd a imagindrn{ Zdst 3isla f(.r.) . Komplexni
funkce f Je tedy urlena, Jjsou-li urdeny redlné funkoe P Y takZe stu-
dium komplexni funkoe / se d4 pfevést na studium dvou redlnfoh funkel{ ¢ ,
%3 ale Zasto Je vyhodn¥j5{ studovat soudet ¢f(x) + <4y (X) ne¥ studovat
funkce ¢, P 0dd8lend (uvidite to pozddji na p¥{kladech). JestliZe

1/;(.1) =0 pro vSechna x€M , je ovien 4 redlnd funkce.

Je p¥irogené definovat pro komplexni funkoe pojem spojitosti, limity a
derivace podobnd Jako u redlnyoh funkci. Tedy:

Definice: 1) Rikédme, %e funkce £ Je spojitd v bod¥ c , jestliZe ke
kafdému £> 0 existuje I > (0 tak, Ze pro viechna (re4lnd) x , sploujfof
nerovnost lx-cl<d |, je If(x) -{(v)l < & . Podobnd spojitost zprava
a gZleva.

2) Rixéme, %e Z{slo (komplexn{) A je limitou funkoe 4 v bodd ¢/,
jestliZe ke kaZdému £> (0 existuje 0> (0 tak, %e pro vlechna (redlnd) x
spliujfof podminku O </x-¢l< d , jJe I/ (x) - Al< € .

Podobnd se definuje limita zprava a zleva a ufivd se gnakld
/&‘ﬂﬂ/ f (x) = A ’ atd.

X =
O nevlastni 1limitd mluvime jen u redlnych funkof.

3) Rikéme, Ze funkce ‘f mé v bodd ¢ derivaci {'(a) , JestliZe
Lim, i(u ’A'z’i(u) = f'("/) .

-2 0
0 nevlastni{ derivaoli oviem mluvime jen u redlnjoh funkci. Podobnd derivace
gprava a eleva.
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DokaZme toto:

Vita A.

1) Punkce f = &+ 1530 Je 8pojitd v bod¥ ¢ tehdy a jen tehdy, jsou-1i funk-
ce q?, ¥ 8pojité v bodd /.

2) Rovnost W(.ﬁ) = A+ 3Bv (A, B reélns)
plat{ tehdy & jen tehdy, je-1i Lm¢(x) = A, Lim y(x) = B .
X -

X
3) Funkce 4 m& v bodd X derivaoi tehdy a jen tehdy, majf-1i v ndm P, Y

derivaoi (vlastn{), nadeX je /'(x) = g'(x) + 1y (x) .

Dlkar: DokéZeme napfed 2): Nechlt pFrednd existuje -‘,&zﬂuf (x) = A+ B
_— %

To gnamend, %e ke kaZdému &> 0 existuje >0 tak, %e pro O <l|y-cl<d”
jo [P(x) + <y(x) - A-Bil<E, nate¥ podle (1) je lgp(x) - Al < ¢,
lytx) =31 <& ; tedy

'L"""q(“)=A ’ '&'f"v"f'(-!)=3.

X X~
Necht za druhé existujf limity

A p(x) = A Amyx) =B . Buatz £>0 .

N N4 X—e
Exiptuje d>0 tak, %e pro O <lx-cl<d ge lq’(x)-Al<z46-
II,U(JL) -Bl< g— & a tedy nodle (1) je

I§(x) = (As Bo)] = lgp(x) = A+ (ptx) - B)0 IS Igp(x) - Al + lp(x)-B1 < &,
tedy

,&rm,f(x) = A+ 4B.

X
Bod 1) se dokédZe obdobnd.

Bod 3) se dokédZe takto:

$ o + £) - (%) _Plio+ K) - QL) | ; (Lo + &) - Y(%)
4 A v
Podle bodu 2) méd levd strana limitu (tj. existuje /'(1.)) tehdy a Jen tehdy,
mé-11 redlnd i imagindrn{ ¥dst limitu (vlastni), tj. existujf-1i ¢ (%) ,
¥ (%) , na%ei ¢ (X)) = ¢'(X5) + <P (%) .

Plat{ op&t v¥ty o spojitosti, 1limitd a derivaol soudtu, sou¥inu, podflu.
Dédle v&ta o jednoznainosti limity (funkce miZe mit v daném bodd nejvyfe jednu
limitu) a v3ty o souvislosti mezi spojitost{ a limitou, megi oboustrannou a
jednostrannou limitou (nebo spojitosti).

Jak se dokdZ{ tyto vdty? Mdme gd¥ dvd moZné cesty. P¥ednd podle vty A
Je moZné prevést vdty o 1imits, spojitosti a derivaci pro funkci .f =< + Lyz
na obdobné v&ty o redlnfch funkoich ¢, ¥ , a ty uf zndme. Jako p¥iklad do-
kaZme: Je-1l1
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,L'qu(&) = gy &m,/z(-z) = &y (vBechno v bodd ¢ ) , Je
L gy (x) £,(x) = oy ay.
Dikag: RogzloZme na redlné a imaginArni Sdsti:
%4: Mg+ Ay, ﬁ= A+ L4 , Oy = A+ ry y Ay= ap+ Ady .
Tedy .
() {/}ﬁ = My My - N+ oy Wy + auy ¥g)
Ay Uy = gy =~ Ay by s iy by ag by .

Z rovaio ,&m.{,(.x) = 0y , ,&'/»vfz(.z) = &, plyne podle vity A:
/é”ﬂ/wfzw’, /&./”i/v,;g/ﬂf’ /&’n%=a}z’ M%:}’z.

Z vét o limitd soudtu, rozd{lu a soudinu pro redlné funkce plyne tedy
/a'/»v("u]wz,‘ Wy Ay) = Qy Qy - }fﬁz ’
%m(a/,,/%"'ﬂlsz'):a/”gz'ﬁa/z&]'

podle vty A a podle (#) -je nyn{ vskutku ,ﬁm /} . £= Cyge Qg+

Za druhé: Definice spojitosti, limity, derivace, Jak jeme Je podali,
Jsou padobné jako ty, které znime £ d¥{v8jSka pro redlné funkce, pouze vedle
redlnfoch &isel se p¥ipoustdji i imagindrni{. Ale v definicich se vyskytuji pou-
gze absolutni{ hodnoty t8chto &isel, co¥ jsou redlnd &{sla, a pro absolutn{i hod-
noty komplexnich &isel plati tytéZ nerovnoasti a rovnosti jako pro absolutni
hodnoty redlnjch &isel. Prohlédneme-1li si dfikazy v&t o spojitosti, 1limitd, de-
rivacl redlnych funkci, které jsme podali v l.semestru, vidime, Ze tyto dlkazy
plat{ i tehdy, kdy% se v nich vyskytujf obeon¥ komplexni funkce. Provedme je-
den p¥{klad, abyste to vid¥li: Neoht ,ﬁ‘/»u/,(x) = 0y, ,&'mv.fz(x) = o,

(vS8echno v bodd ¢ ); potom
Loy (fy (X) = £(2) = oy -, .

Dikaz: Mdme dokdzat toto:
ke ka%dému &€ > 0 existuje d>0 tak, Ze pro ka%dé »% , splnujfci{ nerovno-
sti O <fx-el<d’, je ’/.,(.x) -/z(.&) - (g -—ay)l < € .

Budif tedy déno &€ > 0 . Jekto Lm s (%) = wy, Lmfp(4) = oy,
existujd d;> 0o , d;’ >0 tak, 2e pro O0< lx -l < d:, je
,/1(X) -d/fl<"££' a pro OLIX—C/IédE Je Iﬂ(x) -ML’<-§— . Polo¥me
d'= Min(dy, d3) >0 . Potompro O<Llxu-el<d je
[ 4y(2) = (%) = (g =) | = () -~y = (fof ) -a5)] =

Slgyx) oyl v 1gytx) - ay | < €.

Vidite, 2e dlkaz je doslova t§fZ jako pro redlné funkce. Jektd podotfkém,
Ye v&ta o spojitosti, 1imit¥ a derivaci sloZené funkce F (t) = #(¢(t)) plats
1 tehdy, kdyZ ¢ Je redlnd funkoe a / Je komplexni funkoe redlné promdnné
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( @ musi{ bjt redlnd, jeito f .Je funkce redlné promd&nné, a do f(x) se md
ge X dosadit ¢(t)). Jednoduchy dikar si provedte jako cviZent.

Definioci primitivni funkce rozdifujeme také na komplexni funkce o redl-
né promdnné: funkoi #(X) nasfvém funke! primitivni k funkei £(x) v (@,8,
Jestli¥e pro viechna x€(a,4) jeo F'(x) sf(x) ; uZivéme opst znaku .
fftarde o Je-li f(x) = P(x) + <y(x) , Fla) =§(x) + <V(x) , jeo F pri-
mitivaf k ¢ (t. F(x) = [f(x)dt) tehdy a jen tendy, kdy%

(é-(.l.) + £y(.x))' = @lx) + ¢y(x) ,
t3. P+ <Y = G+ oy neboli
$ () =f90(x)a& ’ ¥ () =f7,v(x)dz }  tedy
J'{(.x)d(. =S(q’_(x) + 't'.'y(.x))dr. existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji
Jy(x)db ’ f‘lf(.x)dv, (vﬁeohno v témZ intervalu (w.'é’)) , naleZ

[(Ptn) + p)) de =foerde » ofplayae .

Plati z¥ejmd (pon¥vadZ primitivni funkoe k ¢, Y jsou urdeny aZ na konstantu),
fe primitivni funkce k libovolné komplexni funkeci je urdena aZ na libovolnou
komplexn{ konstantu.

Pogndmka: komplexn{ funkce f =g+ 451// mi%e byt specidlnd redlnd, tj.
1//(1) =0 pro viSechna XxE€( a/,,&) , a potom gde méme malou nedlislednost: nap¥.
vechny primitivn{ funkce k #(x) =X maj{ ve "starém" smyslu tvar

2
—';— +(, kide ( je libovolnd redlnd konstanta, kde%Xto v "novém" smyslu je (

libovolnéd komplexni konstanta. Ale dvojznainost se tfkd jen "integraini kon-
stanty”, kterd nds obylejnd nezajimid, ledaZe je nd¥jakymi podminkami urZena, a
poton je stejn¥ jasné, je-1li redlnd nebo ne. Tedy snad nestoji za to kompliko-
vat ndzvoslovi rogliZovdnim redlnjoh a imagindrnich "integralnich konstant".

Jektd podotikn¥me, 22 také urdity integrdl funkoe f=9+ oy definujeme

&
rovaniol qu)dz’ = qu(x)dv + &f,u(x)aw » eoxistuji-li integrédly vpra-
@ od v

vo; integrdl vlevo se nagfvd Riemanniv (pop¥{p. Newtonllv), jsou-1li oba integréi-
ly vpravo Riemannovy (popi¥{p. Newtonovy).

Ukézall jsme, %e mnohé "lokdlni" v&ty o spojitostl, limitd a derivaci pla-
t{ 1 pro komplexni funkoce redlné promdnné. Jsou vdak jiné v&ty, které pro kom-
plexn{ funkce neplatf{, nap¥. vdta o p¥irdstku funkce:

Vezmdme funkoi £(X) = coo & + v scnx , jei md derivaci £'(x) =-sowu +
+ A crx . Kdyby véta o p¥irGstku funkce platila i pro komplexni funkce,
existovalo by £€(0,27) tak, Ze

(% %) gCaT) - 4(0) = 2T, 4°(§) .

Ale funkce f mé periodu 27, takZe levd strana v (# &) je nula; ddle
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'{'(f)f = VM"'; + onf = 1, takZe pravéd strans nen{ nula, a tedy rov-
nice (# #) nemi¥e platit pro E4dné redlné g‘ .

Vedle komplexnich funkol redlné prom¥énné se v matematice vydet¥ujf také
komplexni funkoe komplexn{ prom¥nné: Je-1li ™ n¥jakd mno¥ina komplexnich ¥{-
sel, & je-1i ka¥dému 8felu €M p¥i¥ageno jisté (komplexni) ¥islo ¢£(=) ,
¥{kéme, Z¢ 4 Jjo funkoce v oboru M (a to komplexn{ funkce jedné komplexnf
prom¥nné). TEmito funkcemi se budete systematicky gzabjvat v teorii analytio-
kyoh funke{ v t¥etim roSniku. My budeme gde pot¥ebovat jen dva p¥iklady:

P¥{klad 1: Polynom P(x) = @, %+ a;,a?"" + e t Q¥ Apy
(%, eeey @n komplexni ¥{isla) mé smysl pro viechna iomplexni .~ ; miZeme
JeJ tedy pojimat Jako funkeci komplexni prom¥nné definovanou pro vSechnas kom-
plexni ~ ,

P¥{xlad 2: Punkce £ (x) = 2« byla dosud definovdna pro redlnéd < .
Plat{ tyto vstahy: e¥. 2™ s Y2 %1, et 7% 4% 1,
tak¥e 24 0 pro vieohna redlnd x .

RogS{¥{me nyni definici funkce +” na vSechna komplexn{ = . Definioe, kte-
rou nyn{ gavedu, se védm bude asi £ddt um¥dld. P¥irogend)s{ definici poddm po-

2d3ji. Zavddin £® pro komplexnf{ = JiZ nyni, protoZe ndm bude tato funkoe
uZitednd pro vjpodty v § 4.

Nap¥ed pro rysze imagindrn{ ~ = Ay (7/ redlné) definujeme e £ cos Y +
+ 4 m 70

Pogor! < Je v Jednom p¥{padd redlné, totik kdy¥ 4 = 0 ; musime se
preevdddit, ¥e v tomto pf{padd dostaneme shodu se starou definiocf, t)., Ze
548l0 080 + <im0 44 vekutku £° nebeli 7 , ale to je z¥ejmé.

Ovi¥me nyni, ¥e plati (pro redlné 7%, , ¥ )

‘(J‘%. 114:73 s ‘:?‘1"“‘:’7/3

Je
Y, 2 2 (v v sy V(B v sw gy ) =
® COO Yy O3 4y = Muy,,mzyz«r
* (v, cosyy + o3 a, Mw gy ) =

sm(%-p 72,) +4-/M(7f,+%) :b‘:(%"%) .

Je-li nyn{ ~w =X +4.'7- ( £ redlné, 4 redlné), difinujomo
2 %4

L = ‘o"*‘&yfa %, ,(/4}”8 .0"( IS Y+ 4.M/7/) .

Je-1i 4 =20 (tj.w=x), jJo wsy + iswy a1 , takie %= .«o"‘.. Je-11i
x20 ($). wadiy), Je.25=21, atedy tTmcHmy + by =2 T, a
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tedy na¥s novd definioce (pro libovolné komplexni ~) je pro redlné i pro ry-
se imagindrnf{ ~ ve shed¥ s dAr{ivijsimi definioemi.

Budi¥ x,= ¥ + 437/., » X, = X + 44, ., Potom %1, 2™z
x L x * x Al .
20 M, 7 T T, L LY Y qle e, L. LTt
pro redlnd x, x, , a rovndk LY, LY 2 L+ ) .

Tedy ~

y 2

P e A L AL LA < ot *

Tedy 1 pro libovolnd komplexni{ ~x, , ~, je ™. o a o1t *2 , 8peoidlné
N | - -
g.o“:.&"g'/,&m*(),,aa's-%;g.

Vesmdme nyni libovolné komplexnf 3{slo « = @ + 4 a vySetfujme komplex-
n{ funkoci redlné promdnné f(-ﬁ) = %% (pro redlné x ) ; vypodtéme jeji de-
rivaol.

Je ax = ax+ Lbx, tedy
,&(.z).b"“""" = v (cos x4 L bey .

Podle pravidla o derivaol seuldtu a soudinu (je¥ plati i pro komplexni funkoe
redlné prom¥nné) Je

§'(x) = wo (s bx o irindn) + 0 (cbrrnwdr + chcoshr) =
= oY [_wm}'.z. - b dx + AL(Q/M./nhﬂ'J + bcos bx )J =

2 0% (s i) (cosk + irmlx ) = . &%,

Tedy (pamatujtel): Je-1li o 1ibovolné komplexni 3i{slo, md funkoe

#(x) = ™ (komplexn{ funkoe redlné prom¥nné) pro viechna redlné x derivaoi

(¢%%)’ = o™ .

$§ 3 Linedrn{ diferencidln{ rovnice.

Jde o rovanioe tohoto tvaru:
LR AP oy (XY +p ()Y =gls)

kde budeme stdle predpoklédat, ¥e funkece #4 , 9~ Jsou spojité v jistém inter-
valu (@,4) . PFiton pFipouktime komplexni funkoes £, , 9 a také hledend
funkce mike bft komplexni. Je-li 7(1) =0 pro vdeochna x€(a,$) , dosté-
véme tsv. homogenni revaniol

(n-d)

(1) 7'('"') + py(x) 'y(m'-

(2) 7('"') +/y.,(.:)7 oo v, o (1)7/' *pum () = o .
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ME1l1 jsme jJiZ rovnici prvnihe ¥édu (vis § 1, bod V) s sjistili jsme, Ee kakdfm
bodem [+, , %,], ke a <xo<4 , proohés{ privé jedno Feeni. To sname-
né: rovnice 4 + f{x)% = g(x) mé nekone$nd mnoho Feleni; abych s nioh jedno
Feieni ¢/(x) vybral, k tomu stad{, abyoh pro urditou hodmetn X € (@, £)
predepsal, e funkoe 4 mi v bod¥ x, nabft jisté hodnety 4, (t].

4YXo) = %, ) . D8lall jeme to pro redlné funkce 4+, ¢, ¥, ale plat{ to 1
pro komplexn{ funkoe.

U linedrnioh revnic ¥4du vyssSiho nek 1 uX nestadi pFedeéepsat hodnotu
%) 3 ukakme to na pF{klad¥ rovnioe

(3) 7"-7' 0 .

Hned vidime, ¥e Fe¥enim rovmice je funkoe 2= a také funkee <~ ~ ; a okamEitd
se presv¥diite, Ee také funkoe

X

(4) 7’(1) = cql/‘ + Cz“’-

je YeSenim v (-, +x) 3 pFitom C, , C, Jjeou jakékoliv komplexni 3isla.
P¥esviddme ee, ¥e (4) uZ ddvd vieohna Felen{.

Zavedeme gzase (jako v § 1, bod V) novou nesndmou funkei ~ rovniof

g (x) = m(x) & neboli & (x) = y(x) e,

mé-1i ~ v ndjakém bod¥ druhou derivaci, mé ji 1 funkce 4 , a také naopak:
md-11 ji 4, mé i také ~ . Je pak o an'et s me*,

y” =z n"er 4 lnet ne* | tedy 4" -3 sc(x” +24°) . Junkee % je te-
dy FeBSenim rovnice (3) tehdy a jen tehdy, je-1i ~" + 22" = 0 ., Osnalme ~’
pismenem «; tedy A& = 4, ~”" =« . Rovnice A"+ 2x’ = 0 Je splnina
tehdy a jen tehdy, kdy¥ « + 2« = 0 . Ale tuto rovnici dovedeme Fedit (vis

§ 1, bod V): PiSeme -

’ j.d_‘%"_a-fldx., »é««.--z.r-rx. w-,&x.& 2x ’
, kde ( je libovolné konntantit(vjpo&et byl nok?zx::ktni , ale vime,
%e vfsledek je sprévnf). Tedy A s le™ ", w= --;— Ce" " +D, kde C,

D jsou libovolné konstanty, a tedy ¥ = ae = -£ (e L eDe*, ook je totéE
jako rovnice (4). Tedy veoreo (4) ddvéd vskutku vZechna Feideni.

w=c‘/—z\t

Zvolme nyn{ libovolné ¥isle %, € (a, &) a dvé komplexni 3fsla ¥%;,
'y,’. Hledejme reenf 4(x) , pro n¥% platf 4(x) = %; , (%) = 2%, . To
gnamend, %e mé bft ( o', Cr2e”" = % » G4 e (e a 7,' 3} teo jsou
dvd rovnice, kterjm vyhovuje jedind dvojice ¥isel [, , C(, 3

’ Cz "Z‘%ﬁ‘”(o .

Tedy: existuje prdvd jedno Felen{ rovnioe (3), které nabfvd v bedd L, p¥ede-
psané hodnoty %, & jeho¥ derivaoce nabfvd v bodd <x, pfedepsané hodnoty fy{ .
Obdobny vyisledek plati pro ka¥dou linedrn{ rovnici se spojitfmi “"koeficienty”:

C’S YO* .' ‘l-lo
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V8ta 1. (Bxistendn{ v¥ta.) Neoht funkce #/,,..., fun, 3 Jsou spojité
v (@,4) . Budid x,E( o, #) a bulte Yor Fo seoes 75("‘"4) jakdkoliv kom-
plexn{ ¥{ela. Potom existuje prdavé jedno Fedlen{ 4(x) rovanice (1) v intervalu
(a,4) , jef splnuje podminky

(5) Y(2e) = 4%, ¥(%) 24", ooy V(1) a gy

Je-li a(x) FeSenim rovnice (1) v («,8) < (a, &) , je# rovnsZ splnuje
podminky ~(%o) = %4, , A°(X0) = 'yz, y see Ao(“-”(xo) = %(o;-l (predpokld-
ddm x < x,<B ), je m(x) = 4(x) pro viechna x€(x,p) .

Posledni ¥dst v¥ty ukaszuje: pokud se omezuji na FfeSen{ v ZdsteZnfch inter-
valech intervalu (o, &), stadl vyBet¥it FeSenf v celém intervalu (o, £) .
Podminkém (5) se Zasto ¥{ké "poSdteini podminky".

Dikaz této vity odloZim do soustavné predndsSky o diferencidlnich rovniocich,
ale v&ty budeme uZivat.

Omegim se nap¥ed na homogenni rovnioi (2). 2Z véty 1 si mlZeme utvo¥it
dobry prehled o v3eoch ¥eSenfch rovnioce (2), ale napfed si gzavedeme jeden pojem.

Definice: Budte £,, #2 ... #4(421) funkoe (komplexn{) definované
v intervalu (a,4) . JestliZe existujf ¥isla (komplexnf) ¢y, ¢z, ...y Cg
tak, Ze jo

(6) 01{4 (‘x) + az {z (-x-) + see ¢ %fi(x) =0 pTro vi8echna -xe(al. .&') ’

pr¥ilemZ aspon jedno z ¥isel ¢, ¢, ... , &z Je rigné od nuly, Fi{kéme, e
funkoe £, , f1 » -+- » f4 Je0u linedrnd gévislé v (a, ) . Jestlile ta-
kovd 8isla ¢, ..., ¢ neexistuji, tj. jestliZe (6) je spln¥no jen pro

¢ = ¢ 3 002 =0, Fikéme, %o o, ...y fz Joou linedrn¥ nezdvislé

v (a,4) .

Rikédme také, Ze systém funkoi /; ) evey f‘l jJe linedrnd gdvisly nebo ne-
sdvisly v (@,4) . Jek je to pro A=7 ? Rovnost (6) je ted ¢ fs(x) =0
pro vdechna x€(a,4) ;3 Je-1i ¢ 4 0, plyne odtud £ (x) = 0 pro
vSechna Xx€E(a,4) . Tedy systém slofenf z jediné funkce je linedrnd gévis-
1§ v (@,4) tehdy a jen tehdy, je-1i funkoe identicky rovna nule v (@, &).

UZite&nou pomdckou pro vySet¥ovdni linedrni negdvislosti funkoi
fr3 sees fL je determinant

-f, (x) , fz(x) y cce ;“(")
ﬁ’(x) ) /2" (-t) p ece ;“l (-t)

(7 Weonrgy ()= [ 4" G ey ey ()

4 40, 4, %N, e 50 0
tzv. Wronského determinant funkoi /, y ecep f‘, .
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V&ta 21 Neohl funkoe &, , ..., /4 majt v (a,4) derivace Fédu
A -1 anechlt jsouv (a,4£) 1lined&rnd zévislé. Potom W/“””/‘(.z) = 0

pro vlechna x€(a,Z) .

Dikas: Existujf ¥fela ¢, ¢, ..., ¢, , & nichk aspon jJedno je rfizné
od nuly a takova, Ze

(%) ¢fx)+ ... +%f£l(x) =0 pro viechna xE(a,#) .

Jelto funkce vlevo v (% ) jev (@ ,4) identicky rovna nule, jsou i viech-
ny je)i derivace rovay nule identicky v («,4) , tj. pro viechna x€( a, &)
plati rovnioce

(8) 1 .

Vezmdme libovolnou hodnotu x€(a,4) ; rovnice (8) ukazujf, Ze &isla

Cys eeoy Yp Joou FeSenim soustavy homogennich rovnio (linedrnich) s determi-
nantem (7). JeZto alespon jJedno z 3isel ¢, ..., ¢g Je rfizné od nuly, je de-
terminant (7) roven nule v bodd «x

Bude pro néds uZitedné zavést pro gkrdcen{ psan{ jeden symbol: je-1li 4% (x)
libovolné funkoce, majfo{ v ( @,4£) m-tou derivaci, osnadme (A; = s (x)
jeou dané funkoce v (a, 1?))

(9) L (q) =7(m') +/v47’(m-1) ot e .y .

Pi{m je tedy ka%dé funkci 4, jel mé m-tou derivacli v (,#4) , prifazena
urdita funkce L(¥) , definovand v (@, 4) . Vfraslm tvaru (9) se ¥{ké 1i-
nedrni diferencidln{ operdtor ~-tého ¥d4du. ProtoZe (wy«)( ) a uy(“) Jo
L(ey) = oL (4) pro kaZdou konstantu ¢ ; proto¥e (y; + %)("’) ,,("’sa- %(‘t)
Joe Lty +u) =L(y) +L(y) 4 odtud indukol Ly +y; + ... + ) =

=L(7,) + L(%) + cee + L(giv) ’ L(%%i- cee + C/’v?/’u) = 4L (%) + °°'+"/;..L(7;’u)'

Tedy méme dokdednu vitu:

Veta 3. Llcygp+ «oo v =g lly) + oo v+ L(y) , kde ¢
jsou konstanty a 4. maji m-tou derivaoi v (o, £) , 4 3je 1ibovolné p¥iro-
gené 3{slo.

Rovnioi (2) 1lze pedt L(y) = O . 2 vity 3 tedy ihned plyne

Vita 43 Jsou-1i 4, , ..., Yh né jakd FeSen{i homogenn{ rovnioe (2)
v (a,4) a jsou-1i ¢, ..., ¢4, Jakékoliv komplexni ¥{sla, je i funkoe
LYt oot G YeSenim rovnice (2) v (w, ¥) .
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V&ta 5. Funkoe 4y, budte spojité v (a,#) . Potom rovaice (2) (ho-
mogenni) mé m FeBeni linedrnd negédvislfch v (@, &) .

Dikag: Zvolme n3jak§ bod x,€(@,4) . Podle existendn{ vty 1 existu-
J1i FedSeni %(x), ooy %.(") v (a,4) , kterd splnuj{ tyto poldtedn{ pod-
minky:

g (%) =1, 4 (%) =20, ..., % ""Vx) = 0;
¥, (£) 20, % (%) =1, ," (%) =0, ..., 9" V) =0,
%(-Ko) = 0, %'(xo) a 0, %"(xo) = 1, X’”(.lo) =0,..., y"’(m'-{)(.to) = 0;

ynl%e) =0, %,705) =0, ooty 5 ™M) 20, 4, ) = 1.
Tedy W?f' Wa 9 oo %"(Jo) $ 0 3 tvrzen{ plyne z v&ty 2.

Definices Systém <~ l1linedrn¥ negdvisljch ¥esen{ homogenni rovnioe (2)
v (o, 4) nagfvdme fundamentdlnim systémem FeSen{ rovnice (2) v (o, £y .
V&ta 5 ¥iké prévd, ¥e takov§ fundamentdini systém existuje.

VEimn¥me sl Jjelit¥ jedné drobnosti: Je patrno, Ze funkce identicky rovnéd
nule je FeZenim homogenn{ rovnice (2). Je to tgv. trividln{ FeSeni. Neoht nynt
v Je n5jaké FeBeni rovnioce (2) v («,4) , Kkteré v jistém bodd «,E( a,4)
vyhovuje podminkém

(n-

(10) y(.!o) ay'(.!o) 3 0. Y 4)(.10) e 0

Potom 4 Je trividlni Fe¥eni.

Dikaz: Podle existen¥ni vdty 1 existuje prdvd Jedno FeSeni, vyhovujiocd
podminkém (10). Ale t&mto podminkdm vyhovuje Jednak naZie ¥efen{ 4 , Jednak
Yefien{ trividln{i. Tedy ob3 ¥eSeni splfvaj{. Pomoci této pozndmky snadno doké-
Zeme vitu:

Vita 63 Budi¥ 4, ..., Y, systém Feden{ rovnice (2) v (a,4&) . Potonm
plat{:

A) Wronského determinant

W, ..o, g (O

je budto pro vlechna x€(a,#4) riznj od nuly, nebo je pro viechna
x€(w@,4) roven mule.

B) V prvnim piipad® je eystém 4;, ..., 4, fundamentdlnim systémen,
v druhém p¥{padd nen{ tundamentdlnim systémenm.
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Dikas: Budi¥ v jistém bod¥ € ( a,4)

%("o)v coey 'ym,(-'ﬂ)
%l(-‘o)’ coecy 7’”‘"(10)

( - . = 0 .
Wapoeeeo %) :

74(:»-4)(10)' e, %v(w-f)(xo)

Potom systém rovnio

(q%(xo) + .0 r/,,,,y,,v(-"o) = 0
49 (Xo) + coo + ¢ (%) = 0
(11) .

{ =

KU,%(“-4)(¥¢) + .o * c/,,,y,,.(""l)(x,) = 0

nd ¥eSeni ¢y, ¢4, ...y ¢, kde aspon Jedno z 3isel ¢,, ¢, ..., CH Jo ris-
né od nuly. Potom funkce () = ¢4y (X) + oo + Upnty, (x) Jo FeSenim rovni-
oe (2) a vyhovuje podle (1l) podminkédm

WHy) = % (%) = oo 24 7)() 2 0 . meay je awlx) =0 , 3.
cpag, (X)) + ooe + U ym(x) = 0 pro vleochna x€(a, &) , tedy ¥, -ec»r ¥a

jsou linedrnd sdvislé v ( «,4) , tedy podle vty 2 je W () = 0
7’1 pecey 70»

pro vdechna x€(a,6) . Tedy: Je-1i W%’””?,(-k) roven nule v jednom

bodd intervalu ( a, 4) , je roven nule pro viechna xé(d/,") . Tim Je dokd-
gédno tvrgeni A) .

Za druhé jsme dokdzali: Je-11 W (<) = 0, jsou funkoe
%,oo"y’n

Yyreoes g, linedrnd gdvislé a podle vty 2 plyne naopak £ linedrni zdvislo-
sti rovaost W (x) = 0. P{m je dokézéno i tvrzen{ B) .
War e oo s Y,
Véta 7. Budi% 4%;, ..., ¥, fundamentdlni systém Feden{ rovnioce (2)
v (aw,#4) . Potom ka%dé FeBen{ 94 v (a,4) 1ze psét jednim a jen jednim
gpisobem ve tvaru

(12) w(x) =c o (x) + ooo + ¢py,(X) pro vlechna «€(a,4£) (tj. exi-

stuje jeden a jen jeden systém &isel ¢4, ..., ¢, tak, Ze plat{ (12) ).
Dikag: 1) Ze takovy systém konstant c¢,, ..., ¢, mife bft nejvjiSe je-

den, je vid&t takto: Je-1li

ylx) = ¢y (X) + oo + Oy () a soudaend a(x) = dya,(X) + ...

ees + oy, (X) pro viechna x€(@,4) , je pro x€E(a, t)

(e =) 4 (X) + wou + (G=G) Y (2) = 0 3 tedy jeito , ..., %, Jsou

v (a,4) 1linedrnd negdvislé, méme nutnd ¢, =ay , .cey ¢, = &, .
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2) Ze pro kea¥dé Feseni 4 takovd ¢, ..., ¢ existujf, dokédZeme takto:

gvolime x,E(a,4) a napifieme m rovaio pro ~ nezndmych ¢4 «es ¢, ¢

Gy (x0) + oo + UnYnlx,) = ap(xo)
c/.,%'(x,) + eee + ”m?'m': (xg) ’7'(-’%)

(13) .

48 ™D (0) ¢ vee v omgl™ Na0) =4 Ny

Determinant soustavy je Wy,.--,ym.“") £+ 0, a tedy soustava md FeSeni

C4y seey Up o 2 rovnio (13) Je vidst, e Fedenf ¢ 4, (x) + ... + cpy(¥) di-
ferenc. rovanice (2) vyhovuje v bodd x, tym% poldtednim podminkdm jako ¥edeni
»y{-!) } podle existen¥nf vdty 1 Jsou tedy obd Feleni totoZnd, tj. plat{
rovnioce (12).

Znédm-11 tedy fundamentdlni systém FeSeni Ay esey Y » ©nAD vEeohna
YeBenf: Jsou ddna vsoroem (12). V§raz ¢y (x) + ... + ¢4y, (%) , pokud
v ndm nejsou urdena &isla 4, «.ey ¢, 80 jevi funkci m+ {1 promdnnfoh «,
&%y seeyYn 3 V tomto smyslu se mu Sasto ¥{kd "obeoné FeSeni". Dosadime-li
28 Opy ooy € urditd 8isla, dostévdme jisté FeSeni; ¥ikd se té¥ "partiku-
l4rn{ FeSeni", ale v tomto p¥{pad¥ to neni{ nic jiného ne%Z "Fe#Seni". VEechna
YeSeni se dostanou £ "obeoného FeZeni" viemi moZnymi volbami &Ls6l c4,..c.y Up, .

JestliZe Y4, <eoy Ym Je W ¥eSen{ rovnice (2) (nemus{ to byt funda-
ment4lni systém), a gvolime-1i n¥jaké komplexn{ &isla ¢z (j/ JHK=1 ..., ),
Jsou funkoe /

/b1 3%{% + "'*afﬂlly/tﬂl’

Mzauz'% +...+Um7’m’
(14) .

n’om,a dmd% + oo + metym,

také FeSen{ rovnioce (2). Odpovime na otdzku, kdy funkece (14) tvo¥{i fundamen-
t4lni systém.

V&ta 8. Neoht Yy eevy Ym JBOU ¥eSeni rovnioce (2) v (W,J') . Potom
funkoe (14) tvo¥{ fundamentdln{ systém FeSenf v (o ,4) +tehdy a jen tehdy,
jestlilie jsou splndny tyto podminky:

1) Wiy eeer Yp, tvo¥{ fundamentdln{ systém ¥eseni v (@, 4) ,
c?&, je rdzny od nuly.

Dikag: Podle vity 6 Je systém ~ ¥eSeni fundamentdlni pridvd tehdy,

je-11 Wronského determinant rfsny od nuly.

2) determinant &{sel
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Z rovnioce
ﬂ9'= t‘/};,% + cee * c(,,,u 7/,,,

plyne derivovdnim

(£)

T A BRI

(05 Lsm-1)
a odtud podle pravidla o ndsobeni determinantd

014’ ceoy c/fﬂ‘b

Wm,, ...,mw(x) = : W%, ""70‘:(‘)

Cpng? *°°3 Ynm

Levd strana Je ridznd od nuly tehdy a jen tehdy, jsou-1i oba Zinitelé vpravo
rdgn{ od nuly.

Zndme nyni velmi dob¥e strukturu vBech FeSen{ homogenni rovnice
1)

(2) 7(@) . ’u"?,(w_

Existuje fundamentdln{ systém ¥eSeni 4;, ..., %, (dokonce jich existuje
nekonedn¥ mnoho podle vity 8), a gndme-li tento fundamentdln{ systém, je kaf-
dé ¥eSeni ddno vyrazem

01%'.‘ ese ¥+ Um ?/W

+ o0 +’vm-17”+f"m7’= 0 .

8 vhodnymi konstantami ¢4, ..., ¢, .

Vidite, %e se zde vlastn¥ setkidvdte s pojmy z algebry, které zndte
g l.rodniku. Soustava vBech FeSen{ rovnice (2) je modul nad oborem komplex-
nich ¥{sel - v l.rodniku jste oviem probirali moduly nad oborem redlnjych &{-
sel. Pundamentdlni systém FeSeni rovnice (2) je prostd base tohoto modulu.

Ale jak nalégt fundamentdlni systém? U rovnice l.¥ddu 4 +pay = 0 se
d4 nalégt "kvadraturou” (viz § 1, bod V): stadi nalézt n¥jakou primitivni
funkei P (x) =_[¢w(x) dv , naSe¥ fundamentdlni “systém" (sloZeny zde ovi¥em
g jediné funkce) je < P(%) & ka¥dé FeSenf mé tvar Co~ P (%) , kde C Je
libovolnd konstanta.

U linedrnich diferencidlnich rovnic ¥d4du =~ >7 nelgze obeon¥ nalézt
fundamentdln{ systém takovym jednoduchym gplsobem. Obecnd se timto obtiZnym
problémem nebudeme zabjyvat; v jednom dileZitém speoidlnim p¥{pad¥ Je] viak
rog¥eSime v pi{stim paragrafu.

Obratme se nyn{ k obeoné rovnici
1)

Yoot Y Yy
s pravou stranou ¢ (9, fugy spojité v ( w,4) ). U%ijeme sase ogznafeni

(1) 4y () + /"17’(“-
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() (m=1)

L‘(y) = Ay * oy + <. * fmy, takle rovnice (1), (2) lze psét takto:
(1) L(?’) = ¥ ,
(2) L(g) = 0 .

P¥ipomenme v¥tu 3: pro libovolné konstanty ¢, ..., ¢¢ & libovolné

(15) L(cx,%+...+%%)=cx,L(%)+...+%L(7/‘) .

Pfedstavme sl, Xe najdeme n&jaké FeSen{ Y rovnice (1) (s pravou stranou ¢ ).
Ka¥dé funkei 2 (majfci m-tou derivaci) p¥ifadme funkoi 2 rovnict
Am s Y ; potom je

L(IXI) = L(?) +L(Y) ’ tj. L(m) = L(y) + 4/,
Tedy Lix) = ¢~ prdv8 tehdy, kdyZ L('y) = 0 . Jinak Fedeno:

V&ta 91 Budi¥ Y n&jeké FeSenf{ rovnice (1). Potom vEechna FeSen{ rovni-
oe (1) jsou déna vyrazem 4+ Y , kde 2 je libovolné FeSeni rovnice (2).

Predpokldde Jme nynf, Ze se ndm ji¥ poda¥ilo rogfesit (2), tj. nalégt fun-
damentdln{ systém %y eees %n - K nalezeni vSeoch FeSen{ rovnice (1) stad{
podle vty 9 nalést jedno z nioh. UkéZeme ted, jak se dé nalézt. Jsou-1i
Css «eey C, Lkonstanty, je

(16) Y=Cyyr oon s C,, Yony
¥eSenim rovnioe (2).

Provedeme ted tzv. variaci konstant: Budeme se sna¥it nalézt funkce
04 (£)) eeey Cp(x) majiof v (w,ﬁ) derivaci tak, aby (16) bylo ¥eSenim rov-
nice (1) v («,4), neboli tak, aby platila rovnice L(Y) =g . To je jed-
na podminka pro < funkef C,, ...,(, ;3 proto asi smime pFedepsat jetd
daldfioh m-71 podminek; uvidime, %e to vsekutku jde; tSch m-71 podminek gvo-
1{me oviem ufeln’, aby se vjipolet dal provést.

Z rovnice (16) ( Cg jsou ted funkoe majfof derivaci C; ) plyne

Ve i v e s Caginlay o vee G

aby se to gjednodusilo, predepifieme podminka (, 3, + ... + cn:.%,,'-' 0 (viude
v (@,4) ). 2a tohoto pfedpokladu je v (@ ,&)

Y = C,/y; + eee ¥ Cmy;'
atedy Y =aCiy, + ...+ Cmy; +Ciyy + «oo +Cn'y,, 8 zase pofadujeme, aby
C,’y; + ... +Cm'7,;u= 0 viudev (a,4) , takie

sz 47: + coe * Cmy; .
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Edy% jsme se timto gpisobem dostali a% k Y (""2) 4 (4, (%), |

ces + ,,,,%S""z) , derivujeme:
y (~=1 C,,%(m'-f) + oo + Cmym(“-’) + C,'%(”"'Z') + oees C',,:,y;,fo"-z)

a op&t poloime 04'74(“'2’) + oo & C‘,,,fy,,,(o"'z') =0 viude v (a,4) ,
takZe
Y(m-") = C.ap, ™1 (n-1) .

,% + [ I N ) * c“yw
To u% jeme napsali m-1 podminek, proto uZ p¥estaneme; derivovénim vyjde
Y ()

(M-4) + o0 ¢ C’ (%-4) .
m Jm

= C,%(m') + eean +C,',b7@(%)-+ ' %

Jestlife Y, Y’, .o, YO, y(™  ngeobin po ¥ads funkcemi fin, . _ys---,
Pgs 1 a se¥tu, dostanu

LOY) = CoL o) + e + Gy Ligmd + Clog ™ 0 s Grap ™1,

m Jim

tJ. (proto!e L(_y,,) ZT see = L(Q"m) =0 )
L(Y) = C;?g, (ﬂl-—") + os00 *+ cly (“-4) °

~Nn gm

Tedy k tomu, aby bylo L(Y) =g , Je nutné a stadi, aby

+ eee +Cniry/”f“'4) = g .

Funkce C,% + oo + C,,,y/,n bude tedy jietd v (a,£) FeSenim rovnioce
L(4) = ¢ , bude-1i viude v (@,4) splndno téchto ~ podminek:

’ -1
C; 74("* )

( C.;y., + eve + Cpyps 0

19 e+ Clgln O
T
Clap @ s it ™ ¥ = 0
_ O =) w it 2 Cny ) 2 g
Jekto pro vSechna x€(a,4) je determinant soustavy W (x) £ 0,

%’00097/“
maji tyto rovnioce pridvd Jedno ¥esien{, které se vypolte podle Kramerova pra-

vidla Jjako podil dvou determinantd. JeZto 9  Je spojité a Yo 7’4:' ...,m('"")
Jsou také spojité v (a,4) (nebot existuje yz("")), vyjdou funkoce

C/y .oy C,. 8pojité, a tedy k nim existuj{ primitivn{ funkoe C,, ..., Cp,

v (o,4) 3 najdeme-1li je, dostaneme hledané ¥eseni

Y aC,%, +Cztyz+ vor v Oy oy, o

Vidite, Ze hlavni poti% je FeSen{ rovnice L(4) = 0 ; nsjdeme-1i funda-
mentdlni syetém Fe¥eni této rovnice, dé se FeSeni rovnioce L(y) = ¢/ nalést
“kvadraturami”.,
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Posndmka: Rekli jeme jiE affve, ¥e nés zde zajimaj{ hlavn¥ redlné
funkoe; komplexn{ funkce jsou pro néds sde spie techniokou pomfickou. Bulte te-
dy funko® i, My, ceey fun, ¥ L(¥) 1 funkce g redlné. Viimnime si napfed
rovaice (2) L(y) = o .

Dokalme: Jsou-1i také "poddteZni podminky" Yo s 7;‘, ceer Y, (~=1) redlné,

potom Fedeni BN, W= ﬂwy ar:Jnuy vyhovujic{ t¥mto podminkém:
7('!0) = %9 00007(“-1)("0) = 4, (n-1 » Je redlné.

Dikas: Jo L(y) =L(«) + <L (») =0, tedy ob¥ redlné funkce L (w) ,
L(+#) jsou identioky revay nule. Tedy ~ Jje FeSenim rovnice L(+) = O s po-

Sdtednimi podminkami #{x,) = +' (%) = ... =ar(""1)(x,) =0 . fTedy je ~+ nu-
lové YeBeni, 4 Je redlné.

Sestrojme nyni Feleni Uy sevs Y, dand "dlagondlnimi” poldteZnimi pod-
minkami (jako v dlkazu vity 5): ay, (x,) =1, 74'(.::,) =0, ..., t, ("‘-’)(xo) =0,

L4

(%) = 0, 4, (%) = 1, 2.7 (x) =0, .o, 5, Ny =0, ...,
%..‘"‘0) 2 0, coey %y(m'l)(xo) =1 . ‘Tato Feden{ jsou tedy redlnd a
W%' .“’7,“(-!0) =1 . Tedy tvo¥*{ fundamentdln{ systém. Tedy existuje redlny funda-
mentdlni systém Yy ceey Ym o Vesmu-1i redlny fundamentdln{ systém

Y11 cces B s nd ka¥dé Fedeni tvar Y=Cray+ «oo * Cm ¥n © komplexnimi Cg
Tvrdim: 4 Je redlné tehdy a jen tehdy, Jsou-1i vSechna ¢y redlnd.

Dﬂkﬂll Je-141 0’4 = 60& + 4/&& ’ Je ')"117’-- ‘(/q% + e + ”mym; Jgﬁto
Yy «esy Y, 380U linedrnd nezévislé v (@,4) , jo Imy =0 v (a,4)
tehdy a jen tehdy, je-1i &, = &4 = ... = ¢4, =0

Obraime se nyn{ k rovaiol (1) L(%) = ¢ . Vermme redlny fundamentélni
systém; stadf nalést jedno Feden{ Y = C,% + «.. + 0y, rovnice (1). To se
A814 tak, %e se FeoX{ soustava redlnjch linedrnich rovnio (17); funkoe
C,' ) scey C,',v vyjdou tedy redlné (a spojité) a maji tedy redlné primitivni
funkoe C.,, caey C,,,, , takle Fedleni Y je redlné (vegmu-li redlné CA’) .
Viechna FeBen{ rovnice (1) mejf tvar C;%; + Co%, + oo + Cpy, + ¥ §  toto
FeBeni jo redlné tehdy a jJen tehdy, Je-1li %, + ... + ¢ %, redlné, tedy
(podle p¥edeslého vysledku) tehdy a jen tehdy, Jsou-1i ¢4, .¢., ¢, Tredlnd
Sisla.

P¥{klad 1.

o™ --%: = .Lz- (musime brét jednak interval (-oco,0), Jjednak (0, +o0),
_x -

[4

Redfme rovnici 4" - % = 0. Poloime %'=w, 4" = «’, tak3e jde o linedr-

ni rovniol l.Fédu « -5 = 0 ; YeBeni jsou « = cx, tedy Y = c/,x‘z-r Sy o

Punkce 7 , x? tvo¥{ fundamentdlnf systém, protoZe
W(x) =
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Ted p18s ay= G x* + C, , xde C, , C;, jsou funkoe.
Ketoda variace konstant dévd:
7‘326,3, C,'J"'*C,"so ’
7"3 zc]* zc,'.! )
L (9) = 2C, + 2Cjs - 2Cy = 2C 2 = -_%4 3
tedy msme tyto dvd podainky pro (', C; s
¥ | ‘- ’ ._4_ .
c'-‘ + Cz 0 ? ZQ-' <
Tedy

) 4 ’ 4
6'321'39 Cz.'z‘-‘ .

Tody t¥eba C(, = "7,,1;1 ’ Cz = - -%.(7 Ixl , take méme jedno Feleni (redl-
né)
Y 8 - — - -- ,%z I.x’ .

Viechna Fedeni jsou potom déna virazem:
2 1 .41
grr e -c gl
kde nynf ¢, , ¢, Jsou libovolné komplexni konstanty; to lse psdt jednodu¥eji

U,x + -—,éxl-ll .

2yto funkoe ddvaj{ viechna Fellenf v (0, +0) @« vieochna Felenfi v (-w, 0)
neméme ovdenm ¥4dné ¥Feleni v ( -w, +a0) . Redenf jo redlné tehdy a jen tehdy,
Jaou"li Sisla U’ » 0& redlnd.

P¥{klad 2.

.4
Reste rovnici 4~ - -{— =TT -

V (~0,0) 1 v (O » +0) dostanete FeSen{ ( ¢ , ¢ jsou libovolnd &iela)

14+x? 2
c/,x + o+ 2 ,lyl-tl -—Z—,@a(‘l-o-.x ) .

§ 4. Linedrn{ diferencidlni rovnice s konstantnimi koefioionty.

Jde 0 rovanici

(1) %'y("') 00/,7‘“'”.0 e + QL Yy= @ (x)

a o p¥ieluinou rovaioci homogenni
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(2) %7("") + 097("‘"). *

s oo +a/m”/80 ’

kde @, , 24, e, @Un (%=1) jsou komplexn{ 3{sla (konstanty), 9 Je
komplexn{ funkoe spojité& v intervalu («,4) . (Nevadilo by, kdyby nebylo

Q) = 1, jenom by musilo b§t a, $# 0 , nebot Jen potom miZeme 3islem a,
d¥lit.) Polokime

(3) Ly) = a, 7(”") * oo va Y ra,y= )X %7"""’)
/'U:O

Budeme FeSit nap¥ed rovnioei
2 Ly =0

Nadim ukolem je nalést m linedrnd nezdvisljch FeSenf v intervalu (-oco, +).
Zkusme, existuji-1i Feleni tvaru 4(«x) = P ( 2 komplexni; pro A=0 do-
stdvime w4 (x) =1 - to miZe bft také FeSeni; napf. rovnice 3 = O mé jed-
no Yefeni 4 =1 , druhé x , a ta jsou linedrnd nesdvislé).

Dosadme do L(y) 3
Yy = ”J.x’ tedy 7«("’) =~1WJ/M . Dostaneme
L(”JL!) = (wo‘lm'-o- ag,-lq-f ¥ oeee +a/m_1.l + wm,).c/'lx .

Punkoe .&'u je tedy FeEenim rovnioce L(g,) =0 tehdy a jen tehdy, kdyi

lll‘l--"

a’o-llm’*a’1 + o0 +aln_f-2.+a/m=o.

Osnadme F(A) polynonm

v
(4) F(A) =wol\m+a,,.l\.m"4+ coo +a/m_4.l\+ Q, = )3 oa/b./\_m"” .
=

Tento polynom nagveme charakteristiokfm polynomem operstoru L.(y) .
Na8 prvn{ v§sledek je tedy tento:

Punkoe o je Felenim rovnice L(y) = 0 tehdy a jen tehdy, jestliZe
A je koFenem charakteristiokého polynomu [ (A) , neboli koFenem rownice
m-tého stupns

(5) FWA) =0 .

Mé-11 rovnice (5) m rdsnfoh korend 1, ..., 1, , dostdvime tak m Fe¥ent,
o nioch¥ za ohvili dokd¥eme, Ze tvo¥{ fundamentdlni systém, a budeme hotovi.
Ale rovanice (5) mlZe mit 1 mnohondsobné kofeny, a pak Je podet rdenyoh ko¥end
mens{ ne¥ ~ , takZe musime hledat jeStd dals{ Feden{.

Budi¥ nyn{f 4 n8jaké komplexni ¥felo. Zavedme do polynomu F(A) novou
promfnnou M rovaicf A= M+ A, nebolt M=A- & .

1014-4527



- 46 -

Potom je podle (4)
mar

(6) F(M+d) =2 ap(Meaf*™a X ap 3 M7 (w=7),
=0 =0 fzo 7

kdybychom to srovnali podle moonin prom¥nné M , vid&li byochom, ¥e je to po-
lynom m-tého stupnd (p¥i ™M™ je koeficient a, ) i

(M FMed) = 2 4 M~? (b=ap$0).
7:
Do operdtoru L(y) zkusme misto 4 dosadit e, Mgme (je-1i ~x(x) néja-
ké funkce, majfol derivaci ~-tého ¥ddu)

(8) L(xeM) =3 ap. (x.e2H™-¥) _

/(,:0
f '"'Z-_” (7) ,ax A-#
X o A .:L'"’"' m =
a0 * 2o (7 )
m-n

M S 4 S f(F) gnereg (men
ot =0 4'7':=0 (7/ ) )

SouSet v (8) je linedrni forma v m(o), L N 2 (™ , @& je vid¥t srov-
ndnim vgorod (6), (8), %e koeficient u /x.") v (8) je stejnf jako koeficient
p¥i M% 5 (6), t).(podle (7) )

W )
(9) Lize) =™ 2 .ﬂj =2
j:O
Tedy:

1. pomocnd vétal)s BudiZ L(y) linedrn{ diferencidlni operdtor m-tého
¥4du (3) s konstantnimi koeficienty (a, $# 0 ) , F(A) p¥isluinf charakteri-
sticky polynom. Budi¥ A 1libovolné 31islo. Potom F(M+ A) (kde M jJe pro-
m3nnd) je opdt polynom m-tého stupn8 v M ; tedy mé tvar (7), nalel

L(xe?) mé tvar (9).

Neoht nynf{ A je k-nésobnfm koFenem polynomu F(A) , takie je

(10) F(A) = (A-J-)" G (A) ,

kde G Jje polynom stupnd m-4& , kterf uf nemé kofen A, tj. G(2) $ 0.

Pro pozddj&{ pot¥ebu podotkn¥me: JestliZe viroku * F(A) mé O-nédsodbnyf
ko¥en A" p¥isoudime smysl " F(A) neméd ko¥en A" , Jje (10) sprdvnd 1 pro
&=0 (potom oviem G(A) = F(A) ).

1) Misto "pomocnd véta" se uZivd také Feckého slova "lemma".
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Tedy
F(M+A) = M¥ G(Mea ) ,

kdo G(Med) =H(M) je polynom stupn8 m-4& , H(0) = G(a) $# 0 .

Tedy H(M) m ¢y +c4M o+ .. ’%-LHML' kd¢ ¢4 #0 , ¢/, _(#0 8 tedy

(te jo vsoreo (7), jenem jsme ty koeficienty snadili jinax).

Podle l.pomooné vity je tedy
(&)

il W Tl (O +c4,m(“*’)

L(&l/ ¥+ ses * %-LA(M) ) .

Fermulujme te jako svid¥sni pomooneu vétu:

2. pomoond vita: Je-1i L(%) 1linedrn{ diferenoidlni operdtor (3) (s kon-
stantnimi koeficienty, 2, $+ 0 ) a jestlike A je A-ndsodbny ko¥en pr¥ielulné-
ho ocharakteristiokého polynemu (&% 0 ) , Je

Lene™ = o™ tesaf® o Lve ™), xae ¢, 40, o, 440 .

Odtud‘jo thned vid¥t, #e pro £ >0 je L(xe*) =0 pro w=1, x ,
xz, coepX -1 « 2J. funkoe X% ’ x Tt ’ ...,-t""'&‘“ Jeou ¥eSeni rov-

nice (2) L(y) =0 . A ted mi¥eme dokendit dlkaz této sékladn{ vdty:

V3ta 10: Neoh¥t linedrn{ diferencidln{ operdtor (3) (s konstantnimi koe-
fieienty, @, $ 0 ) mé charskteristiokf polynom F(A) . Necht rovnice
F(A) =0 md tyto risné ko¥eny: Ay ( A,-ndeobnf), A, (4, -ndisobny§), ...
sy ‘14, ("4 -ndsobny) (‘/,)0 ’ /‘/., + r&z-& cee 1»/&45:0:/) .

Potom rovnice L(4) =0 m& tento fundamentdlni systém Feseni:

20 e gt ux ”"xl,, -1,

xOpM* 1Rt _...,.xb" =122
(11) .

JO“/%-!’ 1‘&‘1“! , eees x"‘-"ba"x .

Dikas: Relen{ to jsou, je jioch prévd m ; Jjde o to dokdzat, ¥e jsou
1ineérn¥ nesévislé. NapFed mslou pozndmku: je-1i Q polynem (nikoli nulovy),
a0, Jo

(12) (Q(x) 2“%)’ = P(x) £,
kde P mé t§% stupen jako Q@ .

Dikas: “x “
(A(x) . 2" ) =2 (ullx) + Q(x) ) ,
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a zde Q' mé ni¥s{ stupen ne¥ Q . Prirogzen¥ to neplat{ pro =0 : nebo¥
&t a , & stupen se derivovénim snii{.

Linedrn{ negédvislost funkof (11) bude z¥ejm¥ Adokdséna, doks¥i-1i tuto
vétu:

3.pomoond vita: Budil a<g . Bulte «, , 0y g soey %y (va 1)
navedjem riznd komplexni 3isla (%, $ g pro 7 ¢ R), Q (x) » «ooy Q)
polynomy, £ nioh¥ ¥4dn§ neni nulovy. |

Potom neni
(13) Q, (x) P PN Q,, (x) % 5 0 pro viechna XE( a, &) .

Diker. Ka¥dy vstah (13) (platnf pre vSechna «€(a,t)), kde
QLyy eoey %y, Jsou ¥isla navsdjem risnd a Eddny = polynomd Q...,, eeey Q,, nent
nulovy, nasva na chvili " & - &lennou relaci”. Mfme Adokédzat, Ee Eddnd
N - 8lennd relace neplati.

Postupuji indukoi podle X ;

1) ~ = 1. Jednodlennd relace by m¥la tvar 2““Q (x) = 0 neboli (jekto
:)50 ) Q¢x) =0 pro vEeohna xE(w £) . Ale to nent mo%né, jekto Q
noni polynom nulovy.

2) Budif ~> 1 a budi¥ dokéséno, %e E4dnd (~ - 1 )-3lennd relace nepla-
ti. Mdme odtud odvodit, ¥e neplat{ ¥4dnd N -3lennd relace. Necht tedy plat{
K-8lennd relace (13), Ndsobme et } mdme

(%) @) + Qulx) 27 4 L 4Qu) £ 20 v (a, b .
Mé-11 Q, stupen v, derivuji (m+ 7 )-kréte vztah (%) .
Potom (Q, (x) )(m*") =0 , kdelto pro & > 1 je podle (12)
(Q(x) La-t) Xy (e 1) =Py (x) LA

kde P, Jje polynom nenulovy, nebot mé t§Z stupen jako Qg (Je toti
0p = %y 0) . Tim dostdvéme viak (A - 4 )-3lennou relsci

Bo(x) L5275 e () 20 v (a0, 4

(nebot ¥fsla o, -%,, ...,%, - %, jsou navzéjem risnd). Ale to je spor a tim
jo dokdszéna 3J.pomocnd vita a tedy i vita 10.

P¥{klad 1.

(14) L(y) = 7(6) "'7(5) + 44 (4) +!7' + 47
ReZme rovnioi

(15)  Liy) =0 ;
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charakteristiokf polynom je

FIA) = A8 + 4A% 4 2" 4 2A°

= AP (AP e2A 4 2)0 .

» 4A* sAz (./\."-0-4./\.3 + 80 . A+ 4 ) =

Zde Jje A+ 2As L= (A+ 1) + 1 , takZe rovnioce ./\.z +2A+ 2 =0
Je splnd¥na pro (J\+'1)z =-1, A=-1%0,

Tedy méme t¥i1 dvojndsobné ko¥eny O, -1+ , -1-.0. Podle vity 10
médme tedy tento fundamentdlni syetém:

(16) 1, x, ’&(-14-,4})-!’ _x_o(-‘lq-b).x' B N CE S P

Ale my jsme si Yekll, ¥e naBlim hlavnim p¥edm&tem studia jsou redlné funkce;
nafe rovnice (15) je "redlnd"™ (tj. koeficienty 7, 4,8, 8,4 jsou redlnsd
3isla), a my bychom m¥li misto (16) raddji redlny fundamentdlni systém.

Systém (16) lze napsat takto:
(17) 1,4,  (cosu + Lsmx ), a4 " (cosx + 4w ),
&-x(oo'bx -4 ML) , _x.&'x(wo.x - vHsMma) ,

Rog¥eSme otdsku obecnd:

Neoht L (%) a tedy t6%¥ F(A) mé redlné koeficienty, takZe rovnice
F(A) =0 mé jednak redlné kofeny, jednak dvojice imagindrnioh ko¥end téEe

ndsobnosti, tak¥e dvojice A-nésobnfoh koFemdh o= a+ by , X =a- b (£40)
dévé vsnik 24 Yesenim

wlardi)x  y o (@4 i) A1 las boyx

l&(a-k)x’ Py ‘U(au-h).x 1—4ﬁ(w-}6)x }

» ooo,l
Jo¥ tvo¥{ ¥dst fundamentédlniho systému, uvedeného ve v¥td 10. Vezm¥me jednu
g t8chto dvojios

(18) y; = x’"&“(coo bex & 4 sim b ) ,

Yy = x’"z/"’“'(m,&x -l s dn) .

Sestrojme redlné funkce

Y1 Y2
ny= —g——

%2 = %=x"’zz“’. pron Ak
A/

ax
’V.’/

= X . cos b,

(19)

boli
ne d,’:al/% ’ IXJzSJTW%.
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Zavedu-li novy systém FeSeni

w, 3%*-?'
2 _ 22

i 2l 20 !

Yy = Y5 o

Xy = Yy o

b%»g gﬂh"

Je determinant této substituce

1 1

2 72 o, o0,..,0

1 1

200 2400 o , 0 ) cesy O

0, 0 ’ 1 ’ 0 ) ey 0 = "Ti* 0 ’
0, 0 ’ 0 ’ 1 , 0, ,,,,0

0,0 , .... 0, 1

a tedy %y, X9, %3 ,F% v ++ev % Je podle vty 8 t6% fundamentdlni systém,
tJ. dvojici (18) lze nahradit dvojici (19). Provedu-li to pro viechny tako-
vé dvojice, dostdvdm tento pFedpis:

Jestlife L (%) mé redlné (konstantn{) koeficienty, md je té% F(A) .
Je-11 tedy « = w+ &¢ (£ 0 ) A-ndsobnfm ko¥enem rovnice F(A) = 0 , Je
té: ad=a - &< :ﬁzndsobnym ko¥enem F(A) = O ; v tom p¥{pads mifeme 24
feSenf xfo(¥% )X (= 0,1, ..., £-1) nahradit redlnjmi FeSenimi

&Mco:s}.z, xe %" cos b | ...,4“'4&“ cos b,

e wm by 0 sim b, .., L IV

Tim dostaneme fundamentdlni systém 4, , ..., Yn sloZeny 2z redlnyoh funkof.
Podle poznédmky £ konce § 3 vime, Ze FeSen{ WzCyYy b eee + i Y Je redlné
tehdy a Jen tehdy, Jsou-li vSechna &isla ¢ , ..., ¢, Tredlnd.

Pfepiste takto fundamentdln{ systém gz p¥{kladu 1!

Budi¥% opit

(21) L(y) = a, y(m') + af.,y(m"” + «oo + @, 4 (2, konstanty, 2, $0).
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Nejdeme fundamentdlni sysiém Fellen{ rovnioce L(%) = 0 a je-1i 4(x) funkoe
spojitd v ( @, ") » dovedeme metodou variace konstant (vis § 3) prevést ¥e-
Sen{i revnioce L(go = ¢ na "kvadratury". V nékterfoh p¥ipadech, a to tehdy,
kdyk 49(x) = P(x) o , kde P je polynom, dovedeme vZak FeBSen{ rovnice _
L(y) = 9 nalést jednodudeji. To nyn{ vyle#¥im.

Je predloiena rovnioce

(22) Liy) =P (x) &3,
;kdo L(y) Jo eperdtor (21) s konstantnimi koeficienty, P je polynom stup-
2§ N 3
-1
(23) 'P(x)-"'f + 4y + ....+'d""4a+ }b("‘,*O)
N 1!
(x -1)! y

(pF¥iddvém sde faktoridly, protol¥e tak se pohodlndji derivuje; funkoce f(.x) = -ﬂ%”
B4 derivaoe

'(x = X ) ”(.!) - p secey (nn,-l) B —
ARV (m-2)! f )

£, ¢ 2 1),

Neohl 3{slo 1 je¢ A-ndsobnim ko¥enem charakteristické rovnice F(A) = 0
(2 0 ) . Poetem podle 2.pomocné v8ty jJe pro kafdou funkoi 2x(x) (majfod
m=tou derivaoci)

(24) L(m.(,u) -,&M(c/om(") * e Lm("") )

Mo
kde ¢,y coey ¢, 4 Jsou Jisté konstanty, ¢ 0 .

Zavedu-1li do rovaiece (22) novou negnédmou funkoi ~(Xx) rovniod 7/(1) = & (x) o"“
potom rovnice (22) snaemend toték jako L(2e') =P (x) .e™*, ook podle (24),
(23) snamend teték jakeo

¢, (£

4 b -1
(hat) ces ¥, _ (m) ,ﬂovi-}:, ":"_4)!-&...4,&/‘_44—!

(25) + 4,

* L
(nebet 3islem 2234 0 ge Ak A¥1it). Stadd nan, jak vime, nalést jedno Fede-
ni. Tvrdim, Ze existule feSeni tvaru a=x . Q(x) , kde Q je polynom
stupndé ~-tého.

2 tohe petom vyplyne, Ze rovnice (22) md Fedeni tvaru Jz‘a(.z) e . Po
se velmi snadno pamatuje: Mé-11 pravé strana v (22) tvar P(x) &™* , kae
P(x) Jje polynom stupné ~ , & L Je A-nksobn§ ko¥en rovnice F(A) =
(A2 0 ), existuje Feden{ majfof podobn§ tvar:

Jt".G.(-x) N e kde Q. je rovnd¥ polynom stupn® ~ . Nenf{-1li X kofe-

nem rovnice F(\) = 0, je A=0 a &initele x° 1lse vynechat.
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D¥ive nel toto tvrzeni dokéZeme, vypoSteme pro ilustraoli Jeden p¥iklad:
(26) g/" ~-ys= &z”' .

2
Charakteristioké rovnice: A -1 s 0 4 jednoduché koreny 1, Tedy
existuje ¥elen{ tvaru

Y= X (a/.zz+ Ax o c/),c"‘ = (a/x"+ bt +cXx) et
Koefioienty uridime dosazenim do (26):

,/' = (3M2+ 2bx 4 )™+ (a,x"’ + AxPren)e®a o5 (Jax? 4 2804 4 axds
+ ba?+ cx)

7. = (3a;xz+ 26x + ¢ 2 ax’ + Lx?y o )&"4. (6ax s 24 + 3ax? + 24x + ¢ )e*s
= 2% (@t s 6ax?s bx? 4 bax + 4hraox + 244 20) 4
rovnioe (26) (po vydSleni Sislem ) tedy znamend, e
bax?s 6ar o+ 4hx + 26+ 20 = x2
to m4 platit pro vBechna x , ooE ddvd:
ba=1, bas bdb =20 , 2L+ 2020,

w:%, ,&s -74, (’/:%,
tak¥e mdme FeSen{ (Z—.r’- %xz-r %.z) ¥,

Véechna Fe¥eni rovanioce (26) jsou pak

r/,&“ + "’z,"-x + (?4:53- -}:—xz-r—z-x) e*, (¢, ¢, lidbovolné konstanty)

Dokon¥eme jeStd dlkaz nal{ v8ty. Mdme dokdzat, Ee rovnice (25) (kde

% 0, 4 %0 ) mé FeSeni tvaru
_"A@hu x&*lb-" )3

—_—+d
(&-o-lo).' + Ron=1 ('L","_.,)! ¥ eoe 04",-‘-"‘,‘—!- ’

(27) alx) =d,

kde al,&m#o .

Postupujeme stejnd jako v pFikladu: dosadime prostd do rovanice (25); mé

byt )
y 7 o~ X
Uo (dlf*k:—!’d/&"/-" ;-4)-‘ + se '.'d/&"“’ 4—.’* ¢1‘/) +
141-4 x-2
* % (d’/bo-/v Y Y dﬂ-ﬂ AJEETIE - 7700 I EETPIE -/ (d,&*,ﬁ!?"'
v a-1
+dl£""."4)+y‘t’d‘f.‘b= IO —;‘tTf,&’ (—:—'T)!‘f s +IA¢-47.§—+’£M
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(kdyby ndm v (25) ndkteré ¢j, schdzelo, tj. kdyby bylo 4> m -4 , napsali
bychom do (25) jest¥ &leny

(ne+ 1) (m+2)
C/M_“”’m +C/m_"2m + .oo+0~

LA )

a polofili byohom ¢, g ., =¢, g .= ... =6 =0) . Nynl srovndme koefi-

olenty u Jednotlivych moonin x na obou strandch; dostaneme rovnice

LS d"'&.,'v"‘ 'ﬂo )

C gapad *% %gop = 4

R

Ahar-1 * Agorot * 4 d&-hb = ,82 '

d’£+4 * 4 w&u Yoo ¥ Gy "bl,ﬁu = ’£A-4 ’
o g

L N

+q%‘*4 * cee * %&lr"’}(/ = '&M .

Je 4,40 . Jefto ¢, % 0, urduje prvn{ rovnice d’l»/u (a to d&,ﬂ, £0) ,
potom druhd dl-M/-‘l atd., aZ pFedposledni urduje d£+1 a potom posledni
urduje df@, . Tim je didkas proveden.

Pogndmka 1. Vime, %e L[(%; + %) = L(y) + L (%) . Choeme-1i tedy na-
lézt ndjaké FeSen{ rovnice L(y) =9; + 9; , ota¥l naléet YeSenf =; rovni-
oe L(%) = g; a FeSeni 4, rovanice L(%) = g5 a sestrojit soulet
Y * ¥y e To Je n3kdy vyhodné.

Pogndmka 2. Je (pro redlnd x )

L% a4 LM ,
(28) |
4= s cosx - s

odtud sedtenim a odedtenim:

X, i : .
(29) cosx = LT iy (e

2 2<
Budi¥ nyni{ L(y) redlny operdtor s konstantnimi koefioienty, takie také oha-

rakteristickf polynom F(A) md redlné koeficienty. Gasto se vyskytuje kol
Felit rovanici

(30) L(?/) =P(x) e cos Ar + Q(x) &2 pom by

(a, 4+ redlnd, £40; P, Q polynogy stupnd nejvfSe A ) . Rogepileme-
X

11 e A ) s bx pomooi ,l/"“-“, 2~ Y%%, dostaneme podle (29) rovaniei

(30) ve tvaru

(Ql'l-/l./l)x-} Q1(X) ‘c(a’"‘:'&)‘x

Lig) = B (x) 2
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Jestlike a +«/ a tedy také a -4 3o A -ndsobnym ko¥enem charakteristiocké
rovnice, existuje YeSen{i tvaru

x"g (x) .¢,(°”‘:‘)"‘ + .x‘eal(a) 4("'"‘:‘)" y které podle (28) lse psdt

ve tvaru
ax QAN .
(31) .x"?; (x) 2 aas/'.z + X ' QJ(J) y) son bx 3
rX3brrng P oo N o == onBy =50 DBUR T AW o SdRVe J0Eay _Th ATYAd e

upravy provédt; mlXeme p¥{mo do (30) doeadit (31), kde B , G; majf dosud
neurdené koeficienty, které urdime Jako dF¥{ve & rovnioce (30) (srovndvdme gvld-
5td &leny s cos br g 3leny se s Ax ). Jen posnamendvdm: mike se stdt, e
v (30) schégz{ vpravo nap¥. Zlen se scn Sx, a Ee presto se objevi v FeSend
(31).

P¥{klad:
(32) " =24 4 20z cOs X,
Charakteristiokd rovnioce mé kofeny 7% < , tedy nemé koreny ¥ o .
Hleddme FreSeni tvaru Y3 @ COIX + A snx 3 dossgenim vyjde
Llacosx + lmut) - U-asnt + L eosx ) + (-a cosx - bscne )a s x
a-24=1, £+ 2as 0,

tedy bz-2a, Ja= 1 a,aji, ""-f—---

Jelto fundamentiln{ systém homogenni rovnice 4"~ - 1% +24 = 0 Jo
2” ey , et smu » Jsou vBechna FelSen{ rovnice (32) ddna virazem
c/,&“w—b.z + cfszmhvx'v-‘;?ws.: -—52’-,sowa ’ kde ¢, , 4 jsou l1libovol

né konstanty.
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