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K a p i t o l a I. 

DIPBBBNOIÍLNÍ BOVHIOB. 

V prvním semestru Jsme se zabývali jednak derivováním, tj. k dané funkol 
jsme hledali jejl derivaoi, jednak úlohou obráoenou: k dané funkoi / nalézt 
v intervalu (f,^) tzv. primitivní funkoi f , tj. funkoi, pro kterou je 
$'(x) = / U ) všude v Ĉ ,/-) . laková funkoe F existuje jistě, jestliže / 
je spojitá v (to jsme dokázali v 2.semestru). Zároveň víme: existu-
je -li k / v jedna primitivní funkoe F , existuje jioh nekonečně 
mnoho, a všeohny jsou dány výrazem F(x) • C , kde 0 je libovolná konstanta. 
Značili jsme ty primitivní funkoe také §ý(x)cU, . Řekněme to troohu jinak: 
Je dána funkoe fy v intervalu ( o/t , neohí ý je třeba spojitá 
v ( a/, i-) . Napišme rovnioi 

(1) y = /(Jí) . 

Úkol je tento: nalézt všeohny funkoe y(x) , které vyhovují v intervalu 
( o/, l ) rovnici (1) v tomto smyslu: dosadlm-li do (1) za y' derivaoi 
y'{x) té funkoe, je rovnioe (1) splněna pro všeohna x6 ( a>, A) , tj. je 
y(x) x pro všeohna . Každou takovou funkoi y(x) nazveme 
řešením rovnioe (1) v intervalu ( Podle toho, oo jsme řekli zpočátku, 
jsou řešeními rovnioe (1) v intervalu ( &, právě všeohny funkoe primi-
tivní k / v ( & t , a tedy je řešení rovnioe (1) nekonečně mnoho. 

Rovnioe (1) je vztah mezi proměnnou X a derivaoi "neznámé" (nebo "hle-
dané") funkoe y . Často se vyskytuji obeonějšl rovnioe, kde je dán vztah me-
zi proměnnou * , "neznámou funkol" y a jejl derivaoi y , tedy vztah 
tvaru 

(2) r > = 0 ' 

kde 3* je nějaká daná funkoe tři proměnnýoh, a jde o to, nalézt funkoe y(-*), 
které v nějakém intervalu ( O/, P) "vyhovují" této rovnioi v tom smyslu, že 
rovnioe je splněna pro všsohna x é ( , když do ní za y dosadím y(x) 
a za dosadím y \ tj. má býtí 

F(x , y(x), f'W) = 0 pro všeohna xt ( a/, £) . 

Taková funkoe y(x) se nazývá řešením této rovnioe (2) v intervalu ( a/9&). 
Rovnici (2) se říká diferenciální rovnioe l.řádu, protože v ní vystupujs deri-
vaoe l.řádu, ale žádné derivace vyššího řádu.1* Zvláštním případem rovnic 

^ Jestliže speciálně F v (2) nezávisí na , jde ovšem o jednodušší 
vztah, totiž jen o vztah mezi Jt a tvaru 5 (x r y) = O . Takové rov-
nioi se zpravidla neříká dlferenoiálni rovnioe. 
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l.řádu jsou rovnioe rozřešené podle y', t j. rovnioe tvaru 

(3) y ' =/( 4ř, y) , 

kde ý je nějaká daná funkce dvou proměnných ( (3) lze totiž psát ve tvaru 
y - x ,y) = 0 , což Je speciální případ rovnioe (2) ). 

Obeonějl se často vyskytuje VEtah tvaru 

(4) f(4t)) = o , 

kde 3* je nějaká daná funkoe m, • Z proměnných. Rovnici (4) se říká diferen-
ciální rovnice tého řádu.1^ Punkci <y(x) nazýváme řešením rovnice (4) 
v intervalu (a/,^) , jestliže rovnioe (4) je splněna pro všechna x € ( a,, ¿)t 

když do ní za písmena y> y'» ..., dosadíme hodnotv funkce ^(-t) a je-
jích derivaoí, tj. když je ^(jt , y (•*), f'(x), U ) ) = 0 pro všech-
na JÍ € ( cu, Jy) . Zvláštním případem rovnioe (4) je opět rovnice rozřešená po-
dle nejvyfiěl derivaoe y ^ » tj. rovnice tvaru 

(5) . 

Budeme se téměř výhradně zabývat diferenciálními rovnicemi rozřešenými podle 
nejvyšší derivace. 

Podobně jako v algebře vedle rovnice o jedné neznámé studujeme často sou-
stavu několika rovnio o několika neznámých, setkáváme se také se soustavami 
diferenciálních rovnio s několika "neznámými" funkcemi. 
Hapřlkl.: y m ^.tflt/) f ^ _ 

je soustava dvou diferenciálních rovnio pro dvě neznámé funkoe y(J0» /%(•«) . 

Ve všech rovnicíoh, o nichž jsme dosud mluvili, se hledají řešení, jež 
jsou funkoemi jedné proměnné. Těmto diferenciálním rovnicím se často říká 
obyčejné diferenciální rovnioe. Vedle nich se vyskytují také rovnice (nebo je-
jioh soustavy), kde řešení jsou funkoemi aspoň dvou proměnných, např. rovnice 

ML . 3xy/tJ- ¿tniJca.) i 
dx * 

hledá se funkoe (X , <y) , která v nějakém oboru hodnot X , y splňuje 
tuto rovnici (podrobněji o tom nebudeme mluvit). Protože se zde vyskytují par-
oiální derivace, říká se těmto rovnioim parciální diferenciální rovnice. V té-
to přednášoe se omezím na obyčejné diferenoiální rovnice, a to jenom na něko-
lik nejjednoduššíoh případů. Podotýkám, že slovem derivace rozumím v této ka-
pitole vždy vlastni derivaoi. 

^ Jestliže funkoe v (4) nezávisí na , neužívá se zpravidla názvu 
"diferenoiální rovnioe />i,-tého řádu". 
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§ 1. Příklady diferenciálních rovnic l.řádu. 

laková rovnioe, je-li rozřešena podle derivaoe, má tvari 
(6) y = ^ C x , y) (budeme též peát = ý (jc , y) ) 

přitom funkoe fi je dána, hledáme funkoe y( x) » které jsou v některém in-
tervalu řešením té rovnioe. Funkoe , y) bud definována v nějaké množině 
SL bodů v rovině. Hledáme ovšem taková řešení 
y(-*) této rovnice, pro něž bod 
stále leží v uTL (jinak byohom nemohli se-
strojit ěíslo ý ( j í ,y(JC)))i to znamená, že 
hledáme řešení y(-*) • Jejichž graf leží 
7 J I - kratCeji říkáme, že řešeni 
leží v SL (obr. 1.). 

Vezměme několik jednoduohýoh speciál-
ní oh případů. 

Obr. 1. 

© 
Funkoe ý nezávisí na y , takže jde o rovnioi tvaru 

(7) Y m ř i x ) * 

předpokládejme, že funkoe / je spojitá v ( P). Budeme hledat řešení 
v intervalu ( a/, í) , tj. řešení, ležloí v pásu a/^-x J* , 

y ^ + o o (tento "pás" přejde v polorovinu nebo oelou rovinu, je-li oo 
a/ = - oo nebo 3 + OO nebo oboji). Řešení rovnioe (7) známe z integrál-

ního poětut rovnioe (7) říká, že y{x) má být 
primitivní funkol k funkol / v intervalu 
(*/, . Budiž F U ) Jedna taková primitivní 
funkoe (víme, že taková primitivní funkoe existu-
je, Ježto / je spojitá v ( *, ¿)) . Všeohny 
primitivní funkoe k / v ( jsou potom 
funkoe y(x) a • C , kde C Je konstanta -
to Jsou tedy všeohna řešení naši rovnice 
v ( a/, Ir) i všeohna vznikají z jednoho z nich 
tím, že měním C - tj. grafy těohto řešení vzni-
kají jeden z druhého posunutím rovnoběžným s osou 
y. Je vidět, ke každým bodem našeho pásu pro-
ohází právě Jedno řešení (v intervalu ( <v% Jt) ), 
viz obr. 2. 

Obr. 2. 
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© 

••ohi funkoe f ( JÍ , y) nezávisí na JÍ , takž« rovnloe má tvar 

(8) y • f t y neboli . 
dt 

0 funkoi f předpokládejme, že je v Jistém intervalu ( c/,cO) spojitá a 
různá od nuly, tedy buáto stále kladná nebo stále záporná. Budeme hledat ře-
šení, ležlol v pásu - oo < i < + «> , v ̂  y cb (zase to může být polorovina 
nebo oelá rovina). 

Máme hledat funkol ^ (Jt) takovou, še v jistém Intervalu ( ot f fl) je 

Je-li funkoe řešením rovnloe (8) v nějakém intervalu (otf/tf) , je 

Ježto \ (•*)) je stále kladná nebo stále sáporná, je % stále kladná ne-
bo stále sáporná, tedy ^ rysa n.ftnft*nnn-f * ( CL , /i ̂  . Tedy existuje k funk-
ol % inversní funkoe £ (jestliže ^ zobrazuje (at,/J) na ( c T ) f 

zobrazuje f naopak (f» ̂ ) &a («'»/O b rovnloe znamená pak 
totél jako x * f(y) . 

Va Jděme derivaoi funkoe ^ « ̂ Jffi « ISE? " ' k d a o v 8 e m •* 3* 

voleno tak, Se *£(•*) - y i tedy = j ^ y , neboli funkoe £ je 
řešením rovnloe 

(9) ^ — 

Je-li tedy nějaká funkoe řešením rovnloe (8), Je Její inversní funkoe řešením 
rovnloe (9)« 

laopak, neohi nějaká funkoe f je řeěením rovnloe (9), tj. 
fž̂ ijd » y (y) * P o* o m / má derivaoi stále kladnou nebo stále zápornou, 
tedy je ryze menotonní a existuje k ní Inversní funkoe ^ . Rovnloe 
x * f iy) znamená potom totéž jako y> * yíx) j dále je 

* " T̂ ffi fuilkoe ^ J« řešením rovnloe (8). 

Tedyt Je-li nějaká funkoe řeěením rovnloe (9)» Je funkoe k ni inversní 
řešením rovnloe (8). 

Shrneme-11 eba předoházejíoí výsledky, vidíme toto: Yšeohna řešení rov-
nloe (8) • ̂ (y) dostaneme tak, Se najdeme vfieohna řešení rovnloe 

(9) « a k nim sestrojíme funkoe inversní. 
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Řešení rovnloe (9) jsou všechny primitivní funkoe J* • Vezmu tedy jednu 
primitivní funkoi G (y) , načež všeohna řešeni jsou 

(10) JÍ « G (F) • X 

s libovolnou konstantou X . Zim je jc dáno jako funkoe y , a mám nyní se-
strojit funkoi inversní, tj. máme "řešit" (10) podle y . Označíme-li funkoi 
Inversní ke G znakem P , značí rovnloe (10) totéž jako x -X* G (y) » 
tj. totéž jako 

(11) y=P(x -X) . 

Tato rovnloe dává tedy právš všeohna řešení rovnloe (8). Jak je dostanu? Vezmu 
(mohu ji vzít v oelém intervalu 

( c/tob) ), načež všeohna řešení dostanu tak, že rovnioi jc = 
některou primitivní funkoi G (y) k 

JÉT "ře-
ším" podle y ( X libovolná konstanta). Nejlépe se to pamatuje takto: mám 
rovnioi ffCjf) t dám dooela formálně plemeno x. na jednu stranu a y 
druhou: 

na 
Napíši " J " a nezapomenu na "integrační konstantu" i 

% 
kde " J " znamená jistou ur-
čitě zvolenou primitivní funkoi. 
A tuto rovnioi "řeším" podle 

7 • 

Jak vypadají ta řešení geo-
metrioky, je vidět z obr. 3« 
Všechna řešení vznikají z jed-
noho libovolným posunutím rov-
noběžným s osou jí a vyplňují 

Obr. 3. 

opět oelý páa tak, že každým bodem pásu prochází právě jedno řešení. 

x = cuuUyy+JÓ, y = Jy(x-X) 

(v intervalu (X- -j-> "f") >• 

Poznámka 1. Choeme-li být zoela přesní, musíme slova "všeohna řešení" 
troohu vysvětlit. Jestliže jsou dány dva intervaly (<*,,/?) (4/, , a 
jestliže funkoe y W » definičním oborem ( & t 

je řešením diferenciál-
ní rovnloe v intervalu ( a/, potom je funkoe Y (Jt) , která má definič-
ní obor (oCtfi) a splývá v něm s funkcí y(jO (tj. YU) = y(̂ )gh«pro 
co < x <• fi ) zřejmě řešením téže dlferenoiálnl rovnloe v intervalu '< co, fi). 
Budeme říkat, že řešení Y je částí řsšsnl y . Budeme říkat, že nějaká sou-
stava řešení dává všeohna řešení, jestliže každé řešení je částí některého 
1014-4527 
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řefiení té soustavy. Podobné je třeba například rozumět slovům, že každým bo-
dem Jistého oboru proohází práv8 jedno řefienl rovnloe. Touto úmluvou se zba-
vlme nutnosti mluvit o řefieníoh, jež jsou částí jiných řefiení. 

Dosud jsme předpokládali, že ± 0 v ( c/to0) . Je-li ¿̂ («t) = 0 
pro nějakou hodnotu oc , je ověem konstantní funkoe ^ U ) = a, řešením rovnl-
oe (8), nebot * f W 3 (**))• To nám dovoluje často řešit rov-
nioi (8), i když nabývá hodnoty 0 . 

Přiklad 2i - vezmeme jednak polorovinu y > 0 , jednak po-
lorovinu y < 0 . Náš předpis dává: JoCú = - J x = -L + X , 
4 y,/ j — a ji - Ji , y - x _yj i dostáváme jednak řešeni y = x - % v (-<*>» » 
ležloí v dolní polorovině, jednak řešení y = v ( Jí̂ , • <*>) , ležíol 
v horní polorovině. To jsou jediná řefiení ležloí v horní nebo dolní poloro-
vině. Á k tomu přistupuje řefiení 
y = 0 (viz obr. 4.). Vidíme: 
každým bodem roviny prochází právě 
jedno řefienl. V obou příkiadeoh má-
me jednu na první pohled nečekanou 
věo: ač funkoe ^(y) je spojitá 
v (-00, +oo) , není žádné řefiení 
(až na řefiení 0 v 2.příkla-
dě) definováno v oelém intervalu 
- oO < x oo • 

3 
Příklad 3. V y l . 

Podle nafieho předpisu najdete řefie-
ní y = ( x - X)3 v intervalu 

•o), Jež leží v horní poloro-
vině, řefienl v in-
tervalu (-oo,X) , jež leží v dol-
ní polorovině, a konečně řeěení 

O v intervalu (-«, + oo) Na 

Obr. 4. 
rozdíl od předefilého příkladu ne-
jsou tím vSak vfieohna řefiení vy-
čerpána (viz obr. 5«)* Punkoe 
— ( Jt - má totiž v bodě x s derivaol rovnou O a vyhovuje tedy 
aafil rovnloi v oelém intervalu (-«», • ») (i v bodě x 3 X ). Dále je jas-
no, žs funkoe y , definovaná rovnioemi y(Jt) = O pro x á ^ , 
y(x) s pro xž X , je také řefiením v oelém intervalu (-oo ), 
nebot má v bodě x = # derlvaoi zleva i zprava rovnou O • Hozvážíte-li si 
dalfil možné případy, najdete tato řefienl v intervalu (-oo, •<*>) : 
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1) yi* 
2) y(x 

3) y U 
y{ x 

4) fix 

5) y U 

« ^ I 

= O pro 
» pro JÍ > 

= -¿-U-X) 3 pro 4 JC , 
- 0 pro JÍ > X » 
= j f i J t - pro Jř<J^, 
= 0 pro * * Xzi^1<Xl)t 

pro 
(JC 

Tím jsou dána všeohna řešeni 
nafil rovnioe (ve amyala poznámky 1). 

<9 
Další jednoduchý případ je ten, 

Se v rovniol ý = /( x , y) je pravá 
atrana součinem dvou funkoí, z niohž 
jedna závisí jen na JÍ , druhá jen na y , takže jde o rovnloi 

Obr. 5. 

(12) r ' 
kde ^ budiž spojitá v ( a/, £-) , ^ spojitá v { &, , f ty) 4 0 
v (c/,^) . Budeme vyšetřovat ovšem jen řešení, ležloí v obdélníku 
w x < Jtr » c/*- y * cL (je-li nš které z čísel a/, v, cb nevlastní, není to 
obdélník). Vezměme nějaké řešení ?£(*) v intervalu ( cl , fi) c. (¿v9^) | 
hodnoty funkoe q ^eoht leží v intervalu ( c/to0) • 
Je tedy 

(13) 
neboli 

(14) 

í M f i í<-«> ) • C* f fl) 

Označme určitou primitivní funkoi k / U ) v (o/,/) , £(y) určitou 
primitivní funkoi k y(y) T ( «'t I 

rovnioe (14) říká, že je 
db 
cU 

r(a) neboli 

(15) 
kde X je nějaká konstanta, \ U ) £ ic/,oU) pro JÍ£ ( « , / # ) . Heohí nao-
pak nějaká funkoe U ) splňuje v (ct ,£)£•( 6/, rovnloi (15)» přičemž 
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£( ds) • ( /J) . Potom derivování* plyn* z (1$) 

TTiW • "l^1 - / <') • 
oož Je rovnioe (14) neboli (13). 

Tady Jsem se dopustil Jisté nekorektnosti! nemáme dosud saručenof že 
každá funkce 7 U ) , splňující v ( * , fi ) rovnioi (15), přičemž hodnoty 
funkoe ^ U ) leží v ( c / , ci) , má v ( *, fi ) derivaoi. To Je tedy Jeětě 
třeba dokásats 

řunkoe 6(y) má y (c/,d/) derivaoi ^ , stále kladnou nebo stále 
sápornou, tedy Je tam ryse monotonnlt sobrasuje ( c/9dr) na Jistý interval 
( C,2>) a má v něm inversní funkoi P , tj. 

6 (y) • ru znamená totél Jako y » 

a funkoe * T aá v (C ,D) derivaoi - - 9 (y) ( kde 
y-Pi*,)). 7 

Tedy z (15) plyne x) * Ti Fix) + % ) \ vnijšl funkoe P má derivaoi 
v každém bodě /x, 6 ( C , D ) , hodnota ^ U ) • X lsžl podle (15) v ( £ , 2)) 
pro x 6 ( 9 fi ) a v intervalu (ot,/3) má ^ derivaoi. Tedy vskutku slo-
žená funkoe ^ U ) a/Y(^r(x) • aá derivaoi v (<*,/?), a mezera v důka-
zu Je vyplněna. 

Máme tedy tento výsledekX Zvolné nějakou primitivní funkoi ^(JC) » 
S Jý(x)cU, v (A,,^) a nějakou primitivní funkoi fl (y) ^ ^ 
v (<ytd>) . Funkoe ^ (aajlol hodnoty vesměs v ( c/, d/)) je v Jistém 
intervalu ( * f ̂  ) c. (a/ t6) řešením rovnioe y'»/(-*) f{y) tehdy a Jen 
tehdy, Jestliže v («,/?) Je 6(*£(•«)) + X kde # Je Jistá kon-
stanta. 

Výsledek se pamatuje velmi snadno formálně i Mám řešit rovnioi 

, .rty . 
dám u na Jednu stranu, y na druhout •/(•*) ̂  , připlěi " J " , a 
protole Jde o nourěitý integrál, připlěi konstantní 

i ^ - j y w • • 
Při svoleném X Je vpravo funkoe x , totiž ^ U ) • X, vlevo funkoe y f 
totiž G (y) . Z této rovnioe, tj. se vstahu 

G ( f ) • • JÍ 

se snažím vypoěítat y Jako funkoi * . Tlm dostanu věeohna řefieni rovnioe. 
Snadno by se ukásalo, Že také v tomto případě proohásl každým bodem obdélníka 
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právě jedno řešeni, jdouol "od hranioe aš k hranici" (nebudu to ani dokazovat, 
ani podrobně formulovat) názorný emyel je snad patrný z obr. 6). 

Podotýkám: Je-li 
^(A) s 0 pro nějaké X , má 
ovšem rovnioe y'a £{•*>). 
řešeni y = X . Tak můžeme 
snadno řešit i četné případy, 
kdy funkce nabývá hod-
noty 0 (v tomto případě však 
již není zaručeno, že by kaž-
dým bodem prooházelo jen jedno řešeni). 

Přiklad 4: y = (v oelé rovině). 
Vyšetřuji napřed zvláši y > 0 a zvlášt y < 0 i 

Řešení v polorovině y > 0 jsou y = 
^ K - X ) \ řsšenl v polorovině 

J ' 
(v intervalu JÍ < 

Další řešeni je y = 0 a snadno si rozvážíte, 
že tlm jsou vyčerpána všechna řešeni. (Každým bodem roviny prooházl právě 
jedno řešeni.) 

3 
Přiklad 5: ^ = 3 j ť f p . 

Vyšetřuji opět nejdříve zvlášt poloroviny y>^ a ® • v horní polo-
rovině mám řešení + £) , pokud > 0 » t j. > - C i v dolní 
polorovině mám opět řešení y= + £)3 » pokud y 0 , tj. - C% 
mimoto mám řešení y = 0 • Je-li C a 0 , je X'** C > 0 pro všeohna 
a ( C) je řešením v intervalu (-«o, +oo) . Je-li C 0 (pišme 
-C = X>0) , je C)3 = (¿>X-X)3 kladné pro záporné 
pro jt < ^ Jíí . Mimoto má ( &>x-X)3 

pro X s L y X derivaoi rovnou nule. 
Z toho je vidět jako v příkladě 3, že z funkoí J^)3 , 0 , ( JLF - Jî )3 
( 0 < < lze sestavovat řešení naší rovnioe v intervalu (-<*>, + «>). Vy 
šetřuji-li nyní řešení v oelé rovině (tj. bez omezení y > 0 nebo y ^ 0) 
v intervalu (-00, +<*>), zjistím toto: Každým bodem [*,y]f kde yž 

x » y J t kde y ^ b * prochází 
nekonečně mnoho řešení. Viz obr. 7. 

V n J + X ) (v intervalu 
0 jsou /ŷ  3 - \/ , ^ 
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Křivka y • ( 
Bá T bodl - - limitu C3 I 
pro C * 0 nemá inflexníoh 
bodů, pro C * 0 má inflex-
nl body dvai ji = /C/ B 
x * fy I Cl - /p j . 

I Oj oáffl . T roTiiloloh 
tvaru jr' • /(•*) . 
jsou proDinné od ssbs jaksi 
odděleny neboli separovány. 
Leokterou rovnioi 
y y) , ve které 
proměnné eepárovány nejsou, 
lse vhodnými úpravami pře-
vést na rovnlol, ve které 
proměnné separovány jsou, a 
tu potom řefiit podle uvede-
ného návodu. Této metodě se 
říká metoda separaoe pro-
něnnýoh. 

0 

Probereme aspoň jeden typ rovnio, ve kterém se dá provést oda separaoe 
proměnný oh. 

Bul * reálné číslo. funkoe * , <y) ee nasývá homogenní stupně «• , 
jestliže platí totot Je-li , yj bod, v němí je ^(-t.y) definována a 
je-li t > 0 , je funkoe ^ definována i v bodě , tyj a platil 

d6) - • 

Definiční obor takové funkoe se tedy skládá s polopřlmek vyohásejíoíoh s po-
čátku (přičemž počátek múSe a nemuí patřit do definičního oboru). Například 
funkoe x*- ÍJt*y+ Jjjp-*- Sy* je homogenní 5.stupně. Obeoně homogenní poly-
nom (neboli forma) n-tého stupně je homogenní funkol n-tého etupně. V x3 * yJ 

je homogenní funkoe stupně -j- , V** • je homogenní funkoe 1.stupně. Je-li 
y (/*) nějaká funkoe, je 3 íffrj) hoaogenní funkoe stupně 0 . Dife-
renoiální rovnioe tvaru 

(17) /(* . y) • • y) • / • 0 f 
kde y jsou homogenní téhoS stupně oc , ss nasává homogenní diferenciální 
rovnioe. fu lse převést (s jistými výhradami, které uvsdu) na rovnioi se se-
parovanými proměnnými savsdsním nové "nesnámé" funkoe • • li v to: 

19 -
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Budiž f ( x ) nějaká funkcej zavečLme pro x $ 0 novou funkoi /x,(x) rovnioí 
/tU) 3 neboli y(x) = JC a,(x) (je vyloučena hodnota x = 0 ). Má-li 

v nějakém bodě x ± 0 derivaci, má ji také /*(«*) a rovněž naopak: má-li 
pro některé x ± 0 funkoe /z>(x) derivaci, má ji také fix) a je y(x) a 
= JC /*,'(JT) • /»(a) , takže rovnioe (17) znamená pro x f 0 totéž jako 

(18) / U , J Ď O • x , XOJ) . A,) = 0 . 

Vyšetřujme tuto rovnioi napřed pro > 0 . Podle (16) je možno psát také 
• f )(**'• %) = 0 J dělíme-li ** , lee ji tedy psát 

(19) = - (/(',*,)•*?</,*>))-f . 

Dělíme-li funkoi / , , dostaneme rovnici, ve které proměnné jsou sepa-
rovány (po řešení této rovnioe musíme ovšem vyšetřit, zda jsme tím dělením ne-
ztratili některé řešení). 

Řešením rovnioe (19) dostaneme všeohna řešení rovnice (18) v intervalu 
(0 t + oo) nebo v jeho částečných intervaleoh1^. Pro x -<• 0 "vytknu" Ixi* a 
dostanu z (18) 

lxl*ý{-1, -*/) • Ixťfí-J, -*/) (W + = 0 , 

dále postupuji jako u (19). Řešením rovnioe 

dostanu všeohna řešení rovnioe (18) v intervalu (-oo, 0) nebo v jeho částeč-
ných intervalech. 

Násobím-li řešení */(-*) rovnioe (18) proměnnou x : 
y{x) = j í*. U) , 

dostanu řešení rovnioe (17). Abych dostal všeohna řešeni, musím se ještě podí-
vat, zda z řešení v intervalu («, 0) a z: řešení v intervalu ( 0 , fl) (kde 
<*, < 0 < [i ) nelze složit řešení v intervalu (<* f /O 

Příklad 6. 

(20) jc2 + = 0 . 

Zavedení funkoe /v rovnioí ^(-O = ¿4c(jk) vede pro x > 0 i pro x 0 
k rovnioi 

(21) = - . 

^ U mnohých homogenních funkcí s oelým ot platí vztah (16) pro všeohna 
t t 0 j potom mohu užít (19) i pro x < 0 . V ostatníoh případeoh je nut 
no pro x < 0 užít postupu uvedeného dále. 
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Žádné řešení /*(*) nemůže být pro žádné x rovno nule. Máme řešení <z*(x) 

• - 4 a další, která dostaneme řešením rovnloe 

(22) /x i -
1/Xj 

Ježto vy-

Metoda z případu 111 vede k rovniol 

- Xylx! • fyX, 0 

(konstantu píši jako £j> X , oož lse) a tedy I1 - « 
šetřujeme řešení, pro které je ^ - /x^U) ̂  0 , * 0 , jsou snaménka čísel 
4 . a*(JC) , jc podél oelého řešení stálá a také /nU) má stálé znaménko (ne-
bol /X(JC) ± 0) j tedy naše řešení mají tvar 

/xU) «= ' -JT • a(Jt) • - ]/ 4 - , kde C je libovolné Čís-
lo ± 0 i přldám-11 ještě hodnotu C • 0 , jsou tím zahrnuta 1 řešení 
¿¿(jc) a y , /*,(x) a - 4 . Iásobím-11 jí , dostanu řešení rovnloe (20) 

y U ) « - \n<T^~~Cx ( C libovolné). 
Je-li C > 0 , dává tento vzoreo se znaménkem plus řešení v (-«», 0) a řešení 
v ( C , • co) } je-li C 0 t dává vzoreo řešení v (-«o, C) & řešení 
r ( 0, +oo) j totéž platí i pro vzoroe se znaménkem minus. 

Pro č » 0 se řešení dají složit tak, že ještě dostaneme řešení 
Y ( J C ) a JC , Y-(X) a - J t V ( - 0 0 , 0 0 ) . 

Yedle tfiohto přímek jsou ostatní řešení oblouky rovnoosýoh hyperbol 

(*- í f - r-íi/ O 
Z' T - LI 

Každá z těohto hyperbol se skládá se ětyř oblouků, jež dávají čtyři řešení 
(body [0,0] , [C , Oj jiš k řešení nepatří!)t dvě leží nad obou jc , dvě 
pod osou X . Tato řešení už nelze dále "skládat". Tis obr. 8, na němž jsou 
zakreslena řešení pro C a 0 9 

4 , - V . Tečkované přímky jsou 
asymptoty hyperbol, odpovídájí-
oloh hodnotám C a 19 - i , 
Vidíte, že už v tomto jednodu-
ohém případě je úplná diskuse 
řešení dosti složitá. 

1014-4527 
Obr. 8. 



- 22 -

O 
Jako pátý případ vezmeme tzv. lineární rovnioi 1. řádu. Je to rovnioe 

ý s /( » » k d e napravo je polynom 1.stupně v y, jehož koeficienty jsou 
funkoemi proměnné jí : 

f = - f*,{x).y+ f(x) ; 

častěji se první člen vpravo převádí na levou stranu (proto jssm jej už ozna-
čil -/t(Jí))i 

(23) y + ̂ (Jt) y- fix) . 
Funkoe f buite spojité v intervalu (<vf . Budeme hledat ověem jen 
řešeni, ležlol v pásu cu x fi , - ®o y + oo. Hapřed řešme speolálnl pří-
pad, kdy yix) = 0 pro všeohna . Takové rovnioi se říká rovni-
oe bez pravé strany nebo také rovnioe homogenní (ale pozorl název"rovnioe 
homogenní" se dává ještě také diferenoiálnlm rovnlolm dooela jiného druhu, 
které jsme probrali v předešlém případě). 

To je tedy rovnioe tvaru 

(24) y' . y = 0 ( ju je spojitá v (<z/,/)). 
Vidíme, že spadá pod případ separovanýoh proměnných. Postupujeme podle schéma-
tu bodu III. 

%rm -pu) . r , J j f . - ¡¿web • X 

Áy ys - (P(x) + X , kde jsme za ó* zvolili nějakou primitivní funkoi 
k JV v (*/,<£) j odtud Y= JT^.Z'^^ = C . , kde £ je konstan-
ta. Tedy zvolme nějakou primitivní funkci d* k funkoi ^ v ( . 

(A) Potom všeohna řešeni rovnioe (24) jsou dána vzoroem 

y s C . kde C je libovolná konstanta. Ale náš výpočet byl 
příliš lehkomyslný: nedbali jsme toho, že může být y = 0 , psali jsme y 
pro případné záporné y atd., takže jsme vlastně býLi jen přivedeni k domněn-
oe, že platí (A)t důkaz musíme ještě provést. Každé funkoi y(x) přlřaáme 
funkoi M x ) rovnioi 

(25) yix) « /*(*) . 

(neboli 

(26) /x,(jc) a y(x) . ) . 

Přitom se omezujeme jen na funkoe y , K , jejiohž definiční obor je obsažen 
v ( cu, . Je vidět, že funkoe y f ^ jsou si navzájem jednoznačně přiřa-
zeny. Dále je vidět: Má-li jedna z funkoi y , derivaoi, má ji i druhá, 
a je mezi nimi vztah 
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neboli 

(27) • ̂ (jc) y(Jt) s *(x) j L - f W . 

Tedyi rovnioe y'(x) • /^U) . ̂ (x) » 0 bude splněna • nějakém intervalu 
obsaženém v ( <J/f Ár) tehdy a jen tehdy, bude-li v něm *'(*). jb " Jr) = O , 
tj. (ježto i/" + 0 ) *'(*) m0 , tj. /x(jc) = C (konetanta) v onom in-
tervalu. To věak znamená právě tolik jako j(x) = Cl"^^*^ j tim je tvrzeni 
(A) dokázáno. 

Tim jsme rozřeělli rovnloi (24) ("homogenní", yšO ) , Řešme ted rov-
niol (23) 

Y • • f a f i x ) • 

Výraz byl řešením rovnioe (24), když C byla konstanta» budiž ny-
ní C nějaká funkoe M*) \ budeme se snažit svolit /*(*) tak, aby funkoe 
(25) = /x,(x)*~ vyhovovala rovnloi (23). Už jeme sjistilit ^ má 
derlvaoi tehdy a jen tehdy, když y má derlvaol, načež platí vsoreo (27) 

'U) + f»ix) fix) « a/ix) *T . 

Tedy bude (25) řeěením rovnioe (23) tehdy a jen tehdy, když bude 

yx'(oc).z* e{X) * f i * ) , fix) , /x(jt) s f(x)dc + C, 

(28) r(x) » j V ( J ř ) fix) dbo+Cv' 'W , 

kde J i f ^ fix) obu je určitě svolená primitivní funkoe k ¿ f ^ fix) , 
C je libovolná konstanta. Vsoreo (28) dává všeohna řešení rovnioe (23), a to 
v oelém Intervalu ( fr) . Zase každým bodem [x 0, yc] pásu as <- x0 < J- , 
-oo < y 0 <• + oo proohásí právě jsdno řešení rovnice (23). Důkaz: Označme 
i T * f i x ) a U *Q,(x) (Je to určitá funkoe). Aby řešení (28) pro-
oháselo bodem [Xq , yaJ , je nutno a stačí, aby bylo y0 » QLÍxJ • CL" , 

a této podmínoe vyhovuje právě jedna hodnota 

C« (y. - <U*.)) X**'* . 

Ještě dvě posnámkyi 

1) y = je řešením rovnioe (24), když C je konstanta. Naše 
metoda řešení rovnioe (23) spočívá na této myšlenoes má-li funkoe CL" 
vyhovovat rovnloi (23), v níž f není identicky nula, nesmí být C konstan-
ta) zkusme tedy volit C jako nějakou funkol C ix) (psali jsme t(x) , ale 
to je jedno) a snažme se tuto funkci určit tak, aby C{x) vyhovovalo 
rovnloi (23). Proto se této metodě říká metoda varlaoe konstant. 

2) Rovnici y'+ frix) y jsme řešili tak, že jsme místo neznámé 
funkoe yix) zavedli novou neznámou funkci /£(•*) rovnloi » Mx) ju" 
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načež jsme pro funkoi w doatali jednodušší rovnioi /x,'(x) » t ^ ^ í j t ) (kde 
pravou etranu již známe). Tohoto způsobu zavedeni nové neznámé funkoe se dosti 
často užívá. Podobně se někdy osvědčí zavedení "nové nezávisle proměnné". Např. 
do rovnioe 

mohu zavést ji.Jyt, ( - f ^ , ^ ) , 

á ř - = T A T • t a k 2 e 0 6 

^ ^ = cc^Xt Ý^^Ť*' Y ^ ~ rovnioe jednodušší než rovnioe 

Metodu variaoe konstant jsem vyložil na tomto jednoduohém příkladě proto, 
že se nám ve složitějělm tvaru objeví v § 3 u lineárních rovnio /ť-tého řádu. 
Ale početně jednodušší je tzv. metoda integračního faktoru, které můžeme užít 
na rovnioi homogenní i nehomogenní, a kterou teá vyložím. Násobme rovnioi (23) 
nějakou funkoí G (*) , jež není v ( ď , n i k d e rovna nula: 

(29) £ 0 0 </••><*> = G(x)fix) . 

Zvolme nějjakou primitivní funkci ď(x) k funkci f»(x) v ( o/, a volme 
£(x) = . Potom levá strana rovnioe (29) je zřejmě rovna 

*'<*> fy' * á>\»)y) = ¿U*4*?) . 1} 

Rovnioe (29), jež je rovnooenná s (23), má tedy tvar 

(30) ¿ - ( / ^ y ) - ^ ' V t o c ) , 

takže všeohna řešeni rovnice (29) Jsou dána vzoroem 

kde integrál vpravo znamená určitou primitivní funkoi, C je libovolná kon-
stanta. To je však právě vzoreo (28). Funkoi x/^4^ , která nám umožnila 
psát (23) v jednoduchém tvaru (30), se říká integrační faktor. 

Příklad:; Řešte y + 2xy= x . 

I. Napřed rozřešíme rovnioi: y' + Zxy s O \ 

2xcU , Xy\y\ = -x2 + ti , f " 

^ Přesně řečeno: Má-li y(JO derivaci, má i J b * ^ derivaoi, a rov-
něž naopak, a platí rovnost právě napsaná. * 
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}f 8 c*~x ( c je konstanta). 

(Přesto, že výpočet byl nekorektní, víme už, že dává správný výsledek.) 
lei budiž C funkoe x s 

y' s c 'JU~ xZ • C&" *Z (-Zx) i má být y • 2xy= x, tj. 
* Co'xt t-Zx) +lx. O**** x , 

8 1 1 1 

C ' * " * , C'**xix, C . i 

Y - — + Xju (v intervalu (-oo, • <*>)) . 

II. Užijme nyní metody integračního faktoru: Položím f(x) * \2xcU 3 x^ 
(mohl byoh také třeba volit x - Jť*, ale tím bych jenom komplikoval výpo-
čet). 
Máme rovnioi % z 

jlx (y +2xu,) » xv i 
x* 

J x ^ d t + Xm-L**1* X , 
řešení jsou « 

y = — + v int. (-«o, +oo). 

Závěrečné poznámky. Vfieohny případy, které jsme až dosud v tomto para-
grafu probírali, se dají řefiit, jestliže dovedeme nalézt primitivní funkoe 
k nějakým daným funkcím^ a po případě ještě sestrojit k nějaké funkoi in-
versní funkoi. Říká se, že se tyto rovnioe dají řeěit kvadraturou (starý ná-
zev: slovem "kvadratura" se označoval výkon hledání integrálu neurčitého ne-
bo určitého). Obeoný případ rovnioe l.řádu rozřešené podle y je 

(31) y - ^ ( j ř . y ) . 

Ten nelze řešit obeoně tímto způsobem. Dá se však dokázat tato důležitá 
"existenční věta": 

I. Neoht funkoe x, y) je spojitá v obdélníku ou^X^-i' , 
C / ^ y c ob. Potom každým bodem tohoto obdélníka proohází aspoň jedno řešení 
rovnioe (31) probíhající od hranioe obdélníka zase až k jeho hranioi (přičemž 
každé jiné řešení je částí nějakého takového řešení). Přesný význam slov "řešeni 
probíhá od hranioe obdélníka až k jeho hranioi" zde nedefinuji) oo je tím mí-
něno, je snad zhruba patrno z obř. 6, kde jsou načrtnuta vlevo tři, vpravo 
čtyři řešení. 

^ Hledání primitivní funkoe může být ovšem někdy úkol velmi obtížný, ale 
vlastně už nepatří do nauky o diferenolálníoh rovnioioh. 
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II. Jestliže funkoe , y) , T & lao* spojité v obdélníka 
o/cjé J- , cO 9 potom každým bodom lohoto obdélníka proohází právě 
Jedno řešení rovnloe (31)» problhajlol od hranloe obdélníku až zase k jeho 
hranici. 

Příklady 3 a 5, tj. rovnloe 
3 f 

y » . f • s** ^Ty* 

ukazují, že týmš bodem může procházet vloe než jedno řešení (dokonoe i neko-
nečně mnoho). Zde ovšem není splněna podmínka spojitosti ¥ v bodeoh osy x 

(tj. pro y * 0 ) , nebol pro y } 0 máme u první rovnloe ^ 

r-r- * _i , U druhé r-f- a m . 
3Tý Ty 

Větu o exlstsnoi a jednoznačnosti lze vyslovit také taktos Jsou-li f>{x,y) , spojité v obdélníku x ^ & , c ̂  y*- cO m 8Vollme-li libo-
volnJ^hodnoty .6 < , yQ £ ( c, , potom má rovnloe (31) právě Jed-
no řešení , pro něž je y(*o) ® a Jež probíhá "od hranloe k hranl-
oin. (Podmínka y(x0) = yc znamená totiš, že řešení y(x) proohází bodem 
[Xó, foj)-

Podmínce y(x0) = y0 se říká také "počáteční podmínka" pro řešení 
Touto podmínkou je tedy řešení rovnloe (31) jednoznačně určeno, jsou-li 
í é »p®3«é. 

Obdobná věta o existenoi a jednoznačnosti platí i pro jiné obory než ob-
délníky. 

Podotýkám, žs se místo "řešení dlforenoiálnl rovnloe" říká často "integrál 
diferenciální rovnloe") ale nebudu tohoto názvu používat. 

§ 2. Komplexní funkoe reálné proměnné. 

Tento paragraf je přípravný ke dvěma následujícím paragrafům, ale je užl 
tečný i jinak. Našim hlavním předmětem je studium reálnýoh funkol reálné pro-
měnné (nebo několika reálnýoh proměnnýoh), ale, jako často v matematioe, bude 
pro nás výhodné užívat při tomto studiu Jako pomůoky občas také funkoí s ima-
ginárními hodnotami. 

r 
Znáte komplexní čísla) to jsou čísla OU * CU + kde OJ, & jsou reál 

ná| značím cu = (fie/oc , a 3*n/ oc (reálná a imaginární část čísla <* ). Číslo 
komplexní je tedy dáno svou reálnou a Imaginární částí; je-li 0 , je co 
reálné) je-li Ar £ 0 , nazýváme oo číslem Imaginárním. Číslo 5 a eu- £-u 
nazýváme číslem komplexně sdruženým s ) číslo komplexně sdružené s Je 
opět ac (značky óc pro číslo komplexně sdružsné se často užívá). Číslo reál 
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né Je komplexně sdružené samo se ssboa. Víte, jak se s komplexními čísly počí-
táš jako s reálnými, a užije se toho, že x>2 = - 4 . Například je-li 
oc 3 a/+ to t fi , c/+ d/<i , je » • /3 « ( a/«. c/) • , 

oC/J« {av-M) • {clcL+IV)* . 
Je-li oc ± 0 9 tj. Je-li alespoň Jedno s čísel 0/ , Z- různé od nuly, existu-
je převráoená hodnota) vypočte se nejpohodlněji tak, že zlomek 
1Z* cu+ JU P O e S í ř í m e Slslem *> ) Ježto ocočs ( «/• J-i) ( a/ - ) = co2* , 
dostaneme ^ a/ . JU cu 

Čísla komplexní mohu vzájemně jednoznačně přiřadit bodům v rovině, opatřené 
pravoúhlým systémem souřadnioi číslu «/ a a/ + 

přiřadím bod o souřadnloloh 
as % b . Je-li oo = cu+ to (a/s foj oo , ̂  = Jm/oo ), budu bod f^ » A J příle-

žitostně označovat též písmenem <>o . Vzdálenost bo-
du oo od počátku nazýváme absolutní (prostou) 
hodnotou čísla oo , znak Icc I ; je I <*>\ 
(viz obr. 9). 

Uvědomte si zřejmé, sle důležité nerovnosti 

(1) 7Kcu,(las\, \M ) ú leel Ú la/l • / / / . 
Z Často je důležitý zřejmý vztah /<&/ = ccao . Obr• 9• 

Je-li oc ± O 9 nazýváme úhel , načrtnutý 
na obrázku 9, argumentem čísla oo (někdy se říká též amplituda). Je to číslo 

, pro které je 

y z ě j T • ^ - - V A J J -

Kdežto absolutní hodnota čísla oo je číslem oo jednoznačně určena, je argu-
ment (pro oo f O ) určen až na násobek čísla lit . Je tedy (pro oo ± O ) 
oC a A/( C04 Cf • Á/ AÓ7V <f), kde /t/s I CO I , cf je argument oo . 

Při geometriokém znázornění komplexníoh čísel se součet čísel oo = a/+ 
fi a v + óU</ dostane z rovnoběžníku, běžného z fyziky 
(obr. 10). 

Odtud podle trojúhelníkové nerovnosti plyne 

(2) U +fil Ú leol • l/S I . 

Ježto /-/3/a Ifil , plyne odtud (píěi-li v (2) -fi 
místo fi) i 

j o o - ^ l t loc I 

ac+p 

Obr. 10. 
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Snadno ae odtud odvodí (znáte to z reálných čísel): 

U t fl I = I*! 'W1 . Ut fll = - Ul . 

Snadno se dokáže (přímým výpočtem), že je 

(3) l*j31« lot j .1/3 1 , a pro 0 * 0 též / | / . J | i . 

líoonlna oc"1 pro oelá /n, (/n, a 0 ) se definuje jako u reálnýoh čísel, a 
platí pro ni stejná pravidla. 

Jestliže každému číslu jc Z jisté množiny M reálnýoh čísel je přiřa-
zeno jisté komplexní číslo x) , říkáme, že f j je funkoe v oboru M (je 
to komplexní funkoe reálné proměnné). Sát takovou funkoi £ znamená dát pro 
každé x6 M její reálnou a Imaginární část, takže lze psát 

(4) / U ) + ¿y (x) , 

kde Gf>{x) , jsou reálná a imaginární část čísla f(x) . Komplexní 
funkoe ý je tedy určena, jsou-li určeny reálné funkoe cf , y , takže stu-
dium komplexní funkoe ý se dá převést na studium dvou reálnýoh funkoi <f , 
ijj} ale často je výhodnější studovat součet <f(x) + ¿y/(x) než studovat 
funkce <f , f odděleně (uvidíte to později na příkladeoh). Jestliže 
y/(jt) = 0 pro věeohna x£t1 , je ovfiem ý reálná funkce. 

Je přirozené definovat pro komplexní funkoe pojem spojitosti, limity a 
derivaoe podobně jako u reálnýoh funkoi. Tedyi 

Definice: 1) Říkáme, že funkce £ je spojitá v bodě c/ , jestliže ke 
každému £> O existuje cT> O tak, že pro všechna (reálná) jt , splnujíol 
nerovnost Ix-c/í^cT , je lý{x) - ý(c/)\£ . Podobně spojitost zprava 
a zleva. 

2) Říkáme, že číslo (komplexní) A je limitou funkoe <ý v bodě c/, 
jestliže ke každému £> 0 existuje ď> O tak, že pro věeohna (reálná) x , 
splnujíol podmínku 0 * Ix - <y\ ^ <f , je //(•*) - A / 6 . 

Podobně es definuje limita zprava a zleva a užívá se znaků 

Xi^ ý(x) m A t atd. 
X-+CS 

O nevlastní limitě mluvíme jen u reálnýoh funkoi. 

3) Říkáme, že funkoe ^ má v bodě v derivaoi > Jestliže 

K -9 o 
O nevlastní derivaoi ověem mluvíme Jen u reálnýoh funkoi. Podobně derivaoe 
zprava a zleva. 
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sou-li funk 
oe Cj> , y spojité t bodě c/. 

2) Rovnost Á^nyý(x) = A • 2v (A, 3 reálná) 
plati tehdy a Jen tehdy, Je-li Unvcf(x) s A , Zunv y(jt) . J . 

ý X -*cs jc-+ t/T 

3) Funkce ^ má v bodě jc derivaoi tehdy a Jen tehdy, mají-li v něm 3 
derivaci (vlastni), načež Je ^'U) = <f\x) • -ty>'(x) . 

Důkaz; Dokážeme napřed 2)» Heoht předně existuje (jc) = A • 3-č, . 
To znamená, že ke každému £ > 0 existuje cT> 0 tak, že pro 0 ^ Ix - c/l< 
Je lcf(X) • - A - 3*1 < £ , načež podle (1) Je /<̂ (JC) - A/ < £ , 
|y(jc) - 3 I < £ | tedy 

Sxistuje cf > 0 tak, že pro 0 \x - c/\ cT je ¡cj>{x) - A i ̂  j £ , 
/y(*) -3l< j £ a tedy podle (1) Je 

//(*> - (A* 3v)l = íyU) - A • (y(jí) -3)i>l= \cfU) - A I + /yU)-J/ £ , 
tedy 

^ /(jc) = A • ¿3 • x t/ 
Bod 1) se dokáže obdobně. 

Bod 3) se dokáže taktos 

+ 4) -/(*<>> -?(*«) , SK ¿o +M -y(*«) # 
X X X 

Podle bodu 2) má levá strana limitu (tj. existuje ^'(*•)) tehdy a jen tehdy, 
má-li reálná i imaginární část limitu (vlastní), tj. existují-li cp'(x0) , 
y'Uo) , načež /'(**) = f'(x0) + . 

Platí opět věty o spojitosti, limitě a derivaoi součtu, součinu, podílu. 
Dále věta o jednoznačnosti limity (funkce může mít v daném bodě nejvýše jednu 
limitu) a věty o souvislosti mezi spojitostí a limitou, mezi oboustrannou a 
jednostrannou limitou (nebo spojitostí). 

Jak se dokáží tyto věty? Máme zdě dvě možné cesty. Předně podle věty ^ 
je možné převést věty o limitě, spojitosti a derivaci pro funkci 4 = ¥ + ¿ y 
na obdobné věty o reálných funkoioh <f , y » a ty už známe. Jako příklad do-
kažme i Je-li 

Nechí za druhé existují limity 
= A , /¿m/U/U) = 3 . Budiž 6 > O . 
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/&n/*(*) 3 cci , ¿Onvfzix) = (všeohno v bodě c ) , je 
¿»"jiW /;&<*> - <*< 

Důkaz: Rozložme na reálné a Imaginární části:* 

ledy 
\ct>i<*l* O04 ou%- ¿i^z* Ai) . 

Z rovnio Mfffox) = Oo4 9 = OÍ̂  plyne podle věty As 
J o * r v AVj = a / 4 , slo*** / t^ s y i^ f J4 / z = £1/% t / ¿ t r u Af^ 3 ^ . 

Z vět o limitě součtu, rozdílu a součinu pro reálné funkoe plyne tedy 

( ^ ^ = ̂  - J>f£*z , 
^žbv ( ̂  /l̂  + ) = ¿fy ̂  + toffol I 

podle věty A a podle (#•) je nyní vskutku /¿W ̂  • oř,,, a^. 
Za druhé: Deflnioe spojitosti, limity, derivaoe, jak jsme je podali, 

jsou pddobné jako ty, které známe z dřívějška pro reálné funkoe, pouze vedle 
reálnýoh čísel se připouštějí i imaginární. Ale v deflnioíoh se vyskytují pou-
ze absolutní hodnoty těohto čísel, oož jsou reálná člela, a pro absolutní hod-
noty komplexnloh čísel platí tytéž nerovnosti a rovnosti jako pro absolutní 
hodnoty reálných čísel. Prohlédneme-li si důkazy vět o spojitosti, limitě, de-
rivaci reálných funkoí, které jsme podali v 1.semestru, vidíme, že tyto důkazy 
platí i tehdy, když se v nich vyskytují obeoně komplexní funkce. Prove&me je-
den příklad, abyste to viděli: Neolit s oĉ  , J ú m ^ x ) = ocz 
(všechno v bodě c/)\ potom . v 

i w (f< U ) - £,(*)) = <¿1 - . 

Důkaz: Máme dokázat toto: 
ke každému £ > 0 existuje 

tak, že pro každé , splňujlol nerovno-
sti 0 < I JC-C/I ̂  ď\ je I fa (Jí) - fa U ) - (oCjj -<X,Z)I < e . 

Budiž tedy dáno £ > 0 . Ježto U ) - ̂  > 3 > 
existuji > 0 , > 0 tak, že pro O ^ l x - c / l ^ o^ je 
l/ 1U)'cC 1l<j a pro 0 I* -c/l c§ je I - I < •j. Položme 
cT= 7rtin,{ďi , ) > 0 . Potom pro O^I^-e/l-ccT je 
l/,U) -/¿U) - (cc^^)l = !/,U) - *,f - -*,)! = 

£ IfiU) -«>1 I * - I < £. 

Yidlte, že důkaz je doslova týž jako pro reálné funkoe. Ještě podotýkám, 
že věta o spojitosti, limitě a derlvaoi složené funkce ^(t) »/(?(*)) platí 
i tehdy, když (f je reálná funkoe a £ je komplexní funkoe reálné proměnné 

1014-4527 



- 31 -
( cf> musí být reálná, ježto f je funkoe reálné proměnné, a do <£{*) se má 
za X dosadit Jednoduchý důkaz si provezte jako ovičení. 

Definloi primitivní funkoe rozšiřujeme také na komplexní funkce / reál-
né proměnné i funkoi f(x) nazývám funkci primitivní k funkci /(*) v (<vt£)t 

jestliže pro všechna x je \ užíváme opět znaku 
$fU ) c t * . Je-li f(x) + ¿vix) , ?(JL) 3 $ ( J C ) • ¿Yix) , je ? pri-
mitivní k f (tj. tehdy a jen tehdy, když 
(£(J0 + iYix))' *<p(x) • ¿y(X) , 

tj. • ¿ W = <p+ ¿y neboli 
§U) -JV<*)<**> • = Jf(x)dú | tedy 

c)dc = • iy(x))cíic existuje tehdy a jen tehdy, když existuji 
jy<jt)dju , Jy(x)ck, (všechno v témž intervalu C^,^-)) , načež 

x) • if(x))oix =Jf(j.)clx, • <ófy/{x)cU, . 

Flati zřejmě (poněvadž primitivní funkoe k cp, y jsou určeny až na konstantu), 
že primitivní funkce k libovolné komplelní funkoi je určena až na libovolnou 
komplexní konstantu. 

Poznámka i komplexní funkoe ý = cf + ¿y může být speoiálně reálná, tj. 
ifj(x) s 0 pro všeohna x6 ( ou, , a potom zde máme malou nedůslednost: např. 
všeohny primitivní funkce k ý (-x) = x mají ve "starém" smyslu tvar 

2 
•j- • C f kde C je libovolná reálná konstanta, kdežto v "novém" smyslu je C 
libovolná komplexní konstanta. Ale dvojznačnost se týká jen "integrační kon-
stanty", která nás obyčejně nezajímá, ledaže je nějakými podmínkami určena, a 
potom Je stejně Jasné, je-li reálná nebo ne. Tedy snad nestojí za to kompliko-
vat názvosloví rozlišováním reálnýoh a imaginámloh "integračních konstant". 

Ještě podotkněme, že také určitý integrál funkoe <p + vy definujeme 
Jlr & 

rovnio s Jf(x)cU + ¿fp(jc)<ú, , existuji-li integrály vpra-
ar OJ <» 

voj integrál vlevo se nazývá Riemannův (popříp. Newtonův), jsou-li oba integrá-
ly vpravo Biemannovy (popříp. Newtonovy). 

Ukázali jsme, že mnohé "lokální" věty o spojitosti, limitě a derivaoi pla-
tí I pro komplexní funkoe reálné proměnné. J B O U však jiné věty, které pro kom-
plexní funkoe neplatí, např. věta o přírůstku funkce: 
Vezměme funkoi » ecxs x + -v ¿¿>n/x , jež má derivaoi <ý'(x) = - ¿¿>n/jc + 
+ cjáx . Kdyby věta o přírůstku funkoe platila i pro komplexní funkce, 
existovalo by §€{0t2%) tak, že 

<**) -4<0) = f t f > • 

Ale funkoe X> má periodu Zit, takže levá strana v ( * ) je nula; dále 
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I • l/s*o*vzf • tot1 £ » 4 , takže pravá strana není nula, a tedy rov-
nloe *) nemůže platit pro žádné reálné £ . 

Vedle komplexníoh funkoí reálné proměnné se v matematloe vyšetřují také 
komplexní funkce komplexní proměnné: Je-li M nějaká množina komplexnioh čí-
sel, a je-li každému číslu /x/€ M přiřazeno Jisté (komplexní) číslo , 
říkáme, že / je funkoe v oboru M (a to komplexní funkoe Jedné komplexní 
proměnné). Těmito funkoemi se budete systematloky zabývat v teorii analytio-
kýoh funkoí v třetím ročníku. Hy budeme zde potřebovat jen dva příklady: 

Přiklad 1» Polynom a auo* * ̂ i** • ... • a/^ 
(^o, ..., <Vmt komplexní čísla) má smysl pro všeohna komplexní /*/ » můžeme 
jej tedy pojímat jako funkoí komplexní proměnné definovanou pro všeohna kom-
plexní w . 

Přiklad 2: Funkoe xtfu (x) = x/x byla dosud definována pro reálná -t . 
Platí tyto vztahy: ^ . ̂  a f 

takže ¿ x ± 0 pro všeohna reálná * . 
Rozšíříme nyní definici funkoe ť* na všeohna komplexní . Definloe, kte-
rou nyní zavedu, se vám bude asi zdát umělá. Přirozsnějšl definici podám po-
zději. Zavádím ** pro komplexní au již nyní, protože nám bude tato funkoe 
užitečná pro výpočty v § 4* 

Napřed pro ryse imaginární ru = ¿y ( y reálné) definujeme a » c&>y + 
+ i ÁÚ*> y* 

Pozorl ¿y je v jednom případě reálné, totiž když y * 0 j musíme se 
přesvědčit, Žs v tomto případě dostaneme shodu se starou deflnloí, tj., že 
číslo coó 0 • ¿/¿m,0 dá vskutku neboli 4 , ale to je zřejmé. 

Ověřme nyní, že platí (pro reálné , yz ) 

Je 
jfY** JU^V* s ( oc*> y^ + ¿rAínv yt )•( » yz • ) * 

a ¿ 0 6 y , 0 0 4 y z - y ^ Mšro y ^ • 

• />Orv y , cxn y z + oeri y f ACu/ y ^ ) a 

a Út* (y, • yz) • ¿JkAviyt + yt) « Jt/^Vi * f*^ . 

Je-li nyní • ¿y { x reálné, y reálné), definujeme 
x,4". a ^ Ť « juxk . 

Je-li ^ (t J. w = x), Je oot y + ¿AOnty * * • takže -ty^- . Je-li 
x = 0 (tj. tu » Je. a* » 4 , a tedy • cxny + ¿Mwy a , a 
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tedy naft« nová doflnloe (pro libovolné komplexní /*) Je pro reálné i pro ry-
se imaginární ru ve shodě s dřivě jělml definioemi. 

Bodli x xi • ^yv » = H * • Potom -o*"1. * 

pro reálná , a rovněž . 3 • . 

T § d y ¿Z**** . * = . 

Tedy i pro libovolná komplexní , <*>x J® ^ f epeoiálně 
»to A O J M tib , f) — /X j 

Yesměme nyní libovolné komplexní ělslo n s » * ^ * vyšetřujme komplex-
ní funkoi reálné proměnné /(*) a j*"* (pro reálné x ) j vypočtěme její de-
rivaoi . 

Je cux n a/x • ¿/rx , tedy 

f(jc) , »•»•¿bí = {cx*JU + ¿MOrvJrX ) . 

Podle pravidla o derivaoi součtu a součinu (jež platí 1 pro komplexní funkoe 
reálné proměnné) je 

^'(jfc) M OJ 4 ** ( C0Ó Jrx • ) • *** ( - JH^Av¿>X + ) • 

m í/ a/X C0AS&X - + £( O/¿Cn//S-Ji + ¿O0Ó ¿X )] s 

» 4/A/JC (O/* (CC*ÁX • X ) M OL . 4/"** . 

Tedy (pamatujte 1)s Je-li <* libovolné komplexní číslo, má funkoe 
<f{x) s (komplexní funkoe reálné proměnné) pro všeohna reálná x derivaoi 

/ - *X\ 0 ~ 0 L X 
( ) s OLJ/ . 

$ 3 Lineární diferenolálnl rovnioe. 

Jde o rovnioe tohoto tvarui 

(1) r
( / n > • faíx)?^'^ • ••• • a u * < * > r • / » w t - o r = » 

kde budeme stále předpokládat, že funkoe , f jsou spojité v jistém inter-
valu (a/, • Přitom připouštíme komplexní funkoe , ^ a také hledaná 
funkoe můfto být komplexní* Je-li f(x) » 0 pro všeohna x€(<ut^) , dostá-
váme tsv. homogenní revnioi 

(2) r
(/n* • ... M ť +1»+.t*)r - 0 • 
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Měli jsme jiš rovnioi prvního řádu (vis { 1, bod 7) a sjistili jsme, So kašdý» 
bodem [_x0 , ya] , kde OJ •< JC0 & , prooháaí právě jedno řešení. To sname-
nái rovnioe y +fv(jt)y a <p(jO má nekoneěně mnoho řešení) abjoh a nlqh jedno 
řešení y(x) vybral» k tomu stačí, abyoh pro orěiton hodnota x^C ( a/t J-) 
předepsal, Se funkoe y má v bodě *«, nabýt jlaté hodnoty y9 (tj. 
jix0) m yQ ) . Dělali jame to pro reálně funkoe , f , y9 ale platí to 1 
pro komplexní fonkoe. 

U lineárníoh rovnlo řádu vyěšího neS 1 už neataěí předepsat hodnota 
i ukažme to na příkladě rovnioe 

<3) • 

Hned vidíme, že řešením rovnioe je fonkoe a také fonkoe t a okamžitě 
se přesvědčíte, žs také fonkoe 

(4) y{*) « • CZ<TX 

je řeěením v (-«o, • «>) j přitom Cf , Cz jeou jakákoliv komplexní čísla. 
Přesvědčme se, že (4) až dává všeohna řešení. 

Zavedeme sase (jako v $ 1, bod V) novou nesnámoo funkoi <*> rovnlol 

y(x) s *,(*) <ox neboli M * ) » y(x) <c~x j 

má-li A/ v nějakém bodě druhou derivaoi, má ji 1 funkoe y , a také naopak: 
má-li ji y , má ji také /*/ . Je pak y' • af** • <*jj,x , 
y" a /*," • • f tedy y" - y * • ¿a') . Punk o e y je te-
dy řešením rovnioe (3) tehdy a jen tehdy, je-li • l*! * 0 . Osnačme 
písmenem ¿tj tedy » ̂  , * aaS . Rovnioe + ¿/x,' a 0 je splněna 
tehdy a jen tehdy, když • s . ii« tuto rovnlol dovedemo řešit (vis 
$ 1, bod 7) i Píšeme - , , B . y 2ř 

^ a Cxf kde C je libovolná konstanta (výpočet byl nekorektní, ale víme, 
že výsledek je správný). Tedy au' a , /v « - ~ C& ~ + ]) , kde C , 

J> jsou libovolné konstanty, a tedy y * n>*>x a - ~ x • j)*-** , oež je totéS 
jako rovnioe (4)* Tedy vsoreo (4) dává vakutku všeohna řešení. 

Zvolme nyní libovolné čisle x0 £ ( <v9 Jr) a dvě komplexní člala y0 , 
y0'. Hledejme řeěenl y(x) , pro něž platí y(xc) a ^ » y'(-*o) • y<>' • *e 
snamená, Se má být Cf**°+ C% * -JC° » y0 , - * « j to jaoo 
dvě rovnioe, kterým vyhovuje Jediná dvojioe čísel £f , ^ : 

C ^ J t L p l * - * . , Ct .JbfH.*" . 

Tedy: existuje právě jedno řešeni rovnioe (3)» které nebývá v bodě x0 přede-
psané hodnoty y0 a JehoS derlvaoe nabývá v bodě xQ předepsané hodnoty yó . 
Obdobný výsledek platí pro kaSdou lineární rovnlol ee spojitými "koefiolenty": 
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1. (Existenční věta. ) Neoht funkoe ^ ^ f ^ jsou spojité 

• . Budiž iofil»,/) a bulte ^ , ,..., y6 '> Jakákoliv kom-
plexní čísla. Potom existuje právě jedno řešeni y(^) rovnioe (1) v intervalu 
(¿"i^) t J«ž splňuje podmínky 

(5) - r*. r^o)=. ro' , ... , r(/n~'>(-i0) - . 
Je-li *,(•*) řešením rovnioe (1) v ( a- t y3 ) <= ( cu % , jei rovněž splňuje 
podmínky /x.(*o) « ^ , A/(-*O) = y'0 , ... , ̂  ) = (předpoklá-
dám <&<x0</? ) , je a,(x) s /y(x) pro věeohna j*e(«,y/?) . 

Poslední část věty ukazuješ pokud se omezuji na řešení v částečných inter-
valech intervalu (a/y^)y stačí vyšetřit řešení v oelém intervalu (&,<£) . 
Podmínkám (5) se často říká "počáteční podmínky". 

Důkaz této věty odložím do soustavné přednášky o diferenciálních rovnicích, 
ale věty budeme užívat. 

Omeelm se napřed na homogenní rovnici (2). Z věty 1 si můžeme utvořit 
dobrý přehled o všeoh řešeních rovnioe (2), ale napřed si zavedeme Jeden pojem. 

Definioet Bulte fa, ... O funkoe (komplexní) definované 
v intervalu ( . Jestliže existují čísla (komplexní) ĉ  , e/z , ..., c/ĵ  
tak, že je 

(6) tyji (-*) • (•*) • •• • • 3 0 P*0 všechna JcG ( cu, ¿>) , 

přičemž aspoň Jedno c čísel c/4 y c/t, ... , c^ je různé od nuly, říkáme, že 
funkoe £ , , ... , jsou lineárně sávislé v ( . Jestliže ta-
ková čísla ..., c^ neexistují, tj. jestliže (6) je splněno Jen pro 
«f 3 «1 
v ( oj y 

c/ĵ  » O , říkáme, že ^ , •••»/x Jsou lineárně ne sávislé 

Říkáme také, že systém funkol ^ , ..., fa Je lineárně závislý nebo ne-
sávislý v {a/9J') . Jak js to pro A s 4 ? Rovnost (6) Je tel c/y/*(•*) * 0 
pro všeohna a £(«/,/-) 1 je-li c ^ 0 t plyne odtud /*(•*) * 0 pro 
všechna JtčCo/,^) • ledy systém složený z Jediné funkoe je lineárně závis-
lý • tehdy a jen tehdy, je-li funkoe ldentioky rovna nule v 

Užite&nou pomůokou pro vyšetřováni lineární nezávislosti funkol 
V » • • •» h 1 

. determinant 

(7) 

(x) . £ U ) . 

} » (JÍ) . / / (X) 

... , 
, ... , 
f • • • f 
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Věta 2i leoht funkoe , ^ mají v ( a/, dorivaoe řádu 
X - -/ a neoht jaou • ( d/, /) lineárně závislé. Potom W / j (•*) » 0 

T* * • * • *R4, 
pro všeohna Jt€(o/,/) . 

Důkaz: Bxistují čísla cf, ̂  , ..., c^ , s niohž aspoň jedno je různé 
od nuly a taková, še 

( * ) (-*) • ... • ^(jc) s 0 pro všeohna *£( a/f . 

Ježto funkoe vlevo v ( * ) je v ldentloky rovna nule, jaou 1 všeoh-
ny Jej! derlvaoe rovny nule ldentloky v ( a/1l>) , tj. pro všeohna x€( a/t 
platí rovnloe 

(8) 

/ « Í ^ W • ... • 0 
0 

L + ... «. . 0 . 

Vezměme libovolnou hodnotu t rovnloe (8) ukazují, Se ělala 
» •••» ^ Jaou řešením soustavy homogennloh rovnio (lineárních) s determi-

nantem (7). Ježto alespoň jedno z Slsel c/f , ..., c^ je různé od nuly, je de-
terminant (7) roven nule v bodě JC . 

Bude pro nás užitečné zavést pro zkrácení psaní jeden symbol: je-li 
libovolná funkoe, majlol v ( /n/-tou derivaol, označme (Afc = ^/(-O 
jsou dané funkoe v ( a/, /)) 

(9) L( r) = r M + ... «• • ¿ w y • 

Tím je tedy každé funkoi y , jež má /«.-tou derivaci v ( ̂  , přiřazena 
určitá funkoe L M , definovaná v . Výrazům tvaru (9) ae říká 11-

řXl 
neáml dlferenoiálnl operátor /*-tého řádu. Protože (c^)1 ' « ' . Je 
L{c/y) s c/L(y) pro každou konstantu c/ $ protože {yc, • * f<t + 
je Lly, + y z) = Líy,) + L ^ ) i odtud indukoí ¿.(y, • • ... • • 
a ) • L(^) + ... + L(^) , + ... + cfr fy) = c/^Uyc,) • -..^Hy^). 

Tedy máme dokázánu větui 
Věta 3. + « ^ L ( ^ ) + ... + , kde c^ 

Jsou konstanty a ^ mají ¿*-tou derive o i v ( , ^ Je libovolné přiro-
zené číslo. 

Rovnioi (2) lze psát L ty) w 0 . z věty 3 tedy ihned plyne 

Věta 4« Jsou-li f 1 t ..., fy nějaká řešení homogenní rovnloe (2) 
v (a/tyf) a jsou-li c/4 , ..., c/fy jakákoliv komplexní čísla, je i funkoe 
^V^* ••* * ^ ^ řešením rovnloe (2) v (a/tJ-) . 
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•Sta 5. Funkoe jv̂  buite spojité v (a/t/) . Potom rovnioe (2) (ho-

mogsnni) má m, řešeni lineárně nezávislých v ( w, . 
Půfcas* Zvolme nějaký bod xoe ( . Podle existenční věty 1 existu-

ji řešeni yf(JO, ..., ̂ («O v (a/,/) , která splňuji tyto počáteční pod-
mínky » 

% <•*•> - ** '<*«>) s .... r f = o , 
% Uo) - 0f y / U 0 ) T x

m (*„) » 0 = 0 } 
% <*o> - y j'U 0) » 0 , r/'(x0) » o ) = 0 , . . . , ft^-^i*,) = 0 j 

-'O. y-J«4») - 0 x.*""4*«.) - 0. - ' • 
Tsdy t • 0 » tvrsenl plyne s věty 2. 

Definice: Systém "v lineárně nesávislýoh řešení homogenní rovnioe (2) 
v nazýváme fundamentálním systémem řefieni rovnioe (2) v (a/,/) . 
Věta 5 říká právě, že takový fundamentální systém existuje. 

Všimněme si ještě jedné drobnostii js patrno, Se funkoe identicky rovná 
nule je řešením homogenní rovnioe (2). Je to tzv. triviální řefieni. Neoht nyní 
f je nějaké řešení rovnioe (2) v («s^) f které v jistém bodě x06(a/,^) 
vyhovuje podmínkám 

(10) y(*o) - ... - y ^ " ' ^ « ) = 0 

Potom f je triviální řeěení. 

Důkazi Podle existenční věty 1 existuje právě Jedno řefieni, vyhovujíoí 
podmínkám (10). Ale těmto podmínkám vyhovuje jednak naše řefieni y , jednak 
řešení triviální. Tedy obě řefieni splývají. Pomooí této poznámky snadno doká-
šeme větu: 

Věta 6» Budíš ..., "fa systém řefieni rovnioe (2) v ( . Potom 
platí: 

A) Wronakého determinant 

je bu&to pro vfieohna x6( různý od nuly, nebo je pro všeohna 
Jc 6 ( <»» & ) roven nule. 

B) V prvním případě je systém ..., fundamentálním systémem, 
v druhém případě není fundamentálním systémem. 
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Důkaz; Budiž v jistém bodě x0£ ( o/, ¿) 

S 

y< C-*0). . . . . xo) 
^'("«o)» •••» y^C-*o) 

Jft«—*>CJC.) '>(•«.> 

- o . 

Potom systém rovnio 

(11) 

/ c ^ U 0 ) • ... • c ^ ^ ( ^ ) 
c$y/U0> + ... + c^yjUo) 

0 
0 

V 
má řsfisni ĉ  , c/f.f ..., kde aspoň jedno z čísel , e/z , ..., ê *, je růz-
né od nuly. Potom funkoe y{x) » <*i (•*) • ... • c/^y^ix) Je řeěením rovni-
oe (2) a vyhovuje podle (11) podmínkám 

fix0) - yC*o) = ... = 0 . Tedy je y(x) = 0 , tj. 
+ + ^ y ^ - * ) s 0 P " věeohna *€( /•) , tedy .... 

Jsou lineárně závislé v ( X ) , tedy podle věty 2 je U/ ^ U ) * 0 
Yt»• • •» 

pro vfieohna . Tedy» Je-li WaiJ *.AX) roven nule v jednom 
• • • 

bodě intervalu («/,/£) , je roven nule pro vfieohna 6 (<a/f ̂ ) . Tím je doká-
záno tvrzení •) . 

Za druhé jsme dokázali« Je-li W (•«) • 0 , jsou funkoe 
yf,..., y^ lineárně závislé a podle věty 2 plyne naopak z lineární závislo-
sti rovnost W (-0 = 0 . Tím je dokázáno i tvrzení B) . 

Věta 7. Budiž ..., y*, fundamentální systém řefieni rovnioe (2) 
v (o/,^) . Potom každé řeěenl y v lze psát jedním a jen jedním 
způsobem ve tvaru 

(12) y(x) sc^y^jc) + ... + c/^yjix) pro vfieohna x€( <*,<£) (tj. exi-
stuje jeden a jen jeden systém čísel c^ » •••» ̂  tak, že platí (12) ). 

Důkaz i 1) že takový systém konstant c/1t ..., c^ může být nejvýše je-
den, je vidět takto» Je-li 
yix) = c/4 y4 (x) + ... • Vny^x) a současně y(-0 • ^^(Jř) + ... 
... + ťi//n>̂ (Jt) pro vfieohna x t je pro jc6(a/t/) 
(c*-<£f) (Jt) • ... • ( ^ - ^ y ^ í * ) = 0 | tedy, ježto jsou 
v lineárně nezávislé, máme nutně ĉ  s f . c ^ » . 
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2) Že pro každé řešení y taková c/41 ..., c^ existuji, dokážeme takto: 
Zvolíme xc €(<*/,/') a napíáeme /»v rovni o pro ^ neznámých c^ ... ĉ , * 

f ^yA^o) • ... + «¿»^(¿o) » r ^ ® ) 

k • ... + V o ) . 

Determinant aouatavy je W' (x0) 4 0 , a tedy soustava má řešení y^» • • * yín. 
f̂» • Z rovnio (13) je vidět, že řešení c4 (x) + ... • c/^y^x) di-

fereno. rovnioe (2) vyhovuje v bodě xc týmž počátečním podmínkám jako řešení 
y(x) i podle ezistenění věty 1 jsou tedy obě řešení totožná, tj. platí 
rovnioe (12). 

Znám-li tedy fundamentální systém řešení y,t ..., ̂  , znám všeohna 
řešení: jsou dána vsoroem (12). Výraz c^yiix) + ... + c^yj.x) , pokud 
v něm nejsou určena čísla c^, ..., c^, se jeví funkcí * proměnný o h x9 

1 •••» * • tomto smyslu se mu často říká "obeoné řešení". Dosadime-li 
za ô  , ..., cĵ  určitá čísla, dostáváme jisté řešení) říká se též "partiku-
lární řešení", ale v tomto případě to není nio jiného než "řešení". Všeohna 
řešení se dostanou z "obeoného řešení" všemi možnými volbami čísel c^,...,^. 

Jestliže yit ..., y^, je m řešení rovnioe (2) (nemusí to být funda-
mentální systém), a zvolíme-li nějaká komplexní čísla c/.̂  {y , 4 ,..., w), 
jsou funkoe ^ 

(14) 

^ a Ti + + C<«,r<n> ' 
a r* + • • • * ^ r<* • 

také řešení rovnioe (2). Odpovíme na otázku, kdy funkoe (14) tvoří fundamen-
tální systém. 

Věta 8. Heohi y,, ...»y^ jsou řešení rovnioe (2) v ( , Potom 
funkoe (14) tvoří fundamentální aystém řešení v («S-*) tehdy a jen tehdy, 
jestliže jsou splněny tyto podmínky: 
1) y1f ..., y^ tvoří fundamentální systém řešení v (a/f/>) f 
2) determinant čísel ^ je různý od nuly. 

Důkazi Podle věty 6 je systém nv řešení fundamentální právě tehdy, 
je-li Wronského determinant různý od nuly. 
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Z rovnloe 
ruj = c/^y, • . . . • ^ y^ n/j s o. 

plyne derivováním 

- r * ( / ) • — • < o * / i -o • • • 

a odtud podle pravidla o násobeni determinantů 

» • • • t ̂ Y / n r 

• • • » 
U ) 

Ĉ f» • • • » 

Levá strana je různá od nuly tehdy a jen tehdy, jsou-li oba Sinltelé vpravo 
různi od nuly. 

Známe nyní velmi dobře strukturu všeoh řešení homogenní rovnice 

Existujs fundamentální systém řešeni y, % ..., (dokonce jich existuje 
nekonečně mnoho podle věty 8), a známe-li tento fundamentální systém, je kaž-
dé řešení dáno výrazem 

"in + v»» 

s vhodnými konstantami ĉ  , ..., c/̂  . 

Vidíte, že se zde vlastně setkáváte s pojmy z algebry, které znáte 
z 1.ročníku. Soustava všeoh řefienl rovnloe (2) je modul nad oborem komplex-
ních číssl - v 1.ročníku jste ovšem probírali moduly nad oborem reálných čí-
sel. Fundamentální systém řešení rovnloe (2) je prostě base tohoto modulu. 

Ale jak nalézt fundamentální systém? U rovnloe l.řádu y + fvy = 0 ss 
dá nalézt "kvadraturou" (viz § 1, bod V): stačí nalézt nějakou primitivní 
funkoi P (jO s , načeš fundamentální "systém" (složený zde ověem 
z jediné funkce) je a každé řeěení má tvar Ca,'1*^ , kde C je 
libovolná konstanta. 

U lineárních diferenciálních rovnio řádu nelze obeoně nalézt 
fundamentální systém takovým jednoduchým způsobem. Obeoně se tímto obtížným 
problémem nebudeme zabývat) v jednom důležitém speoiálnim případě jej však 
rozřešíme v příštím paragrafu. 

Obraime se nyní k obeoné rovnio1 

(2) • . . . • K,-i r ' = 0 
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L ( y ) • . . . • fay, takže rovnioe ( 1 ) , (2) l z e psát takto: 

(1) L(y) » r , 

( 2 ) L ( y ) « 0 . 

Připomeňme větu 3» pro libovolné konetanty c/4, ..., c/̂  a libovolné 
funkoe y4 , - • • ' % » majíoí v ( a/, *t-tou derivaoi, Je 

(15) • ••• • - ) + . . . • ^ M f t ) . 

Představme si, že najdeme nějaké řešení V rovnioe (1) (s pravou stranou p ). 
Každé funkci y (majíoí m,-tou derivaoi) přiřalme funkoi /l rovnicí 
/tm y+ Y } potom Je 

H*) = L(y) • L(Y) , t j . L(ft) » L ( y ) + f ' . 

Tedy L(x) = <y právě tehdy, když L(y) = 0 . Jinak řečeno: 

Věta 9» Budiž Y nějaké řešení rovnioe (1). Potom všeohna řešení rovni-
oe (1) jsou dána výrazem y+ Y , kde y je libovolné řešení rovnioe (2). 

Předpokládejme nyní, že se nám již podařilo roeřešit (2), tj. naléct fun-
damentální systém yj, . y ^ . K nalezeni všeoh řeěení rovnioe (1) stačí 
podle věty 9 nalézt Jedno z nioh. Ukážeme tel, jak se dá nalézt. Jsou-li 
C19 konstanty, Je 

(16) Y = C4y, • ... + C^ y^ 

řešením rovnioe (2). 

Provedeme tel tzv. varlaoi konstant: Budeme se snažit nalézt funkce 
¿̂ (JC), fc) majíoí v ( & t derivaoi tak, aby (16) bylo řešením rov-
nioe (1) v neboli tak, aby platila rovnice L(Y) = cp . To je jed-
na podmínka pro funkoi C^, C^ j proto asi smíme předepsat ještě 
dalšioh 1 podmínekj uvidíme, že to vskutku jde; těoh m.-1 podmínek zvo-
líme ovšem účelně, aby se výpočet dal provést. 

Z rovnioe (16) ( C^ jsou tel funkoe majíoí derivaoi C^ ) plyne 

Y ' = C • . . . • C ^ y ^ + C / y , • . . . • C ^ y ^ l 

aby se to zjednodušilo, předepíšeme podmínku C4y4 + ... • ^ (všude 
v (<» , £ ) ). Za tohoto předpokladu Jev ( o/, & ) 

V 3 Cifi * • C<*Ý<n 

a tedy Y* = C4 y j • . . . + C^y^ * C^y, • . . . • C^yL a zase požadujeme, aby 

C / t f • . . . ^ C ^ y ^ 0 všude v ( " , > £ ) , takže 

Y " - * ••• • C y l • 
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Když jsme se tímto způsobem dostali až k y ^ " 2 ) a C^y^" 1^ • ... 
• » derivujemes 
V r (<K-4) ^ r (t-l) „ , fa-l) n / 

a opět položme ^ 
takže 

y (/n-1) 

+ ... * • * v8u.de v ( «/.¿) , 

/i /» i 

To už jsme napsali />v-í podmínek, proto už přestaneme; derivováním vyjde 

Jestliže Y, Y'» •••» y ^ násobím po řadě funkcemi /t̂ , 
^ a sečtu, dostanu 

L(Y) - C,L ( „ ) + ... LtjJ + ̂ V,«"*"0 • ... • . 

tj. (protož. í-(jft) » ... = L{.fn) m O ) 

L(Y) - . 

Tedy k tomu, aby bylo L(Y) u y 9 je nutné a stačí, aby 

c f y - ť > * ... • r . 

Funkoe ^ + ... + bude tedy jistě v (a/,JL) řešením rovnloe 
j_(y) s ̂  , bude-li všude v splněno těohto n%, podmínek: 

(17) 

( Cíyt + ... + c /»v 
+ . . . + c^ fo Jo* 

o 
o 

p' fa-Z) fa-1) /» 

íff + • • • + ^/k Ym, 7 • 
Ježto pro všechna Jt€( & • je determinant soustavy W . (*) + O , 

ty»• • •»Y«, 
mají tyto rovnloe právě jedno řefienl, které se vypočte podle Zramerova pra-
vidla jako podíl dvou determinantů. Ježto f je spojité a y^, . 
jsou také spojité v (neboí existuje vyjdou funkoe 
C/, ..., C^ spojité, a tedy k nim existují primitivní funkoe Cf, ..., C^ 
v (o/,/£) ; najdeme-li je, dostansms hledané řefiení 

Y » + • ... • 

Vidíte, že hlavní potíž je řefienl rovnloe L(y) a O j najdeme-li funda-
mentální systém řefiení této rovnloe, dá se řefienl rovnloe L(y) » <y nalézt 
"kvadraturamiH. 
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Poznámkat ftekli jsme Již dři?i, lo nás zde zajímají hlavně reálné 

funkoei komplexní funkoe jsou pro nás zde spiše teohnlokou pomůokou. Balte te-
dy funkoe fa, fa, ..., ̂  • Lty) 1 funkoe ^ reálné. Všimněme el napřed 
rovnioe (2) L ty) m 0 . 

Pokalmet Jsou-li také "počáteční podmínky" yc , yj, ..., ym reálné, 
potom řešeni y * mj + ¿sv f & * 4r = Jm,<y vyhovujíc! těmto podmínkám» 
yix0) u y 0 , -To^" 1' , je reálné. 

P&kazi J« L(y) m • * L(-r) « 0 f tedy obě reálné funkce L(«,) , 
L(sr) jsou ldentloky rovny nule. Tedy /v je řešením rovnloe (-(*-) =» O e po-
čátečními podmínkami *{x0 ) • ) = ... 3 at^1'1^ (x0 ) 3 0 jedy Je t/- nu-
lové řešeni, y je reálné. 

Sestrojme nyní řešení y4% • ••ty/n, daná "diagonálními" počátečními pod-
mínkami (jako v důkazu věty 5)t yf <JC0) s 4 , y/(x0) = 0 y1 = 0 , 

%<*o) - 0 , y/(J<o) = ' , y / U 0> - ..., = 0 ) ..., 
y^x 6) * 0 » •••» = ̂  « Tato řeěeni Jsou tedy reálná a 
W L ^ (•*<>) = ̂  • Tedy tvoří fundamentální eystém. Tedy existuje reálný Ainda-

tfit • " = 
mentální systém y,, ..., y^ . Vezmu-11 reálný fundamentální eystém 
Yl9 •••» ̂ /n» » každé řešeni tvar y = C/̂  yj + ... • y ^ e komplexními c^ . 
Tvrdími y Je reálné tehdy a Jen tehdy, Jsou-li všechna cfc, reálná. 

Dflkaz« Je-li c^ = cO^ • ¿¿^ » J® ~ ̂ y i + • • • + ¿Wfa} Ježto 
Yi • •••> Y** í®oa lineárně nezávislé v , Je 3m,y = 0 v ( a/, .£) 
tehdy a jen tehdy, je-li 3 ^ s ... = ̂  = O . 

Obraime se nyní k rovnici (1) Lty) = ^ . Vezměme reálný fundamentální 
systém» stačí nalézt jedno řešeni Y * C4y, • ... • C^y^ rovnice (1). To se 
dělá tak, že se řeší soustava reálných lineárních rovnio (17)) funkoe 

, ..., C'^ vyjdou tedy reálné (a spojité) a maji tedy reálné primitivní 
funkoe C4, . C ^ , takže řešení V je reálné (vezmu-li reálné C^ ) . 
Všeohna řešení rovnioe (1) mají tvar c^y^ + & zy z + ••• • Y í t o t o 

řešení Je reálné tehdy a Jen tehdy, Je-li cẑ y, * ... • c/^y^ reálné, tedy 
(podle předešlého výsledku) tehdy a jen tehdy, jsou-li reálná 
čísla. 

Přiklad 1. 
-2L s (musíme brát jednak interval (-o© , 0), jednak (0, +oo). x xz 

t 
Řešíme rovnici y" - ̂  • 0 , Položme y « ̂  , y* * m,', takže Jde o lineár-
ní rovniol l.řádu ¿c - % « 0 ) řešení jsou u. = c/x % tedy y • c^x* + v% . 
Funkce j , xz tvoří fundamentální systém, protože 

W ( * ) 
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TeJ plši Cf jc1 • Cg 9 kde Cf , jeou funkce. 
Metoda variace konstant dáváš 

. zc<x , c;*** q = o ř 

je/*, 
L (y) » 2Cf • ZCi* - 4Cf - 2C/JÍ - -jt » 

tedy máme tyto dvě podmínky pro C/ , i 

cx- - o , . 
Tedy 

" lM* ' 9 ' Tx • 

Tedy třeba Cf » - , * ~ "ity1*1 ' t f t W e jedno řešeni (reál-
né) 

Všechna řešeni jsou potob dána výrazemi 

í - i Jr M ' 

kde nyní C/H > C^ jsou libovolné komplexní konstanty) to lse psát jednodušeji 

c^x2* e/% - ^ Ui 

Tyto fankoe dávají všeohna řešeni v ( 0 , +oo) a všeohna řešeni v (-«©, 0) i 
nemáme ovšem Eádné řešeni v ( -«o9 +«o) . Řešeni je reálné tehdy a jen tehdy, 
jaou-11 fiíela c/f , C^ reálná. 

Přiklad 2. 
* A ftefite rovnloi y " - » . i . 9 4 f + JC* 

• (-00,0 ) i v ( O , ••©) dostanete řešeni ( , j8ou libovolná Mela) 

$ 4* Lineární dlforenolálnl rovnloe a konstantními koefloionty. 

Jde o rovnici 

(1) a^yS** ... • 

a o příslušnou, rovnioi homogenní 
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(2) ctý"* * • ... , 

kde <Ve , a/it ...,0^, 4 ) je0tt komplexní fiiela (konstanty), f je 
komplexní funkoe epojltá • Intervalu (<*,-£) . (Hevadilo by, kdyby nebylo 
a/0n 4 , jenom by musilo být a/0 + O f neboi jen potom můžeme číslem a/0 

dělit.) Položíme 
/n/ 

(3) Uy) » ^r ( / n / ) • . . . • * I . 
A/sr O 

Budeme řešit napřed rovnloi 

(2) L(y) « O . 

Haším úkolem je nalést /rt lineárně nezávislýoh řešení v intervalu (-«>, • »). 
Zkusme, existují-ll řešení tvaru y(x) * x/^ ( a komplexní; pro JI = O do-
stáváme yO*) s 4 - to může být také řešení; např. rovni o e y" O má jed-
no řešeni y*4 , druhé x , a ta jaou lineárně nezávislá). 

Doaacbne do L(y) i 
¿JÍ 1 YV -AJC y m X/ , tedy <y' * Xs . Dostaneme 

LC** * ) - a / ^ ^ • ... • + . 

Funkoe ^ je tedy řešením rovnloe L(y) • O tehdy a jen tehdy, když 

Jt"1* Cb1Xm' + ... + a/̂  _ ̂  A • a^ = O . 

Osnačme F(7V) polynom 
/>v 

(4) FCA) m o ^ A ^ ^ J C - U ... • a / ^ A * a/^3 I njufC"" . >t/3 O 
Tento polynom nazveme oharakteristiokým polynomem operátoru ¿-tyO • 

láš první výaledek je tedy tentoi 

Punkoe ^ ^ je řešením rovnloe 
L(y) . O tehdy a jen tehdy, jeatliŽe 

JL je kořenem oharakteristiokého polynomu F(A) , neboli kořenem rovnloe 
^t-tého stupně (5) F (A) « O . 

Má-li rovnloe (5) různý oh kořenů ..., , dostáváme tak /n/ řešení, 
o niohž za ohvlli dokážeme, že tvoří fundamentální systém, a budeme hotovi. 
H o rovnloe (5) může mlt i mnohonásobné kořeny, a pak je počet různých kořenů 
menší než , takže musíme hledat ještě dalěí řešení. 

Budiž nyní A nějaké komplexní číslo. Zaveáme do polynomu novou 
proměnnou M rovnicí A s M • JI , neboli M » A - «X . 
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Potom je podle (4) 
/TU /H, — JU . • / \ 

(6) F I M ) = I O, (M+ x T " " * Z » t J 
A = 0 A,-O J 

kdybychom to srovnali podle moonin proměnné M , viděli byohom, Se je to po-
lynom /n-tého stupně (při M"" je koefioient o-i ) : 

(7) F(M + JL) = Z <fy M""t U0 = 0 ) . 

Do operátoru L(y) skusme místo y dosadit . Háme (je-li <*(*) něja-
ká funkoe, majíoí derivaoi ^-tého řádu) 

(8) U * ^ ) = £ a*,. < * . = 
A, = O 

= z ^ T ^ ^ A i ^ ř v ) = 

H,>0 ¿«0 N 7 

Součet v (8) je lineární forma v , /x," , ..., , a je vidět srov-
náním vsoroů (6), (8), Se koefioient u v (8) je stejný jako koefioient 
při M * v (6), tj.(podle (7) ) 

/n/ 
(9) L I A A«—/) . 

Tedy: 

1. pomooná věta1^: Budiž i-(̂ ) lineární diferenciální operátor "L-tého 
řádu (3) B konstantními koefioienty (a-0 £ O ) , F(A) příslušný charakteri-
stický polynom. BudiS X libovolné číslo. Potom F(M+<\) (kdo M jo pro-
měnná) je opět polynom /«.-tého stupně v M j tedy má tvar (7)» načež 

LC****) má tvar (9). 

Neoht nyní «X je k-násobným kořenem polynomu F(A) , takže je 

( 1 0 ) F ( A ) = ( A - A ) ^ G ( A ) , 

kde G je polynom stupně , který uS nemá kořen A , tj. £ (A) 4 O « 

Pro pozdější potřebu podotkněme: JestliSe výroku " F(A) má O-násobný 
kořen X" přisoudíme smysl H F(A) nsmá kořen JI" , je (10) správná 1 pro 
4,« O (potom ovSem 6(A) = F(A) ). 

^ Místo "pomocná věta" Be užívá také řeckého slova "lemma"• 
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Tady 
F,(M*A) m M* G(M+ Ji ) ř 

kde G,(M+Jl) *H(M) J 6 polynom stupně , H(O) » G (a) * O . 
Tedy H(tt) m c/Q + ... • , kde c/0 ± O , c / ^ * O a tedy 

F ( M + a ) . c^ c/j M*** + ... + A/^ 

(ta Jo vsoroo (7)» jenom jame ty koeflolenty značili jinak). 

Podle l.poaooné věty jo tedy 

LU*** ) - (cí • e«*.^'» • ... + ) . 

Permulujme to jako svláštní pomooneu větu: 

2. ponooná věta» Je-li L(y) lineární diferenoiální operátor (3) (e kon-
etantními koeflolenty, a/0 * 0 ) a jeatllše A jo 4-náaobný kořen příelušné-
ho aharakterietiokého polynomu (l> 0 ) , je 

Li*,****) » -e^ C^/t^' • ... • ̂ .jfc*1"')» kde * 0 , * O . 

Odtud je Ihned vidět, le pro Ji > 0 jo U 3 0 pro , 
Jt* . Tj. funkoe j c 0 ^ , - x * ^ , ..., jeou řefiení rov-
nloo (2) L(y) 3 0 . A tei můžeme dokončit důkaz této základní věty» 

Věta 10» Voohi lineární diferenoiální operátor (3) (a konstantními koe-
flolenty, cu0 ± O ) má oharakterlstioký polynom F(A) . Heoht rovnioe 
F(A) « 0 má tyto různé kořeny i ( ̂ -násobný), (^¿-násobný), ... 
•.. y { -násobný) ( A/j, > 0 , • • ... • Á/^ » nv ) . 

Potom rovnioe L(ý) « 0 má tento fundamentální systém řešení: 

• . . . 

(11) 
J^*4"*, 

f . . . . 

D^^e«« Řešení to jsou, Je jloh právě /n \ jde o to dokázat, še jsou 
lineárně neaávlalá. lapřed malou poznámku: Je-li & polynom (nikoli nulový), 

0 , jo 

(12) ( a c o j / * v « mS™ . 

kde ? má týfi stupen jako <SL . 

Důkazt 
( a « ) . JT/* XY . • a'(*) ) , 
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a Eda Qi má nižší stupen než CL . Přirozeně to neplatí pro m » 0 : nebol ¿tOJC. j . A a t , a atupen ae derivování» aníší. 

Lineární nezávialoat funkoí (11) bude zřejmě dokázána, dokáži-li tuto 
větu: 

3.pomooná věta: Budiž at < A> . Bulte oc1 f oCz 9 . ^ * ) 
navzájem frůzná komplexní čísla ^ °°jí pro ý ± Ju) , Q (̂JC) , ..«, 
polynomy» z niohš žádný není nulový. 

Potom není 

(13) ( ^ U ) a** • ... + • 0 pro všeohna *€( cu,4>) . 
Důkaz. Každý vztah (13) (platný pro všeohna ot€ ( &, , kde 

ct1( ..., o^^ jsou Čísla navzájem různá a žádný z polynomů Q,1t . Q / ^ , není 
nulový, nazvu na ohvlli "A/- člennou relaolMáme dokázat, že Xádná 
tu - členná relaoe neplatí. 

Poatupujl indukol podle /c i 

1) jo » 4 . Jednočlenná relaoe by měla tvar ¿"^Gl (JC) b O neboli (ježto CťJC ó 
* ±0 ) CLU) * O pro všeohna J£€(&,/) . Ale to není možné, ježto CL 
není polynom nulový. 

2) BudiB A/> 4 a budiž dokázáno, že žádná {to - 1 )-členná relaoe nepla 
ti. Káme odtud odvodit, že neplatí žádná HJ -členná relaoe. Veohi tedy platí mé V 

K-členná relaoe (13). Hásobme £> 1 i máme 

<*) q,u) • a t M J«*-«*)* • ... •a j tu) , o v (o/,/) . 

Má-li Ci,I stupen /w, derivuji 4)-krátě vztah (*) . 

Potom ( 0 , U ) . O , kdežto pro k > 1 je podle (12) 

(Gt^*) V " " * ' > ^ - « D * f 

kde T^ je polynom nenulový, neboi má týž stupen jako (je totiž 
oĉ  - o^ ^ O ) . Tím dostáváme však (/t - 4 )-člennou relaol 

(nebol čísla jsou navzájem různá). Ale to je spor a tím 
je dokázána 3.pomooná věta a tedy i věta 10. 

Příklad 1. 

(14) L(y) 

Seáme rovnioi 
(15) Lty) » O , 
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oharakterlstioký polynom je 

FCA) - A 6 • ¿A 4 • SA3 • *A 1 - A* ( A ^ A 3 • • /A • ^ ) « 

« A4 (A2 • 2A. + 2)Z . 

Zde je A 2 * 2A • Z » (A* 4 • 4 , takže rovnioe AZ + 2A+ l = 0 

je splněna pro (A* 1 )Z = - 1 , A » - 1 ± Á . 

Tedy máme tři dvojnásobné kořeny 0 , - 4 + X/ f - 4 ~ ̂ o, Podle věty 10 
máme tedy tento fundamentální systém: 

(16) 4 , x , ¿ ' i , , 1 - , * 1 - . 

Ale my jsme si řekli, že naělm hlavním předmětem studia jBOu reálné funkoe; 
naěe rovnioe (15) je "reálná" (tj. koeflolenty i , V , i , 4 jsou reálná 
Slsla), a my byohom měli místo (16) raději reálný fundamentální systém. 

Systém (16) lse napsat takto: 
• JC — JI (17) 4 % X % (ooi Jt + Á/AiSVX ) , XÁS~ ( COÓJt + Á/ X ) , 

X — jt £/ ( ccrb X - A/ MwX ) , JIJb ( CX7Ó X - AS AyCAVX ) . 

Bozřoěme otázku obeoně: 

Neohi M y ) a tedy též F(A) má reálné koeficienty, takže rovnioe 
F(A) sO má jednak reálné kořeny, jednak dvojioe lmaglnárnloh kořenů téže 
násobnosti, takžs dvojioe /4-násobnýoh kořenů X B , ač = a/- ^ 0 ) 
dává vsnlk 2X řeěenlm 

st/fa*x £-4 A*+ 

(a-A)Jt (OZ-^)jc leu-
^ I JI X/ I •••»«* ^ T 

jež tvoři 5ást fundamentálního systému, uvedeného ve větě 10. Vezměme jednu 
z těohto dvojlos 

(18) a JT^ if*^ ( Co~i> y^X + Á/ MMJ-X, ) , 

yz s x*11?* ( uxx&x - ¿s M.«V ) . 
Sestrojme reálné funkoe 

% t». o»*- P - = . C06 , 
(19) Ti -Tz fv a/X / „ 

„ = * „ . -X JU . / * / * / , 

neboli 

-oo, = 

/t̂  s ^ f /X/̂  s 
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Zavedu-li nový systém řešení 

*/é Yt 

= , 

r* » 

je determinant této substituce 

TT -t , 0 > 0 , .... ^ 
J L /) o 0 

0 . 0 1 0 O v » » » » • • •» v 

o o o ^ o y » w I I ' I v >•• • » 

o » o , •... O, 4 

= - - L ± 0 , 

a tedy » •••> 3® P0*1® všty 8 též fundamentální aystém, 
tj. dvojici (18) lze nahradit dvojioí (19)* Provedu-li to pro všeohny tako-
vé dvojioe, dostávám tento předpis i 

Jestliže má reálné (konstantní) koeficienty, má je též F(A) . 
Je-li tedy to (¿^ 0 ) /¿-násobným kořenem rovnioe F(A) = 0 , je 
též oč = OJ - /¿-násobným kořenem FCA) a ° \ v tom případě můžeme 2A 
řešení xfvJila/i ty = 0 , ... t X - 4 ) nahradit reálnými řešeními 

¿^ceáj-x, xi/** an&x , „ . t * c * ó J-x f 

******* . 

Tím dostaneme fundamentální systém , . ^ , složený z reálných funkoí 
Podle poznámky z konoe § 3 víme, že řešení ty tyt + • •• + Je reálné 
tehdy a jen tehdy, jsou-li všeohna čísla c/4 , ..., c/̂  reálná. 

Přepište takto fundamentální systém z příkladu 11 

Budiž opět 

(21) L(y-) = a/0 + ^ + ... • a/^ ̂  ( konstanty, ^ 0 ) . 
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la jdeme fundamentální systém řešení rovni o • L(y) m 0 a je-li funkoe 
spojitá v ( , dovedeme metodou variaoe konstant (vis převést ře-
leni revnioe L(y) m y na "kvadratury". 7 některýoh případeoh, a to tehdy, 
kdyl fi*) »?(-*) a** , kde ? je polynom, dovedeme však řešení rovnice 
L(y) « y nalézt jednodušeji. To nyní vyleším. 

Je předlošena rovnioe 

(22) L(y) m?(jc) , 

kdo i-(y) Je operátor (21) o konstantními koefieienty, ? je polynom otup-
eni A/ t 

JL *** A. .i*-* £ >Jt 
(23) ?(«) • .... • 4 , ( 4 * 0 ) 

y 

(přidávám sde faktoriály, protoše tak ee pohodlněji derivuje; funkoe fix) » -^j 
má derivaoe ^ ^ 

Z'(Jt) . á^I , f-tx) m*— f , f ) . 

Veohi ěíalo X jo /-násobným kořenem oharakterlstlcké rovnioe F(A) a 0 
(¿i o 

) • Potom podle 2.pomocné věty je pro každou funkoi /x(uc) (majíoí 
/*i-tou dorivaoi) 

(24) U * , ^ ) - - Í - ^ C c í ^ • ... • ) , 

Jed. , ..., / jsou Jisté konatanty, c0 + 0 . «Xjé 
Zavedu-li do rovnioe (22) novou neznámou funkoi /x(-x) rovni o í * >*(-*) & , 
potom rovnioe (22) znamená totéž jako Li*,*?*) m T U ) t oeš podle (24), 
(23) znamená totéš jako 

(25) ,... 

(nehet ěíslem 0 se dá dělit). Stačí nám, jak víme, nalézt Jedno řeše-
ni. Tvrdím, že existuje řešení tvaru A » JC^. GL{X) , kde GT je polynom 
etupně /ť-tého. 

L i * 

Z toho potom vyplyne, že rovnioe (22) má řešení tvaru JI^Q,(JO A/ . To 
ae volal snadno pamatuje» Má-li pravá strana v (22) tvar ? U ) , kde 
P(jt) je polynom stupně A/ , a JL Je /^-násobný kořen rovnioe F(A) = 0 
(/&& O ) , existuje řešení mající podobný tvar: 

. jg/XX , kde Cl je rovněž polynom etupně & . Hení-li koře-
nem rovnioe A) » 0 , je Á * 0 a činitele Jf° lze vyneohat. 
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Dříve nel toto tvrzení dokážeme, vypočteme pro llustraol jeden příklad» 

( 2 6 ) y" - y « <x.z<es* . 

Charakteriatioká rovnloe s A - A • 0 má jednoduohé kořeny - ̂  • Tedy 
ezletuje řešení tvaru 

^ s Jí (OUX2 + J>x + c/) jlX s (tí/JCJ • ) Jtx . 

Koefioienty určíme doaasením do (26) t 

y = ( ¿ ¿ t • (ctxJ • Ájc* + vx (3ax2 • ¿¿x • c/* 

• /UJ"2-»-

y* S ( ¿a/*** ¿Xt • c/ + a** • /oř* • c/x • ( 6ax + 24 + Jax2 • • <y )xjcm 

s (Qsx3 • /je-2 • tfaJt • <*Jt • 2t> + 2c) t 

rovnloe (26) (po vydělení číslem Jt/* ) tedy znamená, še 

6ax2+ €<xx • ittx • 2l> • 2 v • X2 » 

to má platit pro všeohna x , ooS dává: 

6<v = 4 9 6cu+ * 0 ř U+íc/sO , 

4 p i 

takže máme řešení ( j-jfê  - -j-*1* ** • 

Yšeohna řešení rovnloe (26) jsou pak 

c^* + c/ti,~x * (-I»**3- *** • ( ̂  » ̂  libovolné konatanty) 

Dokončeme ještě důkaz naší věty. Máme dokázat, že rovnloe (25) (kde 
c/0 * 0, i ^ O ) má řešeni tvaru 

^ ^ A/— 4 tf 
(27) /* (Je) = t > * A ^ j x (WU*)J (JL+Jo-i)! * ' 

k d e ¿Jb** * 0 ' 

Postupujeme stejně jako v přikladu: dosadíme prostě do rovnloe (25); má 
být 

JO A> 
"O ^í+iTl^M»-* jtŤa * — Jr* ¿4,* • 

io-Z 
**> (717)7 ( Ť t j t ! * ••• + < W * — * 1 {eíA+AŽ* 
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(kdyby nám v (25) některé C/^ scházelo, tj. kdyby bylo A, > /»v - X , napsali 
bychom do (25) ještě Sieny 

* 

a položili byohom o^^+j = = ... = a 0 ) . Nyni srovnáme koefi-
oienty u Jednotlivých moonin JI na obou stranáoht dostaneme rovnice 

^ dJL+K-Z * ̂  ^ t W + " 4 » 

eá «¿¿^ *<yf cOÁ.z+ ... * c ^ » . 
*<*>4. • . . . + = ^ . 

Je £ 0 • Ježto ^ f 0 , určuje první rovnice ^ ^ ( a to ^ ^ # O ) , 
potom druhá atd., až předposlední určuje a potom poslední 
určuje d/£ . Tím je důkaz proveden. 

Poznámka 1. Víme, že * y z) « ) • L ( ^ ) . Choeme-li tedy na-
lézt nějaké řefiení rovnice L (y) = ̂  + , stačí nalézt řsšení ^ rovni-
oe = ̂  a řefiení rovnioe L(^) = % a sestrojit součet 
tyt * fh • T o Je nškdy výhodné. 

Poznámka 2. Je (pro reálná JC ) 

JK + ¿/¿n/X 
(28) 

s e ^ i - j 

odtud sečtením a odečtením» 

(29) OOÓX s — f y S ^ J t s — - - A ) . X ZjC 

Budiž nyní ¿-ty) reálný operátor s konstantními koeficienty, takže také cha-
rakteristický polynom F(A) má reálné koefioienty. Často se vyskytuje úkol 
řofiit rovnici 

(30) H ý ) * 7 U ) cotJ*.* GtU) x0"* A 

( cu , A> reálná, 0 | V , Q, polynomy stupně ne jvýfie A, ) . Rozepífieme-
11 o&i, A-x . Ai>n/ pomocí z, , dostaneme podle (29) rovnioi 
(30) ve tvaru 

i / % D t \ X/jfox r\ t \ {Cí>-xjr)x L(y>) * fy ( x ) ' + (JÍ) «E* ' 
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Jestliže A, + AJ< a tady také CL je -násobným kořenem oharakterlatioké 
rovnloe, existuje řešení tvaru 

*l?2(x) • j t ^ U ) ¿"'¿¿U , které podle (28) lze paát 
ve tvaru 

(31) Jt̂ ? (•*) *** ooti-x • x ^ QjU) , 

úpravy provádět; můžeme přímo do (30) doeadit (31)» kde 7} , CL maji dosud 
« 

neurfiené koefioienty, které urělme jako dříve s rovnloe (30) (arovnáváme zvlá-
ště členy s cot Jrx a členy se ¿¿n/ 

)• Jen poznamenávánu může se stát, že 
v (30) aoházl vpravo např. člen se /H>?V a že přesto se objeví v řešení 
(31). 
Příklad» 

(32) y" - &y • x 

Charakteriatioká rovnloe má kořeny A - * , tedy nemá kořeny - JU . 
Hledáme řešeni tvaru y a & ooox + A-ACrvX ; dosazením vyjde 

Z ( CL C<?á Jt + /C- s&tvX ) - Z( - CUAOn/X ) + {-O/OOSX - )a CCt X 

a, 4 , la, m 0 , 

tedy Á-« - -2a/ , ia= ̂  j a/ a , - . j J 

Ježto fundamentální systém homogenní rovnloe y" - 2y •* Zy = 0 je 
jhL otnx , X/X ¿>v*\/X , jsou všeohna řešení rovnloe (32) dána výrazem 

co* x • c/^ Jt/ Mwx + -J- C06X --jrAwx , kde ĉ  , jaou libovol 
né konstanty. 
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