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KAPITOLA T.

Piehled nékterych vét z diferencidlniho poétu.

Tato ivodni kapitola obsahuje prehled nékterych vét, které
v daldich kapitoldch budeme potiebovati: vétsina téchto vét je
obsazena v Késslerové ,,Uvodu do poétu diferencidlnfho‘‘. Mimo to
obsahuje tato kapitola téZz nékteré dopliky, které v Kosslerove
knfZce nejsou.

L. MnoZiny, hlavné mnoZiny &iselné. Horni a dolnf hranice.
Slovem ., ,mnofina* (nebo téz ,mnofstvi‘') oznaCujeme souhrn
jakychkoliv piedmétii; jednotlivé predméty této mnoZiny nazy-
vaji se jejimi ,,prvky ¢ili ,,elementy‘‘. Pfiklady: 1. MnoZina viech
celych ¢fsel kladnych, mensich nez 10: tato mnoZina se sklad4
z deviti prvki: tyto prvky jsou éisla 1,2,3,4,5,6,7,8,9. —
2. Mnozina vSech ¢isel kladnych, mensich nez 1: prvky jsou vSechna
tisla @, vyhovujicf vztahtim 0 << < 1. — 3. MnoZina viech bodi
v roviné (opatiené dvéma pravoiuhlymi osami soufadnymi z, y),
jez lezi uvnitf kruZnice o poloméru jednotkovém, jez mé stied
v pocdtku: prvky této mnoziny jsou vSechny body v roviné, jejichz
soufadnice z, ¥ vyhovuji nerovnosti 22 4 y? << 1. — 4. MnoZina
vSech trojihelniki v roviné R: prvky jsou jednotlivé trojihelnfky,
leZici v roviné R.

Mnoziny, jez majf koneény pocet prvki, nazyvajf se koneiné;
mnoziny, jez maji nekoneény podéet prvku, nazyvaji se nekonecné.
V piedchdzejicich étyfech piikladech byla prvni mnoZina koneénd,
ostatni tfi neckonecné.l)

Mnoziny, jejichz prvky jsou redlnd ¢isla, budeme nazyvati
mnozinami ¢iselnymi; a témi se nyni budeme hlavné zabyvati.
Priklady:

M, budiz mnoZina vSech celych kladnych ¢isel. Prvky jsou
tedy ¢isla 1,2,3,...

1) Pro zjednoduSeni zavadime téZ pojem ,,mnoZina prézdng‘
-— to je mnoZina, jeZ neobsahuje viitbec Zadny prvek. Na pf. mnoZina
vSech prvodlisel, jeZ jsou vé&tSi neZ 7 a soudasné menSi nez 11, je
mnoZina prézdnd (nebot mezi 7 a 11 neleZi Z4dné prvoéislo). MnoZinu,
jeZ neni prézdné, nazyvame neprédzdnou. V téchto elementdrnich
tivahdch nebudeme viak pojem mnoZiny prézdné potfebovati.



M, budi? mnogina viech &isel z, jeZ hovi nerovnostem 0 <
<z<l .

M, budiz mnozina viech é&fsel celych zdpornych. Prvky jsou
tedy ¢isla — 1, —2,—3, ...

M, budiz mno#ina vech &isel zdpornych. Prvky jsou tedy
viechna éisla x < 0.

M budiz mnozina viech ¢&isel celych. Prvky jsou tedy Cisla
0,1,—1,2,—2,3,—3,... °

Mg budiz mnozina vSech redlnych disel..

M, budiz mnozina viech &isel z, jez hovi vatahim 0 < x < 1.

Mg budiz mnoZina, jejiz prvky jsou &isla 1, /2, 3.

Mnozina Mg je koneénd, ostatni jsou nekonedné. O ciselné
mnoziné M fikdme, Ze je ,,shora ohranilena‘ (nebo téz shora ome-
zena), existuje-li ¢islo K tak, ze Zddné ¢islo mnoZiny M neni vetsi
ne? K ?) (t.j.spliuje-li kazdy prvek  mnoziny M vztah x £ K).
Na pt. mnoZina M, je shora ohraniéena, protoZe Zidné jeji ¢islo
neni vétii nez (tteba) 5; ba dokonce neni vétsi ne% 1. RovnéZ tak
z4dné &islo mnoziny M, nenf vétsi nez — 1, Zddné &fslo mnoziny M,
neni vétsi nez 0 atd. Vidime, Ze mnoziny M,, M4, M,, M,, Mg jsou
shora ohranideny, mnoziny M,, M, M, nejsou. Viimnéme si jeste,
Ze na pf. mezi &isly mnoZiny M, je jedno ncjvétsi, totiz ¢islo 1
(obdobné u mnoZiny M, &islo — 1, u mnoziny M ¢islo 3); kdezto
mezi éisly mnoZiny M, neni nejvétstho éisla (t. j. Zddné éislo mno-
Ziny M, neni nejvétsim éislem mnoZiny M,): obdobné je tomu
w mnozin My, M,, My, M.

Dokézeme nyni velmi duilezitou vétu, t. zv. vétu o horni hra-
nici. Je-li totiz M neprdzdnd mnoZina shora ohranidend, existuje
(podle definice) éislo K takové, Ze Zadné &islo mnoZiny M neni
vétsi nez K. Dokdzeme nyni, Ze mezi viemi ¢isly K, jez majf tuto
vlastnost, existuje jedno, jeZ je z nich ze v8ech nejmensi, t. j. dok4-
Zeme tuto vétu: ] .

Yéta L. Budif M neprdzdna mnoZina iselnd shora ohraniéend.
Potom existuje jedno a jen jedno &islo @, jeZ md tyto dvé vlastnosti:

1. Zddné éislo mnofiny M neni v¥li neZ G.3)

%) MuzZeme také Fici: Ciselnd mnoZina M je shora ohranilena,
oxistuje-li &islo L, jeZ je vétdi, ne% viechna &isla mnoZiny M. Nebot,
je-li # < L pro kaZdy prvek z mnoZiny M, je tim spiSe # < L. Je-li
za druhé z < K pro kazdy prvek x mnoZiny M, ml¥eme poloZ%iti
tfeba L = K + 1 a potom bude z < L pro kaidy prvek x mno-
Ziny M. Tento pfechod od vztahu < ke vztahu < (a naopak) je
tedy zcela samozfejmy a budu ho v dal§im &asto bez zvlaStni p¥i-
pominky uZivati. (Obdobn8 pro = a >.)

3) T. j.: v8echna &isla x mnoZiny M spliiuji nerovnost z < Q.
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2. Je-li viak G jakékoliv éislo mendi neZ @, potom existuje
v mnoZiné M aspoti jedno &islo, jeZ je vétdi nef .

Toto ¢&islo @ se nazyjvd horni hranict mmnofiny M (nebo 1é¥
supremum mno¥iny M).

Diikaz. Budiz M neprizdnd d&iselnd mnoZina shora ohrani-
¢ena. Dokazeme nejprve, Ze existuje aspon jedno éfslo @, jeZ md
vlastnosti 1) a 2), uvedené ve vété 1. (Potom dokdZeme, Ze nemiZe
existovati vice neZ jedno takové &islo.)

Jezto mnoZina M je neprdzdnd, existuje aspon jedno &islo xy,
jez patif do mnoziny M; jeito M je shora ohranicend, existuje
aspon jedno &islo L, jez je vétsi nez viechna ¢isla mnoZiny M (viz
pozndmku 2) pod éarou na str. 10). Cisla xy, L pevné zvolim. Pii-
fadme nyn{ kaZdému celému kladnému ¢&islu n uréité éislo

I"
A

s Y2

(kde 1,, je celé éislo)

timto predpisem: -
Vezméme (pii daném n) viechna éisla & : 2%, kde & prohihd
vSechna celd ¢&isla, t. j. vezméme ¢éisla

3 2 1 0 1 2 3

Mezi témito Cisly existuje jisté jedno — oznatme je ky : 2" —
jez je vétsi nez L; rovnéz existuje mezi témito éisly jedno —
oznacme je k'y, : 2% — jeZ je mensi nez x,: je tedy
’
%;—" <y < L < —];—?;, a tedy k', < ky.

Cislo ¥’y : 2" neni vétd nez viechna &isla mnoZiny M (nehot je
mensi nez z,), kdezto ¢islo k, : 2* je vétsi nez vSechna cisla mno-
ziny M (nebot je vétsi nez L). Sestrojim-li tedy vSechna éisla tvaru
k : 27, kde k probiha rostouc po fadé viechna celd éisla od 'y, do &y,
tedy jisté mezi témito ¢isly bude jedno posledni — oznadme je
I, : 2% — které nenf vétdi nez viechna ¢isla mnoZiny M, kdezto
¢islo ndsledujici, t. j. &éislo (I, + 1) : 2%, uz je vét&f neZ viechna
¢fsla mnoziny M. Tim jsme tedy kaidému celému kladnému
¢islu » pritadili uréité ¢islo I, : 27; tak dostdvame posloupuost

hob
Tvrdim pfedné, Ze tato posloupnost je shora ohrani¢end (Koss-
ler 22). ‘Budi% totiZ I, : 2* libovolny ¢len posloupnosti (1): jezto

(0
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1, : 2* neni vétsi nez viechna ¢isla mnoziny M, existuje éislo x
v mnozin¢ M tak, Ze x > I, : 2"; ale jest x < L, takZe kaZdy dlen
posloupnosti (1) spliiuje nerovnost I, : 2* < L.

Za druhé tvrdim, Ze posloupnost (1) je neklesajici, t. j. Ze je
(Kassler 22)

< <h

Budiz totiz » libovolné cel¢ kladné ¢&islo. Podle definice &isla I,
existuje ¢islo x mnoZiny M tak, Ze x > Iy : 27; podle definice &isla
loyy je dislo (f, 4, + 1) : 27+1 vétsi nez viechna éisla mnoZiny
M, tedy té% vétsi nez x; tedy plati

l lpyr1+1 . .

é:;<’£§lﬁ'l—x toj. 2 <lyy+ 1; (2)
jezto Iy, 1,4, jsou &isla celd, plyne =z (2) nerovnost 2[, < 1,4,
a tedy

. l n ln +1
TS gt

jak bylo dokézati. Posloupnost (1) je tedy neklesajici a shora ohra-
nitend a m4 tedy limitu?), kterou ozna¢fme pismenem G; dokiZeme
pak, Ze ¢islo G ma pozadované vlastnosti 1), 2). Jest totiz

i 1 . :

lim % = (,a tedy téz lim b+ = lim —li;’ +n11m —l- =@, (3)

n
n—>mw n—rx 2 h—> 0 2 —>a0 2

Kdyby existovalo v mnoZiné M &fslo », vétsi nez G, plynulo by
z nerovnosti x; > @ a z druhé rovnice (3), Ze by pro jisté vhodné
zvolené n bylo x; > (I, 4 1) : 2%, coz neni mozZno, jeito ¢&fslo
(I + 1) : 27 je v8ts{ ne# viechna &isla mnoziny M. Cislo G m4 tedy
vlastnost 1). BudiZz za druhé @ libovolné ¢islo mensi nez G. Z ne-
rovnosti G' < G a z prvni rovnice (3) plyne, Ze pro vhodné zvolené
n je G' <1, :2" Jeito &islo I, : 2" neni vét8i neZ vSechna ¢&isla
mnoziny M, existuje v mnoZiné M aspon jedno éislo a, takové,
ze U, : 20 < x, a tim spife tedy @' < x,. Je-li tedy @ jakékoliv
¢islo men§i nez @, existuje v mnoZiné M aspon jedno ¢&islo vétsi
nez &, t. j. ¢islo G mé téz vlastnost 2).

Tim je dokdzdna existence ¢isla @, jeZ ma vlastnosti 1) a 2).
DokaZeme nyni, %e takové &fslo jest jen jedno. Cili dokdZeme:
zadné ¢islo G}, rizné od G, nemuze miti vlastnosti 1) a 2). Nebot,

1) Kossler 22.
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je-li predné Gy < G, pouZijeme toho, Ze &islo @ m4 vlastnost 2):
existuje tedy aspoii jedno &éfslo » v mnoziné M, jeZ je vitsi nez G,
a tedy ¢islo Gy nemé vlastnost 1). Je-li za druhé G, > @, pouzijeme
toho, Ze G mé vlastnost 1): Zddné &islo mnoZiny M neni veétst
net @, aékoliv ¢islo @ je mensi nez Gy; tedy ¢&islo @, nemd vlast-
nost 2). -

Tim je véta 1 Gplné dokdzana.

Poznamka 1. Jestlize jedno z &isel Giselné mnoziny M je
nejvétdfm éislem mnoziny M, je toto dislo (oznaéme je x,) horni
hranici mnoZiny M. Nebot é&islo x, md tyto vlastnosti: 1) Zidné
¢islo mnoziny M neni vétsf nez x,. 2) Je-li G’ libovolné &islo mensi
nez x, potom existuje aspofi jedno éislo mnoziny M — totiz
dislo x, — jeZ je vétsi nez .

Jestlize vSak zddné ¢islo ¢iselné mnoZiny M neni nejveétiim
¢islem mnoZiny M, nemiZe horni hranice mnoZiny M byti &islem
mnoziny M; nebot je-li x; libovolné é&fslo mnoZiny Al. potom
nenf z; nejvétsim cislem mnoziny M a tedy existuje v mnoziné
¢islo veétsi nez x,, takze ¢islo x, nema vlastnost 1).

Poznamka 2. Jestlize ¢islo K m4d tu vlastnost, e Zidné cislo
neprazdné ¢iselné mnoZiny M neni vétsi nez K, potom horni hra-
nice @ mnoziny M%) spliiuje nerovnost @ < K. Nebot' kdyhy
bylo K < @, nemélo by éislo G vlastnost 2), jezto Zadné éislo muo-
Ziny M neni vétsi nez K.

Obdobné, jako jsme definovali éiselné mnoZiny shora ohrani-
¢ené, definujeme téZ mnoZiny zdola ohranifené takto: Ciselnd
mnozina M je zdola ohraniéena (nebo téZ zdola omezena), existuje-li
¢islo K tak, Ze zddné ¢islo mnoZiny M neni mensi nez K. Plati pak
véta zcela obdobnd vété 1:

Véta2. BudiZ M neprdzdnd mnoZina &iselnd zdola ohraniden.
Potom existuje jedno a jen jedno é&islo g, jeZ ma tyto dvé viasinosti:

1. Zddné éislo mnotiny M neni mendt ne? g.

2. Je-li viak g’ jakékoliv éislo vétsi nef g, potom existuje v mno-
Ziné M alespori jedno &islo, jeZ je mendi nef g'.

Toto &islo g se nazyvd dolnt hranict mnoZiny M (nebo téZ infi-
mum mnoZiny M). .

Plat{ opét zcela analogické pozndmky: jestliZe mezi Cisly
¢iselné mnoziny M je jedno nejmensi, je toto nejmensi ¢islo dolni

5) Tato horni hranice existuje, jeZto neprézdnd liselnda mnozi-
na M je shora ohraniena.



hranici mnoziny M. Neni-li vak Z4dné é&islo mnoZiny M nejmen-
%im &fslem mnoZiny M, nemiZe dolnf hranice mnoZiny M patftiti
k mnoziné M. — Ma4-li &islo K tu vlastnost, Ze z4dné éislo ne-
pr{wdn(» ¢iselné mnoZiny M neni men3i nez K, potom dolni hra-
nice ¢ mnoziny M spliiuje nerovnost ¢ > K. — Duikazy vynech4-
vim, jeito jsou zcela obdobné ditkaziim vét o horni hranici. “)

MnoZina Ciselnd, jez je ohranitena shora i zdola, nazyvé se
kritce mnoZinou okranienou (nebo téz omezenou). Neprizdnd
mnozina ohranidend M mé oviem hornf hranici @ i dolnf hranici ¢
a je zfejmé g < @ (nebot, vyberu-li z mnoZmy M libovolné éislo z,
jeg< x G x) Rovnost G = g plati oviem tehdy a jen tehdy,
sklid4-li se mnozina M z jediného éfsla.?)

Vita 3. Ciselnd mnofina M je ohranilena tehdy a jen tehdy,
existuje-lv ¢islo K tak, Ze vdechna Cisla x mnofiny M splituji ne-
rovnost

lz|< K9 4)

Dikaz. 1. Plati-li nerovnost (4) pro viechna éfsla x mnozi-
ny M, platf pro viechna tato = nerovnosti — K < 2 < K a tedy
mnozina M je ohranitena (shora i zdola).

2. Naopak, je-li mnoZina M ohranidena, existuji &isla L, L,

tak, Ze pro kazdé x mnoZiny M plati L, < x < L,. Polozme K =
= Max (L,, — L,),?) tak?e K > L,, — K [ < Ly; tedy pro kazdé

8) Véty o dolni hranici lze ostatnd z v&t o horni hranici odvoditi
timto jednoduchym obratem: budiZ M neprézdné zdola ohraniens
mno#¥ina &iselnd. Z mnoZiny M sestrojime novou mnoZinu N tfm,
Ze u kaZdého &isla mnoZiny M zménim znameni (t. j. &islo = patii
k mno%ing N tehdy a jen tehdy, patii-li éislo — « k mnoZiné M).
MnoZina N je pak zfejm& shora ohranilend a z vét o horni hranici,
platnych pro N, dostanu jednoduchou zmé&nou znameni vty o dolnf
hranici pro mnoZinu M. Podrobnosti tohoto pFechodu jsou tak
jasné, %e je mohu pienechati Stenafi. Tohoto obratu se da ostatnd
uifti i pi1 mnoha obdobnych piipadech.

7) Nebot potom toto &islo je soufasné nejvétsim i nejmenéim
¢islem mnoZiny M. Obsahuje-li vSak mnoZina M aspori dvé &isla,
vybeéme z ni dvé &isla z; < xy; potom je g Sz, < 7, £ G, tedy
g <<

8) Znameni < bychom oviem v této v&té mohli téZ nahraditi
znamenim <; viz pozn. ?) na str. 10.

%) Je-li a;, ay, .. ., a, koneénd posloupnost redlnych é&isel (ruz-
nych nebo stejnych), znatime znakem Max (ay, a,, . . ., @,) nejvétsi

a znakem Min (@) ag, - . ., @,) nejmensi z &isel a),ay ..., a, Na
pF.: Max (6,7, — 3,0) = 7 Min (5,7, — 3,0) = — 3, Max (5,5) =
= Min (5,5) = 5. :
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mnoziny M plati nerovnosti — K < < K, t. j. nerovnost
2| < K.

Vratme se jeSté k pifkladum M, az Mg MnoZina M, je ohra-
ni¢ena zdola (dolni hranice je 1), ale ne shora. M, je ohrani¢ena
(hornf hranice je 1, dolni je 0). M,, M, jsou shora, ale ne zdola
ohraniéeny. Horni hranice mnoziny M3 je — 1, u M, je horni
hranice 0. MnoZiny My, M, nejsou shora ani zdola ohranideny.
Mnoziny M,, Mg jsou ohrani¢eny, horni a dolnf hranice jsou u M,
disla 1,0, u M éisla 3, 1.

Zavedme jeSté zvliStni oznadeni pro nékteré é&iselné mno-
ziny, které se budou v daldim stile vyskytovati, totiZ pro t. zv.
intervaly. Budte a,b dvé &isla, a << b. Znakem (a,b) znadimo
mnoZinu vsech ¢&fsel x, pro néi jest a << x << b (ndzev: otevieny
interval) Znakem {(a,b) znafime mnoZinu vsech &isel z, pro
néz jest a < < b (ndzev: uzavieny mterval) Znakem (a, b)
znatfme mnoZinu onéch &fsel x, pro né% jest a < x < b a zna-
kem (a, b) znaéime mno#inu onéch éisel @, pro né% jest a < x < b.
(isla @, b nazyvidme (ve viech téchto prlpa,dech) ,,koncovymi
body intervalu; éisla intervalu, jeZ nejsou koncovymi body,
nazyvdme ,,vnitinimi body‘‘ intervalu (to jsou tedy ona cisla
x, pro néz jest a < xz << b.19) Vedle téchto t. zv. , konedénych*
intervalill) zavddfme téZ t. zv. ,,nekonetné intervaly*‘ takto:
(a, ) je mnoZina viech éisel = > a; {a, ®) je mnoZina viech
¢isel # > a; (— oo, b) je mnozina viech &fsel x < b; (— oo, b)
je mnoZina vSech é&fsel # < b; (— oo, 00) je mnoZina viech Gisel
(redlnych) vibec. Také nekoneéné intervaly (a, o), (— oo, b),
(— o0, o) budeme nazyvati otevienymi intervaly. Také o konco-
vych a vnitinich bodech mluvime u nekoneénych intervala
v obdobném smyslu, jako u koneénych. Pamatujme, Ze podle
podanych definic uzivime znaku {a, b> jen u koneénych intervali.

2. Funkce ohranidené.'?) Budiz f(x) funkce, definovani
v intervalu <a, b). Probihd-li ¢islo # viechny hodnoty intervalu

10) Definice je velmi nézorné: interval o koncovych bodech a, b
j(‘ prostd mnoZina viech ,,bodd na useéce o koncovych bodech a, b*;
pfi tom koncové body a, b k intervalu (a, b) nepat¥i, k intervalu <{a, b)
pat¥i; k intervalu <a, b) patfi a, ale ne b; k intervalu (a, b) patii b,
ale ne a.

11) Oviem ,,koneény‘ interval je nekoneénd mnoZina ¢&iselné;
proto by snad bylo vhodn8j8i, ¥ikati ohranifeny (nebo omezeny)
interval, v souhlase s definici ohraniéené mnoZiny.

12) Misto nézv ohrani¢eny, horni hranice, dolni hranice lze
oviem té% zde uZivati slov omezeny, supremum, infimum,
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{a, b}, probfhd hodnota f(x) jistou neprdzdnou ¢&iselnou mnozi-
nu N. (Na pi.: budiz f(z) = 22 a = 2, b = 3; probiha-li x viechny
hodnoty intervalu (2, 3), probfhd f(z) privé viechny hodnoty
intervalu (4, 9); mnoZina N je zde interval {4, 9>. Nebo: budiz
/() = 0 pro raciondlnf z, f(x) =1 pro iraciondlni z; a =5,
b= 8; probiha.li = interval (5, 8), nabyvi f(z) hodnot 0,1
a Zzéddnych jinych; mnoZina N se zde sklddd pravé ze dvou ¢isel 0,1.)
Je-li mnoZina N shora ohraniena (viz odst. 1), fikdme, Ze
funkce f(x) je shora ohraniena v intervalu {a,b). Podle definice
mnoZiny shora ohraniéené miZeme tuto definici vysloviti také
takto: Funkce f(x) nazyvd se shora ohrani¢enou v intervalu
{a, b), existuje-li ¢fslo K takové, Ze pro viechna x intervalu
{a, by platf{ nerovnost f(x)< K.

Je-li funkce f(x) shora ohranitena v (a, b), t. j. je-li mno-
Zzina N shora ohranifena, existuje podle véty 1 jedno a jen
jedno ¢islo G, jez mé tyto dvé vlastnosti: 1. zddné ¢islo mno-
Ziny N neni vétsi nez G; 2. je-li @' jakékoliv ¢islo mensi nez @,
existuje aspon jedno &fslo mnoZiny N, jez je vétsi nez @'. Toto
‘¢islo @ budeme nazyvati horni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, b). Uvéiime-li, Ze N je mnoZina vSech hodnot, kterych na-
byva funkce f(x), kdyz a probfhd vSechny hodnoty intervalu
{a, b>, miZeme tento vysledek vysloviti téZ takto:

Véta 4. Je-li funkce [(x) shora ohranifena v intervalu {a, b>,
polom existuje jedno a jen jedno &islo G, jeZ mi tyto vlastnosti:

1. Pro viechna x intervalu {a,b) je f(z) < G.

2. Je-li viak G jakékoliv &islo mendi ne @, potom existuje
aspott jedna hodnota x intervalu (a,b) takovd, %Ze f(zx) > G'.

Toto Cislo G nazyvd se horni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, b).

Z poznimek 1 a 2 k vété 1 plynou pak ihned tyto poznimky:

Poznamka 1. Jestlize mezi hodnotami, kterych nabyva
funkce f(z), kdyZz « probihd interval (a, b), jest jedna ze viech
nejvétsi, je tato nejvétsi hodnota zdroven horni hranici funkce
f(z) v intervalu (a, b).

Poznamka 2. Existuje-li ¢islo K takové, %e pro viechna z
intervalu (a, b) je f(x) < K, nemuiZe byti*horni hranice funkce
f(x) v intervalu {a, b)> vétsi ne? K.

Obdobné definujeme funkce zdola ohranitené takto: Funkee
f(x) nazyvé se zdola ohranidenou v intervalu {a, b) existuje-li
¢islo K takové, Ze pro vdechna x intervalu {a, b) je f(x)'= K.
Stejné jako pro funkce shora ohranifené se dokéze:
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Yéta 5. Je-li funkce f(x) zdola okraniéena v intervalu {a,b),
existuje jedno a jen jedno &islo g, jeZ md tyto vlastnosti:

1. Pro vdechna z intervalu {a, by je f(x) = g.

2. Je-li véak g’ jakékoliv &islo vétsi nef g, polom existuje
aspori jedno x intervalu {a,b) takové, e f(x) < ¢'.

Toto &islo g nazyvd se dolni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, by.

Poznamka 1. JestliZe mezi hodnotami, kterych nabyvi
funkee f(z), kdyz x probihd interval <a, b>, jest jedna ze vSech
nejmensdi, je tato nejmensi hodnota zdroven dolni hranici funkce
f(z) v intervalu {a, b>.

Poznimka 2. Existuje-li ¢éislo K takové, Ze pro viechna a
intervalu (a, b je f(x) = K, nemuZe byti dolni hranice funkce
/(z) v intervalu <a, b)> mens$i nez K.

Funkei f(z), jez je v intervalu {a, b) ohrani¢ena shora i zdola,
nazyvame kratce funkct ohranidenou v tntervalu (a,b). To tedy
znamend, ze mnoZina N, o nfZ jsme mluvili na za¢dtku tohoto
odstavce, je ohranifena (shora i zdola); véta 3 dava pak ihned
tento vysledek:

Véta 6. Funkce f(x) je ohranidena v intervalu {a, b} tehdy
a jen tehdy, existuje-li éislo K takové, Ze pro vdechna x intervalu
{a, by plati nerovnost | f(z) | < K.

Poznamka. Necht plati nerovnost | f(z) | < K pro viechna x
intervalu {a, b>; budiZz G horni hranice a g dolni hranice funkce
f(x) v intervalu <{a,b). Pro vSechna « intervalu (a,b) jest
— KX f(xr) < K. Podle pozndmky 2 k vété 4 a 5 je —K <
<9< GX K, a tedy plati nerovnosti g | < K, |G| < K.

Funkce f(x) obrani¢end v {a, b) mi v tomto intervalu horni:
hranici @ i dolni hranici g a jest ovSem g < G. Znamenf rovnosti
plati tehdy a jen tehdy, nabyvd-li funkce f(x) pro vSechna x
intervalu (a, b) jen jediné hodnoty, t. j." je-li f(x) konstantni
v intervalu (a, b).

Uvedme jesté nékteré drobnosti, jichz budeme v dal$im po-
trebovati. '

Véta 7. Budif f(x) funkce ohranidend v <a, b); budiZ G horni
hranice, g dolni hranice funkce f(x) v {a, b). Je-lt k Cislo kladné,
md funkce k f(z) v intervalu {a, b> horni hranici kG a dolni hranici
kg; je-li k Cislo zdporné, md funkce kf(x) v intervalu (a, b) dolni
hranict kG a horni hranict kg.

Jarnik: Uvod do integrilnfho pottu. 2 17



Dikaz. A) Budiz k& > 0. Potom ¢&islo kG mé tyto vlastnosti:
1. Pro viechna z intervalu {a, b) je f(z) < @ a tedy k f(z) < kG.
2. Je-li @ libovolné &islo mensf nez kG, je Q'[k < G a tedy exis-
tuje aspoii jedna hodnota z intervalu {a, b), pro kterou je f(x) >
> @k a tedy kf(x) > G'. Tedy je kf(x) shora ohraniend
v {a, b) a &slo kG je jejf horni hranici v intervalu {a, b). Pro
dolni hranici je dikaz obdobny.

B) BudiZ k£ < 0. Potom é&islo kG md tyto vlastnosti: 1. Pro
viechna z intervalu (a,b) je f(z) < G a tedy kf(z) > kG.13)
2. Je-li ¢’ libovolné ¢&islo vétsi nez kG (t. . ¢ > k@), je g'/k < G
(ndsobim zdporngm &islem 1/k) a tedy existuje aspon jedno
¢islo z intervalu (a, b>, pro néz je f(x) > g'/k a tedy k f(x) <g'.
Funkce kf(x) je tedy zdola ohrani¢end v intervalu {a,b) a
¢fslo kG je jeji dolni hranici v intervalu {a, b). Pro horni hranici
je dukaz obdobny.

Véta 8. Budif f(x) funkce ohranidend v intervalu (a,b);
budi {c,d) Cdastelny interval intervalu {a,b)>.'*) Potom je funkce
f(z) ohranilenda téZ v intervalu (¢, d): znali-li G,g horni a dolni
hranici funkce f(x) v intervalu {a, b) a znaci-li Gy, g, horni a dolni
hranici funkce f(z) v intervalu (c,d), je < 9, < Gy < G

Diikaz. Pro vSechna z intervalu <a, b) a tedy tim spise pro
viechna @ intervalu (¢, d) plati nerovnost f(z) < G; tedy je funkce
f(z) shora ohrani¢ena v intervalu {c¢,d)> a podle poznimky 2
k vété 4 nemiZe byti G, vétii nez @G, t. j. je Gy < G. Dukaz pro
doln{ hranici je obdobny. .

Véta 9. Je-li funkce f(x) ohranidena v intervalu {a, b, i v inter-
valu b, c), je ohranilena téZ v intervalu (a,c).

Ditkaz. (Viz vétu 6.) Existuji dvé ¢&isla K, K, tak, 7e pro
_viechna z intervalu (a, b> je | f(z) | < K, a pro vSechna x inter-
valu <b, ¢) je | f(x) | < K,. Polozime-li tedy K = Max (K], K,),
je nerovnost | f(x) | < K splnéna pro viechna z intervalu (a, ¢).

Véta 10, Je-li funkce f(x) okranidena v intervalu (a,b)
a Uisi-li se funkce g(x) vd funkce f(x) jen v koneéném pocétw bodi
intervalu (a, b, jest i funkce g(x) ohranidena v intervalu {a, b).

Dikaz. (Viz vétu 6.) Existuje éislo K tak, Ze pro viechna z

18) Nasobim-li nerovnost 4 < B zdpornym &islem C, musim
obratiti jeji smysl: je potom AC > BC. Obdobng, jeli 4 < B,
C <0, je AC > BC

14) Tim rozumim, Ze kaZdy bod intervalu <, d> putu k inter-
valu <{a, b)>; to nastane tehdy a jen tehdy, Je dieaZe<dL b

18) Z t&chto nerovnosti je zfejmo, %e je K >0, L = 0.
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intervalu (a,b) je | f(x)| < K. Budte z,, x,, ..., xp, ony body
intervalu {a, b), pro néz je g(x) = f(x). Polozme

Ky = Max (K, | g(x)) |, | 9(z) |, . . ., [ g(z) ]):
potom zfejmé pro viechna z intervalu (a, b> je | g(») | < K.

Viéta 11, Jsou-li funkece f(x), g(x) ohranideny v inlervalu
{a, b), jsou t funkce f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) g(x) ohranifeny
v tntervalu {a, by

Dikaz. (Viz vétu 6.) watu_]l dvé ¢isla K, L takovd, #c pro
viechna z intervalu (a,b) je | f(x) < K, |gx)| < L15) Tedy

pro viechna z intervalu {a, d> je

)+ 9@ | S @)+ 19() | < K+ L, | f(x) g(2) | =
= |f(x)|.]9(z) | < KL.

3. Spojité funkee. Rikdme, 7e funkce f(x) md v bodé x,
limitu, rovnou &fslu 4 (znak lim f(z) = A4), jestlize ke kaZdému
T,
kladnému ¢islu ¢ existuje kladné &islo ¢ tak, Ze nerovnost
| f(x)— A | <& je splnéna pro viechny hodnoty x, pro néi
plati nerovnosti 0 < |z — x| << 6 1) (Késsler 54). Rikdme, Ze
funkce f(z) md v bodé x, limitu zprava, rovnou éislu 4 (znak
lim f(z) = A nebo lim f(x) = A), jestlize ke kaZdému ¢&islu

L2+ X—>Ty+0

e > 0 existuje ¢islo d >0 tak, Ze nerovnost |f(x) — A | <e
je splnéna pro viechny hodnoty wx, pro néi plati nerovnosti
%< & << xy+ 6. Obdobnd je definice limity zleya (znak

lim f(z) nebo lim f(x)), pouze nerovnosti z,<< & << x,-+ 9
LT—rZo— L—> B g—
jsou nahrazeny nerovnostmi x,— 0 <2 <<z, (Késsler 350).

v

Z definic plyne ihned

Véta 12. Existuje-li lim f(z), ewxistuji ¢ limity lim f(x),
T, -y !

lim f(z) a jest

T lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).
X—>To F T—>Ty— T—>Xy

Téz naopak plati
Véta 13. Exzistuji-li limity lim f(z), lim f(x) a je-li

T—>Toy+ XXy

16) Nerovnost |z — x| < 0 znamend, Z%e joe mp—i<w<
< xy + &; nerovnost | x—x, | > 0 znamend, Ze je x =+ x.
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lim f(x) = lim f(x), existuje ¢ lim f(z) a je lim f(z)=

Ty~ T—>To-t- T—>Ty T—>Ty
= lim f(z) = lim f(x).
L—> Lo~ T—>Ty—
Ditkaz. Budiz lim f(z) = lim f(z) = A: budiz ¢ libo-
L—>To— T—>To+

volné kladné ¢éislo. Podle definic limity zprava a zleva existuji
dvé kladnd &isla &y, d,, které maji tuto vlastnost: nerovnost
| f(x) — A | < e plati predeviim pro viechna z, pro néz je
xy < ¥ << %o -+ 6; a za druhé pro viechna x, pro néz je xy — 6, <
< x < ¥, Poloime 6= Min (d,, d,), takZe 6 > 0. Potom ne-
rovnost | f(x) — 4 | < ¢ plati jednak pro vSechna x, pro néz je
x, < & < g+ 0, jednak pro vSechna x, pro néZ je z,—d <
< x < xy; tedy celkem plati tato nerovnost pro viechna =z,
pro néz je 0 < |  — x| << ' (viz posledni poznamku pod éarou),
takZe je vskutku lim f(a) = .
T,

Definujme nyni spojitost funkce v bodé takto: Rikdme, Ze

funkee f(z) je spojitd v bodé z,, jestlize plati lim f(x) == f(x,)
T—>T,

(Kossler 60). Podle definice limity miZeme definici spojitosti vy-
sloviti také takto: funkce f(z) je spojitdi v bodé x,, jestlize ke
kazdému cislu & > 0 existuje &islo 6 > 0 tak, Ze nerovnost
| f(x) — f(zy) | < & plati pro vSechna =z, spliujici nerovnosti
O0<|ae—ux| < 90.17)

Spojitost zprava a zleva definujeme takto: Funkce f(z) je
spojita zprava v bodé z,, je-li lim f(z) = f(x,); funkece f(x) je

T—>To+
spojitd zleva v bodé z,, je-li lim f(x) = f(x,). Podle definice
2—>2y—

limity zprava a zleva muZeme tuto definici vysloviti téZ takto:
Funkce f(x) je spojitd zprava v bodé x,, jestlize ke kazdému éislu
& > 0 existuje ¢islo & > 0 tak, Ze nerovnost | f(z) — f(z,) | < &
l)l&tl pro viechna z, pro néz je z, << x << x5 + 6.1%) Obdobné

17) Misto nerovnosti 0 < | ¢ — xy | < 0 miZeme zde psati téZ
nerovnost | € — xz, | < 0 (a to budeme také zpravidla &initi); nebot
rozdil je jen ten, Ze jednou nepnpoustlme a po druhé ptipoustime
hodnotu = = «,; ale pro x = =z, je j(z) — (%) = (o) — f(zg) = O,
takZe podminka | f(x) — f(z,) | < € je pro x = x, jisté splnéna, —
je tedy jedno, poZadujeme-li ¢i nepoZadujeme-li splnéni této pod-
minky pro hodnotu z = x,. -

18) Misto téchto nerovnosti mtifeme (a vétSinou téZ budeme)
psdti nerovnosti x, < @ < ¥y + d; viz prededlou poznamku pod
darou.
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Ize vysloviti definici spojitosti zleva, jen misto nerovnosti x, <
< x < z,+ 0 je tieba psiti nerovnosti x, —d < a2 < w, (m-bo
—d< X< ).
Vita 14. Funkee /(a:) je v bodé x, spojiti tehdy a jen tehdy,
je-li v bodé x, spojitd zprava i zleva.

Dikaz plvne piimo z definice: je-li

lim f(2) = f(z,), &)
je podle véty 12 téi
lim f(2) = _Jim f(z) = f(zo): (©)

naopak: plati-li (6), plati podle véty 13 téz (5).

* *
*

Jeli (a,b) otevFeny interval (koneény nebo nekoneény),
fkdme, Ze funkce f(z) je spojitda v intervalu (a, b), jestlie je spo-
jitd v kazdém bodé intervalu (a, b) (Késsler 61).

‘Je-li (a,b) uzavFeny interval,’®) ifkdme, Ze funkee f(x) jc
spojita v tntervalu {a, b, je-li funkce f(x) spojitd v otevieném
intervalu (e, b)2°) a mimo to spojitd zprava v bodé @ a zleva
v bodé b. Rozdil je tedy v tom, Ze pro spojitost v uzavieném
intervalu pozadujeme jesté jednostrannou spojitost v koncovych
bodech.

Pro funkei spojitou v uzavieném intervalu plati tato zikladnf
véta:

Véta 16, Je-li funkce [(x) spojitd v uzavFeném intervalu {a, b,
pak mezi hodnotams, kterych f(x) tam nabyvd, jest nejvét§i hodnota
a nejmendi hodnota. (Kossler 62.)

To znamend tedy: v intervalu (a, b) existuje aspoinn jedna
hodnota ¢ takova, %e hodnota f(c) je nejvétsi ze v3ech hodnot
funkce f(x) v intervalu {(a, b); t. j. pro viechny hodnoty x inter-
valu {a, b) je f(z) < f(c). Obdobné pro nejmensi hodnotu. Z vé-
ty 15 bezprosttedné plyne

Yéta 16. Funkce spojitd v uzavieném inlervalu (a, b) je ohra-
nicena v intervaly {a, b) (Kossler 64).

13) Uzavieny interval je ovSem vZdy koneény.
20) t. j. spojita v kaZdém vnitFntm bodé& intervalu <a,b,.
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Poznamka 1. Funkee f(z) je spojitd v intervalu {a, b> tehdy
a jen tehdy, mé-li tuto vlastnost:

Je spojitd zprava v kazdém bod¢ x,, pro néjz plati a <
(A) {< 29 < b a jo spojitd zleva v kaZdém bodé z,, pro néjz
platl @ < 2, < b.

Vskutku, vlastnost (A) f{kd prdavé toto: funkee f(x) je spo-
jitd zprava v bodé a, spojitd zleva v bodé b a spojitdi zprava
i zleva v kazdém vnitinim bodé intervalu (a, b). Této podminky
(A) se leckdy uziva.

Poznamka 2.21) (O spojitosti t. zv. ,sloZenych funkei®.)
Dosadime-li do funkee f(x) za proménnou z funkei ¢(¢) proménné ¢,
dostaneme funkei f(p(t)) proménné ¢. Odvodime nyni tii véty,
jez ndm zodpovidajf tuto otdzku: co lze fici o spojitosti ,,sloZené‘
funkee f(p(t)), vime-li néco o spojitosti funkef f(x) a @(t)?

Véta A. Necht funkce g(t) je spojitd v bodé &, a necht funkce
f(x) je spojita v bodé @(t,). Potom funkce f(p(t)) je spojita v bodé .

Dakaz. PoloZme pro zkriceni ¢(t,) = x,. Budiz déno libo-
voln¢ kladné éislo e. Mdme dokdzati, Ze existuje ¢éfslo § > 0
takové, Ze nerovnost

| H(®) — F(@lto) | < & O

plati pro vSechna ¢, pro néz je |t —1t, | << . Predeviim existuje
éfslo 5 > 0 takové, Ze nerovmost | f(z) — f(x,) | < e, t. j.

[ f(2) — flp(te)) | <& 8

plati pro véechna x, pro néz je | @ — xo | < # Gili | & —@(t,) | < 9.
Jeito ¢(t) je funkee spojitd v bodé t, existuje k ¢éislu % ¢islo
0 > 0 tak, Ze nerovnost | @(t) — @(t) | <7 plati pro vSechna ¢,
pro néz je |t —1ty| << 8. Pro tyto hodnoty ¢ bude tedy splnéna
nerovnost (8), klademe-li do ni ¢(¢) za «%2); t. j. bude splnéna
nerovnost (7), jak bylo cokdzati.

Véta B. Funkce ¢(t) budiz spojitd v olevieném intervalu (x, B);
funkce [(x) budiZ spojitd v otevieném intervalu (a, b)23); pro kaZdé t
intervalu (a,ﬂ) necht hodnota @(t) lefi v intervalu (a, b). Potom
fmzkce f(q?(t)) je spojita v intervalu («, B).

“) Tuto poznémku budeme potfebovati aZz v kap. III, odst. 4
a 5; proto ji ¢tendf intZe zatim — chee-li — pieskoditi.

22) Nebot nerovnost |z — @(t) | < n je splnéna, klademe-li
do ni p(t) za z (je-li oviem |t —1t, | < J).

22) Tutervaly (~, 8), (a, b) mohou byh koneéne nebo nekonedné.
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Ditkaz. Budiz t, libovolny bod intervalu (x, ). Cislo g{t)
lezi v intervalu (a, b): tedy funkee @(t) je spojita v bodé ¢, a funkee
f(x) v bodé ¢(t); tedy funkee f(@(t)) je spojitd v bodé t, (podle
véty A), ¢éimi véta B dokdzdna, nebot #, miZe byt kterykoliv
bod intervalu (x, ff).

Obdobna véta plati pro wzaviené intervaly:

Véta C. Funkce @(t) budif spojitc v uzavieném intervalu
X, 05 funkce f(x) budiZ spojitd v uzavieném intervalu (a, b).%4)
Pro kaZdé t intervalu {x, ) budif a < ¢(t) < b. Potom funkce
flg(#)) de spojitd v intervalu {«, B.

Dukaz. Definujme funkei y(t) v intervalu (— oo, o0) takto:
pro x X 1< B budiz () = ¢(t), pro ¢ <« budii y(t) = ¢(x),
pro t > B budiz p(t) = ¢(B).

Funkce y(?) je zfejmé spojitd v intervalu (— oo, 00).25)

Obdobné definujme funkei g(x) v intervalu (— o0, o)
takto: pro ¢ < x < b budiz g(x) = f(z), pro < a budiz g(x) =
== f(a), pro # > b budiz g(x) = f(b). Funkce g(x) je opét qpopta
v intervalu (— oo, ). Podle véty B (kde za interval («x, ) i za
interval (a, b) je tfeba vziti interval (— oo, o0)) je tedy funkce
g(y(t)) spojitd v intervalu (— oo, oo) a tedy téi v wuzavieném
intervalu {x, 8>. Ale vproa <t < B j e g(p(?)) = f(@(t)),2®) a tedy
i funkee f(g(t)) je spojitd v uzavreném intervalu o, B

4, Derivace. Pripomenme si jedté definici derivace a vétu
o stiedni hodnoté.
e e 1. . o + h) — f(=, )
Existuje-li limita lim f(—°—+—’)L—f(~~°l, nazyvd se tato
h—0
limita derivaci funkce f(z) v bodé x,; znak f'(z,) (Kdssler 69).

B —
Existuje-li limita zprava, lim Hao +h) — Hz)
h—>0-+ h
limita derivaci zprava funkce f(x) v bodé x, (znak f 1(z));

——~, nazyva se tato

24) Intervaly <o, f>, <@, b> jsou ovSem konelné.

) V bod8 t = a je totiZ funkee y(¢) pfedevSim spojita zprava,
nebot je y(t) = @(¢) pro & <t < B; za druhd je funkce y(¢) v bo-
(8 ¢ = « téZ spojits zleva, jeZto pro t < « je funkee y(t) rovna kons-
tantd g(x). Obdobnd je tomu pro ¢ = f; ostatni hodnoty ¢ pak ne-
plisobi obtiZi.

) Je totiZ g(¢) = y(t) prox < t < B, f(x) = g(z)proa < = < b,
Tedy: je-li « <t < B, je g(t) = p(t) a tedy g(w(¢)) = g(@(t)); zéroverti
je asgt) b a tedy g(p(t)) = {(p(?)).
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existuje-li limita zleva, lim &i’%———j@
h—0—

limita derivaci zleva funkce f(x) v bodé =z, (znak f'_(x,)).
Véta 17. Funkce [(x) md v bodé z, derivaci tehdy a jen tehdy,
md-li v bodé x, derivaci zprava [’ 1.(x,) ¢ derivaci zleva f'_(x,) a je-li
nadto f—(xg) = ' +(xo); potom je [(xo) = f'—(ao) = [ +(o)-
Diikaz plyne okamzité z vét 12 a 13, podle nich% limita
néjaké funkece v néjakém bodé (zde tedy limita funkce proménné »

f(% + k) — f(=,)

, nazyva se tato

v bodé h = 0) existuje tehdy a jén tehdy, existuji-li v tom bodé
limita zprava a zleva a jsou-li si rovny; jejich spoleéna hodnota
je pak hodnotou limity.

Poznamka 1. Plati tato véta: Md-li funkce f(x) v bodé x, deri-
vaci zprava, je v bod¢ x, spojitd zprava; ma-li v bodé x, derivaci
zleva, je v bodé x, spojita zleva. Dikaz: ma-li funkee f(x) derivaci

f(xy + B) — f(2,)

zprava v bodé x,, existuje limita zprava lim =
h—0+ h

= " 1(xy); jeito pro k% 0 je
f(zo + k) — f(2o) =

je lim (f(a:o—}—h) —f () =1 +() lim h =0, t. i lim f(x,, + h)=
= /(ato) éili lim f(x) = f(=,), takze f\mkce f(z) je spopta Zprava

-2y +
v bodé 2,. Dikaz pro spojitost zleva se vede obdobné. — Md-li
Junkce f(x) v bodé x, derivaci, mi oviem v tomto bodé derivaci
zprava i zleva, je tedy v bodé xz, spojitd zprava i zleva, t. j. je
v tomto bodé spojita.
Poznamka 2.28) (O derivovdni ,sloZenych funkei®.)
Z diferencidlnfho poétu zndte tuto vétu (Kossler 75):

Véta A’. Necht funkce ¢(t) ma derivaci v uréitém bodé t; necht
funkce /(x) ma derivaci v prislu&‘ném bodé x = ¢(t). Potom funkce
f((p(t)) md v bodé t derivaci f'(p(t)) ¢'(2).

27) Podle véty o limité soudinu, viz Késsler 55; v Kosslerové
kni%ce je sice min&na limita a nikoliv limita zprava; ditkaz pro limitu
zprava jo vSak zcela obdobny dikazu pro limitu.

28) Tuto poznémku budeme potfebovati aZ v kap. III, odst. 4
a 5; proto ji étena¥ miiZe zatim — chce-li — pieskoditi.

’

f(wg 4 ) — f(a,) 3
7 .
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Z véty A’ plyne snadno tato

Véta B'. Necht funkce @(t) md derivaci v intervalu (a, §)%°);
nechl funkce f(x) md derivaci v intervalu (a, b); necht pro kaZdé t
intervalu («, f) hodnota funkce ¢(t) leZi v intervalu (a,b). Potom
funkee f(@p(t)) md v intervalu (x, f) derivaci f'(p(t)) ¢'(t).

Dikaz. Je-li ¢ jakdkoliv hodnota intervalu («, f), existuje
derivace ¢'(t) a hodnota x = () leZi v intervalu (e, b), takie
funkce f(xr) méa derivaci v bodé z = ¢(t). Z véty A’ tedy plyne,
Ze existuje v bodé ¢ derivace funkce f(g(t)), rovna &isla f'(g(t)) ¢’ (2).

Pro uzavfené intervaly plati obdobni

Vita C'. Funkce (t) necht md derivaci @'(t) v uzavieném inler-
valu {x,f); pii tom slovem ,derivace’ a znakem ¢'(t) rozumim
v bodé t == & derivaci zprava a v bodé t = f derivaci zleva. Funkce
f(x) necht md derivaci f'(x) v uzavieném intervalu {a, b>; p¥i tom
opét slovem ,,derivace’* a znakem f'(x) rozumim v bodé x = a deri-
vact zprava a v bodé x = b dertvaci zleva. Pro ka%dé t intervaly
{x, B> necht je a < p(t) < b. Potom funkce F(t)-_ f(p(t)) mui v inter-
valu {, ﬂ) derivaci F'(t) = |’ ((p(t)) ¢'(t); pFi tom opét slovem
derivace’ a znakem F'(t) rozumim pro t = ~ derivaci zprava
a pro t = f derivaci zleva.3%)

Diikaz. Definujme funkce (), g(x) v intervalu (— oo, o0)
takto:

Pro o < ¢t< B budiz () = @(t); pro ¢ <« budiz yp(t) =
=@(x)+ (t—a)¢'(x); pro t> B budiz y(t)=e(B)+ (¢—PH)¢'(B).

Pro a < z < b budiz g(x) = f(2); pro x < a budiz g(z) =
= f(@) + (x—a) f(a); pro x > b budiz g(x) = f(b) + (x — b) f'(b).

Polozme jesté G(t) = g(p(?)); je-i a« St B, je wl(t) = ¢(t)
a soudasné a < ¢(t) < b, tedy g(g(t)) = f(p(t), takie jest

G(t) = g(p(®)) = g(e(t)) = f(p(t)) = F(t).

V iitervalu {«, 8) je tedy G(t) = F(t). Podafi-li se nam tedy
dokazati, Ze v intervalu {x, ) plati rovnice

2”) To ovSem znamend, Ze funkce ¢(¢) ma derivaci v kaZdémn
bod$ intervalu («, f8); podobne v analogickych pfipadech. Intervaly
(«, B), (@, b) mohou bytl ovSem i nekoneéné.

30) Pro zkréceni pnsl tedy o¢’(a), q)(ﬂ), l(a), f(b), F'(x), I'(B)
misto ¢’ (a), ¢'_(B), I'4(@), F_(b), F'(x), F'_(B). U ostatnich
funkef y(2), g(z), G(t), kterd se vyskytnou v dukazu, toto zkriceni
nezavadim, takZe na p¥. y’(x) bude znamenati derivaci funkece wp(t)
v bod& « a nikoliv derivaci zprava.
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() = () ¢'(1), )

bude tim véta dokdzdna; nebot potom bude F'(f) = G'(t) pro
x <<t<<f a pro t =« bude derivace zprava funkce F(f) rovna
¢islu @' (x) = @'(x) = f(p(x)) ¢'(x) a obdobné pro ¢ = f bude
derivace zleva funkce F(t) rovna ¢islu @' _(8) = G'(B) = (¢(B)) ¢’ (B)-

Tvrdim nyni, Ze funkce y(t) ma derivaci v intervalu (— oo, o)
a Ze v intervalu {x, B> je y'(t) = ¢'(1). skutku pro ¢t << o existuje
() = ( ) a pro t > f existuje y'(t) = ¢'(f), pro a <t < B
je pak zne]me '(t) = ¢'(2).

Zhyva vysetrltl hodnoty t=u, t=F. Jeito pro « <t B
je y)(f) =(t), je p’ +(x) = ¢ (a) jezto pro t < « je p(t) = @(a) +
+ (t—ux)¢'(x), je v —(x) = ¢'(x), tedy vskutku () = @'(x);
obdobné se dokdze, Ze je p'(f) = ¢'(f). Tedy vskutku y’(t) existuje
v intervalu (— oo, o0) a v intervalu {x, 8> platf rovnice ¢'(t) =
= ¢'(t). Obdobné se ukdZe: ¢'(x) existuje v intervalu (— oo, o)
a v intervalu (a, b) plati rovnice g'(x) = f'(x). Jeito y'(t) i 9'(x)
existuji v intervalu (— oo, co0), mame podle véty B’ tento vysledek:
pro kazdé ¢ je

() = g'(p(@) y'(t). (10)

Je-lli viak « <t B, je w(t) =o¢t), ¢'()=¢'(t) a dile je
aZl gt) < b, takie ¢'(p(t)) = f'(¢(t)); z rovnice (10) plyne tedy

G'(t) = ¢'(p(t) ¢'(t) = f(p(®)) ¢'(}),

¢imz rovnice (9) v intervalu {«, 8> je dokdzédna.
Véta 18. (Vita o sttedni hodnoté, Kossler 84.) JestliZe funkce
() je spojitd v uzavieném intervalu {a, b> a ma derivaci v kaZdém

bodé otevieného intervalu (a, b),3!) potom existuje asporn jedno
éislo ¢ tak, Ze plati

a<o<b, f(b)—fla)=(b—a)flo)
Ucitime z této véty dva disledky:

Véta 19. Je-li funkce f(x) spojitd v uzavieném intervalu {a, b
a plati-li rovnice f'(x) =0 v kadém bodé otevieného intervalu
(@, ),31) je funkce f(x) konstantni v intervalu {a, b).

Ditkaz: Staéi dokdzati: pro kazdé gislo ¢ intervalu {a, b)
je f(t) = f(a). Jezto pro t = a je tato rovnice samoziejmd, staci

3 T j. v kaidém vnitiniém bodé intervalu <a, b)>.
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predpokladati, e je a <<t < b. Na interval (a, t) maZeme uZiti
voty 18; existuje tedy &islo ¢ tak, %e je a < ¢ < ¢ (tedy i a <
<e<<b), f(t)y —fla) = (t—a)f(c). Je viak f(c)=0, a tedy
vskutku f(t) = f(a).

Véta 20. Ma-li funkce f(x) derivaci rovnou nule v kadém bodé
olevieného?) inlervalu (a, b), je funkce f(x) konstantni v intervalu
(a, D).

Diikaz. Zvolme néjaké ¢islo d v intervalu (a, b); mame do-
kdzati: je-li ¢ libovolné &islo intervalu (a, b), je f(t) = f(d). Budiz
tedy t libovolné ¢islo intervalu (a, b). Jeito Zdadné &islo intervalu
(@, b) neni ani jeho nejmen$im ani jeho nejvétSim éislem, lze
nalézti v otevieném intervalu (a, b) dvé &isla «, f tak, Ze & <
< Min (¢, d) £ Max (¢, d) < f. Funkce f(x) mi (lerlva01 (rovnou
nule) nejenom ve vnitinich, nybrz i v koncovych bodech inter-
valu {«, B) a je tedy v tomto wuzavieném intervalu spojitd.33)
Miizeme tedy na interval {x, > uZiti véty 19 a dostivdme, Ze
funkee f(x) je konstantni v intervalu {«, f); jeZto vSak ¢, d jsou
dvé hodnoty z tohoto intervalu, je vskutku f(t) = f(d).

KAPITOLA 1II.

Teorie uréitého integralu.

1. Uvod. K pojmu urditého integralu — jim% se budeme
v nésledujicich odstaveich zabyvati — byli matematikové pti-
vedeni — mimo jiné — také geometrickym problémem, totiz

otdzkou po plo$né mife rovinnych oboru. V elementirn{ geometrii
definuje se ploSnd velikost neboli obsah trojuhelnika (jako po-
lovina souéinu zdkladny a vyiky) a dile plo$nd velikost neboli
obsah obort, jez se daji rozloZiti na koneény pocet trojihelnfki,
t. j. plo$nd velikost mnohothelnikd. Vznikd otdzka, jakym zpu-
sobem jest vhodno definovati obsah obort obecnéjdich, jez nelze
rozloZiti na koneény pocet trojuhelnikli; vezméme jeden takovy
jednoduchy piipad.

Budiz ddna funkece f(x), spojitd a kladnd v intervalu {a, b).
Sestrojme obor P (viz obr. la), ohranieny jednak osou z, jednak
piimkami ¢ = @ a # = b, jednak ktivkou y = f(x). Jak defino-

32) Koneéného nebo nekoneéného.
33) Podle poznamky 1 na str. 24.
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