
Topologické prostory. S dodatky: J. Novák, Konstrukce
některých význačných topologických prostorů; M.

Katětov, Plně normální prostory

§12. Některé novější výsledky

In: Eduard Čech (author); Josef Novák (author); Miroslav Katětov (author):
Topologické prostory. S dodatky: J. Novák, Konstrukce některých význačných
topologických prostorů; M. Katětov, Plně normální prostory. (Czech). Praha:
Nakladatelství Československé akademie věd, 1959. pp. 343--381.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402603

Terms of use:
© Nakladatelství Československé akademie věd

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/402603
http://project.dml.cz


§ 1 2 . N Ě K T E R É N O V Ě J Š Í V Ý S L E D K Y 

12.1. FH-UZAVŘENÉ PROSTORY 

D e f i n i c e 12.1.1. H-uzavřený prostor j e / / - p r o s t o r P, k t e r ý m á t u t o 

v l a s t n o s t : J e - l i T D P H-prostor, p a k m n o ž i n a P j e u z a v ř e n á v T . 

12.1.1. B u d i ž P H-prostor. A b y P b y l / / - u z a v ř e n ý , k t o m u 

j e n u t n é a s t a č í , a b y P b y l k o m p a k t n í . 

D ů k a z . I . J e - l i P k o m p a k t n í , j e P H-uzavřený p o d l e 8.3.13. 
I I . N e c h ť p r o s t o r ( P , u) n e n í k o m p a k t n í , t a k ž e P 4= 0 . P a k e x i s t u j e 

t a k o v é p o k r y t í 33 p r o s t o r u P , ž e P 4= U X ( X e Si) p r o k a ž d o u k o n e č n o u 

s o u s t a v u $ 4= 0 , $ c 53. Z v o l m e s y m b o l w r ů z n ý o d v š e c h b o d ů p r o -

s t o r u P a p o l o ž m e T = P u ( c o ) . D e f i n u j m e v T t o p o l o g i i v t a k t o : 

B u d i ž Z c T ; j e s t l i ž e Z c P a j e s t l i ž e m i m o t o Z c U X ( I f l ) p r o 

n ě k t e r o u k o n e č n o u s o u s t a v u Si 4= 0 , $ c SB, b u d i ž vZ = uZ; j i n a k b u d i ž 

v Z = (co) -+- u[Z — ( c o ) ] . A x i o m y ( I ) a ( I I ) j s o u z ř e j m ě s p l n ě n y 

a t a k é j e z ř e j m é , ž e p r o s t o r ( P , u) j e v n o ř e n d o ( T , v). M i m o t o j e 

vP = T , t a k ž e m n o ž i n a P c T n e n í u z a v ř e n á . Z b ý v á d o k á z a t , ž e T j e 

/ / - p r o s t o r . J e - l i x e P , y e P , x 4= y, p a k b o d y x, y j s o u v / / - p r o s t o r u P 

/ / - o d d ě l e n é . T u d í ž e x i s t u j e t a k o v é o k o l í U 1 b o d u x v p r o s t o r u P 

a t a k o v é o k o l í U2 b o d u y v p r o s t o r u P , ž e U1r\U2 = 0 . Z ř e j m ě 

U í ( U 2 ) j e t a k é o k o l í m b o d u x ( b o d u y) v p r o s t o r u T , t a k ž e b o d y x, y 

j s o u t a k é v T / / - o d d ě l e n é . J e - l i x e P , p a k e x i s t u j e o k o l í V e 93 b o d u x 

v p r o s t o r u P ; p a k j e V t a k é o k o l í m b o d u x v p r o s t o r u T a T — V j e 

o k o l í m b o d u co v p r o s t o r u T , t a k ž e b o d y x, co j s o u v T / ř - o d d ě l e n é . 

V ě t a 12.1.1 u k a z u j e , ž e d e f i n i c e 12.1.1 n e v e d e k ž á d n é m u n o v é m u 

p o j m u . J i n a k j e t o m u s p o d o b n o u d e f i n i c í : 

D e f i n i c e 12.1.2. FH-uzavřený prostor j e FH-prostor P , k t e r ý m á 

t u t o v l a s t n o s t : J e - l i T d P FH-prostor, p a k m n o ž i n a P j e u z a v ř e n á v T . 
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12.1.2. B u d i ž P P i ř - p r o s t o r . A b y P b y l P # - u z a v ř e n ý , 

k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y b y l a s p l n ě n a t a t o p o d m í n k a : 

J e - l i © #= 0 p o k r y t í p r o s t o r u P s k l á d a j í c í s e z o t e v ř e n ý c h 

m n o ž i n , p a k e x i s t u j í t a k o v é m n o ž i n y e © v k o n e č n é m 

p o č t u ( 1 ^ i ^ p), ž e U G t = P . 

i = l 

D ů k a z . I . N e c h ť p o d m í n k a j e s p l n ě n a . N e c h ť P = ( P , u) j e v n o ř e n 

d o P í ř - p r o s t o r u T = ( T , v). N e c h ť b o d a e T n á l e ž í d o vP\ m á m e d o -

k á z a t , ž e a e P . B u d i ž n a o p a k a e T — P , t e d y P 4= T., J e - l i x e P , p a k 

b o d y a, x j s o u i ř - o d d ě l e n é v P - p r o s t o r u T, t a k ž e p o d l e 5.1.15 e x i s t u j í 

t a k o v é d v ě v - o t e v r e n é m n o ž i n y G(x), H ( x ) , ž e x e G(x), a e H ( x ) , 

G(x) n H(x) = 0 . M n o ž i n y P n G(x) (x e P) j s o u « - o t e v ř e n é ( v i z 4.6.5) 
a t v o ř í p o k r y t í p r o s t o r u P ( v i z 8.1.2), t a k ž e e x i s t u j í t a k o v é b o d y ¡ t f e P 

3> 

v k o n e č n é m p o č t u ( 1 ^ i f S p), ž e U u[P n G(xť)] = P . N y n í V = 
i-l 

= n H{Xi) j g fl-okolí b o d u a ( v i z 4.4.11, 4.4.13). P r o t o ž e G(Xi) n H(x{)= 
i-l 

= 0 , j e vG{Xi) n H(xi) = 0 p o d l e 4.4.15 a t í m s p í š e u[P n ^ ( X i ) ] n 

n H(Xi) = 0 . Z t o h o p l y n e V n P = 0 a t o j e s p o r ( v i z 4.2.9), n e b o ť 

a e vP. 

I I . J e s t l i ž e p o d m í n k a n e n í s p l n ě n a , p a k e x i s t u j e p o k r y t ! © 4= 0 

p r o s t o r u P = ( P , u ) s k l á d a j í c í s e z o t e v ř e n ý c h m n o ž i n a t a k o v é , ž e 

P 4= U ( X e M) p r o k a ž d o u k o n e č n o u s o u s t a v u M c © , $ 4= 0-

Z v o l m e s y m b o l co r ů z n ý o d v š e c h b o d ů p r o s t o r u P a p o l o ž m e T = 

= P U ( c o ) . N e c h ť s o u s t a v a g p o d m n o ž i n T s e s k l á d á p ř e d n ě z e v š e c h 

m n o ž i n t v a r u P U ( c o ) , k d e P p r o b í h á v š e c k y u z a v ř e n é m n o ž i n y p r o -

s t o r u P , a z a d r u h é j e š t ě z e v š e c h t ě c h u z a v ř e n ý c h m n o ž i n P p r o s t o r u 

P , p r o k t e r é p l a t í P c U uX ( X e St) p ř i v h o d n é v o l b ě k o n e č n é j í c 

$ 4= 0 . Z e 4.5.12 p l y n e , ž e v T e x i s t u j e t a k o v á P - t o p o l o g i e v, p ř i 

k t e r é $ t v o ř í s o u s t a v u v š e c h u z a v ř e n ý c h m n o ž i n ; z ř e j m ě p r o s t o r 

( P , u) j e v n o ř e n d o ( T , v). P r o t o ž e m n o ž i n a P n e n á l e ž í d o s o u s t a v y 

n e n í u z a v ř e n á v p r o s t o r u ( T , v). Z b ý v á u k á z a t , ž e ( T , v) j e H p r o s t o r . 

J e - l i x e P , y e P, x 4= y, p a k e x i s t u j í ( v i z 5.1.15) t a k o v é w - o t e v ř e n é 

m n o ž i n y A, B, ž e x e A, y e B, A n B = 0 . Z ř e j m ě A, B j s o u t a k é 

v - o t e v ř e n é , t a k ž e x, y j s o u t a k é v T P - o d d ě l e n é . J e - l i x e P , p a k e x i s -
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t u j e t a k o v á G e ž e x e G. M n o ž i n y G, T — uG j s o u « - o t e v ř e n é a j e s t 

x e G, w e T — uG, t a k ž e x, co j s o u v T i í - o d d ě l e n é . 

12.1.3. A b y P i i - p r o s t o r P b y l k o m p a k t n í , k t o m u j e n u t n é 

a s t a č í , a b y P b y l P i ř - u z a v ř e n ý a a b y t o b y l P - p r o s t o r . 

D ů k a z . I . J e - l i P k o m p a k t n í , p a k P j e p o d l e 12.1.1 i ř - u z a v ř e n ý 

a t í m s p í š e P i i - u z a v ř e n ý ; m i m o t o P j e i ž - p r o s t o r p o d l e 5.4.S a 8.3.19. 

I I . N e c h ť P i ř - u z a v ř e n ý p r o s t o r P #= 0 j e i ž - p r o s t o r . B u d i ž U 

p o k r y t í p r o s t o r u P . J e - l i x é P , e x i s t u j e o k o l í U ( x ) e U b o d u x. P r o t o ž e 

P j e P i ž - p r o s t o r , e x i s t u j e t a k o v é o t e v ř e n é o k o l í G(x) b o d u x, ž e G(x) c 

c U ( x ) . M n o ž i n y G(x) (x e P ) t v o ř í p o k r y t í p r o s t o r u P , t a k ž e p o d l e 

1 2 . 1 . 2 e x i s t u j í t a k o v é b o d y x , e P v k o n e č n é m p o č t u ( 1 ^ i ^ p ) , 

ž e U G{xt) = P . N y n í j e s t U U { x t ) = P , U ( x t ) e U ; t u d í ž P j e k o m p a k t n í . 

ť-i i - i 
D e f i n i c e 12.1.3. B o d o v o u m n o ž i n u Q c P n a z v e m e FH-uzavřenou, 

j e s t l i ž e Q j a k o ž t o v n o ř e n ý p r o s t o r j e P i i - u z a v ř e n ý p r o s t o r . 

12.1.4. N e c h ť p r o s t o r P j e P H - u z a v ř e n ý a n e c h ť GcP j e 

o t e v ř e n á m n o ž i n a . P a k G j e P í ř - u z a v ř e n á m n o ž i n a . 

D ů k a z . I . G j e FH-prostor p o d l e 4.6.10 a 5.2.1. B u d i ž @ * 0 

p o k r y t í p r o s t o r u G s l o ž e n é z r e l a t i v n ě o t e v ř e n ý c h m n o ž i n . Z 12.1.2 
p l y n e s n a d n o , ž e j e t ř e b a p o u z e u k á z a t , ž e G c U X ( X e St) p r o v h o d n ě 

v o l e n o u k o n e č n o u s o u s t a v u ^ c J í =|= 0 . K e k a ž d é I e @ e x i s t u j e 

p o d l e 4.6.13 t a k o v á o t e v ř e n á <p(X) c P , ž e G n <p(X) = X. T a k é m n o -

ž i n a P — G j e o t e v ř e n á a j e s t 

P = (P - G) u U <P(X) (Xe®). 

T u d í ž z 8.1.2 a 12.1.2 p l y n e , ž e e x i s t u j e t a k o v á k o n e č n á $ c $ + 0 , 

ž e 

P = ( P - G) u U ^ W (X eSt), 

a t e d y , p r o t o ž e G n ( P — G) = 0 ( v i z 4.4.15), 

' ( l e i ) . 

Z e 4.4.14 v š a k p l y n e 

G n ?(Xj = GnGn <p(X)c G n G n <p(X) = GnX, 
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t a k ž e G c U l ( I e . $ ) . P r o t o ž e s o u s t a v a St j e k o n e č n á , j e |J X ( X e St) 

u z a v ř e n á m n o ž i n a P - p r o s t o r u P , a t u d i ž fícUl(íel) p o d l e 4.4.7. 

12.1.5. B u d i ž P P i í - p r o s t o r . B u ď t e ž Q , ( 1 ^ i ^ n) FH-uza-
n 

v ř e n é b o d o v é m n o ž i n y v k o n e č n é m p o č t u . P a k t a k é |J j e 
i - 1 

n 

P i f - u z a v ř e n á m n o ž i n a . P o d l e 4.6.10 a 5.2.1 j e U Q{ c P FH-pro-
t - i 

n 
s t o r , t a k ž e m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e U Q{ = P . J e - l i P v n o ř e n d o 

ť - 1 

P / ř - p r o s t o r u T , p a k v p r o s t o r u T m n o ž i n y Q{ j s o u u z a v ř e n é , t a k ž e 

p o d l e 4 . 4 . 6 t a k é m n o ž i n a P c T j e u z a v ř e n á . 

12.1.6. B u d i ž 4= 0 m o n o t ó n n í s o u s t a v a n e p r á z d n ý c h 

P f i - u z a v ř e n ý č h m n o ž i n . P a k j e 0 #= H X ( X e tyl). 

D ů k a z . I . Z ř e j m ě m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e p r o s t o r P j e FH-uza-

v ř e n ý . 

I I . B u d i ž M e tyl, xeP — M. P o d l e 5.1.15 k e k a ž d é m u y e M e x i s -

t u j í t a k o v é o t e v ř e n é m n o ž i n y U(y), V(y), ž e y e U(y), x e V(y), U(y) n 

0 V(y) = 0 . P o d l e 8.1.2, 8.1.5 a 12.1.2 e x i s t u j í t a k o v é b o d y yt e M 
m 

v k o n e č n é m p o č t u ( 1 i ^ m), ž e M c U M n U(y{). P o l o ž í m e - h 
i - l 

m 
G(M, x) = U U(y{), j e m n o ž i n a G(M, x) o t e v ř e n á ( v i z 4.4.10) a j e s t 

ť-i 
m 

M c M n G ( M , x\. M i m o t o j e n V(Vi) c P — G ( M , x) a m n o ž i n a 
i - l 

m 

fl V{Vi) j e o k o l í b o d u x ( v i z 4.2.5 a 4.4.13), t a k ž e xe P — G(M, x) p o d l e 
i - i 

4.2.9. Z t o h o p l y n e 

flXG{M, x) = M (xeP — M). 

I I I . . B u d i ž M i e tyl, Xi e P — M t ( 1 ^ i ^ n), M t d M i + 1 ( 1 ^ i ^ 

m 
í g n — 1 ) ; c h c e m e d o k á z a t , ž e f | G ( M { , x { ) 4= 0 . P r o t o ž e 0 =1= M % c 

-é = I 

c. M n n G ( M n , xn), j e M n n G { M n , xn) 4= 0 a s t a č í d o k á z a t , ž e j e - l i 

1 < r n, p a k 

Mr n ň xt) 4= 0 = > Mr_t n ň 0{MU x{) 4= 0 . 
i - r j - r - 1 
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N e c h ť t e d y M r n f l G{MU xt) * 0 . P r o t o ž e MT_X o M r , M r _ x c 

c M t _ í n © ( i í f r - i , x r _ ! ) , j e s t 

Mr_x n €H.MT_lt xT_x) n n G(Mit x,) * 0 , 

- t a k ž e p o d l e 4.4.11 a 4.4.15 Mr_x n f| G{MU x{) * 0. 
ť - r - 1 

I V . P ř e d p o k l á d e j m e , že 0 = f \ X (X e SDí). P a k j e p o d l e I I t a k é 

n o * . , ) G(M, x) = 0 ( J f e g » , xeP-M), 

t e d y t é ž 

U ( M . x ) (P ~ G ( M , x)) = P (M e W, x e P - M ) . 

T o v š a k z n a m e n á , ž e o t e v ř e n é m n o ž i n y P — G(M, x) (M e 9Jt, x e P — 

— M) t v o ř í p o k r y t í p r o s t o r u P ( v i z 8.1.2). P o d l e 12.1.2 l z e u d a t i k o -

n e č n é m n o h o m n o ž i n M t e SK a b o d ů x( e P — M { ( 1 ^ i ^ n) t a k , ž e 

u P - G{MU x{) = P . 
t - i 

V z h l e d e m k m o n o t o n i i s o u s t a v y SK m ů ž e m e j e š t ě p ř e d p o k l á d a t , ž e 

M{ d Mi+1 ( 1 ^ i ^ n — 1 ) . P r o t o ž e G{Mt, xt) c G{Mit xj, j e s t 

P - G(Mi, Xi) d P - G(M(, Xi), 
t e d y 

P - G(MU xt) = P- G(M{, x^ o P - Q(Mit x^ , 
a t u d í ž 

U [P - G{MU x^] = P 
i-1 

n 
n e b o h |~| G(MU x{) = 0 a t o j e s p o r p r o t i I I I . 

i - 1 

12.1.7. B u d i ž P FH-prostor. A b y P b y l k o m p a k t n í , k t o m u 

j e n u t n é a s t a č í , a b y k a ž d á u z a v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a b y l a 

P i Z - u z a v ř e n á . 

D ů k a z . I . J e - l i F u z a v ř e n á p o d m n o ž i n a k o m p a k t n í h o p r o s t o r u P , 

j e P k o m p a k t n í p o d l e 8.3.1 a P j e P i ř - p r o s t o r p o d l e 4.6.10 a 5.2.1, 
t a k ž e P j e P / ř - u z a v ř e n á p o d l e 12.1.3. 
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I I . J e - l i k a ž d á u z a v ř e n á m n o ž i n a P - p r o s t o r u P P P - u z a v ř e n á , j e P 

k o m p a k t n í p o d l e 8.3.10 a 12.1.6. 

12.1.8. B u d i ž / s p o j i t é z o b r a z e n í P i P u z a v ř e n é h o p r o s t o r u 

P n a P P - p r o s t o r P x . P a k t a k é j e P í ř - u z a v ř e n ý p r o s t o r . 

B u d i ž © p o k r y t í p r o s t o r u P 1 s k l á d a j í c í s e z o t e v ř e n ý c h m n o ž i n . V p r o -

s t o r u P j s o u m n o ž i n y f~1(X) (X e @ ) o t e v ř e n é , ( v i z 7.1.14) a t v o ř í 

p o k r y t í p r o s t o r u P ( v i z 8.1.2). P o d l e 12.1.2 e x i s t u j í t a k o v é m n o ž i n y 

m 
G{ e @ v k o n e č n é m p o č t u ( 1 ^ i ^ m ) , i e U H t = P , k d e = Z - 1 ( £ ; ) . . 

i - i 
m 

J e s t Z 1 ^ ) = G{, t e d y Z 1 ^ ; ) c ( ? ť p o d l e d e f i n i c e 7.1.2. T u d í ž U G{ = P x 

t - l 

a p r o s t o r P 1 j e P P - u z a v ř e n ý p o d l e 12.1.2. 

12.1.9. B u ď t e ž u, v t a k o v é P P - t o p o l o g i e v m n o ž i n ě P , ž e 

v j e h r u b š í n e ž u. J e - l i p r o s t o r ( P , u) F H - u z a v ř e n ý , j e t a k é 

( P , v) FH-uzavřený. V i z 7.1.11 a 12.1.8. 

1 2 . 1 . 1 0 . B u d i ž Z s p o j i t é z o b r a z e n í P P - u z a v ř e n é h o p r o s t o r u 

P d o P P - p r o s t o r u P x . P a k m n o ž i n a / ' ( P ) j e v p r o s t o r u P x 

. u z a v ř e n á . P o d l e 4.6.10 a 5.2.1 j e fl{P) c P1 FH-prostor, k t e r ý j e 

P P - u z a v ř e n ý p o d l e 12.1.8. 

D e f i n i c e 12.1.4. B u d i ž P P P - p r o s t o r . O P P - p r o s t o r u P p r a v í m e , 

ž e j e FH-uzavřeným, obalem p r o s t o r u P , p l a t í - l i t o t o : [ 1 ] P j e v n o ř e n 

d o P a m n o ž i n a P j e h u s t á v p r o s t o r u P ; [ 2 ] P j e P P - u z a v ř e n ý p r o s t o r ; 

[ 3 ] j e - l i Z s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P d o n ě j a k é h o P P - p r o s t o r u Q, p a k 

e x i s t u j e t a k o v á m n o ž i n a M , ž e P c M c P , a t a k o v é s p o j i t é z o b r a z e n í ¡7 

p r o s t o r u -/Y n a ^ ( P ) c Q, ž e x e P ^ ( x ) = f ( x ) . 

12.1.11. K e k a ž d é m u P P - p r o s t o r u P e x i s t u j e P P - u z a v ř e n ý 

o b a l . 
/ 

D ů k a z . I . P ř í p a d P P - u z a v ř e n é h o P j e t r i v i á l n í , ( p o l o ž í m e P = P ; 

p o d m í n k a [ 3 ] j e s p l n ě n a p o d l e 12.1.10). N e c h ť t e d y P n e n í FH-uza-

v ř e n ý . 

I I . N a z v e m e « - s o u s t a v o u k a ž d o u s o u s t a v u 21 s t ě m i t o v l a s t n o s t m i : 

[ « 1 ] 51 s e s k l á d á z o t e v ř e n ý c h m n o ž i n p r o s t o r u P . 

[ a 2 ] 81 * 0 . 
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[ a 3 ] 0 n e n í p r v k e m s o u s t a v y 21. 

[ « 4 ] J e - l i A A c B c P a j e - l i B o t e v ř e n á m n o ž i n a , j e s t B e 2Í . 

m 
[ a 5 ] J e - l i Ai e 21 N ) , j e s t n A t e 21. 

[ « 6 ] 0 = n i ( X e 21). 

I I I . D o k á ž e m e , ž e e x i s t u j e a s p o ň j e d n a a - s o u s t a v a . P r o t o ž e P 

n e n í FH-uzavřený, e x i s t u j e p o d l e 12.1.2 t a k o v é p o k r y t í U p r o s t o r u P 
s k l á d a j í c í s e z o t e v ř e n ý c h m n o ž i n , ž e P 4= U X ( X e p r o k a ž d o u 

k o n e č n o u s o u s t a v u l c l l , f 4= 0 . O z n a č m e 2Í s o u s t a v u v š e c h t a k o v ý c h 

o t e v ř e n ý c h m n o ž i n A c P , k e k t e r ý m e x i s t u j e t a k o v á k o n e č n á s o u -

s t a v a ^ c U , Si 4= 0 , ž e A u U X = P , k d e X p r o b í h á s o u s t a v u 

V l a s t n o s t i [ a l ] a ž [ a 5 ] s o u s t a v y 21 j s o u z ř e j m é . K d ů k a z u v l a s t n o s t i 

[ a 6 ] z v o l m e x e P ; s t a č í u d a t t a k o v o u e 21, ž e x e P — A. E x i s t u j e 

- t a k o v á X e U , ž e x e X ; z v o l í m e - h z a $ s o u s t a v u s k l á d a j í c í s e z j e d i n é 

m n o ž i n y X , z j i s t í m e , ž e A = P — X e U . J e s t A = P — X c P — X = 

= P — X , t a k ž e x e P — A. 

I V . N a z v e m e ^ - s o u s t a v o u k a ž d o u t a k o v o u « - s o u s t a v u , k t e r á n e n í 

o b s a ž e n a v ž á d n é o d n í r ů z n é « - s o u s t a v ě . 

V . K a ž d á a - s o u s t a v a 2Í j e o b s a ž e n a v n ě j a k é / S - s o u s t a v ě . T o d o k á -

ž e m e t a k t o . B u d i ž C m n o ž i n a v š e c h « - s o u s t a v , o b s a h u j í c í c h d a n o u 

« - s o u s t a v u 2Í ( j e s t 2Í e C , t e d y C 4= 0 ) . J e - l i t v r z e n í n e s p r á v n é , p a k k e 

k a ž d é X e C e x i s t u j e t a k o v á h ( X ) e C , ž e X c h ( X ) 4= X. P o d l e 3 . 9 . 2 

e x i s t u j e t a k o v á m o n o t ó n n í s o u s t a v a C 0 c C , C 0 4= 0 , ž e s o u s t a v a 

2Í0 = U X ( X e C 0 ) n e n á l e ž í d o C , t j . n e n í « - s o u s t a v o u . T o j e n e m o ž n é , 

n e b o ť s e s n a d n o n a h l é d n e , ž e s j e d n o c e n í m o n o t ó n n í s o u s t a v y « - s o u s t a v 

j e a - s o u s t a v a . 

V I . J s o u - l i 2ÍJ, 2 l 2 d v ě r ů z n é ^ - s o u s t a v y , j e z ř e j m ě 2 í a — 2IX 4= 0 . 

D o k á ž e m e , ž e k e k a ž d é G e 2 Í 2 — 21j e x i s t u j e t a k o v á A e 2 Í 1 ; ž e A n 

n G = 0 . B u d i ž 2 Í * s o u s t a v a v š e c h t ě c h o t e v ř e n ý c h m n o ž i n B, k e 

k t e r ý m l z e u r č i t A e 2IX t a k , ž e B o A n G. P a k j e z ř e j m ě 2 I j c 21*, 

a v š a k 2ÍX 4= 21*, p r o t o ž e G e 21* — 2 í j . P r o t o ž e 2 l x j e ¿ 9 - s o u s t a v a , n e -

m ů ž e 2 Í * b ý t « - s o u s t a v a . A v š a k 21* s p l ň u j e p o d m í n k u [pti] p r o i = 

= 1, 2 , 4 , 5 , 6 . T u d í ž 21* n a p l ň u j e p o d m í n k u [ a 3 ] ; t o v š a k z n a m e n á , ž e 

0 € 21*, t j . ž e A n G = 0 p ř i v h o d n é A e 2 ^ . 
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V I I . K a ž d é ^ - s o u s t a v ě 21 p ř i ř a ď m e n ě j a k o u v ě c T ( 2 Í ) r ů z n o u o d 

v š e c h b o d ů p r o s t o r u P t a k , a b y b y l o r ^ ) + T ( 2 Í 2 ) p r o 2IX + 2 Í 2 . 

M n o ž i n u v š e c h v ě c í r ( 2 í ) o z n a č m e T a p o l o ž m e P = P u T . D o R 

z a v e ď m e t o p o l o g i i u p o m o c í d e f i n u j í c í c h s o u s t a v o k o l í U ( x ) ( x e R) 

t a k t o : j e s t l i ž e x e P , p a k n e c h ť U ( x ) s e s k l á d á z e v š e c h o t e v ř e n ý c h 

o k o l í b o d u x v p r o s t o r u P ; j e s t l i ž e x = r ( 2 í ) e T , p a k n e c h ť U ( x ) j e 

s o u s t a v a v š e c h m n o ž i n t v a r u ( x ) u A, k d e A e 2Í . M u s í m e u k á z a t ( v i z 

4.3.3), ž e j s o u s p l n ě n y a x i o m y ( I U ) a ž ( I V U ) v y s l o v e n é v e 4.3.1. 
O a x i o m e c h ( I U ) a ( I I U ) j e t o z ř e j m é . Ž e j e s p l n ě n a x i o m ( I V U ) , j e 

' z ř e j m é p r o aeP a p l y n e z [ « 5 ] p r o a e T. P l a t n o s t a x i o m u (IIIU) b u d e 

d o k á z á n a , z j i s t í m e - l i , ž e p r o x e P , y e R,x 4= y e x i s t u j í t a k o v é U 1 e U ( x ) , 

U 2 e U ( y ) , ž e U 1 n U 2 = 0 ; t í m b u d e z á r o v e ň z j i š t ě n o , ž e ( P , u) j e 

P - p r o s t o r . J e - l i p ř e d n ě x e P , y e P, x =# y, p a k p o d l e 5.1.15 e x i s t u j í 

t a k o v é o t e v ř e n é m n o ž i n y A, B p r o s t o r u P , ž e x e A, y e B, A n P = 0 ; 

p a k j e s t A e U ( x ) , P e U ( y ) , A n P = 0 . J e - l i z a d r u h é x e P , y = 

= t ( 2 Í ) e T , p a k p o d l e [ « 6 ] e x i s t u j e t a k o v á A e ty, i e x e P — A; p a k j e 

P - A e U ( x ) , {y) u A e U ( í / ) , ( P - A ) n [{y) U A] = 0 . P o s l é z e b u d i ž 

x = r(2Ii) e T, y = r(3í2) eT, x * y; p o d l e V I e x i s t u j í AeW^Ge 2í
2
, 

p r o k t e r é j e A n G = 0; p a k j e ( x ) u A e U ( x ) , (y) U G e U(Í/), [(X) U 
U A] n \_{y) u ( ? ] = 0 . T e d y ( P , u) j e P - p r o s t o r . A v š a k d e f i n u j í c í 

o k o l í j s o u z ř e j m ě o t e v ř e n á ; t e d y ( P , u) j e P - p r o s t o r ( v i z 4.5.6). J e 

z ř e j m é , ž e P j e v n o ř e n d o P . P o s l é z e j e T c uP p o d l e 4 . 3 . 2 a [ a 3 ] , t a k ž e 

m n o ž i n a P j e h u s t á v P . 

V I I I . U k á ž e m e , ž e p r o s t o r ( P , u) j e P P - u z a v ř e n ý . N e c h ť ( P , u) j e 

v n o ř e n d o FH-prostoru (S, v). M á m e d o k á z a t , ž e vR = R. B u d i ž n a -

o p a k x e vR — R a b u d i ž 2Í s o u s t a v a v š e c h m n o ž i n t v a r u P n U, 

k d e TJ p r o b í h á t y o t e v ř e n é m n o ž i n y p r o s t o r u S, p r o k t e r é j e x e U. 

D o k a ž m e , ž e 2Í j e « - s o u s t a v a . V l a s t n o s t [ « 1 ] p l y n e z e 4.6.5. V l a s t n o s t i 

[ a 2 ] , [ a 4 ] , [ « 5 ] j s o u z ř e j m é . P r o t o ž e m n o ž i n a P j e h u s t á v P , j e P c 

c P c vP, t e d y vP = vR, t u d í ž x e vP, t a k ž e [ « 3 ] p l y n e z e 4.2.9 a 4.4.13. 
J e - l i y e P , j e s t x 4= y, t a k ž e b o d y x, y j s o u P - o d d ě l e n é v p r o s t o r u 8 

a t u d í ž p o d l e 5.1.10 e x i s t u j e t a k o v á o t e v ř e n á UcS,iex€U,yeS — 

— vU, t e d y y e P — P n U; p l a t í t e d y t a k é [ « 6 ] . T í m j e d o k á z á n o , ž e 

21 j e « - s o u s t a v a ; p o d l e V e x i s t u j e / 3 - s o u s t a v a 25 D 2Í. P r o t o ž e x a z = 

= r ( 2 5 ) j s o u d v a r ů z n é b o d y P P - p r o s t o r u 8, e x i s t u j í t a k o v é d v ě 

o t e v ř e n é m n o ž i n y TJ1 c 8, U2 c S, ž e x e U±, z e U2, U1r\U2 = 0 . 
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P r o t o ž e 2 Í c 95, P n U 1 e 21, j e s t z u ( P ' n ř 7 j d e f i n u j í c í o k o l í b o d u z 

v p r o s t o r u ( R , M); p o d l e 4.4.13 a 4.6.2 j e t a k é R n U 2 o k o l í b o d u z 

v p r o s t o r u (R, u). T u d í ž ( v i z 4.2.5) t é ž 

[Z u (P n UJ] n (R n U2) = (z) 

j e o k o l í b o d u z v p r o s t o r u ( R , u). T o j e s p o r , n e b o ť m n o ž i n a P j e h u s t á 

v p r o s t o r u (R, u), t a k ž e ( v i z 4.9.3) P n F + 0 p r o k a ž d é o k o l í V 
b o d u z v p r o s t o r u ( R , u). 

I X . B u d i ž / s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P d o P J í - p r o s t o r u Q a b u d i ž 

Q0 = / i ( P ) c Q , t a k ž e m n o ž i n a / * ( P ) j e h u s t á v Q0. P o d l e 4.6.10 a 5.2.1 
j e Q0 FH-prostor. M á m e u k á z a t , ž e e x i s t u j e t a k o v á m n o ž i n a M , ž e 

P c M c i ř , a t a k o v é s p o j i t é z o b r a z e n í g m n o ž i n y M n a ž e a: e P = > 

= > <7(a;) = / ( a ; ) . P r o y e Q0 — / J ( P ) b u d i ž 2 í ( f / ) s o u s t a v a v š e c h t a k o v ý c h 

o t e v ř e n ý c h m n o ž i n . 4 p r o s t o r u P , k e k t e r ý m e x i s t u j e t a k o v é o k o l í F 

b o d u y v p r o s t o r u Q0, ž e / _ 1 ( F ) c U k á ž e m e , ž e 2 Í ( «/ ) j e « - s o u s t a v a . 

V l a s t n o s t i [ a l ] , [ « 2 ] , [ « 4 ] j s o u z ř e j m é . P r o t o ž e m n o ž i n a / J ( P ) j e h u s t á 

v Q 0 , j e s t F n f ^ P ) 4= 0 p o d l e 4.9.3, t e d y / ^ ( F ) 4= 0 a z t o h o p l y n e 

[ a 3 ] . Z e 4 . 2 . 5 p i j m e [ a 5 ] , J e - l i d á n x e P , p a k f ( x ) , y j s o u d v a r ů z n é b o d y 

P i i - p r o s t o r u Q 0 a p o d l e 5 . 2 . 3 e x i s t u j e o t e v ř e n é o k o l í F b o d u y v p r o -

s t o r u Q0, p r o k t e r é j e f ( x ) e Q0 — V. B u d i ž A = / _ 1 ( F ) ; m n o ž i n a A j e 

p o d l e 7.1.14 o t e v ř e n á v p r o s t o r u P , t a k ž e A e 2l(y). N y n í ^(A) c F , 

t a k ž e f 1 ( A ) c F p o d l e d e f i n i c e 7 . 1 . 2 a p r o t o ž e / ( x ) e Q„ — F , m á m e 

x e P — A . T í m j e d o k á z á n a t é ž v l a s t n o s t [ < x 6 ] . 

X . P r o y eQ0 — f x { P ) b u d i ž &{y) m n o ž i n a v š e c h b o d ů T ( 9 5 ) e T , 

k d e 95 p r o b í h á v š e c k y t a k o v é / 9 - s o u s t a v y , p r o k t e r é 95 D 21 (y). P o d l e V 

j e 0(y) * 0 . 

X I . M n o ž i n y &(y) [y e Q0 — / X ( P ) ] j s o u d i s j u n k t n í . N e n í - h t o m u 

t a k , p a k e x i s t u j í d v a r ů z n é b o d y ylt y2 m n o ž i n y Q0 — / X ( P ) a t a k o v á 

^ - s o u s t a v a 95, ž e ^(yj u 2í(y2) c 95. E x i s t u j í t a k o v é d v ě o t e v ř e n é m n o -

ž i n y U1} U2 p r o s t o r u Q0, ž e yy e U1} y2 e U2, U1nU2 = 0 ; p o d l e 7.1.14 
j e f-^Uj e 2 1 ^ ) , M Z 7 . ) e 2i{y2). T u d í ž f-^U,) e 95, f ~ \ U 2 ) € 95, a t e d y 

t é ž 0 = f - ^ U j ) n / — 1 ( ř / 8 ) e 95 a t o j e s p o r p r o t i v l a s t n o s t i [ « 3 ] s o u -

s t a v y 95. 

X I I . B u d i ž 

J f = P u u „ < P ( y ) [ y e Q Q - H P ) } , 
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t e d y P c M c R. D e f i n u j m e z o b r a z e n i g m n o ž i n y M d o Qg t a k t o : J e - l i 

x e P , b u d i ž g(x) = f ( x ) . J e - l i x e M — P , p a k p o d l e X I e x i s t u j e j e d i n ý 

b o d y e Q0 — / * ( P ) t a k o v ý , ž e x e &(y); p o l o ž í m e g(x) = y. Z ř e j m ě g j e 

z o b r a z e n í M n a Q0) t j . g1{M) = Q0. Z b ý v á d o k á z a t , ž e g j e s p o j i t é , 

ž e t e d y k a ž d ý x e M j e b o d e m s p o j i t o s t i z o b r a z e n í g. 

X I I I . B u d i ž n e j p r v e x e P a b u d i ž F o k o l í b o d u f ( x ) = g(x) v p r o -

s t o r u Q0. P r o t o ž e z o b r a z e n í / j e s p o j i t é , j e / _ 1 ( F ) o k o l í b o d u x v p r o -

s t o r u P p o d l e 7.1.1. Z d e f i n i c e t o p o l o g i e p r o s t o r u R p l y n e , ž e / - 1 ( F ) j e 

t a k é o k o l í m b o d u x v p r o s t o r u R, a t e d y i v p r o s t o r u M . T u d í ž x j e b o d 

s p o j i t o s t i z o b r a z e n í g p o d l e 7.1.1. 

X I V . B u d i ž p o s l é z e x e M n T , g(x) = y, t e d y x e 0 ( y ) . E x i s t u j e 

t a k o v á ^ - s o u s t a v a 95, ž e x = T ( 9 5 ) , 21 {y) c 95. B u d i ž F o t e v ř e n é o k o l í 

b o d u y v p r o s t o r u Q0.. P o d l e 7.1.14 j e f-^V) e 2t(y), t e d y / - J ( F ) e 95. 

T u d í ž ( x ) u / _ 1 ( F ) j e d e f i n u j í c í m o k o l í m b o d u x v p r o s t o r u R, a t e d y 

t é ž o k o l í m b o d u x v p r o s t o r u M. T u d í ž t a k é g~l{V) D (x) U / _ 1 ( F ) j e 

o k o l í m b o d u x v p r o s t o r u M a p o d l e 7 . 1 . 1 j e a; b o d e m s p o j i t o s t i z o b r a -

z e n í ' g. 

12.1.12. B u d i ž P FH-prostor a b u ď t e ž Ru R2 d v a j e h o FH-

u z a v ř é n é o b a l y . P a k e x i s t u j e t a k o v é h o m e o m o r f n í z o b r a -

z e n í h p r o s t o r u Rx n a p r o s t o r R2, ž e x e P => h(x) = x. I d e n t i c k é 

z o b r a z e n í P n a P j e s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P d o FH-prostoru R2-

P r o t o ž e Rx j e P í ř - u z a v ř e n ý o b a l p r o s t o r u P a p r o t o ž e m n o ž i n a P j e 

h u s t á v p r o s t o r u R2, e x i s t u j e t a k o v á m n o ž i n a M u ž e P c M 1 c R l t 

a t a k o v é ' s p o j i t é z o b r a z e n í fx m n o ž i n y M 1 n a R2, ž e x e P => f ^ x ) = x. 

P o d o b n ě d o s t a n e m e e x i s t e n c i t a k o v é m n o ž i n y M 2 , ž e P c M 2 c R2, 

a t a k o v é h o s p o j i t é h o z o b r a z e n í f2 m n o ž i n y M 2 n a R u ž e x e P => f 2 ( x ) = 

= x. B u d i ž M 0 = t a k ž e P c M 0 c R l t a p r o x e M 0 b u d i ž 

g(x) = f2[fi(x)]. P a k j e g s p o j i t é z o b r a z e n í Ma d o R1 ( v i z 7.1.10). J e - l i 

y e R l t p a k e x i s t u j e t a k o v ý z e M 2 , ž e / 2 ( z ) = y, a t a k o v ý x e M u ž e 

/ j ( x ) = z , a t e d y x e M 0 , y = g(x). T u d í ž g j e s p o j i t é z o b r a z e n í M 0 n a 

R1} t j . g\M0) = R v B u d i ž G = S x [x e M 0 , g(x) + x ] . J e - l i x e G, 

y = g{x) =|= x, p a k e x i s t u j í t a k o v é d v ě o t e v ř e n é m n o ž i n y U, V p r o -

s t o r u R l t ž e x e U, y e V , U n F = 0 . M n o ž i n a M 0 n U j e o t e v ř e n á 

v p r o s t o r u M0 p o d l e 4.6.5 a m n o ž i n a g~l{V) j e o t e v ř e n á v M0 p o d l e 

7.1.14; t e d y M0 n U n g~\V) j e o t e v ř e n á v M0 p o d l e 4.4.11. T a t o 
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p o s l e d n í m n o ž i n a n e n í p r á z d n á , n e b o ť o b s a h u j e b o d x. N y n í m n o ž i n a P 

j e h u s t á v R± a j e s t P c M 0 c R1} t a k ž e P j e h u s t á v M 0 a t e d y P n 

n f / í l g~\V) 4= 0 p o d l e 4.9.5. N e c h ť t e d y z e P n P n g-^V). P a k j e 

z e U, g(z) e V , U n V = 0 a t o j e s p o r , n e b o ť z e P => g(z) = z. D o s a -

ž e n ý s p o r u k a z u j e , ž e G = 0 , t j . x e M0 => x = g(x). P r o t o ž e g1(Ma) = 

-- R l t m u s í b ý t M 0 - R v N y n í u ž v y j d e s n a d n o , ž e M 1 - Rlf M% = R2 

a ž e z o b r a z e n í f l t / 2 j s o u n a v z á j e m i n v e r s n í . T u d í ž f1 j e h o m e o m o r f n í 

z o b r a z e n í i ř x n a R2. V í m e , ž e x e P => f x { x ) = x. 

12.2. CHARAKTERY 

D e f i n i c e 12.2.1. J e - l i M m n o ž i n a m o h u t n o s t i m , E m n o ž i n a m o h u t -

n o s t i e a j e - l i 0 s o u s t a v a v š e c h z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o m n o ž i n y E, 

j e z ř e j m ě m o h u t n o s t f m n o ž i n y 0 j e d n o z n a č n ě u r č e n a m o h u t n o s t m i 

m , e. P o l o ž í m e 

f = em; 

p ř i k o n e č n ý c h e, m j e t o z ř e j m ě v s o u l a d u s e l e m e n t á r n í m p o j m e m 

m o c n i n y . 

12.2.1. J e - l i m n e k o n e č n á m o h u t n o s t a j e - l i 1 < e ^ e x p r n , 

j e s t e m = e x p m . 

D ů k a z . I . Z v o l m e e1 e E, e2e E, e1 4= e 2 . B u d i ž E0 m n o ž i n a s k l á d a -

j í c í s e z e d v o u p r v k ů e h e2, t a k ž e E0 c E\ b u d i ž 0 O s o u s t a v a v š e c h 

z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o m n o ž i n y E0. K a ž d é m u /„ e 0O p ř i ř a ď m e m n o -

ž i n u / 0 " 1 ( e 1 ) c M\ d o s t a n e m e p r o s t é z o b r a z e n í s o u s t a v y 0O n a s o u s t a v u 

v š e c h č á s t í m n o ž i n y M , t a k ž e m o h 0O = e x p m . P r o t o ž e 0O c 0, 

j e s t e x p m ^ e m . ( P ř e d p o k l a d u e ^ e x p m j s m e d o s u d n e u ž i l i . ) 

I I . P r o t o ž e e ^ e x p m , j e z ř e j m ě e m ^ ( e x p m ) m a d ů k a z b u d e h o t o v , 

j e s t l i ž e j e š t ě d o k á ž e m e , ž e 

( e x p rn)m = e x p m . 

N y n í ( e x p m ) m j e m o h u t n o s t s o u s t a v y W z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o 

s o u s t a v y 0O z a v e d e n é v I . B u d i ž j e š t ě Q s o u s t a v a v š e c h z o b r a z e n í 

m n o ž i n y M x M d o E0 ( v i z I ) . P o d l e 3 . 7 . 8 j e m o h (M X M ) = 

--- m o h M = m , t a k ž e p o d l e I j e m o h Q = e x p m . S t a č í t e d y u d a t 
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p r o s t é z o b r a z e n í s o u s t a v y Q n a s o u s t a v u W . T a k o v é z o b r a z e n í d o s t a -

n e m e , j e s t l i ž e k a ž d é m u g e Q p ř i ř a d í m e h e W d e f i n o v a n é t a k t o : P r o 

x e M b u d i ž h(x) = r e @0, k d e y e M => r(y) = g(x, y). 

12.2.2. B u d t e ž m , e d v ě n e k o n e č n é m o h u t n o s t i ; b u d i ž m ^ 

^ e x p c. B u d i ž E0 m n o ž i n a m o h u t n o s t i e ; b u d i ž co. s y m b o l 

r ů z n ý o d v š e c h p r v k ů m n o ž i n y E 0 . E x i s t u j e s o u s t a v a A0 t o -

p o l o g i í v m n o ž i n ě E0 u ( c o ) , k t e r á m á t y t o v l a s t n o s t i : 

[ 1 ] m o h A0 = e m . 

[ 2 ] V š e c k y b o d y x e E 0 j s o u i s o l o v a n é p ř i k a ž d é t o p o l o g i i 

u e A0. 

[ 3 ] P ř i k a ž d é t o p o l o g i i u e A0 j e s t % ( c o ) = m , y ( c o ) = 8 0 . 

P ř i d ů k a z u m u s í m e r o z e z n á v a t d v a p ř í p a d y . 

D ů k a z v ě t y 12.2.2 z a p ř e d p o k l a d u m ^ e . 

I . B u d i ž M m n o ž i n a m o h u t n o s t i m ; b u d i ž E m n o ž i n a m o h u t n o s t i e; 

b u d i ž H s o u s t a v a v š e c h z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o m n o ž i n y E. Z v o l m e 

l i b o v o l n ě e „ e E. B u d i ž Hy s o u s t a v a t ě c h h e H, p r o n ě ž j e p o u z e k o -

n e č n ě m n o h o t a k o v ý c h x e M , ž e h(x) + e 0 ; b u d i ž H z = H — H^ 

I I . J e s t m o h H = e m , t a k ž e m o h H2 ^ e m . N a d r u h é s t r a n ě j e s t 

H2 D H*, j e - l i H* s o u s t a v a v š e c h z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o m n o ž i n y 

E — ( e 0 ) , j e j í ž m o h u t n o s t j e r o v n a e ( v i z 3.7.10), t a k ž e m o h H* = e m , 

a t e d y m o h H2 ^ e m . T u d í ž m o h H2 - e m . 

I I I . , J e - l i SDí s o u s t a v a v š e c h n e p r á z d n ý c h k o n e č n ý c h č á s t í m n o ž i n y 

M , j e s t H 1 = U ( p { X ) ( X e SJf ) , k d e <p(X) z n a m e n á m n o ž i n u t ě c h h e H, 

p r o k t e r á p l a t í : x e M — X => h(x) = e0. M o h u t n o s t m n o ž i n y <p(X) j e 

r o v n a m o h u t n o s t i k a r t é z s k é h o s o u č i n u n e N f a k t o r ů v e s m ě s t o t o ž n ý c h 

s E, k d e n = m o h X . Z t o h o p l y n e , ž e p r o k a ž d o u I E S O Í j e s t 

m o h cp{X) = e ( v i z 3.7.9). P r o t o ž e m o h SW = m ^ e ( v i z 3.7.11), j e 

t a k é m o h H1 = t ( v i z 3.7.10). 
I V . P r o t o ž e j s m e p r á v ě d o k á z a l i , ž e m o h H1 = m o h E0, s t a č í d o -

k o n č i t d ů k a z z a p ř e d p o k l a d u , ž e E0 = H^ 

V . K a ž d é m u h e H2 p ř i ř a ď m e t o p o l o g i i u = uh v m n o ž i n ě H 1 u (co) 

t a k t o . P r o x e H 1 b u d i ž ( x ) j e d i n é d e f i n u j í c í o k o l í b o d u x. S o u s t a v a 

U ( c o ) = U f t ( c o ) d e f i n u j í c í c h o k o l í b o d u co j e v y t v o ř e n a s o u s t a v o u 9JÍ 

v š e c h n e p r á z d n ý c h k o n e č n ý c h č á s t í m n o ž i n y M , a t o t a k , ž e k a ž d é 
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X e tyt p ř i ř a d í m e m n o ž i n u U u ( c o ) e U ( c o ) , k d e U z n a m e n á m n o ž i n u 

v š e c h , t ě c h k e H l t p r o k t e r á p l a t í : i e l í > k(x) = h(x). Ž e t a k t o s k u -

t e č n ě v z n i k n e t o p o l o g i e v m n o ž i n ě H1 u ( c o ) , p l y n e z e 4.3.3, n e b o ť 

s p r á v n o s t a x i o m ů ( l i l ) a ž ( I V U ) j e z ř e j m á . 

V I . U k á ž e m e , ž e m o h u t n o s t s o u s t a v y A0 v š e c h t o p o l o g i í p o p s a n ý c h 

v V j e r o v n a e m . P r o t o ž e m o h H 2 = e m p o d l e I I , j e t ř e b a p o u z e u k á z a t , 

ž e : 

h1eH2) h2e H2, hx + h2=> uhi 4= uht. 

E x i s t u j e t a k o v ý x0 e M, ž e h^Xg) 4= h2(x0). P r v e k (x0) s o u s t a v y SDí 

u r č u j e d e f i n u j í c í o k o l í U 2 u ( c o ) e U f t j ( c o ) , k d e U 2 s e s k l á d á z e v š e c h 

t ě c h k e Hlf p r o k t e r é j e k(x0) = h2(x0). K d y b y b y l o uht = uhf, p a k b y 

p o d l e 4 . 3 . 5 e x i s t o v a l o t a k o v é U 1 u ( c o ) e U f t i ( c o ) , ž e U 1 c U 2 . T o j e v š a k 

n e m o ž n é , n e b o ť o k o l í U1 u ( c o ) j e v y t v o ř e n o j a k o u s i X etyt t a k , ž e 

U1 s e s k l á d á z e v š e c h t ě c h k e Hlt p r o k t e r é j e : x e X => k(x) = hx(x). 
E x i s t u j e v š a k t a k o v é k0 e U1} ž e k0(x0) = A ^ x , , ) . P r o t o ž e h^x^) 4= 

4= h2(x0), n e m ů ž e b ý t k0 e U2, a t u d í ž n e m ů ž e b ý t a n i U1 c U2. 

V I I . J i ž v I I I j s m e s i p o v š i m l i , ž e m o h SDf = m , a z t o h o p l y n e , ž e 

%(w) i S m . K d y b y b y l o %(oj) < m , p a k b y p o d l e 4.12.5 e x i s t o v a l a 

t a k o v á ú p l n á s o u s t a v a 93 c U ( c o ) o k o l í b o d u w , ž e m o h 93 < m . S o u -

s t a v a 93 b y b y l a v y t v o ř e n a j a k o u s i s o u s t a v o u 50řo c 37?, p r o k t e r o u b y 

b y l o m o h 3Jí 0 < rrt- P o d l e 3.7.10 b y t a k é s o u s t a v a U X (X e tyl0) m ě l a 

m o h u t n o s t m e n š í n e ž m , a t u d í ž b y e x i s t o v a l t a k o v ý x0 e M , k t e r ý b y 

n e n á l e ž e l d o ž á d n é X e 50 í o . V o k o l í ř 7 „ U (co) b o d u a> v y t v o ř e n é m m n o -

ž i n o u ( x 0 ) e tyt b y p a k z ř e j m ě n e b y l o o b s a ž e n o ž á d n é o k o l í n á l e ž e j í c í 

d o 93 a t o j e s p o r , n e b o ť 93 j e ú p l n á s o u s t a v a o k o l í b o d u co. 

V I I I . P r o t o ž e %(co) = m ^ S „ . j e s t ip(a>) ^ N 0 p o d l e 4.12.1. P r o t o ž e 

h e H 2 , e x i s t u j e t a k o v á p r o s t á p o s l o u p n o s t { x n } , ž e h(xn) e M — ( e 0 ) 

p r o v š e c k a n. M n o ž i n a ( x „ ) e tyt v y t v á ř í o k o l í U n u ( c o ) b o d u co, k d e U n 

s e s k l á d á z t ě c h k e Hu p r o n ě ž j e k(xn) = h(xn). P r o t o ž e h(xn) 4= e 0 

a p r o t o ž e k e H l t t a k ž e j e n k o n e č n ě m n o h o x e M m ů ž e m í t v l a s t n o s t 

OD CD 

k(x) 4= e 0 , m u s í b ý t f | U n = 0 n e b o l i f ) í U n U ( c o ) ] = ( c o ) . T u d í ž 
n = 1 n ~ l 

f(co) = N0. 

D ů k a z v ě t y 12.2.2 z a p ř e d p o k l a d u e < m ^ e x p e . 

I . Z v o l m e l i b o v o l n o u m n o ž i n u C m o h u t n o s t i e . P r o k a ž d é z e C 
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b u d i ž P ( z ) m n o ž i n a s k l á d a j í c í s e z e d v o u č í s e l 0 , - 1 . P o v a ž u j e m e P ( z ) 

z a ( i s o l o v a n ý ) p r o s t o r a u t v o ř í m e k a r t é z s k ý s o u č i n 

Q = s j > P ( Z ) (z e C ) . 

P o d l e 6.2.10 a 6.2.19 j e Q FH-prostor. B u d i ž (£ s o u s t a v a v š e c h k o n e č -

n ý c h č á s t í m n o ž i n y C . J e - l i q e Q, c e b u d i ž fJ,*(q, c) m n o ž i n a v š e c h 

t ě c h x e Q, p r o n ě ž p l a t í : z e c=> x(z) = q(z). Z d e f i n i c e 6 . 2 . 1 s n a d n o 

p l y n e , ž e s o u s t a v a 8 5 * v š e c h m n o ž i n fi*(q, c) (q e Q, c e ( £ ) j e o t e v ř e n á 

b a s e p r o s t o r u Q . 

I I . Z d e f i n i c e 12.2.1 p l y n e , ž e m o h Q = 2 e , t a k ž e p o d l e 12.2.1 j e 

m o h ( 2 = e x p e . P o d l e 3.7.11 j e m o h S = e . P ř i d a n é c e S e x i s t u j e 

z ř e j m ě j e n k o n e č n ě m n o h o n a v z á j e m r ů z n ý c h m n o ž i n fi*(q, c) (q e Q), 

t a k ž e z e 3.7.10 s n a d n o o d v o d í m e , ž e j e t é ž m o h 9 5 * = e . P r o t o ž e m ^ 

e x p e , e x i s t u j e t a k o v á M c Q, ž e m o h M = m . P o k l á d á m e M z a 

p r o s t o r v n o ř e n ý d o Q, t a k ž e M j e FH-prostor p o d l e 4.6.10 a 5.2.1. P r o 

qe M b u d i ž fi(q, c ) = J f n ju*{q, c). B u d i ž §8 s o u s t a v a v š e c h m n o ž i n 

fi{q, c) (qe M, c e @ ) . P o d l e 4.6.15 j e 55 o t e v ř e n á b a s e p r o s t o r u M. J e s t 

m o h 95 ^ e . 

I I I . K a ž d ý p r v e k b =. (b1, b2) m n o ž i n y 95 X 95 n a z v e m e čtvercem; 
n a z v e m e 6 1 základnou čtverce b. B u d i ž T s o u s t a v a v š e c h n e p r á z d n ý c h 

k o n e č n ý c h m n o ž i n s k l á d a j í c í c h s e z e č t v e r c ů a n a z v e m e složkami 
p r v k u t e T t y č t v e r c e , z e k t e r ý c h s e t s k l á d á . Z e 3.7.8 a 3.7.11 p l y n e , ž e 

t a k é m o h T 5 Í e . B u d i ž s o u s t a v a v š e c h t ě c h t e T , j e j i c h ž k a ž d é 

d v ě s l o ž k y j s o u n a v z á j e m d i s j u n k t n í ; d o E 1 ř a d í m e t é ž t y t e T , k t e r é 

m a j í j e d i n o u s l o ž k u . J e s t m o h Ex f g e . 

I V . B u d i ž E2 t a k o v á m n o ž i n a , ž e Ex n E2 = 0 a ž e m o h E2 = e; 

j i n a k j e E2 l i b o v o l n á . P o d l e 3.7.10 j e m o h (Ex u E2) = e, t a k ž e v d a l š í m 

p r ů b ě h u d ů k a z u m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e E0 = E 1 u E2. 

V . B u d i ž H s o u s t a v a v š e c h z o b r a z e n í m n o ž i n y M d o m n o ž i n y M. 

P o d l e 12.2.1 j e m o h H = e x p m . K a ž d é m u h e H p ř i ř a ď m e t o p o l o g i i 

u = v m n o ž i n ě E0 u (OJ) t a k t o . P r o x e E0 b u d i ž ( x ) j e d i n é d e f i n u j í c í 

o k o l í b o d u x. A b y c h o m p o p s a l i s o u s t a v u U ( a > ) = U f t ( a > ) d e f i n u j í c í c h 

o k o l í b o d u co, z v o l m e n e j p r v e n e p r á z d n o u k o n e č n o u N c M\ d á l e p a k 

p r o k a ž d ý q e N z v o l m e d v a p r v k y c'(q), c"(q) s o u s t a v y č í m ž 

d o s t a n e m e d v a p r v k y 

B'(q) = fi[q, c'(q)] ; B"(q) = iA_h(q), c " ( g ) ] 
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s o u s t a v y 23. T y t o v o l b y u r č u j í m n o ž i n u U c E 1 } k t e r á s e s k l á d á z e 

v š e c h t ě c h t e E u k t e r é p r o k a ž d ý q e N m a j í t a k o v o u s l o ž k u b = ( 6 1 , b2), 

p r o k t e r o u p l a t í q e b1, b1 c B'(q), b2 c B"(q)\ a l e v e d l e t ě c h t o s l o ž e k 

p a t ř í c í c h k j e d n o t l i v ý m q e N m ů ž e t e E1 m í t j e š t ě d a l š í s l o ž k y . P r v k y 

s o u s t a v y U ( c o ) j s o u v y t v o ř e n y p r á v ě p o p s a n ý m i v o l b a m i ; m á - l i U 

p r á v ě p o p s a n ý ( n a t ě c h v o l b á c h z á v i s l ý ) v ý z n a m , p a k t y v o l b y v y t v á -

ř e j í p r v k y 

(U - K) u ( c o ) 

s o u s t a v y U (OJ ) , k d e K p r o b í h á v š e c k y k o n e č n é č á s t i m n o ž i n y E v Ž e 

d o s t a n e m e s k u t e č n ě t o p o l o g i i v m n o ž i n ě E0 u ( co ) , p l y n e z e 4.3.3, 
n e b o ť s p r á v n o s t a x i o m ů ( I I I ) a ž ( I V U ) s e s n a d n o z j i s t í . 

V I . U k á ž e m e , ž e s o u s t a v a Z ) 0 v š e c h t o p o l o g i í uh (h e H ) , p o p s a n ý c h 

v V , m á m o h u t n o s t e m = e x p m ( v i z 12.2.1). P r o t o ž e m o h H = e x p m , 

j e t ř e b a p o u z e z j i s t i t , ž e 

hxe H , h2e H, hy 4= h2 = > uhi 4= uAi. 

E x i s t u j e t a k o v ý q0 e M, ž e h^q^) 4= h2(q0). P r o t o ž e A 1 ( g 0 ) , h2(q0) j s o u 

d v a n a v z á j e m r ů z n é b o d y FH-prostoru M , j e h o ž o t e v ř e n o u b a s í j e 25, 

e x i s t u j í t a k o v é d v a p r v k y f } l t ( } 2 s o u s t a v y 25, ž e 

* i ( ?o) e
 P i ,

 h

2Íq
0
) e P z , P

x
n P

2
 = 0 . 

Z v o l m e j e š t ě /?„ e S5 t a k , a b y b y l o q0 e /3„, a o z n a č m e U 2 m n o ž i n u v š e c h 

t ě c h t e E1; k t e r é m a j í t a k o v o u s l o ž k u b = {b1, b2), p r o k t e r o u p l a t í 

q0 e b1, b1 c po, b2 c P2. P o t o m j e U 2 u ( t o ) e U „ a ( c o ) . P ř e d p o k l á d á m e - h , 

ž e uhi = uhi, p a k p o d l e 4 . 3 . 5 j e v U 2 U (co) o b s a ž e n a j a k o č á s t n ě j a k á 

m n o ž i n a n á l e ž e j í c í d o U f t ( c o ) . T o z n a m e n á , ž e j e m o ž n é z v o l i t n e j p r v e 

k o n e č n o u m n o ž i n u N c M a p o t o m p r o k a ž d ý q e N z v o l i t d á l e c'(q) e 

c"(q) e @ t a k , ž e p l a t í t o t o . B u d i ž 

B'(q) = lAq, o'(q)\, B"(q) = ^(q), c"(q)} ; 

d á l e b u d i ž U 1 m n o ž i n a t ě c h t e E1} k t e r é p r o k a ž d ý q e N m a j í t a k o v o u 

s l o ž k u b = {b\ b2), ž e qe b\ b1 c B'(q), b2 c B"(q). P o t o m m n o ž i n a 

TJ1 — U 2 m u s í b ý t k o n e č n á . T o v š a k j e n e m o ž n é . V p ř í p a d ě , ž e qa n e -

n á l e ž í d o N , j e t o s n a d n o p a t r n é , n e b o ť p o t o m U 1 o b s a h u j e n e k o n e č n ě 

m n o h o t a k o v ý c h í e E 1 ; k t e r é n e m a j í v ů b e c ž á d n o u s l o ž k u , j e j í ž z á -

k l a d n a b y o b s a h o v a l a b o d qa, k d e ž t o z á k l a d n a j e d n é s l o ž k y k a ž d é h o 

357 



t e U 2 m u s í o b s a h o v a t b o d q0. B u d i ž t e d y q0 e N . P o t o m k a ž d ý t e U 1 

m á p r á v ě j e d n u s l o ž k u 6 „ = ( 6 j , b\), p r o k t e r o u p l a t í q0 e b\, a p r o t u t o 

s l o ž k u m u s í m i m o j i n é p l a t i t 

(*) K c B"(q0) . 

J e s t l i ž e t n á l e ž í d o U2, j e z ř e j m ě b\ c /J2. N y n í B"(q0) j s o u d v a p r v k y 

o t e v ř e n é b a s e 25 p r o s t o r u M, k t e r é o b a o b s a h u j í b o d h^qg). P r o t o e x i s -

t u j e t a k o v ý y e 25, ž e 

y c f t n B"(q0). 

J e - l i U f m n o ž i n a t ě c h t e U l t k t e r é s p l ň u j í n e j e n p o d m í n k u ( * ) , n ý b r ž 

d o k o n c e o s t ř e j š í p o d m í n k u b\ c y, j e z ř e j m é , ž e Uf j e n e k o n e č n á č á s t 

m n o ž i n y U v P ř e s t o j e Uf n U 2 = 0 , n e b o ť 

t e => b\ c y , t e U 2 => b\ c jfl2 

a j e s t y n /32 = 0 , n e b o ť y c /31; n /S2 = 0 . 

V I I . P r o k a ž d é h e H m á s o u s t a v a U ( w ) = U ^ ( c o ) m o h u t n o s t m , 

t a k ž e x(<°) ^ n t . N e b o ť m o h u t n o s t v š e c h m o ž n ý c h v o l e b N j e p o d l e 

3.7.11 ^ m . J e - l i N z v o l e n a , p a k p ř i k a ž d é m q0 e N m á m e p r o B'(q) 

a p r o B"(q) j e n o m e < m m o ž n o s t í ( v i z o p ě t 3.7.11), t a k ž e p r o U j e 

p o d l e 3.7.10 m m o ž n o s t í . P o s l é z e p ř i d a n é m U m á m e ( v i z 3.7.11) n e j v ý š 

c m o ž n o s t í ( a n e j m é n ě j e d n u ) p r o 

(U - K ) U (co) e U ( c o ) , 

t a k ž e m o h U ( c o ) = m p o d l e 3.7.10. T í m j e d o k á z á n o , ž e % ( c o ) ^ m . 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e ^ ( c o ) < m . P a k p o d l e 4.12.5 e x i s t u j e t a k o v á ú p l n á 

s o u s t a v a 93 c U ( c o ) o k o l í b o d u co, ž e m o h 93 < m . J e - l i n y n í s o u s t a v a 

v š e c h t a k o v ý c h v o l e b N , o d k t e r ý c h l z e d o s p ě t c e s t o u p o p s a n o u v V 

k n ě k t e r é m n o ž i n ě s o u s t a v y 93, j e t é ž m o h < m . P r o t o ž e j e d n o t l i v é 

N e 9 t j s o u k o n e č n é p o d m n o ž i n y p r o s t o r u M, j e p o d l e 3.7.10 t a k é m o -

h u t n o s t m n o ž i n y U N (N e 3 Í ) m e n š í n e ž m o h u t n o s t m m n o ž i n y M . 

T u d í ž e x i s t u j e t a k o v ý q0 e M , k t e r ý n e n á l e ž í d o ž á d n é N e E x i s t u j í 

t a k o v é /50 e 25, /9j e 93, ž e q0 e /90, h{q-0) e jS j . J e - l i U0 m n o ž i n a t ě c h t e El} 

k t e r é m a j í t a k o v o u s l o ž k u b = (b1, b2), p r o k t e r o u p l a t í q0 e b1, b1 c (90, 

b2 c p a k j e s t U 0 U ( c o ) e U ( c o ) . P r o t o ž e s o u s t a v a 93 j e ú p l n á , m u s í 

e x i s t o v a t t a k o v á F 0 c E l t ž e F 0 u ( c o ) e 93, F 0 c U 0 . J e ž t o v š a k b o d q0 

n e n á l e ž í d o ž á d n é z m n o ž i n N e n a h l é d n e m e s n a d n o , ž e e x i s t u j e 
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n e k o n e č n ě m n o h o t a k o v ý c h t e V 0 , k t e r é n e m a j í v ů b e c ž á d n o u s l o ž k u , 

j e j í ž z á k l a d n a b y o b s a h o v a l a q0, k d e ž t o n a o p a k q0 m u s í n á l e ž e t d o 

j e d n é s l o ž k y k a ž d é h o t e U 0 . I n k l u s e V 0 c U 0 j e t u d í ž n e m o ž n á . 

V I I I . P r o t o ž e x ( a ) = m ^ N „ , j e %p(m) ; > N 0 p o d l e 4 . 1 2 . 1 . E x i s t u j e 

t a k o v á p r o s t á p o s l o u p n o s t {qn}, ž e qn e M p r o v š e c k a n. B u d i ž G1 = M , 

n - 1 

Gn = M — U ( g , ) p r o n = 2 , 3 , 4 , . . . P a k p r o k a ž d é n j e Gn o k o l í m 

b o d u qn v p r o s t o r u M . P r o t o ž e M m á o t e v ř e n o u b a s i 35, e x i s t u j e p r o 

k a ž d é n t a k o v á /9n e 25, ž e qn e /?„, /?„ c Gn\ b u d i ž j e š t ě fi'n e 25, h(qn) e fí'n. 

B u d i ž U n m n o ž i n a t ě c h t e E u k t e r é m a j í t a k o v o u s l o ž k u b = (b1, b2), 

ž e qn e b l t b1 c /9„, 6 a c f}'n. P a k j e s t U n u ( c o ) e U ( a > ) , t a k ž e f [ a > ) = x 0 , 

CO 
j e s t l i ž e p l a t í U \Un u ( c o ) ] = ( c o ) . J e s t l i ž e t o v š a k n e p l a t í , p a k e x i -

n _ l 

oo 

e x i s t u j e í j « f l í / „ . P o d l e d e f i n i c e U n m á t0 p r o k a ž d é n t a k o v o u s l o ž k u 
n - 1 

K = {b\, bl), ž e qn e b\, b\ c /?„. J e s t l i ž e m < n, p a k qm e blm, b\ c /3n, 

qme M — (/9 n ) , t e d y b^ 4= b\. T o j e s p o r , n e b o ť t0 m á j e n o m k o n e č n ý 

p o č e t s l o ž e k . 

1 2 . 2 . 3 . B u ď t e ž $, m , e n e k o n e č n é m o h u t n o s t i ; b u d i ž 

í S m ^ e x p e, B u d i ž E m n o ž i n a m o h u t n o s t i e ; b u d i ž co 

s y m b o l r ů z n ý o d v š e c h p r v k ů m n o ž i n y E. E x i s t u j e s o u s t a v a 

A t o p o l o g i í v m n o ž i n ě E U ' ( c o ) , k t e r á m á t y t o v l a s t n o s t i : 

[ 1 ] m o h A = e m . 

[ 2 ] V š e c k y b o d y x e E j s o u i s o l o v a n é p ř i k a ž d é t o p o l o g i i 

u e A. 

[ 3 ] P ř i k a ž d é t o p o l o g i i u e A j e s t ^ ( c o ) = m , f { w ) = J. 

D ů k a z . I . B u d i ž Z m n o ž i n a m o h u t n o s t i j , k t e r á n e o b s a h u j e p r v e k 

co. V m n o ž i n ě Z u ( c o ) d e f i n u j e m e t o p o l o g i i v t a k t o . P r o z e Z b u d i ž ( z ) 

j e d i n é d e f i n u j í c í o k o l í b o d u z . S o u s t a v a U ( c o ) d e f i n u j í c í c h o k o l í b o d u 

co n e c h ť s e s k l á d á z e v š e c h m n o ž i n [ Z — K ) U ( c o ) , k d e K p r o b í h á 

v š e c k y k o n e č n é č á s t i m n o ž i n y Z . P o d l e 4 . 3 . 3 j e v t o p o l o g i e v m n o ž i n ě 

Z u ( c o ) . P o d l e 3 . 7 . 1 1 j e s t m o h U ( c o ) = j , t a k ž e ^ ( c o ) ^ j . J e - l i $ s o u -

s t a v a s k l á d a j í c í s e z k o n e č n ý c h č á s t í m n o ž i n y Z a j e - l i m o h $ < J, p a k 

p o d l e 3 . 7 . 1 0 t a k é U K « m á m o h u t n o s t m e n š í n e ž j , t a k ž e \ J K + 
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=1= Z , a t e d y f l [ ( Z — K ) U ( c o ) ] 4= ( c o ) p r o I E I . T u d í ž v » ( o> ) ^ J- Z e 

4.12.1 n y n í p i j m e , ž e % ( c o ) = y ( c o ) = j . 

I I . B u d i ž E0 t a k o v á m n o ž i n a , ž e m o l i E0 = c , E0 n [ Z u ( c o ) ] = 0 . 

P r o t o ž e } ^ e, j e m o h ( P 0 u 2 ) = e p o d l e 3.7.10, t a k ž e m ů ž e m e d o -

k a z o v a t z a p ř e d p o k l a d u , ž e E = E0\j Z. P o d l e 12.2.2 e x i s t u j e s o u -

s t a v a A0 t o p o l o g i í v m n o ž i n ě E0 U ( c o ) s v l a s t n o s t m i [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] t a m 

v y s l o v e n ý m i . K a ž d é t o p o l o g i i u0 e A0 p ř i ř a d í m e t o p o l o g i i u v m n o ž i n ě 

E u ( c o ) t a k t o . J e - l i I c H u ( c o ) , p a k 

uX = u0(X — Z) u v(X — E0)-. 

J e z ř e j m é , ž e u s p l ň u j e a x i o m y ( I ) a ( I I ) . B u d i ž A s o u s t a v a v š e c h 

t o p o l o g i í u. V l a s t n o s t i [ 1 ] a [ 2 ] s o u s t a v y A j s o u s n a d n ý m d ů s l e d k e m 

p ř í s l u š n ý c h v l a s t n o s t í s o u s t a v y A0. Z e 4.12.7 p l y n e , ž e t o t é ž p l a t í 

i o v l a s t n o s t i [ 3 ] . 

12.2.4. B u d i ž P n e k o n e č n á m n o ž i n a , e = m o h P . K a ž d é m u 

x e P b u ď t e ž p ř i ř a z e n y d v ě n e k o n e č n é m o h u t n o s t i m(x), j ( x ) . 

A b y v m n o ž i n ě P e x i s t o v a l a t o p o l o g i e , p ř i k t e r é 

( « ) « e P => %(x) = m(x), y>(x) = j ( z ) , 

k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y b y l o 

(¿3) x e P => $(x) < m(a;) fg exp e , } (x ) < e . 

P l a t í - l i (i3), p a k v m n o ž i n ě P e x i s t u j e p r á v ě e x p g t o p o l o g i í 

s v l a s t n o s t í ( a ) , z n a m e n á - l i g m o h u t n o s t s j e d n o c e n í d i s -

j u n k t n í s o u s t a v y m n o ž i n A ( x ) (x e P ) , k d e m o h 4 ( a ; ) = m ( a ; ) 

p r o k a ž d ý x e P . D o k o n c e p o t o m e x i s t u j e v m n o ž i n ě P e x p $ 

d ě d i č n ě n o r m á l n í c h t o p o l o g i í s v l a s t n o s t í ( « ) . 

D ů k a z . I . N u t n o s t p o d m í n k y (/?) p l y n e z e 4.12.1 a 4.12.23. V d a l š í m 

t e d y p ř e d p o k l á d á m e , ž e p o d m í n k a (/9) j e s p l n ě n a . 

I I . Z ř e j m ě j e $ e . Z t o h o p l y n e p o d l e 3.7.9, ž e m o h u t n o s t m n o -

ž i n y 

U , [ P X Í ( ř ) ] = ř X U . 4 ( í ) ( í e f ) 

j e r o v n a 6 , t a k ž e e x p ů j e m o h u t n o s t s o u s t a v y v š e c h č á s t í m n o ž i n y 

P x \JxA(x). A b y c h o m d o k á z a l i , ž e v m n o ž i n ě P e x i s t u j e n e j v ý š 

e x p é t o p o l o g i í s p l ň u j í c í c h p o d m í n k u (<%), p o t ř e b u j e m e t u d í ž j e n o m 
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zjistit existenci prostého zobrazení <p soustavy Q všech takových topo-
logií do soustavy všech částí množiny P X \JxA(x). Je-li nyní dána 
topologie u e Q, pak ke každému x e P existuje úplná soustava U(z) 
w-okolí bodu x s mohutností m{x). Tudíž moh A(x) = moh U(x), takže 
existuje prosté zobrazení fx množiny A(x) na soustavu ll(x). Pro t e A(x) 
budiž U = fx(t), tedy U e U(x), a budiž <px(u) cP X A(x) množina 
všech dvojic tvaru (i, t), kde £ eU. Posléze budiž 

<p(u) = U Vx(tt) (xeP) . 

Snadno se zjistí, že cp je prosté zobrazení množiny Q do soustavy všech. 
Částí množiny P X \JxA(x). 

I I I . Abychom důkaz dokončili, potřebujeme ještě udat soustavu A 
mohutnosti exp 3 dědičně normálních topologií v množině P, splňují-
cích podmínku («). Při tom můžeme množinu P nahradit kteroukoli 
množinou mohutnosti e. Budiž E libovolně zvolená množina mohutnosti 
e. Pro pe N budiž EP množina všech p-členných konečných posloup-
ností x = {xn}l, jejichž všecky členy xn náležejí do E. Podle 3.7.9 je 

CO 

moh Pj, = e pro každé p, takže podle 3.7.10 také moh (J Ev = e. Tudíž 
B-l 

můžeme předpokládat, že 

P = Ů E , • 
!>-l 

Budiž u> nový symbol. Protože podmínka je splněna, existuje podle 
12.2.3 ke každému x e P soustava ň{x) mohutnosti em(x) topologií 
v množině E u (co), při kterých všecky body množiny E jsou isolované, 
kdežto bod co má při každé topologii soustavy A(x) charakter m(x) 
a pseudocharakter $(x). Budiž 

(xeP). 

Každému u e A přiřadíme topologii v = X[u) v množině P. Pro xeP 
budiž ux x-souřadnice prvku u e A, takže ux e A(x). Topologii v popí-
šeme pomocí definujících soustav okolí (viz 4.3.3). Budiž x = {xn}l e P. 
Definující soustava %S(x) v-okolí bodu x se skládá z množinFcP, 
z nichž každá vznikne z nějakého wx-okolí U bodu co v prostoru (E u (co), 

ux) tímto způsobem: Jest F c I J Í » , při čemž V n E„ obsahuje jediný 
n m J> < 
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bod x, a naproti tomu pro q > p množina V n Eq se skládá ze všech 
těch bodů {yn}J, pro které platí yn = xn pro 1 n ^ p, yv+1 eU — (co). 
Správnost axiomů (IU) až (IVU) je zřejmá. Musíme ještě dokázat tři 
věci. Předně, že každý prostor (P, v) je dědičně normální, za druhé, že 
mohutnost soustavyyl všech topologií v = X(u) (u e A) je rovna exp 3, 
za třetí, že je splněna vlastnost (a). 

IV. Všecka definující v-okolí jsou v-otevřená, takže (P, v) je P-pro-
stor. Abychom ukázali, že (P, v) je dědičně normální, uvažujme dvě 
oddělené bodové množiny A, B prostoru (P, v); podle 5.4.9 máme do-
kázat, že množiny A, B jsou .íř-oddělené. Pro A = 0 i pro 5 = 0 je to 
zřejmé; nechť tedy A 4= 0 4= B. Podle 5.1.2 je BnvA = 0 = An vB. 

Ke každému x e A existuje podle 4.3.2 taková V(x) e 93(z), že B n 
n V(x) = 0; podobně ke každému y e B existuje taková W{y) e 93 (y), 

že A n W(y) = 0. Položme 

H= \JxV(x), K = UvW(y) (x e A, y e B) . 

Podle 4.2.4 a 4.2.8 je H okolí množiny A, K okolí množiny B. Stačí 
tedy zjistit, že H n K = 0. Budiž naopak H n K 4= 0. Pak existuje 
takov ý x = {xn}l e i a takový y = {yn}\ e B, že V(x) n W(y) 4= 0. Je-li 
nejprve p = q, plyne z definice soustav 93(x), 93 (y), že V(x) n W(y) 4= 0 
pouze pro x = y, a to je spor, neboť x e A, y e B, A n B = 0. Je-li za 
druhé p < q, plyne z definice soustav 93(z), 93(y), že V(x) n W(y) 4= 0 
pouze pro y e V(x), a to je zase spor, neboť y e B, B n V(x) = 0. 
Podobný spor dostaneme v případě p > q. 

V. Je-li ux e A, u2 e A, 4= vi = h{ui)> v2 — Hua)> jest % 4= v2. 

Existuje totiž takový x = {xn}l, že ult u2 mají navzájem různé x-sou-
řadnice ulx e A(x), uix e A(x). Nechť Q c P se skládá z bodu x a ze 
všech bodů tvaru {?/„}J+1, pro které yn = xn pro 1 ^ n ^ p. Poklá-
dáme-li Q za prostor vnořený do (P, v^ (i = 1, 2), dostaneme v Q topo-
logii w{. Nyní položme /(co) = x a pro z e E: f(z) = {y„ } í + 1 , kde yn = xn 

pro 1 n p, yv+1 = z. Zřejmě / je homeomorfní zobrazení prostoru 
(E u (co), ulx) na (Qi, Wj) a současně homeomorfní zobrazeni prostoru 
(E u (co), u2x) na (Q2, w2). Protože ulx 4= u2x, jest wx 4= w2, a tedy 

4= v2. Tím je dokázáno, že mohyl = moh A. Zbývá dokázat, že 
moh A = exp é. Budiž u e A a pro x e P budiž ux e A(x) x-souřadnice 
prvku u. Jest moh A(x) = em(2>, e = nioh P, m(a;) = moh A(x). Tudíž 

362 



existuje prosté zobrazení ax množiny A(x) na soustavu všech zobrazení 
množiny A(x) do P. Je-li tedy x e P, uxe A{x), jest ax(ux) zobrazení 
množiny A(x) do P. Je-li nyní u e A, budiž r(u) takové zobrazení 
množiny \JxA(x) (x e P) do P, že pro každý xeP zúžení r (u) | A(x) 
splyne se csx{ux), kde ux je x-souřadnice prvku u. Snadno zjistíme, že 
tím je definováno prosté zobrazení r množiny A do soustavy všech 
zobrazení množiny \JxA(x) do P. Nynímoh U x A ( x ) = mohP = e, 
takže podle definice 12.2.1 je moh A = e4. Avšak 1 < e ^ $ rgj exp é, 
takže podle 12.2.1 e4 = exp g. 

VI. Jestliže pozměníme definici soustavy 53 (x) popsanou v I I I tak, 
že nenecháme U probíhat všecka w^-okolí bodu co v prostoru (E u (co), 
ux), nýbrž pouze nějakou úplnou soustavu Sffi(co) «.j-okolí bodu co, 
dostaneme místo 33(z) soustavu S3„(a;) c 93(x), která je zřejmě úplnou 
soustavou v-okolí bodu x, kde v = X(u); při tom je moh 930(a;) = 
= moh 2B(co). Soustavu ©(co) můžeme zvolit tak, aby měla mohutnost 
m(x); totéž potom platí i o soustavě 530(a;), takže %(x) m(a;). Nechá-
me-li U probíhat soustavu Mx-okolí bodu co, která nemusí být úplná, ale 
splňuje podmínku (co) = f| W (W e 92(co)), dostaneme místo 93(x) 
takovou soustavu 930(a;) c 93(a;), že (z) = (J V (Ve 530(x)) a že 
moh S30(a;) = moh 2B(co); z toho plyne y(x) j(x). Nyní v V jsme 
viděli, že existuje takové homeomorfní zobrazení / prostoru (E u (co), 
%x) na prostor (Q, w) vnořený do (P, u), že /(co) = (x). Z toho plyne, že 
%(x | Q) = m(x), ip(x | Q) = ¡(x), takže podle 4.12.3 jest %(x) = m(x), 
tp(x) = i(x). 

12.2.5. Budiž P úplně regulární prostor. Budiž Q c P hustá 
množina. Budiž 0 množina všech spo j i t ých funkc í v oboru P. 
Do množiny 0 můžeme zavést topolog ie u, v takto. Topologie 
u je nej jemnějš í ze všech takových topo log i í ve 0, vzhledem 
ke kterým pro fne0, f e 0 p lat í lim /„ = /, jest l iže pro každý 
xeQ je l im f n ( x ) = f(x) ve smyslu přirozené topolog ie v Ev 

Topologi i v zavedeme pomocí def inuj íc ích soustav 93(/) 
okolí j edno t l i v ý ch f e 0: Je-l i /„ e 0, pak každý prvek V sou-
stavy 93(/0) je v y t v o ř en konečnou posloupností { a n k d e 
an e Q pro 1 n ^ p, a číslem e > 0 tak, že V se skládá ze všech 
těch fe 0, pro něž p la t í : 1 ^ n ^ p=> \f{an) - f0(an)\ < e. Topo-
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logie v je hrubší než topo log ie u. Budiž ještě w topologie 
v množině 0, která je hrubší než u a je jemnějš í než v. Pak 
v prostoru (0, w) má každý bod charakter ^ moh Q. 

Důkaz. I. Je-li {/„}" posloupnost prvků množiny 0, je-li / e 0, 
g e 0 a jestliže pro každý x e Q platí lim fn(x) = f(x) = g(x), pak jest 
/ = g. Neboť budiž T = Sx [f(x) — g(x) = 0]; máme dokázat, že 
T — P. Zřejmě Q c T, takže množina T c P je hustá podle 4.9.1. 
Mimo to množina T c P je uzavřená podle 7.1.18. Tudíž T = P podle 
4.9.2. 

I I . Budiž A soustava všech takových posloupností {/„} (/„ e 0), ke 
kterým existuje aspoň jedna taková g e 0, že: x e Q =>- lim fn(X) = 
= g(x). Z I plyne, že funkce g je posloupností {/„} jednoznačně určena, 
takže můžeme položit g = Xjn. Snadno zjistíme, že jsou splněny axiomy 
(LL) a (ILL) vyslovené ve větě 6.3.12, takže topologie u v množině @ 
existuje. 

I I I . Soustavy 93(/) splňují axiomy (IU) až (IVU) vyslovené ve 
4.3.1, takže podle 4.3.3 existuje topologie v v množině 0. Snadno se 
zjistí, že v je íř-topologie. Platí-li vztah lim fn = g vzhledem k topologii 
u, platí týž vztah i vzhledem k topologii v. Neboť budiž V definující 
okolí prvku g e 0, vytvořené konečnou posloupností { a j f (a{ e Q) 
a číslem e > 0, tedy / e V o [/(«;) — g[a>i) | < £ pro 1 ^ i ^ j>. Z defi-
nice topologie u plyne, že lim /„(a^) = pro 1 ^ i p. Z toho 

n—>oo 
plyne ihned, že existuje takový index k, že: n> k=> fne V; podle 
6.3.5 je tudíž hm fn = g vzhledem k topologii v. Tím je zjištěno, že 
topologie v je hrubší než topologie u. 

IV. Tvrzení o charakteru je triviální, je-li množina Q konečná; 
nechť tedy Q je nekonečná. Zvolme /„ e 0. Máme dokázat, že %(fa) S: q, 
kde charakter % je míněn vzhledem k topologii w a q = moh Q. 

V. Pro každý aeQ budiž Q(a) = £,[f e 0, \f(a) - /0(o)| < 1], Q(a) 
je tedy v-okolí bodu /0 e 0, a tudíž podle 4.1.12 též jeho w-okolí. Před-
pokládejme, že při topologii w je x(fo) < <!• Potom existuje taková 
úplná soustava 9B okoh bodu /„ v prostoru [0, w), že moh 2B < q. Pro 
každou W e © budiž ¡i{W) množina všech těch aeQ, pro něž platí 
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Q(a) o W. Protože soustava 5B je úplná, existuje ke každému a e Q 
aspoň jedna taková W e 3B, že a e fi(W). Tudíž 

Q = \Jp(W) (Tf e 2B). 

Protože moh Q = q > moh 2B, plyne ze 3.7.10, že existuje taková 
W0 e že množina T = //(W0) c Q je nekonečná. 

VI. P je P-prostor podle definice 8.4.1, P-prostor podle 8.4.2, 
P-prostor podle 5.3.4. Je-li A c P otevřená a je-li T n A nekonečná, 
pak existuje bod c e T a takové otevřené okolí r bodu c v prostoru P, 
že r c A a že množina T r\ (A — T) je nekonečná. Neboť existují 
takové dva body a,b, že a e T n A, b e T n A, a 4= b. Podle 5.1.15 
a podle definice 5.2.1 existují takové dvě otevřené množiny G, H, že 
aeG,beH,GnH = 0. Jest T n A = [T n (A — G)] u [T n (A - H)], 
takže můžeme předpokládat, že třeba T n (A — G) je nekonečná. 
Položme c = a. Podle 4.2.5 je G n A okolí bodu c. Protože P je FR-
prostor, existuje takové otevřené okolí r bodu c, že r c G n A. 

VII. Je-li A = P, je množina A otevřená a T n A je nekonečná. 
Podle V I tedy existuje bod ax e T a takové otevřené okolí Gx bodu ax 

v prostoru P, že množina T — Gx je nekonečná. Obecněji předpo-
kládejme, že při určitém j>e N pro 1 ^ n ^ p existuje bod ane T 

a takové otevřené okolí Gn bodu an v prostoru P, že množina T — U Gn 
71 = 1 

je nekonečná a že: 1 ̂  m < n ^ p => Gm n Gn = 0. Položme A 
v _ 

= P — U Gn, takže A je otevřená a T n A je nekonečná. Tudíž podle 
71 _ 1 

VI existuje bod 

®J>+I e P a takové jeh.o otevrene okolí Gp+1, ze n 

n U Gn = 0, že množina T — U Gn je nekonečná. Můžeme tedy reku-
n=1 n-1 

rentně určit bodovou posloupnost {an } f a disjunktní posloupnost 
otevřených množin {Gn}f tak, že an e T a že Gn je okolí bodu an v pro-
storu P. 

VII I . Podle definice 8.4.1 existuje ke každému n taková gn e 0, 
že gn(an) = 1, ž e x e P = > 0 ^ gn(x) ^ 1 a že x e P - Gn gn( x) = 0. 
Pro x e P budiž fn(x) = gn(x) + f0(x). Protože množiny Gn jsou dis-
junktní, je zřejmě lim fn(x) = fQ(x) pro každý x e P a proto je lim /„ = 

365 



= /„ ve smyslu topologie u prostoru 0. Nyní W0 je w-okolí bodu /„ e 0, 

a tudíž podle 4.2.12 též it-okolí tohoto bodu. Podle definice 6.3.1 tedy 
existuje takový index k, že fk e W0. Avšak akeT = fi(WQ), tedy Q(ak) o 
d W0, takže fk e Q{ak). To znamená, že |fk(ak) — f0(ak) | < 1, a to je ne-
možné, neboť \fk(ak) — f0(ak)\ = \gk{ak)\ = 1. 

Poznámka. Uvažujeme-h místo prostoru (0, w) prostor 0O vnořený 
do (0, w), zůstane celý důkaz v platnosti, má-li 0O tu vlastnost, že 
fn e 0q pro funkce /„, které se vyskytují v V I I I . 

12.2.6. Budiž E0 nekonečná množina, e = moh Budiž m 

symbo l různý od všech prvků množ iny E0. Ex i s tu j e soustava 
A0 L - topo log i í v množ ině E0 u (co) s t ěm i t o v l as tnos tmi : 

[1] moh A0 = exp eV 

[2] Všecky body x e E 0 jsou i so lované př i každé t opo log i i 
u e A0. 

[3] P ř i každé t o p o l o g i i u e A0 j est ^(co) = exp e. 

Důkaz. I. Pro každé z e E0 budiž P(z) isolovaný dvoubodový pro-
stor. Budiž 

P 1 = S))P(Z) ( z e E 0 ) . 

Podle definice 12.2.1 je mohP 1 = 2e, tedy mohP 1 = expe podle 
12.2.1. Podle 6.2.10 a 6.2.19 je P1 P/ř-prostor. Podle 8.3.18 je Px 

kompaktní, a tedy podle 8.3.19 normální. Podle 6.2.17 má P j otevřenou 
basi 95'x mohutnosti e. 

I I . Budiž R = Z u (co), kde Z má mohutnost j = t a topologie 
prostoru R byla popsána v části I důkazu věty 12.2.3. Snadno se zjistí; 

že R je kompaktní FH-prostor mohutnosti e a že ^ ť (P) = e. Budiž 
Rn = R pro všecka n, 

n_l 

Zřejmě mohP2 = es«. Prostor P 2 je podle 6.2.10 a 6.2.19 FH-prostor 
a podle 8.3.18 je kompaktní, takže podle 8.3.19 je normální. Podle 
6.2.17 má P 2 otevřenou basi 25 2 mohutnosti e. 

I I I . Budiž T1 množina těch bodů prostoru P2, jejichž žádná sou-
řadnice není rovna co; budiž T2 = P2 — Tv Ze 4.9.3 a z definice 6.2.1 
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snadno plyne, že obě množiny T1} T2 jsou husté v prostoru P2. Ze 
6.2.14 plyne, že každý bod x e T 1 má v prostoru P 2 charakter X0. 
Zřejmě moh Tx = eV 

IV. Položíme P = P x U P2, kde P x n P 2 = 0. Jest moh P 2 = e \ 
zřejmě ^ ee a podle 12.2.1 ee = exp e; protože moh P1 = exp e, jest 
mohP = expe podle 3.7.10. Pokládáme P za topologický prostor: 
uzávěrem X množiny X c P bude sjednocení uzávěru množiny P ^ I 
v prostoru P x a uzávěru množiny P 2 n X v prostoru P2. Z I a I I pijme 
snadno, že P je normální prostor s otevřenou basí 23 = 23x u 252. 
Podle 3.7.10 jest moh 23 = e. 

V. Budiž 0 soustava všech spojitých funkcí v oboru P. Budiž 
o(x) = 0 pro všecky x e P, takže o e 0. Budiž M libovolná část množiny 

budiž Q = P1 U M u T2, zřejmě moh Q = exp e. Protože množina 
y2 je hustá v prostoru P2, je Q hustá v prostoru P. Proto můžeme 
v množině 0 zavést topologii u popsanou v 12.2.5; tato topologie 
u = uM závisí ovšem na volbě množiny M c T1. Budiž 230 množina 
všech těch dvojic (U, V) e 23 X 23, pro které platí U c V. Podle 3.7.8 
je moh 58o íS e. Každé dvojici (U, V) e 230 můžeme podle 7.3.10 přiřadit 
takovou funkci fv v e 0, že: x e U => fv,y(x) = 1, x e P — V => fUiV(x) = 

= 0. Budiž P x c 0 soustava všech fu>v[(U, V) e 230]; jest moh E1 ^ e. 
Budiž u0 topologie v množině E1 U (o), která vznikne vnořením do 
(0, u). Podle 6.3.9 a 6.3.12 je u0 P-topologie. Podle 12.2.5 má o v pro-
storu (0, u) charakter Sí expe. Z poznámky za důkazem věty 12.2.5 
plyne, že totéž platí i v prostoru [Ex u (o), w0]. Uvažujme nyní novou 
topologii u* v množině E1 U (o): pro I c í , u (o) budiž buďto 
u*X = X U (o) nebo u*X = X podle toho, zda jest či není o e u0X. 

Všecky body f e E1 jsou isolované v Ex u (o) při topologii u*; M*-okolí 
bodu o jsou totožná s jeho w0-okolími. Z toho dostáváme nejprve snad-
no, že charakter bodu o je při u* týž jako při u0, a je tedy S; exp e; 
protože však moh ^ c, je tento charakter podle 4.12.23 přesně 
roven expe. 

VI. Topologie u* v množině E1 u (o) závisí na volbě množiny 
M c Protože moh T1 = jest exp e«. mohutnost soustavy 
množin M. Abychom ukázali, že touž mohutnost má i soustava všech 
topologií u*, je třeba pouze zjistit, že dvěma různým volbám Mlt M2 
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množiny M odpovídají vždy dvě různé hodnoty u*, u% topologie u*. 

Budiž třeba Mí — M2.4= 0, a e M1 — M2. Protože M1 c Tlt má bod a 

v prostoru P 2 charakter N0 a lehko zjistíme, že totéž platí i v prostoru P. 
Podle 4.12.16 existuje taková posloupnost {V„} otevřených okolí 

00 
bodu a v prostoru P, že V„ o Vn+U f\Vn = (a). Podle 5.4.5 existuje 

Ti -1 
posloupnost { U n } otevřených okolí bodu a v prostoru P, pro kte-
rou platí Un c Vn. Je tedy [Un, V„) e 250, a tudíž /„ e Elt kde /„ = 
= fu„,vn- Zřejmě jest hm/„ = o ve smyslu topologie it2*, ne však ve 
smyslu topologie u?, takže uf =)= 

V I I . Nyní jsou splněna všecka tvrzení věty, jestliže místo E0 dáme 
Ex, místo co pak o. Zbývá však malá potíž, protože o mohutnosti mno-
žiny E1 víme pouze tolik, že je nejvýš rovna e. K překonání této po-
tíže stačí zvolit nějakou takovou množinu E2, pro kterou je moh E2 = 

= e, E2 n [E j u (o)] = 0 a položit E0 = Ex u E2. Při tom uzávěr 
množiny I c í 0 U (o) definujeme jako sjednocení množiny E2 n X 
a uzávěru množiny \EÍ u (o)] n X v prostoru Ex u (o). 

12.2.7. Bud i ž E nekonečná množ ina, moh E = c. E x i s t u j e 
p r á v ě expes° P - t o p o l o g i í v množ ině E. Dokonce ex i s tu j e 
exp e s ° t akových děd ičně n o r m á l n í c h L - t o p o l o g i í v množ ině E; 

že k a ž d ý x e E má charak te r expe. 

Důkaz . I . Zřejmě množina E obsahuje e"» posloupností {xn}^, takže 
existuje exp soustav takových posloupností. Takovou soustavu A 

posloupností nám však dá každá ¿-topologie v množině E, jestliže 
položíme {xn}o eA právě tehdy, je-li {xn}f při dané L-topologii kon-
vergentní a má-li při ní limitu x0. Protože různé L-topologie zřejmě 
dají různé soustavy A, existuje v množině E nejvýš exp ¿-topologií. 

I I . Je ještě třeba udat soustavu mohutnosti exp e*« takových dě-
dičně normálních L-topologií v množině E, při kterých každý bod má 
charakter exp e. Takovou soustavu topologií však dostaneme konstrukcí 
popsanou v části I I I důkazu věty 12.2.4, jestliže při této konstrukci 
nevyjdeme od 12.2.3, nýbrž od 12.2.6 (viz také další části citovaného 
důkazu). 
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12.3. KOMPAKTNÍ /?-OBALY 

12.3.1. K a r t é z s k ý součin ne spočetně mnoha v íce než jedno-
bodových prostorů není dědičně normální. 

Důkaz. I . Každý takový kartézský součin obsahuje množinu 
homeomorfní s kartézským součinem nespočetně mnoha dvoubodo-
vých prostorů. Proto stačí ukázat, že při nespočetné C kartézský 
součin 

P = $P(z) (Z e C) 

není dědičně normální, jestliže každý P(z) je isolovaný prostor skláda-
jící se ze dvou čísel 0, 1. Zřejmě můžeme položit C = Cx u C2, kde 
Cj n C2 = 0, C1 je nespočetná a C2 je nekonečná. 

I I . Pro M c C, x e R budiž <p(x, M) množina všech těch f e R, pro 
které platí: z e M => £(z) = x(z). Budiž Sí soustava všech konečných 
částí množiny C. Podle definice 6.2.1 pro každý x e R množiny <p(x, M) 

(M e jí) tvoří úplnou soustavu okolí bodu x. 

I I I . Budiž co(x) = 0 pro všecka z e C, tedy co e R. Budiž A1 množina 
všech takových x e R — (co), že: z e C1=> x(z) = 0; budiž A2 množina 
všech takových x e R — (co), že: z e C2 => x(z) = 0. Zřejmě A1n A2 = 

= Ax = A1 u (co), A2 = A2 U (CO), takže A2 jsou oddělené 
podle 5.1.2. Podle 5.4.9 stačí dokázat, že Alt A2 nejsou P-oddělené. 
Předpokládejme opak; pak existuje okolí množiny Ax a okolí Q2 

množiny A2, kde Qx n = 0. 

IV. Pro z e C budiž az(z) = 1, az(£) = 0 pro f e C — (z), tedy 
fl2 e P. Pak jest: z e Cx=> aze A2, z e C2 => az e Ax. 

V. Budiž Zj e C2. Protože aZ[ e jest okolí bodu podle 4.2.8, 
takže existuje Mx e jí, pro kterou cp(aZi, Mx) c Qx. Obecněji předpoklá-
dejme, že při určitém p e N jsme už každému n, kde 1 ^ n íS p, přiřa-
dili z„ e C2 a Mn e $ tak, že 

1 ^ n ^ p => cp(aZn, Mn) c , 
m 

1 ^ m ^ p — 1 => Zm+1 e 
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Množina U [Mn u (z„)] c C je konečná; protože C2 c C je nekonečná, 
n - l 

v 
můžeme zvolit z ř +1 e C2 — U [Jí„ u Protože a2p+1 e Alt je •Qí 

n - l 

okolí bodu alp+1, takže existuje M
v + 1

 e pro kterou < p ( a
Z p + 1

, M
v + 1

) c 
c Můžeme tedy rekurentně určit dvě posloupnosti {z„}j° a {-M„}™ 

tak, že z, e C2, M „ e ^(a,,, J í , ) c z , + l e C - | J [ ď „ u (z„)] pro 
n - l 

p é N. 
® 

VI. Protože U \Mn u (zn)] je spočetná, ale Cx c C je nespočetná, 
n - l 

<D 
existuje £ e Cx — U [Jf„ u (z„)]. Protože ař e jest okolí bodu ac; 

n - l 

existuje tedy taková K0 e St, že q>(a^, K0) c £?2. 

V I I . Protože množina K0 c C je konečná, existuje takový index fc, 
že 

í . n | J [Jf„ u (z„)] = K0 n Ů [Mn u (z„) ] . 
n - l n - l 

Budiž b(zk+1) = 1, 6(0 = 1, b{z) = 0 pro z e C, zk+1 # z * tedy 

6 e iř. Protože f e C — |J [Mn u (z„)], jest £ e C — lf f c+1. Z toho plyne 
n - l 

6 e <P(a*t+1. J í » « ) , t e d y b 6 &1- Kdyby bylo zk+1 e K0, bylo by zk+1 eK0n 
co k 

fl U \Mn u (z„)], tedy zk+1 e U [Mn u (z„)], ale to je nemožné. Tudíž 
n - l n - l 

zfc+i c C — K0 a z toho plyne b e <p(ac, K0), tedy b e Qe. |Tudíž b e Í2V 

b e a to je nemožné, neboť Qx n £?2*= 0. 

12.3.2. Budiž c nekonečná mohutnost . E x i s t u j e pros tor P 

s t ě m i t o v l as tnos tmi : 

[1] P je úplně regulární . 
[2] moh P = exp exp c. 

[3] Ex i s tu j e t aková množina Q c P, že Q je hustá v P, že 
moh Q = e a že každý xeQ je i s o l o vaným bodem pro-
storu P. 

[4] P není dědičně normální . 
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Důkaz. I. Zvolme množinu C mohutnosti e. Pro každé ze C nechť 
(isolovaný) prostor R(z) se skládá ze dvou čísel 0, 1; utvořme kartézský 
součin 

S = $P(z) (zeC ) . 

Budiž (5 soustava všech konečných částí množiny C; podle 3.7.11 jest 
moh S = c. Je-li s e S, c e5, budiž /n(s, c) množina těch x e S, pro něž: 
ze c=> x(z) = s(z). Z definice 6.2.1 plyne, že soustava 23 všech množin 
fi(s, c) (s e S, c e @) je otevřená base prostoru S. Při dané c e S existuje 
zřejmě jen konečný počet navzájem různých množin fi(s, c) (s e S), 
takže ze 3.7.10 snadno soudíme, že moh 58 = e. 

II. Každou dvojici b = (b1, b2) e 23 X 23 nazveme čtverec-, b1 je 
základna Čtverce b. Budiž T soustava všech neprázdných konečných 
množin čtverců; jednotlivé čtverce, ze kterých se skládá t e T, nazveme 
složkami prvku t. Ze 3.7.8 a 3.7.11 plyne, že moh T = e. Budiž Q sou-
stava všech těch t e T, jejichž každé dvě složky jsou navzájem dis-
junktní; do Q řadíme též ty t e T, které mají jedinou složku. Jest 
moh Q = e. 

I I I . Budiž H soustava všech zobrazení množiny S do S. Jest 
moh S = exp e, tedy moh H = exp exp e, takže podle 3.7.10 také 
moh P = exp exp e, kde P = Q u H. Zavedeme do P topologii po-
mocí definujících soustav okolí U(x) (x e P) (viz 4.3.3), Pro x e Q nechť 
U(x) obsahuje pouze množinu (x), takže každý x e Q je isolovaným 
bodem prostoru P. Pro h e H vznikne U(A) takto. Nejprve zvolme ne-
prázdnou konečnou N c S. Potom pro každý s e N zvolme dva prvky 
c'(s), c"(s) soustavy (5, což dá dva prvky 

B'(s) = tis, c'(s)], B"(s) = ^[^(5), C"(5)] 

soustavy 23. Tyto volby určí množinu V c Q, která se skládá ze všech 
těch t e Q, které pro každý s e N mají takovou složku b = (b1, b2), pro 
kterou platí s e b1, b1 c B'(s), b2 c B"(s)\ ale vedle těchto složek patřících 
jednotlivým s e N může t e V mít ještě další složky. Prvky soustavy 

jsou vytvořeny právě popsanými volbami; má-li V právě popsaný 
(na těch volbách závislý) význam, pak ty volby vytvářejí prvky 

(F - K) u M € U(A), 
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kde K probíhá všecky konečné části množiny Q a M znamená množinu 
všech těch if e H, pro které: s e N => 93(5) = h(s). Že dostaneme sku-
tečně topologii v množině P, plyne ze 4.3.3, neboť správnost axiomů 
(IU) až (IVU) se snadno zjistí. 

IV. Pro prostor H vnořený do P zřejmě platí: 

H = m»y (^s), 

kde pro každý ze S znamená S(z) isolovaný prostor, jehož body sply-
nou s body prostoru S. Podle 12.3.1 prostor H není dědičně normální, 
takže ani P není dědičně normální. 

V. Snadno se zjistí, že v prostoru P všecka definující okolí jsou 
otevřená, takže P je P-prostor. Avšak rovněž snadno se zjistí, že tato 
definující okolí jsou také uzavřená. Z toho pak plyne, že je-li U libo-
volné definující okolí a je-li 

x e U => /(x) = 0 , xeP — U=>f(x) = 1, 

je / spojitá funkce v oboru P. Prostor P je tedy úplně regulární. 

12.3.3. Nechť íř-prostor P obsahuje hustou množinu Q 
mohutnost i e. Pak jest moh P íS exp expc. Budiž Q. soustava 
všech částí množiny Q; budiž Q soustava všech částí množiny Q. 
Stačí udat prosté zobrazení prostoru P do množiny Q. Pro x e P budiž 
U(x) soustava všech okolí bodu x. Pro každý x e P a pro každou U e U(z) 
zvolme bod fx(U) e U n Q (viz 4.9.3), Pro každý x e P budiž M(x) c Q 
množina všech bodů fx(U) [U e U(x)]. Pro každý xeP budiž SDř(a;) 
soustava všech množin U n M(x) [U e U(x)]. Jest ®í(x) e Q a stačí 
zjistit, že: x 4= y SD x̂) =)= ?C!(y). Budiž naopak x # y, SDí(x) = 
Protože P je iř-prostor, existují U e U(x), V e U(y), U n V = 0. Jest 
V n M(y) e SDÍ(Í/), tedy Vn M(y)eWl(x). Tudíž existuje taková 
W e U(x), že V n M(y) = W n M{x). Protože U n V = 0, je tedy 
U n W n M(x) = 0. To je nemožné, neboť U n W e U(x) podle 4.2.5, 
takže fx(U t\W)eU nW n M(x). 

12.3.4. Budiž Q nekonečný iso lovaný prostor, c = moh Q. 
Budiž P(Q) kompaktní /9-obal prostoru Q. Pak jest moh P(Q) = 
= exp exp e. Z 12.3.2 plyne, že lze Q vnořit do takového úplně regu-
lárního prostoru P, že množina Q je hustá v P a že moh P = exp exp e. 
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Podle 8.4.8 existuje kompaktní /J-obal P prostoru P. Podle definice 
8.4.3 je P kompaktní PP-prostor a množina P je hustá v P, takže 
podle 4.9.8 také množina Q je hustá v P. Podle 8.4.9 existuje spojité 
zobrazení prostoru (3(Q) na prostor P . Tudíž moh f3{Q) ^ moh P > 
2: moh P = exp exp e. Na druhé straně je moh (3(Q) fL exp exp e podle 
12.3.3, neboť podle definice 8.4.3 je fi(Q) P-prostor, ve kterém množina 
Q je hustá. 

12.3.5. Budiž N nekonečný normální prostor, k terý není 
S-kompaktní. Budiž ¡3(N) jeho kompaktní /9-obal. Pak f}(N) 

není dědičně normální. Podle 8.2.6 existuje nekonečná množina 
Q c N, jejíž derivace v prostoru N je prázdná. Podle 4.4.2 je množina Q 

uzavřená v prostoru N, takže podle 8.4.14 existuje kompaktní j9-obal 
/1{Q) prostoru Q vnořený do Stačí tedy dokázat, že fi(Q) není 
dědičně normální. Prostor Q je isolovaný podle 4.7.4. Můžeme tedy 
zavést prostory P, P jako v důkazu věty 12.3.4; prostor P podle 12.3.2 
není dědičně normální, takže ani P D P není dědičně normální. Jak 
jsme si už v předcházejícím důkazu povšimli, existuje spojité zobra-
zení h prostoru f)(Q) na prostor P. Nyní P je P-prostor a fi(Q) je kom-
paktní, takže zobrazení h podle 8.3.23 je oboustranně spojité. Kdyby 
PiQ) byl dědičně normální, platilo by podle 7.2.21 totéž o P a to je 
nemožné. 

12.3.6. Budiž Q nekonečný iso lovaný prostor a budiž ¡3(Q) 

jeho kompaktn í /S-obal. Budiž 33 soustava uzávěrů X [v pro-
storu 13(Q}] všech množin X c Q. Pak 93 je otevřená base pro-
storu P(Q). 

Důkaz. I . Je-li X c Q, pak množiny X, Q — X jsou uzavřené v pro-
storu Q, takže X n Q — X = 0 podle 8.4.11, neboť Q je zřejmě nor-
mální prostor. Podle definice 8.4.3 je Q = ¡3(Q), tedy l u Q —X = 

= ft{Q), takže množina X = — Q—X je otevřená. 

II. Budiž a e P(Q) a budiž U okolí bodu a v prostoru fl(Q). Podle 
4.4.13 a 4.5.17 je třeba pouze ukázat, že existuje taková X c Q, že 
a e X, X cU. Podle definice 8i4.3 je ¡3{Q) kompaktní PP-prostor, tedy 
•R-prostor podle 5.4.5 a 8.3.19. Tudíž existuje takové okolí V bodu a, že 
V c U. Budiž X = Q n V c Q. Jest I c F c U apodle 4.2.13 (místo M, 

N, U vezmeme Q, (a), V) jest a e X. 
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12.3.7. Budiž Q spoče tný i so l ovaný pros tor a budiž /9(Q) 

j eho kompaktn í /?-obal. K a ž d á množina hustá v fi(Q) — Q má 
mohutnost Sí exp N0. Budiž Z množina všech racionálních čísel. 
Podle 2.2.7 existuje prosté zobrazení / množiny Z na Q. Ke každému 
f e Ex existuje v Z taková prostá posloupnost {r„ }, že lim r„ = Budiž 
A(£) množina všech členů posloupnosti {r„}; budiž B(£) = 

Množina B(£) c fl(Q) je kompaktní (viz 8.3.1), kdežto B(£) c Q je ne-
konečná a isolovaná; tedy 0 * C ( f ) = B(f) — B(£) c — Q. Podle 
12.3.6 je B(g) otevřená v prostoru (3(Q), takže C( f ) je relativně otevřená 
v fl(Q) — Q. Jestliže T je hustá v @(Q) — Q, pak podle 4.9.5 existuje 
bod g(£) e T n C(£). Podle 2.3.4 je třeba ještě jen zjistit, že body g(lj) 

jsou všecky navzájem různé. Je-li však e E1; £2 e £1; 4= f2, je 
množina AdJ n A(£2) konečná, takže také množina K = 5(|j) n 
n B(£2) je konečná. Zřejmě 

Cfo) c Bfo) - K, C(f . ) c B(£2) - K . 

Dále jsou množiny -B(fx) — K, B(H2) — K relativně uzavřené v Q, 

jelikož Q je isolovaný prostor; rovněž je zřejmé, že Q je normální. Tudíž 
podle 8.4.11 je - K n B(£2) - K = 0 a tím spíš Cfa) n = 
= 0, tedy g(^) * g(Š2). 

12.3.8. Budiž Q nekonečný i s o l o vaný prostor a budiž /3(<2) 
jeho kompaktn í /9-obal. Budiž P nekonečná uzavřená pod-
množina prostoru fi(Q). Pak jest moh F ^ exp exp s0. Podle 
úvahy provedené v částech V I a V I I důkazu věty 12.2.5 (místo 
tehdejších P , T máme nyní (3{Q), F) existuje taková bodová posloup-
nost { « „ } ? a taková disjunktní posloupnost množin { (?„}", že an eF 

a Gn je okoh bodu an v prostoru fi(Q). Podle 12.3.6 můžeme předpo-
kládat, že Gn = Xn, kde Xn c Q. Budiž A = Q (a„), takže A c F 

n-1 _ 

podle 4.4.7. Zřejmě A je spočetný isolovaný prostor. Množina A 

je kompaktní podle 8.3.1 a je to Píř-prostor podle 4.6.10 a $.2.1; 
množina A je hustá v A. Budiž / omezená funkce v oboru A. Pro 

oo 
x e Xn budiž 95(0;) = f(an) (n = 1, 2, 3, ...); pro x e Q — U Xn budiž 

n -1 
cp(x) = 0. Pak je 95 omezená funkce v oboru Q. Protože Q je isolovaný 

374 



prostor, je funkce cp spojitá. Podle definice 8.4.3 existuje taková spojitá 
funkce y v oboru (i(Q), že<p = f \ Q. Je-li g = y> | A, je g spojitá funkce 
v oboru A a snadno se zjistí, že / = g | A. Podle definice 8.4.3 je 
tedy A kompaktní /?-obal spočetného isolovaného prostoru A. Podle 
12.3.4 je tudíž moh A ^ exp exp s0. Protože F o A, je též moh F 

S: exp exp N0. 

12.3.9. Budiž Q úplně regulární prostor a budiž ¡}(Q) j eho 
kompaktn í /3-obal. Množina F #= 0 budiž uzavřená v (3(Q) 

a budiž Crj-množinou v P(Q); dále budiž Q n F = 0. Pak jest 
moh F S: exp exp X0. Podle definice 8.4.3 je fi(Q) kompaktní FH-pro-
stor, je tedy normální podle 8.3.19. Tudíž podle 7.3.14 existuje taková 
spojitá funkce / v oboru že: x e (}{Q) => 0 f(x) ^ 1, x eF o 

o f ( x ) = 0. Množina Sx [x e fi(Q), f(x) < 1] = G je otevřená podle 
7.1.14; jest F c G, tedy G * 0. Protože Q je hustá v (viz definici 
8.4.3), pijme ze 4.9.5, že existuje bod e Q n G. Protože ax e Q, 

Q n F = 0, jest f(ax) > 0; protože e G, jest f(a1) < 1. Celkem tedy 
0 < f(ax) < 1. Obecněji předpokládejme, že při určitém p e N je dána 
taková konečná posloupnost {an}p, že 

1 á í í g p ^ a ^ Q , 0 < f(an) < n-1, 

1 ^ » ^ p - 1 =• f(an+i) < f(<*n) • 

Množina 

*i c M), /(®) < (P + i)"1. /(*) < /(«•)] = G 

je otevřená podle 7.1.14 a jest F c G, tedy G + 0. Protože Q je hustá 
v /9(Q), existuje bod ap+1 eQr\G. Zřejmě 0 < f(av+1) < (p + l ) - 1 , 

f(aJ>+I) < f(av)- Můžeme tedy rekurentně určit takovou nekonečnou 
bodovou posloupnost {an}, že an e Q, 0 < f(an+1) < f{an), lim f(an) = 0; 

00 

zřejmě {a n } je prostá. Pro p e N budiž A„ = U (a„). Množina A1 je 
n = p 

kompaktní podle 8.3.1 a je í7/-prostorem podle 4.6.10 a 5.2.1; je 
hustá v Av Budiž g omezená funkce v oboru Ax. Snadno se nahlédne, 
že existuje taková omezená spojitá funkce cp v oboru £t \t e Elt 0 < ř], 
že <p[f(an)] = g{an) pro všecka n. Budiž h zobrazení Q do £x složené 
z / | Q a cp-, pak je h omezená spojitá funkce v oboru Q a jest g = h\Aí. 

Podle definice 8.4.3 existuje taková spojitá funkce k v oboru (i(Q), že 
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h = k \ Q. Pak je u = k | Ax spojitá funkce v oboru AT a jest g = 

= u | Ax. Tudíž podle definice 8.4.3 je Ax kompaktní /9-obal prostoru 
Ax. Pro p e N jest Ax = A„ u Kv, kde Kv je konečná množina, a tedy 
~AX = Z,, u Kv. Podle 7.1.18 je množina <?„ = Sx [x e /3(Q), f(x) ^ 

^ /(a„)] uzavřená v prostoru fi(Q). Jest Av c Í V tedy .4„ c <ř„ podle 
00 

4.4.7, takže ^Lj c Kv u ^ c i j U Protože f ) = jest Ax — 

, 3 , -1 i 
— Ax c l . Protože / | je zřejmě homeomorfní zobrazení množiny Ax 

na isolovanou podmnožinu prostoru Ex, jest Ax isolovaný prostor, takže 
moh At = exp exp N0 podle 12.3.4. Protože Ax je spočetná, je podle 
3.7.10 moh (Ax — AJ = exp exp N0 a tedy moh F exp exp x0, neboť 
FdAx- Ax. 

12.3.10. Budiž Q úplně regulární prostor a budiž f}(Q) jeho 
kompaktn í /?-obal. Jes t l i že charakter bodu a e fi(Q) jest 
^ X0, jest a e Q. Množina (a) je zřejmě G^-množina v fi(Q) a protože je 
též uzavřená v jest a e Q podle 12.3.9. 

12.3.11. Buďtež QX,Q2 úplně regulární p ros to ry s p rvn ím 
ax iomem spo četnost i. Budiž fi(Qi) kompaktn í /?-obal prostoru 
Q { (i == 2). Ex i s tu j e - l i homeomor fn í zobrazení / prostoru 
(¡(QJ na P(Q2), jest / | Qx homeomor fn í zobrazen í prostoru Qx 

na Q2. Pro x e /3(Qi) jest %(x) N„ =>- x e Qt podle 12.3.10, x e Q{ 

=> %(x) ^ s0 podle 5.3.7 a 8.4.2. Z toho plyne snadno správnost věty. 

12.3.12. Budiž .Z množina všech omezených č íse lných po-
s loupnost í {an}x. Je- l i {an} e Z, {bn} e Z, budiž {<&„} + {&„} = 
= {an + bn}, {an} . {&„} = {anbn}. Budiž A množina všech zobra-
zení A množ iny Z do E1 s t ěm i t o v las tnos tmi : 

[LA] Je- l i « = {an} e Z, /? = {&„} e Z a j e - l i an =|= bn pouze pro 
konečně mnoho indexů n, j est = A(/?). 

[IL4] Je- l i « = {an } e Z, u e Ex, v e Ex a j e - l i u pro 
všecka n, jest u íS íS v. 

[ I IL4] Je- l i oce Z, 0 e Z, j est + /S) = A(<%) + AQS). 
[IVyl] Je- í i oíeZ, peZ, jest 3) = A(<x) . M£). 

Jest mohyl = exp exp 80. Množina/l se dá popsat takto . Budiž 
N množ ina všech ce lých k ladných Čísel chápaná jako iso-
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lovaný prostor, a budiž /S(N) kompaktní /S-obal tohoto pro-
storu. K a ž d ý bod x e fl(N) — N v y t v o ř í určité zobrazení 
A eA takto: Každou posloupnost ot = {an} e Z můžeme po-
kládat za omezenou spoj i tou funkci v oboru N, ke které podle 
definice 8.4.3 patř í funkce / v oboru /S(N) taková, že a je zúžení 
funkce / na obor N; potom jest A(a) = f(x). Každé X eA je 
v tomto smyslu v y t vo ř eno právě jedním x e f}(N) — N. 

Důkaz. I. Budiž x e @(N) — N a budiž X zobrazení množiny Z do Ej 
vytvořené bodem x tak, jak je to popsáno ve znění věty. Vlastnosti 
[IIL1] a [IV/1] zobrazení X jsou zřejmé. Je-li u an ^ v pro všecka n, 
budiž F = ďs[£e P(N), u ^ /(£) ^ v\. Podle 7.1.18 je F uzavřená 
v prostoru /?(A/) a podle definice 8.4.3 je N, a tedy i F, hustá v 
tudíž x e F podle 4.9.2, což dokazuje vlastnost [IL4], Budiž a = 
= {an} e Z, = {&„} e Z a množina K = Sn [an 4= bn] budiž konečná. 
Budtež /, g ty spojité funkce v oboru /9(N), pro které platí: n e N => 
=> /(») = «„, g(n) = bn. Budiž M = [ i 6 0(N), /(£) - ff(£) = 0]; 
zřejmě N —- K c Jf. Podle 7.1.18 je množina -3/ uzavřená v /?(N), takže 
N — Z c J í podle 4.4.7. Protože 0{N) = N = N—K u l = 
= N —if u K, K c N, x e P(N) — N, jest z e Jlf a také vlastnost [L4] 
je splněna. 

II. Dva různé body x, y množiny fi(N) — N vytvářejí dvě různá 
zobrazení X eA, ¡i eA. Neboť podle definice 8.4.3 je /S(N) FH-prostor, 
takže podle 12.3.6 existují takové X1 c N, X2 c N, že x e X1} y e X2, 

n X2 = 0. Budiž ještě X3 = N — u X2); pak jest 

P(N) = X,u I 2 u l s 

a z 8.4.11 plyne, že X j n X2 u Z 3 = 0. Je-li 

í e í ^ / ( í ) = 0, | e I 2 U I 3 = > / f í ) = 1, 

jest / spojitá funkce v oboru /S(N) a je- l i « = {f(n)}jest A(a) = /(x) = 
= 0, fi(tx) = /(y) = 1, takže X + /LI. Všemi body x <= /3(N) - N je tedy 
vytvořena část množiny A, jejíž mohutnost je rovna moh [/3(N) — N] = 
= expexpN0 podle 3.7.10 a 12.3.4. 

I I I . Zbývá dokázat, že libovolně dané X eA se dá vytvořit některým 
bodem x e 0(N) — N. Budiž co = {o„} e Z, r) = {e„} e Z, kde o„ = 0, 
e„ = 1 pro všecka n. Podle [HA] je X{co) = 0, X(rj) = 1. Pro X c N 
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budiž y(X) = {c„} e Z, kde: n e X => cn = 1, n e N — X => c„ = 0; 
budiž též ,w(X) = X[y(X)]. 

IV . Jest /í(N) = 1, neboť y(N) = rj. 

V. Jest fi(0) = 0, neboť y(0) = co. 

VI . Je-li X x c N, X2c N, X x n X2 = 0, pak je buďto ^ (X j ) = 0 
nebo / i (X2 ) = 0. Neboť . y(X2) = co, takže podle [A4] je [¿(XJ. 
^(X2) = 0. 

VI I . Pro X c N je buďto /i{X) = 0, fi(N — X) = 1 nebo fi(X) = 1, 
fi(N — X) = 0. Neboť y(X) + y(N — X) = rj, tedy fi(X) + /n(N -

— X) = 1 podle [IIL1], a jedno z čísel fi(X), /u(N — X) je rovno nule 
podle VI . 

V I I I . Je-li Xt cN,X2c N, fi^Xj = /i(X2) = 1, pak n{Xx n X2) = 

= 1. Neboť jinak by podle V I I bylo fi(X1 n X2) = 0; protože y(Xx — 

— X2) + y(Xt n x2) = y{XJ, bylo by fi(X1 - X2) + lt(X1 n X2) = 

= ^Í(Xj) podle [ I IL1] a tedy ¡u(X1 — X2) = 1; protože také /u(X2) = 1, 
je to spor proti VI, neboť — X2) n X2 = 0. 

IX . Budiž tyl soustava všech těch X c N, pro něž fi(X) = 1. Podle 
IV je SDí 4= 0. Je-li & c konečná soustava 4= 0), pak průnik 
n l ( I í l ) podle V I I I také náleží do SK, a tudíž podle V není prázdný. 
tyl je tedy centrovaná soustava, takže podle 8.3.6 existuje takový bod 
x e @(N), že 

X c N , [jl{X) = 1 => x e X . 
Obráceně platí 

X c N , xeX=> ¡u(X) = 1 . 

Neboť jinak by podle V I I bylo fi(N — X) = 1, tedy x e N — X a to je 
nemožné, protože I n N — X = 0 podle 8.4.11, neboť N je zřejmě 
normální. 

X . Jest a; e j?(N) — N. Neboť kdyby bylo x e N, bylo by (x) c N, 
x e (x), tedy fi((x)) = 1 podle I X a to je nemožné, neboť posloupnost 
y{(x)) se liší jen v jediném členu od posloupnosti co, takže /u[(x)) = 0 
podle [LI ] . 

X I . Budiž tx = {an} e Z a budiž / ta spojitá funkce v oboru /3(N), pro 
kterou platí: n e N => f(n) = an. Máme dokázat, že = f(x). 
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Není-li tomu tak, pak existuje takové číslo <5 > 0, že \X(a) — f(x)\ > 6. 

Podle 7.1.3 a 12.3.6 existuje taková X c N, že x e X a že 

í e Ž = > | / ( f ) - / ( * ) ! < « 5 . 
Budiž r = {ř„} e Z, kde: ?i e X => í„ = 0, neN — X=>tn = f(x) - an.. 

Jest y(X) . r = co, tedy p(X) . X{r) = 0 podle [IV/1]; podle I X je 
p(X) = 1, takže X(r) = 0. Tudíž X{<x) = + r) podle [ I IL l ] , Je-li 
« + T = {hn}, je zřejmě \hn — f(x)\ < <5 pro všecka n, takže podle 
[IL4] je \X(oc + T) — f(x)\ ^ 6 neboU |A(«) - /(«)| ^ <5 a to je spor. 

12.4. CVIČENÍ k § 12 

12.4.1. Každý nekonečný prostor P se dá vnořit do nějakého prostoru B, ve 
kterém P není uzavřenou množinou; je-li P P-prostor, můžeme také za R volit 
.F-proator. 

12.4.2. Budiž P = [ O ^ í g l l . P r o í c P budiž uX sjednocení množiny 
X s množinou všech těch t e P, které ve smyslu obyčejné topologie v E1 jsou body 
zhuštění množiny X. Pak je (P, u) FH-uzavřený prostor, ale žádný í e P není 
P-bodem prostoru (P, u). 

12.4.3. Budiž (P, u) FH-uzavřený prostor. Budiž 58 soustava všech množin 
tvaru P — uO, kde G probíhá všecky M-otevřené podmnožiny P . Existuje P-to-
pologie v v množině P, při které je 35 otevřenou basí. Prostor (P, v) je FH-pro-
stor. Topologie v je hrubší než u; jestliže Piř-topologie w v množině P je hrubší 
než u, pak w je jemnější než v. Jestliže v P každé dva různé body jsou iř-oddě-
lené (viz definici 5.5.2), pak v je P-topologie. Je-li / spojité zobrazení prostoru 
(P, u) do.Piř-prostoru Q, pak / je spojité též jako zobrazení (P, v) do Q. 

12.4.4. Budiž (P, u) FH-prostor. Aby (P, u) byl kompaktní, k tomu je nutné 
a stačí, aby předně každé dva různé body byly H-oddělené a aby za druhé bylo 
v = u pro každou Pii-topologii v hrubší než u. (Užije se 12.4.3.) 

12.4.5. Budiž P PH-prostor; budiž R jeho PZř-uzavrený obal. Pak platí 
toto: [1] Množina P c R je otevřená. [2] Množina R — P C R je isolovaná. 
[3] Je-li O c P otevřená a je-li aeÓ — P, pak (o) u O je okolí bodu o v prostoru 
R. [4] Je-li množina A c P řídká v P, jest A c P . (Užije se důkazu věty 12.1.11, 
jakož i 12 . 1 . 12 .) 

12.4.6. Budiž P PP-prostor. Množina Q c P budiž hustá v P. Je-li q = 
= moh Q, jest %(x) g exp q pro každý x eP. (Viz 4.12.23 a 5.3.7.) 

379 



12.4.7. Bucltež e, m dvě nekonečná mohutnosti, e sí m. Existuje P-prostor 
P mohutnosti m, který obsahuje hustou množinu mohutnosti e. Proto v 12.3.3 
nelze vynechat předpoklad, že P je H-prostor. 

12.4.8. Budiž P nekonečná množina mohutnosti m. Mohutnost soustavy 
všech topologií v množině P je exp exp m. Totéž platí o soustavě všech dědičně 
normálních topologií v množině P . 

12.4.9. Nechť Z, N a, A mají týž význam jako v 12.3.12. Budiž 

P = <PP(«) ( * e Z ) , 

kde P (a ) = £x pro každé a e Z, takže A c P . [A je kompaktní /3-obal prostoru 
/1(N) c P , jestliže f(n) pro n e N znamená ten bod prostoru P , jehož a-sourad-
nice pro každé a = {an} e Z je rovna o„.] Budiž A* množina těch A e R, jež mají 
vlastnosti [L4], [IL4], [ I I IA] , ale nemusí mít vlastnost [IV/1] (viz 12.3.12). Jest 
moh A* = exp exp N0. Pro x e R, y e R, c e budiž x + y = z e R, cx = t e R, 
kde z(a) = x(<x) + y(a), í(a) = c . ®(a) pro každé a e Z. Množinu M C R na-
zveme konvexní, jestliže: 

x e M , y e M , cx e Ei , c2 e E1 , ct 0 , ca íg 0 , 
ci + C2 = 1 => c ix + ciV « M • 

Ke každé M c R existuje nejmenší taková konvexní. k(M) c P , že M C k(M). 

Pak /l* je uzávěr množiny k(A) v prostoru P . 

12.4.10. Nechť Z, P , A* mají týž význam jako v 12.4.9. Budiž A0 množina 
těch A e R, které splňují podmínky [Dl]0, [IL1], [IILA], při čemž [Iyl]0 znamená 
toto zostření podmínky [ Id] : 

[Ld]°: Je-li a = {an} e Z, /? = {b„} e Z a je-li bn = an+1 pro všecka n, jest 
A(a) = A(/3). Jest moh A0 = exp exp 80. Žádné X c A0 nesplňuje podmínku [IV/1]. 

n 
[Položíme-li P = /¿(a) e Z pro a = {an} e Z, kde /3 = {&„}, nbn = 2 at a je-li 

i - i 
A* e jest A0 <• A0, jestliže A0(a) = A*[>(a)] pro a € 2.] 

12.4.11. Budiž N množina všech celých kladných čísel chápaná jako isolo-
vaný prostor, budiž /9(N) kompaktní /?-obal tohoto prostoru. Zvolme c e j9(N) — 
— N a zvolme o + c , a 4 » pro všecka ra c N.^Budiž P = N u (o) u (c). Topo-
logii prostoru P definujme tak, že každý n e N je isolovaný bod a že pro X c P 
je předně s e l právě tehdy, jestliže budto ae X nebo množina X je nekonečná, 
a za druhé c eX právě tehdy, jestliže budto c e X nebo c náleží do uzávěru mno-
žiny X n N v prostoru /?(N). Pomocí tohoto prostoru P lze ukázat, že v 6.3.11-
nelze vynechat předpoklad, že P je fí-prostor nebo ¿-prostor, ani jej nelze 
nahradit předpokladem, že P je P-prostor. 

12.4.12. Budiž R množina všech racionálních čísel, S množina všech iracio-
00 

nálních čísel, u přirozená topologie v Budiž P = U U (¡c.ra) u (co), kde sym-
XtEí n-l 
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bol co je různý od všech x e Ej i od všech dvojic (x, n), kde ne N. Budiž v taková 
topologie v S u (to), při které množina S je isolovaná a charakter bodu co je 
roven exp exp »„ (viz 12.2.2). Pro M c P, ne N nechť Mn je množina těch 
x e Elt pro něž (x, n) e M. Topologii v prostoru P definujme takto: Pro x e Elt 

ne N, M C P nechť (x, n) eM právě tehdy, jestliže budto (x, ri) e M nebo 
x e u(R n Mn). Pro M c P nechť co e M právě tehdy, jestliže budto co e M nebo 
pro každé ke N je budto U ( i ín Mn) 4= 0 nebo co e n (J Mn], Pak P je FH-

n>k n>k 
ffl 

prostor, ve kterém spočetná množina U R x (n) je hustá a.ve kterém bod co 
n _ l 

má charakter exp exp s0. Z toho plyne, že ani v 5.3.7 ani v 12.4.6 nelze před-
poklad Pií-prostoru nahradit předpokladem FH-prostoru. 

12.4.13. Nechť R,S,co,v mají týž význam jako ve 12.4.12. Budiž 93 sou-
m 

stava všech okolí bodu co v prostoru S u (co) při topologii v. Budiž P = U R x 
n-l 

X (n) u£ u (co). Topologii prostoru P popíšeme pomocí definujících soustav 
okolí jeho jednotlivých bodů. Je-li ae R, pak každé reálné e > 0 určuje definu-
jící okolí bodu (a, n), které se skládá ze všech dvojic (x, n), kde x e El, \x — a| 
< e. Je-li b e S, pak každé k e N určuje definující okolí bodu 6, které se skládá 
z tohoto bodu a ze všech těch (x, n) e R X N, pro něž platí n > k,\x — b\ á n~x. 
Konečně libovolná V e 33 spolu s libovolným ke N určuje definující okolí bodu co, 
které se skládá z tohoto bodu, že všech těchto dvojic (n, n), pro něž ne N, 
n> k a ze všech těch y e S, pro něž y eV. Pak P je iž-prostor, ve kterém spo-

<D 
četná množina (J R x (n) je hustá a ve kterém bod co má charakter exp exp »„. 

n _ l 
Z toho plyne, že ani v 5.3.7 ani v 12.4.6 nelze předpoklad Piř-prostoru nahradit 
předpokladem ií-prostoru. 
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