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§12. NEKTERE NOVEJS] VYSLEDKY

12.1. FH-UZAVRENE PROSTORY

Definice 12.1.1. H-uzavfeny prostor je H-prostor P, ktery ma tuto
vlastnost: Je-li 7 > P H-prostor, pak mnoZina P je uzaviend v 7.

12.1.1. Budiz P H-prostor. Aby P byl H-uzavieny, k tomu
jenutné a stac¢i, aby P byl kompaktni.

Dikaz. I. Je-li P kompaktni, je P H-uzavieny podle 8.3.13.

II. Necht prostor (P, u) neni kompaktni, takze P + @. Pak existuje
takové pokryti 9B prostoru P, %e P + U X (X ¢ &) prokaZdou koneénou
soustavu & + 0, & c B. Zvolme symbol w rizny od viech bodi pro-
storu P a poloime T = P U (w). Definujme v 7T topologii v takto:
Budiz Z c T; jestlize Z c P a jestlize mimo to Zc UX (X ¢ &) pro
nékterou koneénou soustavu & # @, & c B, budiz vZ = uZ; jinak budiz
07 = (0) + u[Z — (w)]. Axiomy (I) a (II) jsou zfejmé splnény
a také je zfejmé, Ze prostor (P, u) je vnofen do (T, v). Mimo to je
vP = T, tak¥e mnozina P c T neni uzavieni. Zbyva dokazat, e T je
H-prostor. Je-liz ¢ P, y ¢ P, z + y, pak body «, y jsou v H-prostoru P
H-oddélené. Tudiz existuje takové okoli U; bodu z v prostoru P
a takové okoli U, bodu y v prostoru P, ze U, n U, = 0. Ziejmé
U, (U,) je také okolim bodu z (bodu y) v prostoru 7', takze body z, y
jsou také v T' H-odd8lené. Je-li « € P, pak existuje okoli V ¢ B bodu x
v prostoru P; pak je V také okolim bodu x v prostoru 7' a 7' — V je
okolim bodu w v prostoru 7, takie body x, & jsou v 7' H-oddélené.

Véta 12.1.1 ukazuje, %e definice 12.1.1 nevede k Zddnému novému
pojmu. Jinak je tomu s podobnou definici:

Definice 12.1.2. FH-uzavieny prostor je FH-prostor P, ktery ma
tuto vlastnost: Je-li T > P FH-prostor, pak mnoZina P je uzaviend v T.
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12.1.2. Budiz P FH-prostor. Aby P byl FH-uzavieny,
k tomu je nutné a stadi, aby byla splnéna tato podminka:
Je-li & & ¢ pokryti prostoru P sklddajici se z otevienych
mnoZin, pak existuji takové mnoZiny G, e¢e® v konedném

podtu (1 <i < p), 26 Y& = P.
i=1 .

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Necht P = (P, u) je vnoren
do FH-prostoru T' = (T, v). Necht bod a ¢ 7’ nale%i do vP; mame do-
kézat, 7e a € P. Budiz naopak a e ' — P, tedy P % T'.Je-liz e P, pak
body a, x jsou H-odd&lené v F-prostoru T, takze podle 5.1.15 existuji
takové dvé v-oteviené mnoZziny G(z), H(x), ze ze G(z), ae H(z),
G(z) n H(z) = 0. Mnoziny P n G(z) (x € P) jsou u-oteviené (viz 4.8.5)
a tvoli pokryti prostoru P (viz 8.1.2), takZe existuji takové body z; ¢ P

v konetném podtu (1< i < p), %o U [P n G)] = P. Nyni V =
i=1 )

= F] H(x,) je v-okoli bodu a (viz 4.4.11, 4.4.13). Protoze G(x;) n H(x,)=
i=1

=@, je v@Q(x;)n H(z;) = ¢ podle 4.4.15 a tim spide u[P n G(z;}]n
n H(zx;) = 0. Z toho plyne V' n P = @ a to je spor (viz 4.2.9), nebot
aevP.

II. Jestlize podminka neni splnéna, pak existuje pokryt’ & =+ #
prostoru P = (P, u) skladajici se z otevienych mnozin a takové, Ze
P+ UuX (X e&) pro kaidou koneénou soustavu &c &, & + ¢
Zvolme symbol w razny od viech bodl prostoru P a poloime T' =
= P U (w). Necht soustava § podmnozin T se skldda pfedné ze viech
mnozin tvaru F u (w), kde F probihid wSecky uzaviené mnozZiny pro-
storu P, a za druhé je$ts ze viech téch uzavienych mnozin F prostoru
P, pro které plati F c UuX (X ¢ &) pfivhodné volbé koneéné & c §,
& + 0. Ze 4.5.12 plyne, e v T existuje takovd F-topologie v, pii
které § tvoii soustavu vSech uzavienych mnozin; zfejmé prostor
(P, u) je vnoten do (T, v). Protoze mnoZina P nendlezi do soustavy §,
neni uzaviend v prostoru (T, v). Zbyva ukazat, ze (T, v) je H prostor.
Je-li x¢ P, ye P, x + y, pak existuji (viz 5.1.15) takové u-oteviené
mnoZiny A, B, 7e x e A, ye B, An B = §. Ziejmé A, B jsou také
v-oteviené, takze x, y jsou také v T' H-oddélené. Je-li x ¢ P, pak exis-

344



‘tuje takovd G € G, Ze x ¢ G. Mnoziny G, T' — u@ jsou v-oteviené a jest
ze@, weT — ul, takie z, w json v T H-odd&lené.

12.1.3. Aby FH-prostor P byl kompaktni, k tomu je nutné
astaci, aby P byl FH-uzavienyaabytobyl R-prostor. )
Dikaz. I. Je-li P kompaktni, pak P je podle 12.1.1 H-uzavieny
a tim spiSe F'H-uzavieny; mimo to P je R-prostor podle 5.4.5 a 8.3.19.
II. Necht FH-uzavieny prostor P + @ je R-prostor. BudiZ U
pokryti prostoru P. Je-li z € P, existuje okoli U(x) € Il bodu x. ProtoZe
P je FR-prostor, existuje takové oteviené okoli G(z) bodu =z, %e G(x) c
c U(z). Mnoziny G(x) (xz e P) tvof{ pokryti prostoru P, takie podle-
12.1.2 existuji takové body z;e P v koneéném podtu (1 < < p),
P
ve U G(z;) = P. Nynijest U U(z;) = P, U(z,) € l}; budf P je kompaktni.
i1 i=1

Definice 12.1.3. Bodovou mnoZinu @ ¢ P nazveme FH-uzavfenou,
jestlize @ jakoZto vnofeny prostor je F'H-uzavieny prostor.

12.1.4. Necht prostor P je FH-uzavieny a necht Gc P je
oteviens mnozina. Pak G je FH-uzavfen4d mnoZina.

Dtkaz. I. G je FH-prostor podle 4.6.10 a 5.2.1. Budiz & + ¢
pokryti prostoru G slozené z relativng otevienych mnozin. Z 121.2
plyne snadno, Ze je tfeba pouze ukazat, Ze Gc UX (X ¢ &) provhodné
volenou koneénou soustavu £ c @, £ + 0. Ke ka?dé X ¢ @ existuje
podle 4.6.13 takova oteviena ¢(X) c P, %e G n p(X) = X. Také mno-
Zina P — @ je oteviend a jest

P=P—-GuUgeX) (Xe6G).
Tudi z 8.1.2 a 12.1.2 plyne, %e existuje takové konetnd S c &, & + 4,
zZe '

P=(FP—_Buup® (Xef),

a tedy, protoie G n (P — G) = 0 (viz 4.4.15),

. GclUopX) Xef).
Ze 4.4.14 vsak plyne

Gn<p( )= GnGngv( )cG’nGntp( )=GnX,
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takie @ c U X (X «&). ProtoZe soustava & jekoneéns, je UX (X ¢ &)
uzaviens mnoZina F-prostoru P, a tudiz G c U X (X ¢ &) podle 4.4.7.

12.1.5. Budi? P FH-prostor. Budtez @, (1 =i < n) FH-uza-

viené bodové mnoziny v konedném poétu. Pak také U @; je
i=1
FH-uzaviend mnozina. Podle 4.6.10 a 5.2.1 je U @; c P FH-pro-
i=1

stor, takZe muZeme piedpoklidat, Ze U @; = P. Je-li P vnofen do
i=1

FH-prostoru T, pak v prostoru T mnoZiny §; jsou uzaviené, takze
podle 4.4.6 také mnoZina P c T je uzaviena.

12.1.6. Budiz M + ¢ monoténni soustava neprizdnych
FH-uzavienyé¢h mnoZin. Pak je 8 + N X (X e M).

Dikaz. I. Zftejmé miZeme predpokladat, Ze prostor P je FH-uza-
vieny.

1I. Budiz M e M, x e P — M. Podle 5.1.15 ke ka?dému y ¢ M exis-
tuji takové oteviené mnoziny Ul(y), V(y), Zze y e U(y), z e V(y), U{y) n
nV(y) = 9. Podle 8.1.2, 8.1.5 a 12.1.2 existuji takové body y, e M

v koneném podtu (1 =¢ <m), zZe M cUMn Uy,). Polozime-li
i=1
G(M, z) = U U(y,), je mnozina G(M, z) oteviend (viz 4.4.10) a jest
i=1
S — m
McMnGM,z). Mimo to je NV(y,)c P — G(M,x) a mnoZina
i=1

N V(y;) je okoli bodu = (viz 4.2.5 a 4.4.13), takie x ¢ P — G(M, x) podle
=1

4.2.9. Z toho plyne
N:GM,x)=M (xeP—M).
III. Budiz M, eM, z;e P — M, (1 =i <n), M\;oM,, 1 =i =

m

=< n — 1); chceme dokazat, Ze N G(M,, x;) + 9. Protoze 0 + M, c
t=1

cM,nGM,, z,), je Myn G(M,, x,) + 0 a staéi dokizat, Ze je-li

1<r=<n, pak

M, ﬂ.nG(Mi, x) & 0=>M,, n N

=7 i=T—

1G(M,-, z) £ 0.
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Necht tedy M, nnN G(M;, x) + 0. Protoze M, > M, M, c

<M, nGM,_,, =), jest

-Mr lnG(Mr—lr Lro 1) ﬂ ('Mu xz) =|: Q

takZe podle 4.4.11 a 4.4.15 M, _ n n G(M,, x;) + 0.

f=r-1

IV. Predpoklidejme, Ze § = N X (X ¢ M). Pak je podle II také

ﬂ(m:)G(M 2)=0 (MecMaxeP — M)
tedy téz
Uun(P—GM,2))=P (MM zxeP — M).

To v8ak znamena, Ze oteviené mnoziny P — G(M, z) (M e M, x e P —
— M) tvori pokryti prostoru P (viz 8.1.2). Podle 12.1.2 Ize udati ko-
neéné mnoho mno%in M, e M a bodi z; e P — M, (1 =i < n) tak, Ze

UP—-GM;,z)=P.

i-1
Vzhledem k monotonii soustavy M miZeme jesté predpokladat, ze
M,>M,,, (1 £i<n—1). Protoze G(M, ;) G(M z;), jest

P—GM,;,x)>P — G(Mi, z),

tedy .
— M, ,x)=P—GM;,=z)>P — M, z),
a tudiz

U [P — G, z)] = P

io1

neboli N G(M;, x;) = @ a to je spor proti III.
i=1

12.1.7. BudiZ P FH-prostor. Aby P byl kompaktni, k tomu
je nutné a staéi, aby ka%d4 uzaviend bodova mnozina byla
FH-uzavtens.

Dikaz. I. Je-li F uzaviena podmnoZina kompaktniho prostoru P,
je F kompaktni podle 8.3.1 a F' je FH-prostor podle 4.6.10 a 5.2.1,
takze F je FH-uzaviena podle 12.1.3.
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II. Je-li kaZzda uzaviend mnoZina F-prostoru P FH-uzaviena, je P
kompaktni podle 8.3.10 a 12.1.6.

12.1.8. Budiz f spojité zobrazeni FH-uzavieného prostoru
P na FH-prostor P,. Pak také P, je FH-uzavieny prostor:
Budiz & pokryti prostoru P, sklé,dajici se z otevienych mnozin. V pro-
storu P jsou mnoZiny f~1(X) (X ¢ @) oteviené. (viz 7.1.14) a tvoif
pokryti prostoru P (viz 8.1. 2) Podle 12.1. 2 existuji takové mnoiiny

;e & v konedném podtu (1 Sz<m) ZeUH = P, kde H, = f-(

Jest fi(H,) = G, tedy f*(H;) c G, podle definice 7.1.2. Tudi U G, =P,
a prostor‘ P1 je FH-uzavieny podle 12.1.2.

12.1.9. Budtez %, v takové FH-topologie v mnoZiné P, Ze
v je hrub8i nez . Je-li prostor (P, u) FH-uzavieny, je také
(P, v) FH-uzavfeny. Viz 7.1.11 a 12.1.8.

12.1.10. Budi% fspojité zobrazeni FH-uzavieného prostoru
P do FH-prostoru P,. Pak mnoZina fY(P) je v prostoru P,
uzaviend. Podle 4.6.10 a 5.2.1 je f\(P) c P, FH-prostor, ktery je
FH-uzavteny podle 12.1.8.

Definice 12.1.4. Budiz P FH-prostor. O FH-prostoru R pravime,
Ze je FH-uzavienym obalem prostoru P, plati-li toto: [1] P je vnofen
do R a mnozina P je husta v prostoru R; [2] R je FH-uzavieny prostor;
[3] je-li f spojité zobrazeni prostoru P do néjakého FH-prostoru ¢, pak
existuje takova mnozina M, 7e P c M c R a takové spojité zobrazeni ¢
prostoru M na [1(P)c @, Ze x ¢ P = g(x) = ().

12.1.11. Ke kazdému FH-prostoru P existuje FH-uzavieny
obal. ’

Dakaz. I. Pripad FH-uzavieného P je trividlni (poloZime R = P;
podminka [3] je splnéna podle 12.1.10). Necht tedy P neni FH-uza-
vieny.

II. Nazveme x-soustavou kazdou soustavu % s témito vlastnostmi:

[¢1] U se sklada z otevienych mnoZin prostoru P.
C[x2] A+ 0.
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[¢3] 0 neni prvkem soustavy .
[x4] Je-li A €U, Ac Bc P a je-li B oteviensd mnozina, jest B e ¥.

(5] Jeli ;e (1 <i<m,meN), jost (1 4, e,
_ i=1
(6] 6 = N X (X ¢ ).

III. Dokazeme, Ze existuje aspoil jedna «-soustava. Protoze P
neni FH-uzavieny, existuje podle 12.1.2 takové pokryti 1l prostoru P
skladajici se z otevienych mnoZin, ¢ P + U X (X ¢ f) pro kazdou
koneénou soustavu & c U, & + §. Oznadme U soustavu viech takovych
otevienych mnozin 4 c P, ke kterym existuje takova konedna sou-
stava S cll, 8 + 0, Ze A v UX =P, kde X probihd soustavu £.
Vlastnosti [«1] aZ [«5] soustavy U jsou ziejmé. K dikazu vlastnosti
[x6] zvolme x ¢ P; stadi udat takovou 4 9, %e x ¢ P — A. Existuje
takovd X e U, Ze x € X; zvolime-li za & soustavu sklddajici se z jediné
mnoziny X, zjistime, %6 A = P — X ell.Jest A=P — X cP— X =
=P — X, tak¥e xe¢ P — A.

1V.  Nazveme f§-soustavou kaidou takovou «-soustavu, kterd neni
obsaZena v #adné od ni rizné a-soustavé.

V. Kazdi a-soustava Y je obsaZena v néjaké f-soustavé. To doka-
zeme takto. Budiz C mnoZina vSech o«-soustav, obsahujicich danou
«-soustavu U (jest ¥ € C, tedy C =+ @). Je-li tvrzeni nespravné, pak ke
kazdé X e C existuje takova A(X) ¢ C, Ze X c (X) + X. Podle 3.9.2
existuje takovd monoténni soustava C,c C, C, + @, Ze soustava
U, = U X (X € C,) nendlezi do C, tj. neni a-soustavou. To je nemozné,
nebot se snadno nahlédne, e sjednoceni monoténni soustavy x-soustav
je x-soustava.

VI. Jsou-li ¥, Y, dvé rtzné B-soustavy, je ziejmé U, — A, + 0.
Dokizeme, Ze ke kazdé G ¢ ¥, — U, existuje takovd A U, Ze A n
n @ =90. Budi# U* soustava viech téch otevfenych mnozin B, ke
kterym lze urdit A e Y, tak, Z¢ B> A n G. Pak je ziejmé U, c A%,
aviak U, + U* protoze G ¢ Y* — U,. Protoze U, je f-soustava, ne-
mize A* byt a-soustava. AvSak U* spliuje podminku [x¢] pro ¢ =
=1, 2, 4, 5, 6. Tudiz U* napliiuje podminku [«3]; to viak znamend, Ze
PeU* tj. Ze An G = P pti vhodné 4 ;.
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VII. Kaidé p-soustavé U piitadme néjakou vée z(¥) rdznou od
vSech bodi prostoru P tak, aby bylo z(%,) + ©(¥,) pro %, + %U,.
Mnozinu v3ech véci v(¥) oznadme T a polotme R = PuT. Do R
zavedme topologii u pomoeci definujicich soustav okoli U(x) (z € R)
takto: jestliZe x ¢ P, pak necht ll(x) se sklidd ze vSech otevienych
okoli bodu x v prostoru P; jestlize * = 7(¥) ¢ T, pak necht W(z) je
soustava viech mnozin tvaru (z) U 4, kde A e Y. Musime ukézat (viz
4.3.3), Ze jsou splnény axiomy (IWl) az (IVU) vyslovené ve 4.3.1.
O axiomech (IU) a (IIU) je to ziejmé. Ze je splnén axiom (IVll), je

“ztejmé pro a € P a plyne z [«5] pro a € T'. Platnost axiomu (IIIU) bude
dokazana, zjistime-li, Ze pro z € R, y ¢ R, x & yexistujitakové U, ¢ U(x),
U,ell(y), Ze U, nU,=9; tim bude zirovenl zjisténo, ze (R, u) je
H-prostor. Je-li piedné x ¢ P, y ¢ P,  #+ y, pak podle 5.1.15 existuji
takové oteviené mnoziny 4, B prostoru P,2exe 4d,ye B, An B = ¢,
pak jest Ael(x), Bell(y), AnB =#9. Je-li za druhé ze P, y =
= 7(¥) e T, pak podle [«6] existuje takovd 4 ¢ U, e z ¢ P — A4; pak je
P—Ael(), )udelly), (P—4)n[(y)u 4] = 9. Posléze budiz
z=1U)eT, y=1tU,) eT, x + y; podle VI existuji 4 ¢ U, GeU,,
pro které je An G = @; pak je (x) U Ael(x), (¥) UG elWy), [(x)UL
udlin[y)uG =9. Tedy (R, u) je H-prostor. AvSak definujici
okoli jsou zfejmé& oteviend; tedy (R, u) je F-prostor (viz 4.5.6). Je
ziejmé, Ze P je vnoten do E. Posléze j ]e T c uP podle 4.3.2 a [«3], takzZe
mnozina P je hustd v R.

VIII. UkazZeme, Ze prostor (R, u) je FH-uzavieny. Necht (R, u) je
vnoten do FH-prostoru (8, v). Mame dokizat, Ze »R = R. BudiZ na-
opak zevB — R a budiz U soustava viech mnozin tvaru Pn U,
kde U probiha ty oteviené mnoZiny prostoru S, pro které je z e U.
DokaZme, Ze U je x-soustava. Vlastnost [«1] plyne ze 4.6.5. Vlastnosti
[#2], [x4], [«5] jsou ziejmé. ProtoZe mnozina P je hustd v R, je P cC
c R cvP, tedy vP = vR, tudiZ x € vP, takze [x3] plyne ze 4.2.9 a 4.4.13,
Je-li y € P, jest x = y, tak¥e body z, y jsou H-oddélené v prostoru S
a tudiz podle 5.1.10 existuje takova oteviend Uc S, zex e U, ye § —
— U, tedy y e P — P n U; plati tedy také [«6]. Tim je dokézéno, Ze
U je x-soustava; podle V existuje f-soustava B > U. Protoze x a z =
= 7(P) jsou dva rtzné body FH-prostoru S, existuji takové dvé
oteviené mmoziny U,c S, U,c S, e zeU,, zeU,, U,nU,=0.
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Protoze A c B, Pn U, e, jest zu (P°n U,) ) definujici okoli bodu z
v prostoru (R, u); podle 4.4.13 a 4.6.2 je také R n U, okoli bodu z
v prostoru (R, ). TudiZ (viz 4.2.5) té%

[tUu@nU)In(BRnU,) = ()

je okoli bodu z v prostoru (R, u). To je spor, nebof mno%ina P je husté
v prostoru (R, u), takie (viz 4.9.3) PnV * @ pro kazdé okoli V
bodu z v prostoru (R, u).

IX. Budiz f spojité zobrazeni prostoru P do FH-prostoru @ a budiz
Qo = f1(P) c Q, takZe mnoZina f(P) je hustd v @,. Podle 4.6.10 a 5.2.1
je @, FH-prostor. Mame ukézat, Ze existuje takovd mnozina M, Ze
P c M c R, a takové spojité zobrazeni g mnoZiny M na Q,, %e x ¢ P =
= g(z) = f(x). Pro y € @, — f1(P) budiZ U(y) soustava vSech takovych
otevienych mnozin A prostoru P, ke kterym existuje takové okoli V
bodu y v prostoru @,, Ze f~'(V) c A. UkéaZeme, %e U(y) je x-soustava.
Vlastnosti [«1], [«2], [x4] jsou ziejmé. Protoze mnozina f}(P) je husts
v Q,, jest ¥V n fY(P) + @ podle 4.9.3, tedy f(V) + @ a z toho plyne
[x3]. Ze 4.2.5 plyne [«5]. Je-li ddn z € P, pak f(x), y jsou dva razné body
FH-prostoru @, a podle 5.2.3 existuje oteviené okoli ¥ bodu y v pro-
storu Q,, pro které je f(z) e @, — V. Budiz A = f~1(V); mnozina 4 je
podle 7.1.14 oteviend v prostoru P, takie A ¢ U(y). Nyni f1(4)c V,
takze fi(4)c V podle definice 7.1.2 a protoze f(z)e @, — V, méame
zeP — A. Tim je dokdzdna té% vlastnost [«6].

X. Pro ye@Q, — fY(P) budiz ®(y) mnoZina viech bodit 7(PB)e T,
kde B probih4 viecky takové f-soustavy, pro které B o U(y). Podle V
je (y) + 0. '

XI. Mnoziny @D(y) [y € @, — fY(P)] jsou disjunktni. Neni-li tomu
tak, pak existuji dva riizné body y,, y, mnoZiny @, — f}(P) a takova
p-soustava B, ze U(y,) U U(y.) c B. Existuji takové dvé oteviené mno-
tiny U,, U, prostoru @, Ze y, € Uy, y, € Uy, U n U, = #; podle 7.1.14
je [{(Uy) e 91(?/1) (U ) e U(y,). Tudiz f1(U,) € B, {7(U,) € B, a tedy

téz 0 = f(U,) n f2(U,) ¢ DB a to je spor protl vlastnosti [«3] sou-
stavy B.
XII. Budiz

M=PuU, Py [yeQ — P

361



tedy P c M c R. Definujme zobrazeni g mnoZiny M do @, takto: Je-li
z ¢ P, budiz g(z) = f(z). Je-liz e M — P, pak podle XI existuje jediny
bod y € @, — f}(P) takovy, Ze x ¢ D(y); polozime g(x) = y. Ziejmé g je
zobrazeni M na @, tj. g"(M) = Q,. Zbyva dokazat, Ze g je spojité,
ze tedy kaZdy x ¢ M je bodem spojitosti zobrazeni g.

XIII. Budiz nejprve z € P a budiz V okoli bodu f(z) = g(z) v pro-
storu @,. ProtoZe zobrazeni f je spojité, je f~1(V) okoli bodu z v pro-
storu P podle 7.1.1. Z definice topologie-prostoru R plyne, Ze f~X(V) je
také okolim bodu z v prostoru R, a tedy i v prostoru M. TudiZ x je bod
spojitosti zobrazeni g podle 7.1.1.

XIV. Budiz posléze ze M n T, g(z) =y, tedy z e D(y). Existuje
takové f-soustava B, ze x = ©(B), U(y) c B. Budiz V oteviené okoli
bodu y v prostoru @,..Podle 7.1.14 je f~(V) ¢ U(y), tedy f~1(V) e B.
Tudiz (z) u f~Y(V) je definujicim okolim bodu z v prostoru R, a tedy
té% okolim bodu z v prostoru M. TudiZ také g-1(V) > (z) u f~Y(V) je
okolim bodu z v prostoru M a podle 7.1.1 je  bodem spojitosti zobra-
zeni g.

12.1.12. Budi% P FH-prostor a budteZ R,, R, dva jeho FH-
uzaviené obaly. Pak existuje takové homeomorfni zobra-
zeni h prostoru R, na prostor R, %e x e P = h(z) = z. Identické
zobrazeni P na P je spojité zobrazeni prostoru P do FH-prostoru E,.
Protoze R, je FH-uzavieny obal prostoru P a protoZe mnoZina P je
hustd v prostoru R,, existuje takovd mnoZina M,, e Pc M, c R,,
a takové spojité zobrazeni f, mnoziny M, na R,, Ze 2 ¢ P = f,(x) = =.
Podobné dostaneme existenci takové mnoziny M, %e Pc M,c R,,
a takového spojitého zobrazem’ f, mnoZiny M, na R,, %e x ¢ P = f,(x) =
= z. Budiz M, = f{(M,), takze Pc M,c R,, a pro z e M, budiz

= f,[f.(x)]. Pak je ¢ spo]lte zobrazeni M, do R, (viz 7.1.10). Je-li
y € Rl, pak existuje takovy z e My, Ze f,(z) = y, a takovy x ¢ M,, Ze
filz) = 2z, a tedy z e M, y = g(x). TudiZ g je spojité zobrazeni M, na
R, tj. g{(M,) = R,. Budiz G = &, [xe M, g(z) + x]. Je-li zeG,
y = g(x) + z, pak existuji takové dvé oteviené mnoziny U, V pro-
storu R, Ze xe U, yeV, UnV = §. Mnozina M,n U je oteviens
v prostoru M, podle 4.6.5 a mnoZina g-X(V) je oteviena v M, podle
7.1.14; tedy M,nUng(V) je otevienda v M, podle 4.4.11. Tato
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posledni mnoZina neni prazdn4, nebot obsahuje bod . Nyni mnozina P
je hustd v R, a jest P c M, c R,, takie P je hustd v M, a tedy P n
nUng=*(V) + @ podle 4.9.5. Necht tedy z¢ P n U n g-1(V). Pak je
2eU, gz) eV, UnV =9 a to je spor, nebot z e P = g(z) = z. Dosa-
zeny spor ukazuje, ze G = @, tj. x ¢ My = x = g(x). Protoze g}(M,) =
= R,, musi byt M, = R,. Nyniui vyjde snadno, ¢ M, = R,, M, = R,
a Ze zobrazeni f,, f, jsou navzdjem inversni. TudiZ f, je homeomorfni
zobrazeni R, na R,. Vime, ze x ¢ P = f,(z) = =x.

12.2. CHARAKTERY

Definice 12.2.1. Je-li M mnoZina mohutnosti m, £ mno%ina mohut-
nosti e a je-li @ soustava vSech zobrazeni mnoZiny M do mnoZiny E,
je ziejmé mohutnost f mnoziny @ jednoznaéné uréena mohutnostmi
m, e. PoloZime

f=em;
p¥i konednych e, m je to zfejmé v souladu s elementirnim pojmem
mocniny.

12.2.1. Je-li m nekoneénd mohutnost a je-li 1 <e Zexpm,
jest e™ = expm.

Dikaz. I. Zvolme ¢, ¢ E, ¢, ¢ E, ¢, + ¢,. Budiz E, mnozina sklida-
jicl se ze dvou prvki ey, e, takie E,c E; budiz @, soustava viech
zobrazeni mnoziny M do mnoziny ¥,. Kazdému f, ¢ @, pfitadme mno-
Zinu fg(e,) ¢ M; dostaneme prosté zobrazeni soustavy @, na soustavu
viech &asti mnoZiny M, takie moh @, = expm. Protoie &, c P,
jest exp m < ¢™. (Pfedpokladu e < exp m jsme dosud neuzili.)

IT. ProtoZe e < exp m, je ziejmé ¢™ < (exp m)™ a dikaz bude hotov,
jestliZe jesté dokaZeme, Ze

(expm)™ =expm.
Nyni (expm)™ je mohutnost soustavy ¥ zobrazeni mmoziny M do
soustavy @, zavedené v 1. Budiz jedtd 2 soustava viech zobrazeni
mnoziny M X M do E, (viz I). Podle 3.7.8 je moh (M X M) =
= moh M = m, takZe podle I je moh 2 = expm. Staci tedy usla,t
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prosté zobrazeni soustavy £ na soustavu ¥. Takové zobrazeni dosta-
neme, jestlize kazdému g ¢ 22 pfifadime h ¢ ¥ definované takto: Pro
z e M budiz h(z) = 7€ Dy, kde y e M = z(y) = g(z, ¥). '

12.2.2. Budtez m,e dvé nekoneéné mohutnosti; budiz m <
= expe. Budiz Fy mnoZina mohutnosti ¢; budiZ w. symbol
rizny od v8ech prvkd mnoziny E,. Existuje soustava 4, to-
pologii v mnoziné E,U (w), kterd ma tyto vlastnosti:

[1] moh 4y =™ ,

[2] VSecky body z ¢ E, jsou isolované pti kazdé topologii

ue d,.
[3] Pti kazdé topologii u e 4, jest y(w) =m, p(w) = X,.
Pri dikazu musime rozeznivat dva piipady.

Dikaz véty 12.2.2 za predpokladu m <e.

I. Budiz M mnoZina mohutnosti m; budiZ £ mnoZzina mohutnosti ¢;
budiz H soustava vSech zobrazeni mnoziny M do mnozZiny E. Zvolme
libovolné e, ¢ E. Budiz H, soustava téch & ¢ H, pro néz je pouze ko-
. netné mnoho takovych x ¢ M, Ze h(z) + e, budiz H, = H — H,.

II. Jest moh H =™, tak?e moh H, =¢™ Na druhé strané jest
H, > H*, je-li H* soustava vSech zobrazeni mnoziny M do mnoZiny
E — (e,), jejiz mohutnost je rovna e (viz 3.7.10), takZe moh H* = ¢,
a tedy moh H, = ¢™. Tudiz moh H, = ¢™.

III.. Je-li M soustava viech neprazdnych koneénych dasti mnoZiny
M, jest H, = U p(X) (X ¢ M), kde ¢(X) znamens mnozinu téch & ¢ H,
pro kterd plati: x e M — X = h(x) = ¢,. Mohutnost mnoziny ¢(X) je
rovna mohutnosti kartézského soudinu n e N faktori vesmés totoznych
s E, kde n = moh X. Z toho plyne, Ze pro kaidou X ¢ M jest
‘moh p(X) =e¢ (viz 3.7.9). Protoze moh M =m <e (viz 3.7.11), je
také moh H, =e (viz 3.7.10).

IV. ProtoZe jsme privé dokdizali, e moh H, = moh E, stam do-
konéit dukaz za predpokladu, ze E, = H,.

V. Kazdému kb ¢ H, pfifadme topologii © = u, v mnoziné H, U (»)
takto. Pro z ¢ H, budiZz (z) jediné definujici okoli bodu . Soustava
W(w) = Up(w) definujicich okoli bodu w je vytvofena soustavou M
viech neprdzdnych koneénych &isti mnoZiny M, a to tak, Ze kaidé
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X ¢ M pritadime mnozZinu U U (w) ¢ U(w), kde U znamens mnoZinu
véech téch k ¢ H,, pro kterd plati: x ¢ X = k(x) = h(z). Ze takto sku-
teénd vznikne topologie v mnoziné H, U (w), plyne ze 4.3.3, nebot
spravnost axiomu (IU) az (IVUl) je zfejma.

VI. UkéZeme, %Ze mohutnost soustavy 4, viech topologii popsanych
v V je rovna e™. Protoze moh H, = ¢™ podle II, je tfebapouze ukazat,
Ze:

hyeHy, hyeH,, hy+ hy=u; + uy .

Existuje takovy x,e M, Ze k(%) * h,(x,). Prvek (z,) soustavy M
uréuje definujici okoli U, U (w) e U (w), kde U, se sklidéd ze viech
téch k e H,, pro které je k(z,) = ky(2,). Kdyby bylo u) = u,, pak by
podle 4.3.5 existovalo takové U, U (w) € U, (w), Ze U, c U,. To je viak
nemo?né, nebot okoli U, U (w) je vytvofeno jakousi X ¢ M tak, e
U, se sklida ze viech téch k e H,, pro které je: z ¢ X = k(zx) = h,(z).
Existuje vSak takové k,e U, Ze ko(x,) = h,(x;). Protoze h,(x,) +
+ hy(z,), nemuze byt k, e U,, a tudiz nemize byt ani U, c U,.

VIIL. Jiz v III jsme si pov8imli, Ze moh M = m, a z toho plyne, Ze
7(w) =m. Kdyby bylo yx(w) <m, pak by podle 4.12.5 existovala
takova dplnd soustava B c Il(w) okoli bodu w, Ze moh B < m. Sou-
stava B by byla vytvofena jakousi soustavou 9, c M, pro kterou by
bylo moh M, < m. Podle 3.7.10 by také soustava U X (X ¢ M;) méla
mohutnost mensi neZ m, a tudiZ by existoval takovy z, e M, ktery by
nenalezel do z4dné X ¢ M,. V okoli Uy U (w) bodu w vytvoieném mno-
Zinou (z,) ¢ M by pak zfejmé nebylo obsaZeno Zidné okoli naleZejici
do B a to je spor, nebot B je iplna soustava okoli bodu w.

VIII. ProtoZe y(w) = m = ¥,, jest p(w) = R, podle 4.12.1. Protoze
h e H,, existuje takovd prostd posloupnost {z,}, Ze h(z,) e M — (e,)
pro vsecka n. MhoZina (x,) € M vytvati okoli U, U (w) bodu w, kde U,
se sklad4 z téch k e H,, pro néz je k(x,) = h(z,). ProtoZe h(z,) + e,
a protoZe k ¢ H,, takZe jen koneéné mnoho z ¢ M miZe mit vlastnost

k(z) + ¢, musi byt \U,=9 neboli ﬁl[U,, U ()] = (). Tudiz
n=1 n=

W(w) = Ny
Dikaz véty 12.2.2 za pfedpokladue <m = expe.
I. Zvolme libovolnou mnoZinu € mohutnosti e. Pro kaZdé z¢C
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budiz P(z) mnoZina skladajici se ze dvou &isel 0,-1. PovaZujeme P(z)
za (isolovany) prostor a utvofime kartézsky soudin
Q@ =9PP(z) (zeC).

Podle 6.2.10 a 6.2.19 je @ FH-prostor. Budiz € soustava viech koneé-
nych ¢isti mnoziny C. Je-li ¢ € @, ¢ € €, budiZz u*(q, ¢) mnozina viech
t&ch z € @, pro nd% plati: z e ¢ = 2(z) = ¢(z). Z definice 6.2.1 snadno
plyne, Ze soustava B* vSech mnoZin u*(g, ¢) (¢ € @, ¢ € €) je oteviend
base prostoru Q.

II. Z definice 12.2.1 plyne, Ze moh @ = 2°, takZe podle 12.2.1 je
moh @ = expe. Podle 3.7.11 je moh € =e. Pfi dané c ¢ € existuje
ztejmé jen koneéné mnoho navzijem riznych mno#Zin u*(q, ¢) (¢ € @),
takZe ze 3.7.10 snadno odvodime, Ze je téZ moh B* ='e. ProtoZe m <
< expe, existuje takovd M c @, Ze moh M = m. Pokliddme M za
prostor vnoteny do @, takZe M je FH-prostor podle 4.6.10 a 5.2.1. Pro
q e M budiZ u(q, ¢) = M n u*(g, c). Budiz ¥ soustava viech mnoZin
u(g, ¢) (g € M, ¢ € €). Podle 4.6.15 je B oteviend base prostoru M. Jest
moh B Ze.

II1. Kazdy prvek b =. (bY, b%) mnoziny B X B nazveme {lvercem;
nazveme b! zdkladnou étverce b. Budiz T soustava vSech neprizdnych
koneénych mnozin sklidajicich se ze &tverci a nazveme slofkami
prvkut e T' ty étverce, ze kterych se ¢ sklddd. Ze 3.7.8 a 3.7.11 plyne, ze
také moh 7' <e. Budiz E, soustava vSech téch ¢e T, jejichz kazdé
dvé slozky jsou navzijem disjunktni; do E, fadime téz ty ¢ ¢ T', které
maji jedinou slozku. Jest moh K, <e.

IV. Budiz E, takové mnozina, ¢ E,n E,= 0 a e moh E, =¢;
jinak je B, libovolna. Podle 3.7.10 je moh (E, u E,) = ¢, takZe v daliim
pribéhu dikazu mizeme predpokladat, ze B, = E, U E,.

V. Budiz H soustava vSech zobrazeni mnoziny M do mnoziny M.
Podle 12.2.1 je moh H = exp m. Kazdému h ¢ H ptifadme topologii
u = u;, v mnoziné B, U (w) takto. Pro z ¢ B, budiZ (z) jediné definujici
okoli bodu . Abychom popsali soustavu W(w) = U,(w) definujicich
okoli bodu w, zvolme nejprve neprazdnou koneénou N c M; déle pak
pro kaidy geN zvolme dva prvky c'(q), ¢"(g) soustavy €, &imi
dostaneme dva prvky

B'(q) = ulg, ¢'(9)]; B"(q) = ulk(g), ¢"(g)]
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soustavy B. Tyto volby uréuji mnoZinu U c E,, kterd se sklida ze
viech téch ¢ ¢ E,, které pro kaidy ¢ ¢ N maji takovou sloZku b = (b, b2),
pro kterou plati ¢ € b, b* c B'(q), b c B"(q); ale vedle téchto slofek
patiicich k jednotlivym g ¢ N mize ¢ ¢ E; mit je3t8 dalii slozky. Prvky
soustavy W(w) jsou vytvofeny pravé popsanymi volbami; ma-li U
pravé popsany (na téch volbaich zavisly) vyznam, pak ty volby vytva-
teji prvky
U — K)u ()

soustavy U(w), kde K probihd viecky koneéné &isti mnoziny E,. Ze
dostaneme skuteéné topologii v mnozingé E,U (w), plyne ze 4.3.3,
nebot spravnost axiomu (IWl) az (IVU) se snadno zjisti.

VI. UkéZeme, Ze soustava A, viech topologii «, (k ¢ H), popsanych
v V, mé mohutnost e™ = exp m (viz 12.2.1). ProtoZe moh H = expm,
je tteba pouze zjistit, Ze

hieH, hyeH, h * hy=> Up, F Up, .

Existuje takovy g, € M, Ze hi(q,) & hs(go). Protoze hy(qo), ha(gs) jsou
dva navzdjem razné body FH-prostoru M, jehoZ otevienou basi je B,
existuji takové dva prvky B,, f, soustavy B, Ze

hi(go) € By halqo) €Be, Binfo=90.

Zvolme je$té B, ¢ B tak, aby bylo g, € §,, a oznaé¢me U, mnoZinu viech
téch ¢ ¢ B, které maji takovou slozku b = (b, b?), pro kterou plati
o € bL, b! C By, b% C fB,. Potom je U, U (w) ¢ U, (). Predpokladdme-li,
Ze u, = u,, pak podle 4.3.5 je v U, U (w) obsaZena jako &ast n&jaka
mnoZina nélezejici do U, (w). To znamend, Ze je moZné zvolit nejprve
koneénou mnozinu N ¢ M a potom pro kazdy ¢ e N zvolit dile ¢’(q) € €,
c¢’(q) € € tak, Ze plati toto. Budiz.

B'(q) = ulg, ¢'(@)], B"(q) = ulki(9), ¢"(@)];

dile budiz U, mnozina téch ¢ ¢ E,, které pro kazdy g ¢ N maji takovou
slozku b = (b1, b?), Ze qeb?, b'c B'(q), b®c B"(g). Potom mnoZina
U, — U, musi byt koneén4. To viak je nemozné. V ptipadé, Ze g, ne-
nilezi do N, je to snadno patrné, nebot potem U, obsahuje nekoneéné
mnoho takovych t.€ E;, které nemaji viibec Zddnou slozku, jejiZ zé-
kladna by obsahovala bod g, kde#to zdkladna jedné slozky kaidého
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t ¢ U, musi obsahovat bod ¢,. BudiZ tedy g, ¢ N. Potom kazdy ¢ e U,
m4 pravé jednu slozku b, = (b3, ba), pro kterou plati g, € b3, a pro tuto
sloZku musi mimo jiné platit '
*) by c B'(qo) -
Jestlize ¢ nalezi do U, je zfejmé by c B,. Nyni 8,, B"(q,) jsou dva prvky
oteviené base B prostoru M, které oba obsahuji bod %,(g,). Proto exis-
tuje takovy y ¢ B, Ze

y € Bin B"(q0) .

Je-li Uf mnoZina téch ¢ ¢ U,, které spliluji nejen podminku (*), nybrz
dokonce ostfejdi podminku b, C v, je zfejmé, Ze UY je nekonednd &ast
mnoziny U,. Pfes to je U¥ n U, = @, nebot

teUf=>bicy, teU,=b;cB,
a jest yn B, = 0, nebot yc f, fin B, = 0.

VIIL. Pro kaz?dé he H mi soustava U(w) = U,(w) mohutnost m,
takZe y(w) = m. Nebof mohutnost v8ech mozZnych voleb N je podle
3.7.41 = m. Je-li N zvolena, pak p#i kaZdém ¢, e N mame pro B’(q)
a pro B"(¢q) jenom ¢ < m moznosti (viz opét 3.7.11), takZe pro U je

podle 3.7.10 m moZnosti. Posléze pfi daném U mame (viz 3.7.11) nejvys
¢ moZnosti (a nejméné jednu) pro

(U —K)U (@) e Wo),

takZ%e moh U(w) = m podle 3.7.10. Tim je dokadzino, Ze x(w) =m.
Predpoklidejme, Ze y(w) < m. Pak podle 4.12.5 existuje takova tuplnd
soustava B c U(w) okoli bodu w, Ze moh B < m. Je-li nyni N soustava
vSech takovych voleb N, od kterych lze dospét cestou popsanou v V
k nékteré mnoziné soustavy B, je téZ moh N < m. Protoze jednotlivé
N ¢ M jsou koneéné podmnoziny prostoru M, je podle 3.7.10 také mo-
hutnost mnoziny U N (N € 9t) mensi neZ mohutnost m mnoZiny M.
Tudiz existuje takovy g, ¢ M, ktery nendlezi do zddné N ¢ . Existuji
takové B, € B, 5, € B, Ze gy € Bo, R(qs) € ;- Je-li U, mnozina téch t ¢ B,
které maji takovou slozku b = (b, b2), pro kterou plati g, € b, b* c f,,
B c By, pak jest Uy U (w) € U(w). ProtoZe soustava B je tplnad, musi
existovat takova V,c E,, ze V,U (w) € B, V, c U,. Jezto vSak bod g,
nenalezi do Zadné z mnozZin N ¢ N, nahlédneme snadno, zZe existuje
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nekoneéné mnoho takovych ¢ ¢ ¥V, které nemaji viibec zidnou slozku,
jejiz zakladna by obsahovala g, kdeto naopak g, musi nilezet do
jedné slozky kazdého ¢ € U,. Inkluse ¥V, c U, je tudiZ nemo#na.

VIIL. ProtoZe y(w) =m = ¥, je y(w) = N, podle 4.12.1. Existuje
takova prosta posloupnost {g,}, Ze g, ¢ M pro viecka n. Budiz @, = M,

n-1
G.=M —_Ul(qi) pro n =2, 3,4, ... Pak pro kaZdé n je @, okolim

bodu g, v prostoru M. ProtoZe M mé otevienou basi B, existuje pro
ka?dé n takova B, € B, Ze g, € f,, f, C G,; budiz jesté B, € B, k(g,) < f..
Budiz U, mnoZina téch ¢ e E,, které maji takovou slozku b = (b, b?),
e qn € by, bt C B, b2 C f,. Pak jest U, U (w) e W(w), takie p(w) = ¥y,

jestliZe plati D [Un U (@)] = (w). Jestlize to viak neplati, pak exi-
n=1 :

«© .
existuje t, € (| U,. Podle definice U, ma ¢, pro ka%dé n takovou sloZku
Nel

b, = (bL, b2), Ze q, € bL, bl C f,. Jestlize m < n, pak ¢, ebL, bL c f,,
gn € M — (B,), tedy b%, + bL. To je spor, nebof ¢, ma jenom koneény
podet slozek.

12.2.3. BudteZ § m,e¢ nekoneéné mohutnosti; budiz § =<
Sm=expe 3 <e BudiZ £ mnoZina mohutnostie¢; budiz o
symbolrizny od viech prvki mnoZiny E. Existuje soustava
4 topologii v mnoziné F v (w), kterd ma tyto vlastnosti:

[1] moh 4 =¢™.

[2] Viecky body z e E jsou isolované p¥i kazdé topologii

ued.

[3] Ptika%dé topologiiuedjest y(w) =m, p(w) = 4.

Dikaz. I. BudiZ Z mnoZina mohutnosti §, ktera neobsahuje prvek
w. V mnoziné Z U (w) definujeme topologii v takto. Pro z ¢ Z budiz (2)
jediné definujici okoli bodu z. Soustava (w) definujicich okoli bodu
o necht se skladé ze viech mmnozin (Z — K) U (w), kde K probihd
viecky konedéné ¢isti mnoziny Z. Podle 4.3.3 je v topologie v mnoZiné
Z U (w). Podle 3.7.11 jest moh W(w) = 3, takZe y(w) =< . Je-li § sou-
stava skladajici se z konednych &4sti mnoZiny Z a je-li moh & < 3, pak
podle 3.7.10 také U K (K e &) ma mohutnost mensine? 3, takze U K =+
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+ Z, a tedy N[(Z — K) U (w)] + (w) pro K ¢ & Tudiz p(w) = 3. Ze
4.12.1 nyni plyne, Ze y(w) = p(w) = 3.

II. Budit B, takové mno¥ina, %e moh E, = ¢, B, n [Z U (w)] = 9.
Protoze § <e, je moh (E,u Z) =e podle 3.7.10, takie mluZeme do-
kazovat za pfedpokladu, ze E = E u Z. Podle 12.2.2 existuje sou-
stava 4, topologii v mnoZiné F, U (w) s vlastnostmi [1], [2], [3] tam
vyslovenymi. KaZdé topologii u, € 4, pfifadime topologii w v mnoZiné
E y (w) takto. Je-li X c B U (w), pak

uX = upy(X — ZYuv(X — E,)-.
Je ziejmé, Ze u spliiuje axiomy (I) a (II). BudiZ 4 soustava viech
topologii . Vlastnosti [1] a [2] soustavy 4 jsou snadnym dusledkem
plisludnych vlastnosti soustavy 4, Ze 4.12.7 plyne, Ze totéZ plati
i o vlastnosti [3].

12.2.4. BudiZ P nekoneénid mnoZina, ¢ = moh P. Kazdému
z e P budtez ptifazeny dvé nekoneéné mohutnosti m(z), §(x).
Aby vmnozing P existovala topologie, pfi které

() zeP=yx) =m), v =@,
k tomu je nutné a staéi, aby bylo
B zeP= j(xr) S m(x) = expe, jx)=e.
Plati-li (8), pak v mnozin& P existuje pravé exp 8 topologii
s vlastnosti (), znamené-li 8 mohutnost sjednoceni dis-
junktni soustavy mnozin A(z) (xe¢P), kde moh 4(x) = m(x)
pro kazdy ¢ P. Dokonce potom existuje v mnoziné P exp ¢
dédiéné normalnich topologii s vlastnosti (x).

Dikaz. I. Nutnost podminky (8) plyne ze 4.12.1 a 4.12.23. V dal$im
tedy predpokladiame, Ze podminka (f) je splnéna.

II. Ztejmé je 8 = ¢. Z toho plyne podle 3.7.9, Ze mohutnost mno-
ziny ‘

U:[P X A(@)] =P X U, A(x) (zeP)

je rovna ¢, takZe exp 8 je mohutnost soustavy vSech Gasti mmnoZiny
P x U, A(x). Abychom dokizali, Ze v mnoZiné P existuje nejvys
exp 8 topologii spliiujicich podminku (x), potfebujeme tudiZ jenom
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zjistit existenci prostého zobrazeni g soustavy 2 viech takovych topo-
logii do soustavy vSech &isti mnoziny P X U, A(z). Je-li nyni déna.
topologie % ¢ Q, pak ke kaZdému z ¢ P existuje Uplné soustava ll(z)
u-okoli bodu z s mohutnosti m(x). TudiZ moh A(z) = moh ll(z), takze
existuje prosté zobrazeni f, mnoziny 4 (z) na soustavu W(x). Prot ¢ A(x)
budiz U = f.(t), tedy U e W(z), a budi? ¢,(u) c P X A(xr) mnoZina.
viech dvojic tvaru (&, t), kde & e U. Posléze budiz

pu) = Ugs(u) (zeP).
Snadno se zjisti, Ze ¢ je prosté zobrazeni mnoziny £ do soustavy viech
Ssti mnoziny P X U, 4 ().

IIT. Abychom dtkaz dokondili, potfebujeme jesté udat soustavu A
mohutnosti exp 8 dédiéné normélnich topologii v mnoziné P, spliuji-
cich podminku («). Pfi tom miiZzeme mnoZinu P nahradit kteroukoli
mnozinou mohutnosti e. Budiz & libovolné zvolena mnoZina mohutnosti
¢. Pro p « N budiz E, mno#ina vSech p-&lennych koneénych posloup-
nosti x = {x,}%, jejichz vSecky &leny x, nalezeji do E. Podle 3.7.9 je

moh E, = ¢ pro kazdé p, takze podle 3.7.10 také moh G E, =e Tudiz
p=1

miZzeme predpoklidat, Ze
AN P = U E D
p=1

Budiz @ novy symbol. Protoze podminka je splnéna, existuje podle
12.2.3 ke kaZdému z ¢ P soustava 4(x) mohutnosti ¢™® topologii
v mno%iné E U (w), pfikterych viecky body mnoZiny E jsou isolované,
kde?to bod w ma pfi kazdé topologii soustavy A(x) charakter m(z)
a pseudocharakter j(z). Budiz

A=PAx) (xeP).

Kazdému u € A pritadime topologii » = A(%) v mnoZiné P. Pro x ¢ P
budi# u, z-soutadnice prvku u e 4, takZe u, ¢ A(z). Topologii » popi-
$eme pomoci definujicich soustav okoli (viz 4.3.3). Budiz z = {#,}} € P.
Definujici soustava B(x) v-okoli bodu z se sklidd z mnoZinV c P,
z nich% kaZd4 vznikne z néjakého u,-okoli U bodu w v prostoru (B v (w),

=D

u,) timto zpusobem: Jest V c U K, fi‘i Sem% V n E, obsahuje jediny
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bod z, a naproti tomu pro ¢ > p mnoZina V n E, se sklddd ze viech
téch bodu {y,}¢, prokteréplatiy, = z,prol =< n < p,y,,, € U — (w).
Spravnost axiomu (IU) az (IVIl) je zfejma. Musime jesté dokazat t¥i
véci. Predné, Ze kazdy prostor (P, v) je dédi¢né normalni, za druhé, Ze
mohutnost soustavy 4 v3ech topologii ¥ = A(u) (u € 4) je rovna exp 8,
za tfeti, Ze je splnéna vlastnost («).

IV. Vsecka definujici v-okoli jsou v-oteviend, takZe (P, v) je F-pro-
stor. Abychom ukazali, Ze (P, v) je dédiéné normalni, uvazujme dvé
oddélené bodové mnoZiny 4, B prostoru (P, v); podle 5.4.9 mame do-
kazat, Ze mnoZiny A, B jsou H-oddélené. Pro A = @i pro B = # je to
zfejmé; nechf tedy A + ¢ + B. Podle 5.1.2 je Bnvd = ¢ = A nvB.
Ke kazdému x ¢ A existuje podle 4.3.2 takovd V(x) ¢ B(x), Ze Bn
n V(x) = 9; podobné ke kazdému y ¢ B existuje takova W(y) ¢ B(y),
Ze A n W(y) = 9. PoloZme

H=U=V(x); K=UuW(?/) ((EEA, yeB)’

Podle 4.2.4 a 4.2.8 je H okoli mnoZiny 4, K okoli mnoZiny B. Stadéi
tedy zjistit, 26 H n K = @. Budiz naopak H n K # 0. Pak existuje
takov y x = {z,}] e A atakovyy = {y.}ie B, ze V(z) n W(y) + 0. Je-li
nejprve p = ¢, plyne z definice soustav B(z), B(y), Zze V(z)n W(y) + 0
pouze pro z = y, a to je spor, nebot xe 4, ye B, AnB = 0. Je-liza
druhé p < g, plyne z definice soustav B(z), B(y), Ze V(z) n W(y) + #
pouze pro y e V(x), a to je zase spor, nebot ye¢ B, BnV(z)=0.
Podobny spor dostaneme v pripadé p > ¢.

V. Jeliu ed, uge 4, uy + uy, v, = Au,), v, = A(u,), jest v, + v,.
Existuje totiz takovy z = {x,}], Ze u,, 4, maji navzajem rizné z-sou-
fadnice u,, € 4(x), Uy, € A(x). Necht @ c P se skladad z bodu z a ze
viech bodi tvaru {y,}I*?, pro které y, = z, pro 1 <n < p. Pokld-
déame-li @ za prostor vnoteny do (P, v;) (¢ = 1, 2), dostaneme v @ topo-
logii w;. Nyni poloZme f(w) = zaproze E: {(z) = {y,}3*", kde y, = =,
prol <n < p, y,,, = 2. Ztejmé f je homeomorfni zobrazeni prostoru
(E U (o), uyz) na (@, w,) a soufasné homeomorfni zobrazeni prostoru
(E U (w), uy,) na (@, w,). Protoze u,, + u,, jest w, + w, a tedy
v, # v,. Tim je dokdzano, e mohA = moh 4. Zbyva dokazat, Ze
moh A = exp 8. BudiZ € 4 a pro x ¢ P budiZ u, ¢ 4(x) x-soufadnice
prvku u. Jest moh A(z) = ¢™®, ¢ = moh P, m(z) = moh A(z). TudiZ
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existuje prosté zobrazeni o, mnoZiny 4(z) na soustavu viech zobrazeni
mnoZiny A(x) do P. Je-li tedy z ¢ P, u, ¢ A(x), jest o.(u,) zobrazeni
mnoziny A(x) do P. Je-li nyni e 4, budiz t(u) takové zobrazeni
mnoziny U, 4(z) (x e P) do P, Ze pro kaidy x ¢ P zuZeni v(u) | A(z)
splyne se o,(u;), kde u, je z-soufadnice prvku %. Snadno zjistime, Ze
tim je definovano prosté zobrazeni r mnoZiny 4 do soustavy viech
zobrazeni mnoziny |J, A(x) do P. Nynimoh |, 4(x) =8, moh P =e¢,
takZe podle definice 12.2.1 je moh 4 =¢®. Aviak 1 <e < 8 <exp s,
takZe podle 12.2.1 ¢* = exp 8.

VI. Jestlize pozménime definici soustavy B(z) popsanou v III tak,
Ze nenechame U probihat vSecka u,-okoli bodu w v prostoru (E U (w),
w,), nybriz pouze néjakou uplnou soustavu W(w) u.-okoli bodu w,
dostaneme misto B(z) soustavu By(x) c B(z), kterd je zfejmé tplnou
soustavou v-okoli bodu z, kde v = A(u); pfi tom je moh By(z) =
= moh W(w). Soustavu W(w) miZeme zvolit tak, aby méla mohutnost
m(z); totéZ potom plati i o soustavé By(x), takie y(x) = m(z). Necha-
me-li U probihat soustavu u,-okoli bodu w, kterd nemusi byt Gplnd, ale
spliiuje podminku (w) =AW (W ¢ BW(w)), dostaneme misto B(x)
takovou soustavu By(z)c B(z), ze () =UV (Ve By(r)) a zZe
moh By(x) = moh W(w); z toho plyne p(x) = 4(z). Nyni v V jsme
vidéli, Ze existuje takové homeomorfni zobrazeni f prostoru (£ U (w),
%) na prostor (@, w) vnofeny do (P, u), Ze f{w) = (). Z toho plyne, Ze
1z | @) = m(z), px | Q) = y(z), takze podle 4.12.3 jest y(r) = m(x),
y(@) = (x).

12.2.5. Budiz P Gplné reguléarni prostor. Budiz @ c P husté
mno%ina. BudiZ ® mno%ina viech spojitychfunkeivoboruP.
Domnoziny ® miZeme zavést topologie u, v takto. Topologie
#jenejjemndjsi ze viech takovychtopologii ve @, vzhledem
ke kterym pro f, e D, fe D plati lim f, = f, jestliZe pro kazdy
reQ je lim f,(x) = f(zr) ve smyslu pfirozené topologie v E,.
Topologii v zavedeme pomoci definujicich soustav B(f)
okoli jednotlivych fe ®@: Je-li f, ¢ D, pak kazdy prvek V sou-
stavy B(f,) je vytvofen konednou posloupnosti {a,}], kde
a,eQprol <n < p,adisleme> 0tak, ze Vsesklads ze viech
téch fe @, pro nds plati: 1. <n < p= |{(a,) — fo(a.)| < e Topo-
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logie v je hrubsi ne%z topologie u. BudiZ% je§té w topologie
v mnoziné &, kterd je hrubs8i nez u a je jemnéjsi nez v. Pak
v prostoru (@, w) mé kazdy bod charakter = moh Q. '

Dtkaz. I. Je-li {f,}i posloupnost prvkd mnoZiny @, je-li fe @,
g € D a jestlize pro kazdy x ¢ @ plati lim f,(2) = f(z) = g(x), pak jest

=g. Nebof budiz 7 = &, [f(z) — g(z) = 0]; mame dokdzat, Ze
T = P. Ztejmé Q c T, takie mnoZina T c P je hustd podle 4.9.1.
Mimo to mnoZina 7' c P je uzaviena podle 7.1.18. Tudiz T' = P podle
4.9.2,

II. Budiz A soustava vSech takovych posloupnosti {f,} (f. ¢ D), ke
kterym existuje aspoll jedna takovd ge @, Ze: z e @ = lim f,(X) =
= g(x). Z I plyne, Ze funkece g je posloupnosti {f,} jednoznaéné uréena,
takZe mizZeme polozit g = Af,. Snadno zjistime, Ze jsou splnény axiomy
(IL) a (IIL) vyslovené ve vété 6.3.12, takZe topologie v v mnoZiné @
existuje. '

III. Soustavy 9B(f) spliuji axiomy (IWl) az (IVUl) vyslovené ve
4.3.1, takZe podle 4.3.3 existuje topologie v v mnoZiné @. Snadno se
zjisti, Ze v je H-topologie. Plati-li vztah lim f, =g vzhledem k topologii
u, plati tyZ vztah i vzhledem k topologii v. Nebot budiz V definujici
okoli prvku ge @, vytvofené koneénou posloupnosti {a;}? (a;e @)
a ¢islem & > 0, tedy f e V<>[f(a;) — g(a;)| < e pro 1 < ¢ < p. Z defi-
nice topologie u plyne, Ze lim f,(a;) = g(a;) pro 1 <4 < p. Z toho

plyne ihned, Ze existuje takovy index k, %e: n > k= f, ¢ V; podle
6.3.5 je tudiz lim f, = g vzhledem k topologii ». Tim je zji§t&no, Ze
topologie v je hrubsi neZ topologie u.

IV. Tvrzeni o charakteru je trividlni, je-li mmozina @ koneéns;
necht tedy @ je nekone&na. Zvolme f, ¢ @. Mdme dokézat, Ze y(f,) = 9,
kde charakter y je minén vzhledem k topologii w a ¢ = moh .

V. Pro kaidy a e @ budiz Q(a) = & [f ¢ B, |f(a) — fola)| < 1]. 2(a)
je tedy v-okoli bodu f, ¢ @, a tudiz podie 4.1.12 téz jeho w-okoli. Pted-
pokladejme, Ze pii topologii w je x(f,) < q. Potom existuje takové
uplnd soustava M okoli bodu f, v prostoru (P, w), Ze moh W < q. Pro
kazdou W ¢ B budiZz x(W) mnoZina viech téch a e @, pro néz plati
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Q(a) > W. Protoze soustava I je tplna, existuje ke kazdému a e Q
aspoii jedna takova W e I, Ze a e u(W). Tudiz

@=UnW) (Wem).

Protoze moh @ = q > moh 8, plyne ze 3.7.10, Ze existuje takova
e W, Ze mnoZina T = u(W,) c @ je nekonedni.

VI. P je F-prostor podle definice 8.4.1, R-prostor podle 8.4.2,
H-prostor podle 5.3.4. Je-li 4 c P oteviena a je-li 7' n 4 nekoneéns,
pak existuje bod ¢ € T' a takové oteviené okoli I" bodu ¢ v prostoru P,
ze I'c' A a %e mnoZina T'n (4 — I') je nekoneéna. Nebof existuji
takové dva body a, b, %e aeTnd, beTn A, a +.b. Podle 5.1.15
a podle definice 5.2.1 existuji takové dvé oteviené mnoZiny G, H, Ze
aeGbeHGnH=90Jest TnAd=[Tn(d—&)]u[Tn(4— H),
takZe miZeme predpokladat, Ze tieba T'n (4 — @) je nekonedni.
Polozme ¢ = a. Podle 4.2.5 je G' n 4 okoli bodu c. Protoze P je FR-
prostor, existuje takové oteviené okoli I"bodu ¢, Ze I'c G n 4.

. VIL Je-li 4 = P, je mnoZina 4 oteviend a T'n 4 je nekoneéni.
Podle VI tedy existuje bod a, € T' a takové oteviené okoli &; bodu a,
v prostoru P, Ze mnoZina T — @, je nekonednd. Obecné&ji pfedpo-
kladejme, Ze pfi urditém pe N pro 1 =< n < p existuje bod a, e T

' P _
a takové oteviené okoli G, bodu a, v prostoru P, Ze mnoZina 7'— |J G,

n=1

je nekonetnd a %e: 1 <m<n < p=> G, nG, =0 Polotme A =
=P — l:| @, takZe A je oteviens a T n 4 je nekonednd. Tudi podle
n=1

VI existuje bod a,,, € P a takové jeho oteviensé okoli @,.,,, Ze G, N
p+1
n U G, = @, %e mno¥ina T — U G, je nekonedna. MiZeme tedy reku-

n=1 N=l
rentné uréit bodovou posloupnost {a,,}1 a disjunktni posloupnost
otevienych mnozin {G,}{ tak, Ze a, ¢ T a %o G, je okoli bodu a, v pro-
storu P.

VIII. Podle definice 8.4.1 existuje ke kaZdému n takovi g, P,
ze g (a,) =1, 2exeP=>0=g¢g,x)<lazexeP — G, = g,(x) = 0.
Pro z ¢ P budiz f,(z) = g,,( ) + fo(z). Protoie mnoziny @, jsou dis-
junktni, je zre]me Em f,(z) = fo(x) pro kazdy « ¢ P a proto je lim f, =
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= f, ve smyslu topologie « prostoru @. Nyni W, je w-okoli bodu f, € @,
a tudiZ podle 4.2.12 téZ u-okoli tohoto bodu. Podle definice 6.3.1 tedy
-existuje takovy index k, Ze f, ¢ W,. Aviak a, ¢ T' = u(W,), tedy Q2(a,) >
> W, takZe f, € 2(a;). To znamend, Ze |fi(a;) — fola:)] < 1, a to je ne-
mozné, nebot |filaz) — folar)| = |gx(ar)| = 1.

Poznamka. Uvazujeme-li misto prostoru (®, w) prostor @, vnoteny
do (P, w), zlstane cely dikaz v platnosti, ma-li @, tu vlastnost, Ze
fn € Dy pro funkee f,, které se vyskytuji v VIII.

12.2.6. Budiz E, nekoneénd mnoZina, ¢ = moh E,. Budiz o
symbolrizny od viech prvki mnoZiny Z,. Existujesoustava
4, L-topologii v mnoziné EyU (w) s témito vlastnostmi:

[1] moh 4, = exp e%. ,

[2] V8ecky body z € E, jsou isolované pfi kazdé topologii

u e 4,

[3] Pti kazdé topologii ue 4, jest y(w) = expe.

Dikaz. I. Pro kazdé z ¢ B, budiz P(z) isolovany dvoubodovy pro-
stor. Budiz

P, =9P(z) (z¢E,).
Podle definice 12.2.1 je moh P, = 2°, tedy moh P, = expe podle
12.2.1. Podle 6.2.10 a 6.2.19 je P, FH-prostor. Podle 8.3.18 je P,
kompaktni, a tedy podle 8.3.19 normalni. Podle 6.2.17 ma P, otevienou
basi B; mohutnosti e.

II. Budiz R = Z U (w), kde Z mé mohutnost § =e a topologie
prostoru R byla popsana v ¢asti I dikazu v&ty 12.2.3. Snadno se zjisti,
ze R je kompaktni FH-prostor mohutnosti ¢ a Ze x}(R) = e. Budiz
R, = R pro viecka n,

P2=;§>-Ru°
n=1

Z¥ejmé moh P, = e%. Prostor P, je podle 6.2.10 a 6.2.19 FH-prostor
a podle 8.3.18 je kompaktni, takZe podle 8.3.19 je normélni. Podle
6.2.17 mi P, otevienou basi B, mohutnosti e.

III. Budiz 7', mno#ina téch bodu prostoru P,, jejichz zidna sou-
fadnice neni rovna w; budiz 7', = P, — T',. Ze 4.9.3 a z definice 6.2.1
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snadno plyne, Ze obé mnoziny T, T', jsou husté v prostoru P,. Ze
6.2.14 plyne, Ze kaZdy bod z ¢ T, mi v prostoru P, charakter X,.
Ztejmé moh T, = e.

IV. Polozime P = P, U P,, kde P, n P, = §. Jest moh P, = e%;
zfejmé % =< ¢° a podle 12.2.1 ¢* = exp¢; protoe moh P, = expe, jest
moh P = expe podle 3.7.10. Poklidime P za topologicky prostor:
uzévérem X mmoziny X c P bude sjednoceni uzdvéru mnoziny P, n X
v prostoru P, a uzdvéru mnoziny P, n X v prostoru P,. Z I a II plyne
snadno, Ze P je normalni prostor s otevienou basi B = B, u B,.
Podle 3.7.10 jest moh B =e.

V. Budiz & soustava vSech spojitych funkei v oboru P. Budiz
o(z) = 0 pro viecky x ¢ P, takZe 0 ¢ @. BudiZ M libovolnd ¢ist mnoziny
T,; budiz @ = P, U M u T,; zfejmé moh @ = exp ¢. ProtoZe mnozina
T, je hustd v prostoru P,, je @ hustd v prostoru P. Proto muZeme
v mnoziné @ zavést topologii u popsanou v 12.2.5; tato topologie
% = Uy zdvisi oviem na volb& mnoziny M c T',. Budiz B, mnoZina
viech téch dvojic (U, V) e B X B, pro které plati U c V. Podle 3.7.8
je moh B, < e. Kazdé dvojici (U, V) € B, mizeme podle-7.3.10 piifadit
takovou funkeifyp e @, %e:x e U= fyp(x) = L,z e P— V= fy (z) =
= 0. Budiz E, c @ soustava vech f,[(U, V) € B,]; jest moh £, <e.
Budiz u, topologie v mnoZingé E,; U (0), kterd vznikne vnofenim do
(@, u). Podle 6.3.9 a 6.3.12 je u, L-topologie. Podle 12.2.5 ma o v pro-
storu (@, u) charakter = expe. Z poznamky za dikazem véty 12.2.5
Plyne, Ze totéZ plati i v prostoru [E, U (0), 4,]. UvaZujme nyni novou
topologii #* v mnoZiné E, U (0): pro X c E,u (o) budiz budto
u*X = X U (0) nebo u*X = X podle toho, zda jest & neni o e u,X.
Viecky body & € E, jsou isolované v E, U (o) pti topologii u*; u*-okoli
bodu o jsou totoZns s jeho u,-okolimi. Z toho dostdvame nejprve snad-
no, %e charakter bodu o je pti u* tyz jako pfi u,, a je tedy = expe;
protoze vSak moh E;, <e¢, je tento charakter podle 4.12.23 ptesné
roven exp e.

VI. Topologie u* v mno%iné K, U (0) zévisi na volbé mnoZiny
M cT,. Protore moh T, = e%, jest expeN. mohutnost soustavy
mnoZin M. Abychom ukézali, Ze touz mohutnost m4 i soustava viech
topologif u*, je tfeba pouze zjistit, e dvéma riznym volbdm M,, M,
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mnoZiny M odpovidajf vidy dvé razné hodnoty u¥, u} topologie u*.
Budiz tieba M, — M, + 0,ae M, — M,. Protoze M, c T;, md bod a
v prostoru P, charakter 8, a lehko zjistime, Ze totéz plati i v prostoruP.
Podle 4.12.16 existuje takovd posloupnost {V,} otevienych okoli

bodu @ v prostoru P, ze V,> ¥V, 4, ﬁ V. = (a). Podle 5.4.5 existuje
=l

posloupnost {U,} otevienych okoli bodu a v prostoru P, pro kte-
tou plati U, cV,. Je tedy (U, V,)eDB,, a tudi’ f, e By, kde f, =
= fu, v,. Z¥ejmé jest lim f, = o ve smyslu topologie uJ, ne viak ve
smyslu topologie u}, takie u¥ + u}. -

VII. Nyni jsou splnéna vSecka tvrzeni véty, jestlize misto ¥, ddme
E,, misto w pak o. Zbyva vS8ak mala potiz, protoZe o mohutnosti mno-
Ziny K, vime pouze tolik, Ze je nejvys rovna e. K pfekondni této po-
tiZe stadi zvolit néjakou takovou mnozinu Z,, pro kterou je moh ¥, =
=e¢, E,n[B,U(0)] =90 a poloiit E,=E,u E, Pi tom uzivér
mnoZiny X c E, U (0) definujeme jako sjednoceni mmnoZiny E,n X
a uzdvéru mnoZiny [F, U (0)] n X v prostoru E, u (o).

12.2.7. BudiZ E nekonedénd mnozina, moh E =e. Existuje
pravé expet L-topologifi v mnozing E. Dokonce existuje
expehtakovychdédi¢nénormélnich L-topologiivmnoZiné E;
7e kaZdy v ¢ E mda charakter expe.

Diukaz. I. Zfejmé mnoZina E obsahuje % posloupnosti {z,}s, takZe
existuje exp e% soustav takovych posloupnosti. Takovou soustavu A
posloupnosti ndm vSak da kazda L-topologie v mnozing E, jestlize
poloZime {z,}§ €A pravé tehdy, je-li {x,}7 pfi dané L-topologii kon-
vergentni a ma-li pfi ni limitu z,. ProtoZe rizné L-topologie zfejmd
daji rizné soustavy 4, existuje v mnoziné E nejvys exp ¢% L-topologii.

II. Je jeSté tfeba udat soustavu mohutnosti expe% takovych dé-
diéné normalnich L-topologii v mnoziné E, pii kterych kazdy bod ma
charakter exp e. Takovou soustavu topologii vSak dostaneme konstrukei
popsanou v éasti IIT dukazu véty 12.2.4, jestlize pti této konstrukei
nevyjdeme od 12.2.3, nybrz od 12.2.6 (viz také dalsi $asti citovaného
dikazu).
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12.3. KOMPARTNI §-OBALY

12.3.1. Kartézskysouéin nespoéetné mnoha viceneZ jedno-
bodovych prostort neni dédiéné normalni.

Dikaz. I. Kaidy takovy kartézsky soudin obsahuje mnoginu
homeomorini s kartézskym soudinem nespodetné mnoha dvoubodo-
vych prostori. Proto staéi ukdzat, Ze pii nespodetné C kartézsky
soudin

R=9P@) (z¢C)

neni dédiéné normalni, jestlize kazdy P(z) je isolovany prostor sklida-
jici se ze dvou d&isel 0, 1. Zfejmé miZeme poloZit C = C, u C,, kde
C,nC, =0, C, je nespoletna a C, je nekoneéna.

II. Pro M c C, z € R budiz ¢(z, M) mnoZina v3ech téch £ ¢ R, pro
které plati: z e M = £(z) = x(z). BudiZ & soustava viech konednych
éasti mnoZiny C. Podle definice 6.2.1 pro kazdy « ¢« R mnoZiny ¢(z, M)
(M e &) tvofi uplnou soustavu okoli bodu z.

III. BudiZ w(z) = 0 pro vecka z € C, tedy w ¢ R. Budiz 4, mnoZina
viech takovych z ¢ B — (w), Ze: z € C; = z(2) = 0; budiz A4, mnoZina
viech takovych z ¢ B — (), Ze: z e C, = z(z) = 0. Zfejmé A4, n 4, =
=0 A, =A4,U(w), 4,=A4,U (»), takie A, A4, jsou oddélené
podle 5.1.2. Podle 5.4.9 stali dokazat, Zze A,, A, nejsou H-oddélené.
Predpokladejme opak; pak existuje okoli £,” mnoZiny 4, a okoli 2,
mnoziny 4,, kde 2, n 2, = 9.

IV. Pro zeC budiz a,z) =1, a,(() =0 pro {eC — (z), tedy
a,¢ R. Pak jest: 2eC,=a,e4,, 2e¢C, = a,¢ 4,.

V. BudiZ z, € C,. ProtoZe a, ¢ 4,, jest 2, okoli bodu a, podle 4.2.8,
takZe existuje M, e 8, pro kterou p(a,, M,) c 2,. Obecnéji piedpokld-
dejme, %e pfi uréitém p ¢ N jsme uZ kazdému n, kde 1 < n < p, ptifa-
diliz, e C, a M, e& tak, Ze

1 §n§P=>?’(az,;Mn)C-Ql:

m
1ISmEZp—1=>2,,¢C—UM,.

nal
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?
Mnozina | [M, U (z,)] c C je koneéna; protoZe C, c C je nekoneéni,
n=1

b4
miZeme zvolit z,,, € C, _nU1[M" U (2,)]. ProtoZe a., ,ed,, jo 2,

okoli bodu as,,,, takie existuje M ,,, ¢ &, pro kterou ¢(a.,,,, M,.,) c
c 2,. MiZeme tedy rekurentné urdit dvé posloupnosti {z,}2 a {M,}}

?
tak, Ze z,¢ Cy, M, e R, p(a,, M,) c £, 2,,, ¢ C — U [M, U (2,)] pro
n=1
p ¢ N. '
VI. Protoze G [M, u (z,)] je spoletnd, ale C, c C je nespodetnd,
=l

existuje ¢ € C, — U [M, U (z,)]. Protote a, e 4,, jest 2, okoli bodu a;;
=1
existuje tedy takova K, e &, Ze p(ar, K;) C £2,.
VII. ProtoZze mnoZina K, c C je konednd, existuje takovy index £,

ze

Eon UM, 0 ()] = Ko U 1,0 Gl

BudiZ b(z,,) =1, b(() =1, b(z) = 0 pro zeC, z.,, + 2z + [, tedy
be R. Protose ¢ ¢ C — U [M, U (2,)], jest ¢ € C — M,,,. Z toho plyne
bep(tsy,,, M), tedynb-: £2,. Kdyby bylo 2, € Ky, byloby z;,, e Ko n
nnG1[M" U (2,)], tedy z.., €,¢J1[M" U (z,)], ale to je nemozZné. Tudiz

Ze+1 € € — K, a z toho plyne b e ¢p(a,, K,), tedy b € 2,. |Tudiz b e £2,,
be 2, a to je nemozné, nebot 2, n 2,'= 9.

12.3.2. BudiZ ¢ nekoneénd mohutnost. Existuje prostor P
s témito vlastnostmi:

(1] P je iplné regularni.

[2] moh P = exp expe.

[3] Existuje takovd mnoZina @ c P, Ze @ je husta v P, Ze
moh ¢ =e¢ a Ze kazdy z¢@ je isolovanym bodem pro-
storu P.

[4] P neni dédiéné normdlni.
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Dikaz. I. Zvolme mnoZinu € mohutnosti e. Pro ka?dé z ¢ C necht
(isolovany) prostor R(z) se sklid4 ze dvou ¢isel 0, 1; utvotme kartézsky
soudin

S =PR(z) (z¢C).

Budiz € soustava viech koneénych &isti mnoziny C; podle 3.7.11 jest
moh € =e. Je-li s ¢S, ¢ € €, budiZ u(s, ¢) mnoZina téch z ¢ S, pro néz:
z e ¢ = z(2) = 8(z). Z definice 6.2.1 plyne, Ze soustava B viech mnoZin
u(s, ¢) (s € S, ¢ € €) je oteviena base prostoru S. Pfi dané c ¢ € existuje
zfejmé jen konedny pocet navzijem riznych mnoZin u(s, ¢) (s € S),
takie ze 3.7.10 snadno soudime, Ze moh B = e.

IT. Ka%dou dvojici b = (b%, %) ¢ B X B nazveme C{tverec; bl je
zdkladna &tverce b. BudiZ T' soustava viech neprizdnych koneénych
mnoZin étverci; jednotlivé étverce, ze kterych se sklida ¢ € T', nazveme
slotkami prvku t. Ze 3.7.8 a 3.7.11 plyne, %e moh 7' = ¢. Budiz @ sou-
stava vSech t&ch ¢ e T, jejichz kazdé dvé slozky jsou navzijem dis-
junktni; do @ Fadime téZ ty ¢e T, které maji jedinou sloZku. Jest
moh @ = e.

II1. Budiz H soustava vech zobrazeni mnoZiny S do S. Jest
moh § = expe, tedy moh H = expexpe, takie podle 3.7.10 také
moh P — exp expe, kde P = Qu H. Zavedeme do P topologii po-
mocf definujicich soustav okoli W(z) (z € P) (viz 4.3.3). Pro x ¢ @ necht
l(z) obsahuje pouze mnoZinu (z), takie kazdy z ¢ @ je isolovanym
bodem prostoru P. Pro k ¢ H vznikne (k) takto. Nejprve zvolme ne-
prizdnou kone&nou N c S. Potom pro kaZdy s ¢ N zvolme dva prvky
c'(8), ¢"(s) soustavy €, coz da dva prvky

B'(s) = uls, ()], B'(s) = ulh(s), c"(s)]

soustavy B. Tyto volby uréi mnoZinu V c @, kters se sklidé ze viech
téch ¢ ¢ @, které pro kazdy s e N maji takovou slozku b = (', b?%), pro
kterou plati s € b2, b1 c B'(s), b% c B"(s); ale vedle téchtosloZek patiicich
jednotlivym s ¢ N mtze £ e V mit je§td daldi slozky. Prvky soustavy
U(h) jsou vytvoteny pravé popsanymi volbami; ma-li V pravé popsany
(na t&ch volbach z4visly) vyznam, pak ty volby vytvareji prvky

(V— K)u M e Wh),
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kde K probiilé, viecky konedné éasti mnozZiny @ a M znamend mnoZinu
viech téch ¢ e H, pro které: s ¢ N = @(s) = h(s). Ze dostaneme sku-
tetné topologii v mnoziné P, plyne ze 4.3.3) nebot spré,\mosf axiomi
(IW) az (IVW) se snadno zjisti.
IV. Pro prostor H vnofeny do P zfejmd plati:
H =98(z). (z¢8),

kde pro kazdy z € S znamend S(z) isblovany prostor, jehoz body sply-
nou 8 body prostoru S."Podle 12.3.1 prostor H neni dédi¢né normalni,
takZe ani P neni dédiéné normalni.

V. Snadno se zjisti, Ze v prostoru P vi¥ecka definujici okoli jsou
oteviens, takZe P je F-prostor. Aviak rovnéz snadno se zjisti, Ze tato
definujici okoli jsou také uzaviena. Z toho pak plyne, Ze je-li U libo-
volné definujici okoli a je-li "

’ zeU=>fz) =0, zeP—-U=flz)=1,
je f spojita funkece v oboru P. Prostor P je tedy ﬁplné_reg'lﬂé,rni.

12.3.3. Necht H-prostor P obsahuje hustou mnoZinu ¢
mohutnosti e. Pak jest moh P < expexpe. Budiz  soustava
viech -¢4sti mnoziny @); budiZz Q soustava vSech &éisti mnoZiny Q.
Stadi udat prosté zobrazeni prostoru P do mmoziny Q. Pro z ¢ P budiz
1l(z) soustava vSech okoli bodu z. Pro kazdy x ¢ P a pro kazdou U e ll(x)
zvolme bod f,(U) e U n @ (viz 4.9.3). Pro kazdy = ¢ P budiz M(z) c ¢
mnoZina viech boda f,(U) [U € W(z)]. Pro kaidy z e P budiz M(z)
soustava viech mnofZin U n M(x) [U € U(x)]. Jest M(z) e Q a stadl
zjistit, Ze: = y = M(z) + M(y). BudiZ naopak x + y, M(z) = M(y).
ProtoZe P je H-prostor, existuji Uell(z), Vel(y), UnV = 0. Jest
VoMy eMy), tedy VnMy)eMxz). TudiZz existuje takovd
Wel(z), 2¢ VnM(y) = Wn M(x). Protoze UnV =0, je tedy
UnWnM(z)= 9. To je nemoZné, nebot U n W e (z) podle 4.2.5,
takie f(UnW)eUn W n M(z).

12.3.4. BudiZ @ nekoneény isolovany prostor, e = moh ¢.
Budi# A(Q) kompaktni f-obal prostoru Q. Pak jest moh 8(Q) =
= exp exp ¢. Z 12.3.2 plyne, Ze lze @ vnofit do takového tiplné regu-
larniho prostoru P, %e mno#ina @ je hustd v P a Ze moh P = exp exp¢.
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Podle 8.4.8 existuje kompaktni f-obal B prostoru P. Podle definice
8.4.3 je B kompaktni FH-prostor a mnozina P je husté v B, take
podle 4.9.8 také mnoZina @ je hustd v B. Podle 8.4.9 existuje spojité
zobrazeni prostoru A(€) na prostor B. TudiZ moh §(Q) = moh B >
= moh P = exp exp ¢. Na druhé strané je moh 8(Q) < exp exp e podle
12.3.3, nebof podle definice 8.4.3 je f(Q) H-prostor, ve kterém mnozina
Q je husta.

12.3.5. BudiZz N nekoneény norméalni prostor, ktery neni
S-kompaktni. Budiz f(N) jeho kompaktni f-obal. Pak B(IV)
neni dédi¢né normalni. Podle 8.2.6 existuje nekoneénd mnoZina
@ c N, jejiz derivace v prostoru N je prazdna. Podle 4.4.2 je mnoZina @
uzaviend v prostoru X, takie podle 8.4.14 existuje kompaktni §-obal
f(@) prostoru @ vnofeny do A(N). Staéi tedy dokazat, %e S(Q) neni
dédiéné normalni. Prostor ¢ je isolovany podle 4.7.4. MiZeme tedy
zavést prostory P, B jako v diikazu véty 12.3.4; prostor P podle 12.3.2
neni dédiéné normalni, takze ani B 5 P neni déditné normdlni. Jak
jsme si uz v predchazejicim dikazu povsimli, existuje spojité zobra-
zeni h prostoru (@) na prostor B. Nyni B je H-prostor a (@) je kom-
paktni, takZe zobrazeni 2 podle 8.3.23 je oboustranné spojité. Kdyby
B(@) byl d&di¢né normélni, platilo by podle 7.2.21 totéZ o B a to je
nemozné. '

12.3.6. Budiz @ nekonedny isolovany prostor a budiz (@)
jeho kompaktni f-obal. Budiz B soustava uzivéra X [vpro-
storu f(Q)] viech mnoZin X c Q. Pak B je oteviend base pro-
storu £(Q).

Dikaz. I. Je-li X c @, pak mnoziny X, @ — X jsou uzaviené v pro-
storu @, takie X n Q@ — X = 0 podle 8.4.11, nebot @ je zfejmé nor-
malni prostor. Podle definice 8.4.3 je @ = f(Q), tedy Xu Q@ —X =
= B(Q), tak¥e mnozina X = f(Q) — @ — X je oteviend.

II. Budiz a € 8(Q) a budiz U okoli bodu a v prostoru §(¢). Podle
4413 a 4.5.17 je tteba pouze ukdzat, Ze existuje takovd X c @, Ze
e¢eX, X c U. Podle definice 8:4.3 je (@) kompaktni F H-prostor, tedy
R-prostor podle 5.4.5 a 8.3.19. TudiZ existuje takové okoli V bodu q, Ze
VeU.BudizX =QnVcQ Jest X c V c Uapodle 4.2.13 (misto M,
N, U vezmeme @, (a), V) jest a ¢ X.
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12.3.7. Budiz @ spodetny isolovany prostor a budiz £(Q)
jeho kompaktni f-obal. Ka%2dd mnoZina hustd v §(Q) — @ ma
mohutnost = exp¥, BudiZ Z mnozina v3ech racionalnich &fsel.
Podle 2.2.7 existuje prosté zobrazeni f mnoziny Z na Q. Ke kazdému
& ¢ E, existuje v Z takova prosta posloupnost {r,}, Zze lim r, = £. BudiZ
A(£) mnozina vSech &lend posloupnosti {r,}; budiz B(&) = fiLA(&)]
Mnotzina B(£) c f(Q) je kompaktni (viz 8.3.1), kdeZto B(£) c @ je ne-
koneédné a isolovani; tedy # + C(£) = B(§) — B(£) c (Q) — Q. Podle
12.3.6 je B(£) oteviena v prostoru (@), takze C(£) je relativné oteviend
v B(@) — Q. Jestlize T je hustd v (@) — @, pak podle 4.9.5 existuje
bod g(&) € T' n C(£). Podle 2.3.4 je t¥eba je§td jen zjistit, Ze body g(¢)
jsou vSecky navzajem razné. Je-li viak & ¢E,, &,¢E), & * &, je
mnozina A(&) N 4(&,) koneénd, takize také mmnoZina K = B(&)n
n B(&,) je koneénd. Ziejmé

C(&) c B(&) — K, C(&)c B(&) — K.

Déile jsou mnoZiny B(&,) — K, B(&,) — K relativné uzaviené v @,
jelikoZ @ je isolovany prostor; rovnéz je ztejmé, ze @ je normalni. Tudii
podle 8.4.11 je B(£,) — K n B(&,) — K = Patimspi§ C(§) n C(&,) =
= 0, tedy g(&) + g(&.).

12.3.8. Budiz @ nekonedny isolovany prostor a budiz $(Q)
jeho kompaktni f-obal. BudiZz F nekoneéna uzaviend pod-
mnoZina prostoru f(Q). Pak jest moh F = expexp X,. Podle
dvahy provedené v &istech VI a VII dikazu véty 12.2.5 (misto
tehdejsich P, T mame nyni (@), F) existuje takova bodova posloup-
nost {a,}® a takovd disjunktni posloupnost mnozin {G,}?, Ze a, ¢ F
a G, je okoli bodu a, v prostoru §(¢). Podle 12.3.6 mtZeme ptredpo-
Kkladat, %e G, — X,, kde X, c Q. Budiz 4 = U (a,), takie A c F

ne=l
podle 4.4.7. Ziejm& A je spodetny isolovany prostor. MnoZina 4
je kompaktni podle 8.3.1 a je to FH-prostor podle 4.6.10 a 5.2.1;
mnoZina 4 je hustd v A. BudiZ f omezena funkce v oboru A. Pro
xeX, budiZ o) =f(a,) »=1,2,3,...); pro zeQ — G X, budii

nal

@(x) = 0. Pak je ¢ omezen4 funkce v oboru . ProtoZe @ je isolovany
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prostor, je funkce ¢ spojitd. Podle definice 8.4.3 existuje takov4 spojits
funkee y v oboru A(Q), Zeg = v | Q. Je-li g = y | 4, je g spojita funkee
v oboru A a snadno se zjisti, Zze f = g | A. Podle definice 8.4.3 je
tedy 4 kompaktni f-obal spodetného isolovaného prostoru A. Podle
12.3.4 je tudiZ moh 4 = exp exp X,. ProtoZe F > 4, je té% moh F =
= exp exp ¥,.

12.3.9. BudiZ @ tplné reguldrni prostor a budiz (@) jeho
kompaktni f-obal. MnoZina F % ¢ budiz uzaviend v f(Q)
a budiZ Gymnozinou v f(Q); dile budiz @n F = @. Pak jest
moh F = exp exp §,. Podle definice 8.4.3 je §(@) kompaktni FH-pro-
stor, je tedy normalni podle 8.3.19. TudiZ podle 7.3.14 existuje takova
spojitd funkce f v oboru B(@), Ze: z e (@)= 0 = f(z) = 1, ze F<
<f(z) = 0. Mnoiina &, [z ¢ f(@), f(x) < 1] = G je oteviend podle
7.1.14; jest F c G, tedy G + 0. ProtoZe @ je hustd v (@) (viz definici
8.4.3), plyne ze 4.9.5, Ze existuje bod a,¢Q n G. Protoie a, €@,
Q n F = 0, jest f(a,) > 0; protofe a, € G, jest f(a;) < 1. Celkem tedy
0 < f(a,) < 1. Obecnéji ptedpoklidejme, Ze p¥i uréitém p ¢ N je ddna
takové koneénd posloupnost {a,}7, ze

l1=n=p=>a,¢Q, 0<fa,) <n?,
1 énép— 1:>f(a’n+1) < f(a@,) -
MnozZina
6, [z E.B(Q)y f(z) < (p + 1)_1’ f(x) < f(aﬂ)] =@

je oteviens podle 7.1.14 a jest F c G, tedy G + §. Protoze @ je hustd
v B(Q), existuje bod a,,, « @n G. Ziejmé 0 < fla,,) < (p + 1),
f(@p.1) < f(a,). MiZeme tedy rekurentné uréit takovou nekoneénou
bodovou posloupnost {a,}, Ze a, € @, 0 < f(@,41) < f(a,), lim f(a,) = 0;
ztejmé {a,} je prosts. Pro pe N budiz 4, = U (a,). MnoZina 4, je

neap

kompaktni podle 8.3.1 a je FH-prostorem podle 4.6.10 2 5.2.1; 4, je
hust4 v 4,. BudiZ g omezend funkce v oboru 4,. Snadno se nahlédne,
Ze existuje takova omezend spojitd funkce ¢ v oboru &, [t € E,, 0 < {],
%e g[f(a,)] = g(a,) pro vecka n. BudiZ h zobrazeni @ do E, sloZené
z f | Q a g; pak je h omezens spojit funkce v oboru Q a jest g =k | 4.
Podle definice 8.4.3 existuje takova spojitd funkce k v oboru S(@Q), Ze

v
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h="F]|Q. Pak je w =k | 4, spojitd funkce v oboru 4, a jest g =
= u | A,. Tudi% podle definice 8.4.3 je 4, kompaktni -obal prostoru
A PropeNjest 4, = A,u K, kde K, je konedna mnoZina, a tedy
A, = A,u K,. Podle 7. 18 je mnoZina D, = &, [z € f(Q), f(x) =
< f(a, ] uzaviend v prostoru A(Q). Jest 4, c Qﬁ,,, tedy 4, c @, podle

4.4.7, takie A, c K, u®,c 4, u ®,. Protoze nq§ =F, jest 4, —

— A4, c F.ProtoZe f | 4, je ziejms homeomorfm zobra.zem mnoziny 4,
na isolovanou podmnozinu prostoru E,, jest 4, isolovany prostor, takZe
moh 4, = exp exp X, podle 12.3.4. ProtoZe A4, je spotetnd, je podle
3.7.10 moh (4, — A4,) = exp exp ¥, a tedy moh F == exp exp ¥,, nebot
Fo4,— A,

12.3.10. BudiZ @ dplné regularni prostor a budiz g(Q) jeho
kompaktni f-obal. JestliZe charakter bodu aepf(Q) jest
=< ¥,, jest a € Q. MnoZina (a) je zfejmé Gs-mnozina v $(¢) a protoZe je
té% uzaviena v 5(Q), jest a € @ podle 12.3.9.

12.3.11. Budte? Q,, @, iplnd regulirni prostory s prvnim
axiomemspoéetnosti. BudiZ f(Q;) kompaktnif-obalprostoru
Q; (2 =1, 2). Existuje-1i homeomorfni zobrazeni f prostoru
B(@,) na B(@,), jest f| @, homeomorfni zobrazeni prostoru @,
na Q,. Pro zef(Q,) jest y(x) < ¥,= z ¢ Q; podle 12.3.10, z ¢ Q; =
= y(z) = N, podle 5.3.7 a 8.4.2. Z toho plyne snadno spravnost véty.

12.3.12. BudiZ Z mnoZina v8ech omezenych éiselnych po-
sloupnosti {a,}7. Je-li {a,} e Z, {b,}eZ, budii {a,} + {b,} =
= {a, + b,}, {@.} . {bs} = {@,b,}. Budiz 4 mnoZina v8ech zobra-
zeni A mnoZiny Z do E, s tdmito vlastnostmi:

(I4] Je-lix ={a,} e Z, B = {b,} € Z a je-li a, + b, pouze pro
koneénd mnoho indexd =, jest A(x) = A(f).
[IIA4] Je-li « = {a,} eZ, ueE,, veE, a je-li u=<a,=v pro
viecka n, jest u = A(x) = v.
[II1A4] Je-li x e Z, fe Z, jest A« + B) = Alx) + A(B).
[IVA] Je-li a € Z, BeZ, jest Aaf) = AMx) . AB).
Jest moh A = exp exp &,. MnoZina A se d4 popsat takto. BudiZ
N mnoZina v8ech celych kladnych éisel chipand jako iso-
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lovany prostor, a budiz f(N) kompaktni f-obal tohoto pro-
storu. Kazdy bod ze¢f(N) — N vytvofi uréité zobrazeni
Aed takto: Kazidou posloupnost a ={a,}¢Z mi%eme po-
kladatza omezenouspojitoufunkeivoboruN,kekteré podle
definice 8.4.3 patfifunkce fvoborug(N)takov4, Ze « je ztizeni
funkce f na obor N; potom jest Ax) = f(z). Ka%dé Aed je
vtomto smyslu vytvofeno pravé jednim z ¢ (N) — N.

Dikaz. I. Budiz x ¢ #(N) — N a budiZ 1 zobrazeni mnoZiny Z do E,
vytvofené bodem x tak, jak je to popsino ve znéni véty. Vlastnosti
[ITLA] a [IVA] zobrazeni A jsou z¥ejmé. Je-li » < a, < v pro viecka n,
budiz F = &, [£ < B(N), u < f(£) < v]. Podle 7.1.18 je F uzavieni
v prostoru B(N) a podle definice 8.4.3 je N, a tedy i F, husta v g(N);
tudiz x e F podle 4.9.2, coZz dokazuje vlastnost [IIA]. Budiz x =
= {a,} € Z, § = {b,} ¢ Z a mnoZina K = &, [a, * b,] budiZ koneéna.
BudteZ f, g ty spojité funkce v oboru f(N), pro které plati: n e N =
= f(n) = Gn, g(n) =b,. Budiz M = & [£<p(N), f(§) — g(&) = 0;
ziejm& N — K c M. Podle 7.1.18 je mnoZzina M uzaviend v S(N), takze
N—KcM podle 44.7. Protoze JN)=N=N—-KUuK =
=N—KuUK,KcN,zep(N)— N, jest e M a také vlastnost [141]
je splnéna.

II. Dva rizné body z, y mnoziny f(N) — N vytvaifeji dvé razni
zobrazeni A eA, u e A. Nebot podle definice 8.4.3 je S(N) FH-prostor,
takze podle 12.3.6 existuji takové X, c N, X,c N, ze z ¢ X, y ¢ X,,
X, nX,=0. Budiz jesté X; =N — (X, U X,); pak jest

B(N) =X, u X, u X,
a z 8.4.11 plyne, 7¢ X, n X, u X, = 0. Je-li
55219,'(6):()7 §€X2UX3=>]((£)='1)
jest f spojita funkee v oboru S(N) a je-li & = {f(n)}7, jest Ax) = f(z) =
=0, u(x) = f(y) = 1, takZe A + u. Viemi body x ¢ fS(N) — N je tedy
vytvorena Sast mnoginy /A, jejiz mohutnost je rovna moh [A(N) — N] =
= exp exp ¥, podle 3.7.10 a 12.3.4.

III. Zbyvé dokézat, Ze libovolnd dané A e A se dé vytvolit nékterym
bodem z e B(N) — N. Budiz o = {0,} ¢ Z, n = {e,} ¢ Z, kde o, =0,
¢, = 1 pro véecka n. Podle [I14] je A(w) =0, A(n) = 1. Pro X c N
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budiz y(X)={c,}€Z, kde: neX=c¢c,=1, neN—X=¢,=0;
budiz t6% u(X) = ALy(X)].

IV. Jest u(N) = 1, nebot y(N) = 1.
V. Jest u(f) = 0, nebot y(0) = w.

VI. Jelli X;c N, X,cN, X,nX,=90, pak je budto u(X,)=0
nebo u(X,) = 0. Nebot y(X,) . y(X,) = w, takZe podle [414] je u(X,).
- u(Xp) = 0.

VII. Pro X c N je budto u(X) = 0, u(N — X) = 1 nebo u(X) = 1,
#(N — X) = 0. Nebot y(X) + y(N — X) =17, tedy u(X) + u(N —
— X)) =1 podle [IT14], a jedno z &isel u(X), u(N — X) je rovno nule
podle VI. ’

VIIIL Je-li X; c N, X, c N, u(X,) = u(X,) = 1, pak u(X,n X,)=
= 1. Nebot jinak by podle VII bylo u4(X,; n X,) = 0; protoze (X, —
— X,) + »(Xy n X,) = p(X,), bylo by u(X, — X,) + u(X;n X,) =
= u(X,) podle [IILA4] a tedy u(X, — X,) = 1, protoZe také u(X,) = 1,
je to spor proti VI, nebof (X, — X,)n X, = 0.

IX. Budiz M soustava viech téch X c N, pro néz u(X) = 1. Podle
IV je M + P. Je-li & c M koneénd soustava (& + @), pak prinik
N X (X € &) podle VIII také nilezi do M, a tudiz podle V neni prazdny.
M je tedy centrovand soustava, takie podle 8.3.6 existuje takovy bod
x € B(N), Ze

XcN, uX)=1=>2zeX.
Obracené plati
XcN, zeX=>puX)=1.

Nebot jinak by podle VII bylo u(N — X) = 1, tedy x e N — X a to je
nemo#né, protoze X n N — X = ¢ podle 8.4.11, nebot N je ziejmé
normalni.

X. Jest x € BJ(N) — N. Nebot kdyby bylo x e N, bylo by (z)c N,
z € (z), tedy u((z)) = 1 podle IX a to je nemo#né, nebot posloupnost
y((z)) se liSi jen v jediném &lenu od posloupnosti w, takze u((x)) =0
podle [I4]. .

XI. Budiz & = {a,} ¢ Z a budizZ { ta spojit4 funkce v oboru (N), pro
kterou plati: ne N= f(r) =a,. Mame dokazat, Ze A(x)= f(x).
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Neni-li tomu tak, pak existuje takové &islo 8 > 0, %e |A(x) — f(z)| > 6.
Podle 7.1.3 a 12.3.6 existuje takovd X c N, e z ¢ X a %e

§eX = |f(8) — fla)] < 6.
Budiz v = {{,}eZ, kde:ne X =t,=0,neN — X = ¢, = f(x) — a,.
Jest y(X).7 = o, tedy u(X).i(r) =0 podle [IVA]; podle IX je
w(X) = 1, takie A(7) = 0. TudiZ A(x) = A(x + 7) podle [IIIA]. Je-li
o+ 7 = {h,}, je zfejmé& |h, — f(x)] < 6 pro viecka n, takie podle
[IIA4] je [A(ex 4+ 7) — f(x)| < & neboli [A(x) — f(z)| < 6 a to je spor.

12.4. Cvileni k § 12

12.4.1. Ka#dy nekonetny prostor P se dé vnofit do néjakého prostoru B, ve
kterém P neni uzavfenou mnoZinou; je-li P F-prostor, mtZeme také za B volit
F-prostor.

12.4.2. BudiZ P = &, [0 < ¢ =< 1]. Pro X c P budiZ #X sjednoceni mnoZiny
X s mno#inou v8ech téch ¢ ¢ P, které ve smyslu oby&ejné topologie v E, jsou body
zhusténi mnoXiny X. Pak je (P, u) FH-uzavieny prostor, ale ié,d.ny t ¢ P neni
R-bodem prostoru (P, u).

12.4.3. BudiZ (P, u) FH-uzavieny prostor. Budi¥ B soustava viech mnoZin
tvaru P — u@, kde G probihé vSecky u-oteviené podmnoziny P. Existuje F-to-
pologie v v mno%ing P, pfi které je B otevienou basf. Prostor (P, v) je FH-pro-
stor. Topologie v je hrubsi ne¥ u; jestlize FH-topologie w v mno¥ind P je hrub3{
neZ u, pak w je jemndjsf neZ v. Jestlife v P kazdé dva razné body jsou H-o0dds-
lené (viz definici 5.5.2), pak » je R-topologie. Je-li f spojité zobrazeni prostoru
(P, u} do FR-prostoru Q, pak f je spojité téZ jako zobrazeni (P, v) do Q.

12.4.4. Budi¥ (P, u) FH-prostor. Aby (P, u) byl kompaktni, k tomu je nutné

a stadi, aby pfedné kaZdé dva rizné body byly H-oddslens a aby za druhé bylo
v = u pro kaZdou FH-topologii » hrubs{ ne% . (UZije se 12.4.3.)

12.4.5. Budi# P FH-prostor; budi¥ R jeho FH-uzavieny obal. Pak platf
toto: {1] MnoZina P c R je oteviend. [2] Mnofina B — P C R je isolovani.
{3]Je-li G C P oteviend a je-lia e @ — P, pak (a) u @ je okoli bodu a v prostoru
R.[4) Je-li mno¥ina 4 c P ¥idka v P, jest 4 c P. (U%ije se dikazu véty 12.1.11,
jakoZ i 12.1.12.)

12.4.6. Budiz P FR-prostor. Mno¥ina @ c P budi¥ hustd v P. Jeliqg =
= moh @, jest y(z) < exp q pro ka%dy z ¢ P, (Viz 4.12.23 a 5.3.7.)
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12.4.7. BudteZ ¢, m dv& nekonedné mohutnosti, ¢ < m. Existuje F-prostor
P mohutnosti m, ktery obsahuje hustou mno#inu mohutnostie. Proto v 12.3.3
nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je H-prostor.

12.4.8. BudiZ P nekone¢nd mno¥ina mohutnosti m. Mohutnost soustavy
viech topologii v mno#iné P je exp exp m. TotéZ plati o soustavé vech d&diéns
normélnich topologif v mno#iné P.

12.4.9. Necht Z, N a A maji ty% vyznam jako v 12.3.12. BudiZ
B =9PPlx) (xeZ),

kde P(x) = E, pro ka%dé « ¢ Z, tak¥e A C R. [A je kompaktni f-obal prostoru
fYN) C R, jestlife f(n) pro n ¢ N znamené ten bod prostoru R, jeho# «-goufad-
nice pro ka%dé o = {a,} ¢ Z je rovna a,.] BudiZ A* mnoZina téch A ¢ R, je% maji
vlastnosti [LA], [TLA], [ITIA], ale nemusi mit vlastnost [IVA] (viz 12.3.12). Jest
moh A* = expexpN,. Proz ¢ R,y e R,ccE,budi¥  +y=z¢R,cx =1¢R,
kde z(x) = z(x) + y(x), t(x) = ¢.x(x) pro ka?dé « ¢ Z. MnoZinu M C R na-
zverne konvexni, jestliZe:

xeM, yeM, c,¢E, ¢,eE , ¢, 20, ¢,=0,
¢t ea=1=>czt+cyeM.

Ke kaidé M C R existuje nejmens{ takovéd konvexni k(M) C R, Ze M C k(M).
Pak A* je uzdvér mnoZiny k(4) v prostoru R.

12.4.10. Necht Z, R, A* maji ty% vyznam jako v 12.4.9. BudiZ 4, mnoZina
téch 1 ¢ R, které splituji podminky [I1A1°, [ILA], [II1A], pfi éemZ [1A4]° znamend
toto zostfeni podminky [IA]:

[I4): Je-li &« = {a,} e Z, B = {b,} ¢ Z a je-li b, = a,,, pro viecka n, jest
Ma) = A(B). Jest moh A, = exp exp ¥, Zddné i ¢ A, nespliiuje podminku [IVA].

n .

[Polo¥ime-li § - ) eZ pro « = {a,} e Z, kde g = {b,}, nb, = Z a; a je-li
i=1

A* ¢ A*, jest Ay e Ay, jestliZe Ag(o) = A*¥[u(x)] pro a ¢ Z.]

12.4.11. BudiZ N mnoZina vSech celych kladnych &isel chédpand jako isolo-
vany prostor, budi% §(N) kompaktni §-obal tohoto prostoru. Zvolme ¢ ¢ f(N) —
— N a zvolme a = ¢, @ == n pro viecka n e N. BudiZ P = N u (a) u (c). Topo-
logii prostoru P definujme tak, e ka¥dy n ¢ N je isolovany bod a %e pro X C P
je ptednd a ¢ X pravé tehdy, jestlife budto a e X nebomnoZina X je nekoneéns,
a za druhé ¢ ¢ X prévé tehdy, jestlie budto ¢ ¢ X nebo ¢ néle¥{ do uzévéru mno-
%iny X n N v prostoru f(N). Pomocf tohoto prostoru P lze ukézat, %e v 6.3.1¢
nelze vynechat pfedpoklad, e P je H-prostor nebo L-prostor, ani jej nelze
nahradit ptedpokladem, Ze P je F-prostor.

12.4.12. Budi¥ R mno#ina viech raciondlnich &sel, S mno¥ina viech iracio-

-]
nélnich é&isel, u pFirozend topologie v E;. Budi¥ P = U U (=,7) u (w), kde sym-

TeEy n=1
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bol @ je rizny od viech # ¢ E; i od vSech dvojic (z, n), kde n ¢ N. BudiZ » takovd
topologie v S U (w), pfi které mnoZina S je isolovand a charakter bodu o je
roven exp exp ¥, (viz 12.2.2). Pro M C P, ne N necht M, je mno¥fina téch
z ¢ E;, pro néZ (z, n) e M. Topologii v prostoru P definujme takto: Pro x ¢ E,,
neN, M cC P necht (z,n)eM pravé tehdy, jestlife budto (z,n)e M nebo
zeu(R n M,). Pro M C P necht w « M prévé tehdy, jestlize budto w ¢ M nebo

pro ka?dé ke« N je budto U (B n M,) & 0 nebo w e[S n U M,].Pak P je FH-
n>k nsk

@™
prostor, ve kterém spodetnd mno¥ine U B X (n) je hustd a.ve kterém bod w
Nl
mé charakter exp exp ¥,. Z toho plyne, ¥e ani v 5.3.7 ani v 12.4.6 nelze pted-
poklad FRE-prostoru nahradit pfedpokladem FH-prostoru.

12.4.13. Necht R, S, w, v maji tyZ vyznam Ja.ko ve 12.4.12. Budiz EB sou-

stava viech okolf bodu o v prostoru S u () p¥i topologii ». BudiZ P = U R x

Nl
X (n) uS U {w). Topologii prostoru P popifeme pomoeci definujfcich soustav
okolf jeho jednotlivych bodu. Je-li a ¢ B, pak ka¥dé reélné ¢ > 0 urduje definu-
jici okolf bodu (a, n), které se sklddé ze viech dvojic (z, »), kde z ¢ E;, |zt — a| <
< &. Je-li be S, pak kaZdé k ¢ N uréuje definujici okoli bodu b, které se sklddd
z tohoto bodu a ze vSech tdch (2, n) e B X N,pronéZplatin > &, |[xt — b| < nL.
Konetns libovolnd V e B spolu s libovolnym & ¢ N uréuje definujici okolf bodu w,
které se sklddd z tohoto bodu, ¥e viech téchto dvojic (n,n), pro néZ ne N,
n>kaze véech téch y € S, pro né% y ¢ V. Pak P je R-prostor, ve kterém spo-

detnd mnozina U R x (n) je husté a ve kterém bod w mé charakter exp exp ¥,.
n=1

Z toho plyne, Ze ani v 5.3.7 ani v 12.4.6 nelze pfedpoklad FR-prostoru nahradit
predpokladem R-prostoru.
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