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Avsak v takovém pripadé

a ted , ,
Y P(2) = @a(z) = 0.

Vratime-li se opét k proménné ¢, z = w(t), nalezneme, Ze
D (t) = Dy(t) =0
O\(t) —a, w'(t) = 0, Oy(t) — ay ') = 0.

Urdime-li odtud éisla k, a k, (vzorce (9) a (10)) a dosadime-li je do

(15), najdeme a, = a, = 0, a tedy O(t) = O4(t) = 0. Uvédomfime-li si
nyni, ze rey — ;

o O;(t) = 9,(t) = p, + ig;,
presvédéujeme se, Ze p, = p, = q; = ¢, = 0, a soustava -(3) mé pro
komplexni 1-pouze trividlni FeSeni. Tim je véta 1 iplné dokdzéna.

¢ili

Véta 2. Posloupnost postupnijch aproximaci pro rovnici (13), § 42
konverguje. '

Parametr 4 v rovnici (13), § 42 je redlny a jeho absolutni hodnota
neni vétdi nez jedna. Uvedena rovnice pro redlnd 1 je ekvivalentni
soustavé (3), pro kterou body kruhu [4| < 1 nejsou charakteristické.
Reseni soustavy (13), § 42 lze v tomto kruhu rozvinout v Taylorovu
fadu podle mocnin A. To je ekvivalentni tomu, Ze posloupnost postup-
nych aproximaci pro soustavu (3) ¢ili pro rovnici (13), § 42 konverguje.

Je tieba poznamenat, Ze uZiti methody postupnych aproximaci
v praxi je ztiZeno tim, Ze je pii ni tfeba vypocitat veliké mnoZstvi
kvadratur. ' o

KAPITOLA 3

ZOBECNENY SCHWARZUV ALGORITMUS

§ 48. Dirichletiv problém pro mnohonisobné& souvisié oblasti v ro-
viné. Necht D je mnohondsobné souvisla rovinna oblast, o nf# budeme
zprvu pfedpoklidat, Ze je omezend. Stejné jako vySe oznaéime kiivky
hr&niée Ly, Ly, ..., L,, pii éemz L, bude oznadovat kfivku, omezu-
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jici oblast z vnéjsku. Oznaéme dale D, oblast leZicf uvnité L, a D,
oblast, lezici vné L, k=1, 2,...,n. Je ziejmé, Ze oblast D je fast
spoletna vSem oblastem D, Dy, ..., D,.

Necht U(z, y) je funkce harmonicka v D a V(z, y) je funkce s ni kon-
jugovana. Oznaéme Ulz, y) + i V(z, y) = ¢(2). V § 31 jsme ukdazali, Ze
funkei ¢(2) lze napsat ve tvaru

#2) = 9*6) + 3 Aulgle — 2, M)

kde ¢*(z) je funkce reguldrni v D, A, jsou reilné koeficienty a z, je
pevné zvoleny bod uvnitt L.

Dokazme, Ze ¢*(z) lze napsat ve tvaru
souétu funkef, z nichz kazdd je regularni
v D,. Zvolme v D libovolny bod z. Vedme
uvnité D k¥ivky Lg, L;, ..., L, blizké k od-
.povidajicim k¥ivkdm L, L,, ..., L, tak, aby
bod z byl uvnit¥ oblasti omezené kiivkami
Ly, Ly, ..., L, (obr. 11). Soustavu téchto

n
kladné orientovanych kfivek oznaéme L'.

Obr. 11. Nyni podle Cauchyho vzorce
1 [e*) 1 2 [#*)

* — —_——

¢ (z)—2nifC—zdc_2nik2__'o f{—zdc' (2)
§7 z

Funkece 1 e*(8) .

(pk(z)='ﬁfmdgyk=()) 13"';n (3)
LI

k
je reguldrni uvnit¥ L, (k = 0) nebo vn& L; (k= 1,2,...,n). Aviak
k¥ivky L, lze zvolit libovolnd blizko k L,. Odtud plyne, Ze @.(2)
(k=0,1,..., n) 1ze analyticky pokradovat na celou oblast D,. Protoze

n
P*(2) = 2 @i(2) (4)
k=0
je naSe tvrzeni dokdzano. Oznadme

Uiz, y) = Re{pu(2)}.
Potom z (1) a (4) plyne vyjadieni funkce harmonické v D ve tvaru
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n

Uz, y) =LZU,¢(3:, y) + LZA,, lglz — 2z, * (5)
o =t}
kde funkce U (x, y) je harmonicka v D,. Funkce U,(z, y) ve vzorei (5)
nejsou uréeny jednoznacné; ke kazdé z nich lze pfipoéist konstantu a,
za toho jediného piedpokladu, Ze
ag+a,+ ... +a,=0.

Predpoklidejme nyni, Ze umime pomérné jednoduse fesit Dirichletiv

problém pro kaZdou z oblasti D,. Jak ukdZeme, feSeni Dirichletova

problému pro oblast D lze pfevést na FeSeni jisté soustavy integralnich
rovnic, kterd je také pomérné jednoduchd.

Oznaéme u,({) hodnotu funkece U ,(z, y) na hranici L,. Veli¢iny u,({)
budeme v tloze povazovat za neznimé. ReSeni Dirichletova problému
pro oblasti D, je ndm znamo a miZeme tedy povaZovat za znimé
Greenovy funkce G,(z; {) pro tyto oblasti. P¥i tom

Uty =g [y P an (®)

Lp
Necht f.({) je hodnota hledané funkce U(z, y) na kfivee L,. Ve
vzorci (5) bude z = z + 4y znadit bod na kfivee L,. Na této kiivce
Uz, y) = fu(2), Unlz, y) = 4, () a hodnoty ostatnich funkei U,(z, y)
jsou urleny vzorcem (6). Vzorec (5) nyni dava:

na L,

wnte) +3; 5 [td) s = fule) — § Autgle—2d. ()
kZm

L
Rovnice (7) tvofi soustavu integrilnich rovnic Fredholmova typu
s mezndmymi u.({),- k=0, 1, ..., n. Koeficienty A, budeme zatim
povaZovat za libovolné.
Soustava (7) nen{ FeSitelnd, jestlize jeji prava strana je ddna libovol-
né. Abychom se o tom presvédgéili, stadi dokdzat, Ze pfislusnd homogen-
ni soustava

na L, aGk(z

)da=0 (8)

m+zlfao
Ly
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m3 netrividln{ fefeni. VSimnéme si identity
. .

1 0G(z; &) ,
ﬂdea:l’ (9)

I ,
jez znadi, Ze se harmonicksd’ funkce, kterd se rovnd jedné na hranici,
rovna jedné identicky. Z (9) pfimo plyne, Ze homogenni soustava (8)
mé Fefeni u,(2) = &, kde a,, jsou konstanty, jejichZ soudet je roven
nule. Neni obtizné pozménit soustavu (7) tak, aby se stala Fefitelnou.
Necht 1,({) je funkce podrobend podmince

1
ﬁfzk(c) do =1 (10)
L

a jinak libovolni. Nahradme soustavu (7) soustavou:

na Lm um(z) + % Z f'u’k(c) [% —lk(C)] do =
kZm
Ly,

n
= fnle) — 3 Ailglz — 2. (11)
K=1
DokaZme nyni, %e soustava (11) je FeSitelnd, at je jeji pravd strana

jakékoliv. Ve shodé s Fredholmovou alternativou uvazujme homogenni
soustavu:

L1 364z 0) 3

ma Ly a(2) + o~ k:%m ka(i:)[ P —l,k.(c)] do=0. (12)
Lg

Necht vy(2), v4(2), ..., v,(2) je ndjaké Feseni této soustavy. Oznaéme a,,
konstanty .

~
Ap, = % ’.:'E::m f ’Uk(C) lk(C) do.
i g

V tomto oznaéeni nabude soustava (12) tvaru

: aGk

W'vk(t) do = Ay (13)

. 1 ,

na L, Um(2) + 5= D,
27

ktm Zk

Veli¢inu' v,,(2), jeZ je uréena pomoci soustavy (12) na k¥ivee L,
budeme povaZovat za hodnotu na hranici funkce harmonické v D,,.
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Tuto funkej budeme oznadovat symbolem V,,(z). Je zfejmé, Ze funkce
konjugovand s V,,(2) je jednoznaéna v D,,, nebot oblast D,, je jednoduse
souvisla. Utvofme funkei

= i V u(2).
m=0

Tato funkece je harmonickd v D; funkce s ni konjugovand je jedno-
znatnd v D. Vzorec (13) ukazuje, Ze funkce V(z) nabyva na kazdé
z k¥ivek L, konstantni hodnotu rovnou a,. Vychazejice z toho,
dokazme, Ze V(z) = konst.

Zavedme znovu funkce b,(2) a a,(2) (viz § 41, vzorce (10) aZz (12)).
Polozime jesté by(z) = 1. Bez obtizi nahlédneme, Ze

Vi(z) = ay bo(z) + Z (@ — @) bi(2). (14)
Podmmky ]ednoznacnostl funkce V( z) jsou:
fV Ya(l)do =0, k=1,2,. (15)

Vsimnéme si, Ze 1dent1ta (15) platl ipro k = 0, protoze potom by({) =1
a ay(¢) = 0. Vyndsobme nyni (15) a, pro k = 0 a a;, — a, pro k > 0
a nalezené rovnice seétéme. Pomoci vzorce (14) dostaneme

ov
{ V(C)T,(,Q do=0.

Avsak, jak se dokazuje v theorii potencilu, jestlize V(z) je funkce
harmonicka v D, pak (» je vnéjsi normala)

[rZaom | 112 (5]

Odtud plyne, Ze v aV
oo oy

Snadno se nyni pfesvédéime, Ze funkce V., (z) jsou také konstantni.
Skuteéné

=0, V(z) = konst.

Vm(2) = V(z) — kg Vi(2).

ProtoZe V(z) je konstanta, jsou viechny séitance napravo funkce
harmonické uvnit¥ L., a tedy V,(z) je funkce harmonicks uvmnitt L,,.

221



Avsak V, (z) je podle definice harmonicka vné L,,. Je tedy V,, harmo-
nickd v celé roving. Podle Liouvillovy véty V,(z) = konst.

Dosadme nyni do (12) konstanty misto v,(z). UZijeme-li vztaha (9)
a (10), dostaneme okam#ité v,(z) = 0. Odtud plyne, Ze soustava (11) je
Tesitelnd.

Ukazme nyni, Ze pomoci této soustavy lze feSit Dirichletiv problém.
Resme soustavu (11) tak, e v ni nahradime pravé strany nejdiive
vyrazy fm(z) a potom lg|z — 2,|. Piislusnd FeSeni oznatme W,(z)
a Win(2). Potom bude fefeni soustavy (11)

Un(z) = Wolz) —éfl Ay Win(2).

Konstanty 4,, které byly dosud neﬁréeny, podrobime pozadavku, aby
soutty . )

1
A=z 3 Lf U.(8) L(2) do
|

byly stejné pro vSechny hodnoty m = 0,1, ...,n. To dd soustavu
n + 1 rovnic s n + 1 nezndmymi 4, 4,, 4,, ..., 4,. Uréime-li tyto
neznamé, dostaneme feSeni Dirichletova problému ve tvaru

UG) = é Ue) + é Ay lgle — 2] — A. (16)

Podstatné jednoduseji se FeSi modifikovany Dirichletiv problém.

V tomto pifpadé 4, = 0a U = > U,. Funkce U,(z) Ize uréit ze sousta-

k=0
vy: '
na L,
0ae + gz 5 [0 —w o =mmer an
kxm i
Veliciny 1 :
—5,3, [ U0 o
Lm

davaji hodnoty konstant, jeZ je tfeba odedist od f,{(z) ve shodé s for-
mulacf problému.
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§ 49. PFipad trojdimensiondini oblasti. TéhoZ postupu, a to ve znatné
jednodussim tvaru,lze uzit na reSeni Dirichletova problému v prostoru.
Necht je problém formulovin pro oblast D, jejiz hranice se sklada
z nékolika oddélenych ploch §,, S,, ..., S,. Oznaéme D, tu z obou
oblasti omezenych plochou 8,,, uvnitf které lezi oblast D. Funkce
U(M),* harmonicka v D, mize byt vyjidfena jako soucet funkei har-
monijckych v Dy,. To okamzité plyne z Greenova vzorce, jenz miize byt
napsan ve tvaru
1

1 83U r
4nszr8v X0 dS.—ZU ()

m=1

Je ziejmé, Ze fun.kce
1

1 U T
jfrav -] as ®)

Vyjad¥eni U(M) ve tvaru
U@ = 2, Un(H) (3)

je harmonicka v D,,.

je jednoznaéné. Abychom to dokazali, pfedpoklidejme, Ze -existuje
jesté jedno vyjadfen,

kde U, (M) je funkce harmonicks v D,,. Odeéteme-li toto od (3) a kla-
deme-li pro struénost U,, — U,, = V,,, nalezneme

n

>V

m=1
NapiS$me tuto rovnici ve tvaru

V"':—ZV"'

kf¥m

M zde znaéi proménny bod prostoru.
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Leva strana této rovnice je harmonicks vné S,, a prava uvnitt S,,.
Aviak v takovém piipadé je V,(M) harmonickd ‘v celém prostoru,
a tedy je rovna nule. Tim je jednoznaénost vyjidieni (3) dokézana.

Oznaéme f,(M) danou hodnotu hledané funkce U(M) na plose S,,.
Predpokladejme, Ze umime FeSit Dirichletiv problém pro kaZdou
z oblasti D,,; necht G, (M, M,) je Greenova funkee této oblasti. Tymiz
uvahami jako v pfedchazejicim paragrafu lehce dojdeme k nasledujici
soustaveé integrilnich rovnic:

) 3. M)
UM ‘mmff DM as = fo(m

m=1,2,..., n. (4)

Na rozdil od rovinného preoblému je soustava (4) vidy FeSitelna.
Necht v,(M), ..., v,(M) vyhovuji homogenni soustavé

va(M) + o > f f w0y G 450 (5)
Sy

Oznac¢me V(M) funkei harmonickou v D, a rovnou V(M) na S,.
Porovnime-li soustavy (5) a (4), vidime, Ze funkce

VL) = 3 Vo)

je harmonicks v D a rovna nule na jeji hranici. AvSak potom V(M) =
= 0, a protoZe vyjadieni (3) je jednoznaéné, jsou také V(M) = 0.
Homogenni soustava (5) mad tedy pouze trividlni feSeni; v dasledku
Fredholmovy alternativy mé nehomogennf soustava (4) vidy FeSent,
jeZ nas zfejmé vede k Fefeni Dirichletova problému pro oblast D.

§ 50. Zobecn&ny Schwarziv algoritmus. Vratme se k rovinnému
problému (§ 48). Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze oblast -D je
neomezend, takZe hranice L, neexistuje. Za [;({) zvolme funkece

o =888 1)

takZe soustava (17) nabude tvaru:
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na L,

unl?) + 5= 3 f w(o | Pt TR as — @)
7 1 m

m=12...,n

Piedpoklidejme, Zze kiivky L, jsou od sebe dostatetné vzdileny.
Potom, jak Ize lehce nahlédnout, budou jidra soustavy (2) mald a je
ziejmé (viz § 2), Ze soustava (2) je FeSitelnd methodou postupnych
aproximaci. ‘ :

Analysujme podrobngji algoritmus postupnych aproximaci pro
soustavu (2). Postupujeme tak, Ze nejdiive zavedeme do rovnice (2)
parametr 1. Dostaneme novou rovnici:

na L,
" 0G(z, ) 9G(0, §)
Unle) + o L%n [t |t =T do =
Ly
m = l,2,...,n. (3)
Jeji feSeni budeme hledat ve tvaru
Unle) = 3. (17 4 har(2). o)

Dosadme toto do (3). Porovnanim koeficienti p¥i stejnych mocninach
2 mnalevo a napravo dostaneme tyto rekurentni vzorce:

Umo(2) = f'm

Umr(2) = % > fuL —1 (&)} [GG év ‘) 8sz(3:zo C)] o. (5)

k=m
L

PoloZime-li nyni v (4) 2 = 1, najdeme FeSeni rovnice (2).

Vzorce (5) uréuji funkei ,,,(z) pouze na kfivee L,,. Necht nyni =z
znadi ]ibovoin)'r bod oblasti D,,. Symbol U,,.(z) necht znaéi funkei har-
monickou v D, jejiZ hodnoty na obvodu této oblasti jsou dany vzorci
(5). Je ziejmé, %e uvniti D,, -

Unte) = 55 [ vmtt) E2 0

Ly,
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vzorce (5) lze vyjddfit v takovém tvaru:

na L, .

Umo(z) = .fm(z): Umr(z) = LZ [Uk,r—l(z) - Uk,r— 1( CX))] (6)
t=tm

Jak ukazuji vzorce (6), cleny Fady (4) lze sestrojit takto:

Jako nulovou aproximaci zvolime funkee U, (x) harmonické v D,,,
jejichz hodnoty na hranici se shoduji s danymi funkecemi f,(2).

Jestlize uz jsou sestrojeny funkce U ,y(2), ..., Unm, ,-1(2), pak Uy, (2)
je urdena takto: od funkei Uy, ,-4(2), & & m odedteme jejich hodnoty
v nekoneénu; nalezené rozdily se vypoétou pro hodnoty na kiivee L,
a potom seétou pro vSechna k, kters se nerovnaji m. Jako vysledek
dostaneme hodnoty funkce U, ,(z) na hranijei L,,. Pomoci pfislusné
Greenovy funkce potom uréime funkei U,,.(z) v celé oblasti D,,. Hle-
dans harmonickd funkce U(z) v D se rovnd souétu fady

©

n
U(z) = ZO (=1 El Uniz). (7)

VyloZeny postup ma ideu shodnou s alternujicim Schwarzovym algo-
ritmem; budeme j'ej nazyvat zobecnénym Schwarzovym algoritmem.
Zobecnény Schwarziv algoritmus je obzvlasf jednoduchy v tom
pripads, kdy je oblast D dvojndsobné souvisla. MizZeme pfedpokladat,
Ze f,(£) = 0. K tomu staéi odeéist od hledané funkce U(z) funkei U’(z)

harmonickou v D, a rovnou f,(z) na L,. Vzorce (6) nyni davaji:
na Ll UIO(Z) = ]‘(z)’ Ulr(z) = Uz:r—l(z) - Uzsr— 1((13), (8)
na L, Uy(z)=0, Uylz)=Ups-y(2) —Upy,-s(0).

Ze vzorclu (8) plyne, Ze se U, (z) pro licha r a UZTI(z) pro sudé 7 iden-
ticky rovnaji nule. Oznadéme nyni pro struénost

Ulr(z) = U_,,.(Z), Uzr(z) = V,.(Z).
Potom
Uz) = Uylz) — Vl(z) + Us(2) — Vi2) + ... (9)

Bez podstatnych zmén lze uzit zobecnéného Schwarzova algoritmu
i pro pripad omezené, mnohonisobné souvislé oblasti. Sta¢i nahradit
funkei [,(¢) nulou. Lze také zvolit
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oG
(o) = 2l 8

kde a je libovolny bod uvnitt D.

V pfipadé trojdimensionalni oblasti se zobecnény Schwarziv algo-
ritmus zjednodusi. Do rovnice (4), § 49 zavedeme parametr A a napise-
me rovnici ve tvaru:

Unm( M )+— ff aa"(M G, M) g5 fu(M).  (10)
T 1Em .

Jeji feSeni budeme hleda,t ve tvaru

na S,

um(M) =

T

ings

(— 1) X wp (BL). (11)
Dojdeme potom k rekurentnim vzorcim:

Uno(M) = fo(M)
Unr( M 4 f f Upr—1 ( a——G"(M’ M) gs. (12)
T 1 dv

Jestlize M bude nyni znadit vnit¥ni bod oblasti D,,, bude U,, (M)
oznacovat funkei harmonickou v D, jejiz hodnoty na S, jsou diny
rovnicemi (12). )

Avsak v takovém pripadé

fﬂ“‘ M%Mm=mqm

a rovnice (12) nabyvaJi jednodussiho tvaru:
na 8w Uno(M) = fm(M), UnM) =L¢Z Uy, r-o(M). (13)
Jak ziejmé plyne ze vzorci (13), sestroji se postupné aproximace
takto: Nulovou aproximaci jsou funkce U,,(M), m=1,2,...,n
harmonické v D,, a rovné f,(M) na plochich S,,. JestliZze aproximace
U mo(M), Upi(M), ..., Upypm (M) jsou jiz sestrojeny, je U, (M) uréena
jako funkce harmonicka v D,,, jez se na plose §,, rovnd souétu
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Z Uk,'r- 1(M)
ktm

Jestlize oblast D je dvojnisobn& souvisld, pak zobecnény Schwarziv
algoritmus konverguje.

Diikaz této véty lze najit v 8lanku S: L. Soboleva [34]. Omezime se
zde na ptipad dvojnidsobné souvisle trojdimensiondlni oblasti, pro kte-
rou je dikaz elementdrni.

Jak uZ jsme poznamenali, ni§ algoritmus je shodny s algoritmem
postupnych aproximaci pro soustavu integralnich rovnic:!

na S, () + g [ [ua) BT as — o,
SZ

/

ma Sy w0 + g [ [y G as = )
Sl

(14)

UvaZzujme homogenni soustavu integrilnich rovnie, obsahujicich
parametr Ai:

A oG, (M, M
na S, o)+ o f f () M gg
S2

2 G, (M, M
na Sy w(M) 4L f f vy(M,) —La;—l)ds —o.
S].

DokaZme, Ze charakteristicka &isla této soustavy jsou v absolutni hod-
noté vétsi nez jedna. V disledku toho, co bylo dokizino v § 5, bude
odtud plynout konvergence algoritmu postupnych aproximaci pro
soustavu (14). C

Jestlize M je wmitini bod oblasti D, (m =1, 2), budeme U (M),
U,(M) jako shora povazovat za funkce harmonické v D, D,, jejich?
‘hodnoty na S, resp. S, jsou uréeny ze soustavou (15).

(15)

Potom lze tuto soustavu napsat takto:
na S, U M)+ 2U,(M) =0,

na 8, Uy (M) + AU(M) = 0. (16)

1. PiSeme zde tuto soustavu pro pifpad dvojndsobnd souvislé oblasti, ktery nis
zajimé.
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Funkce Uy(M) a Uy(M) mohou byt komplexni, nicméné véta o ma-
ximu absolutni hodnoty ziistava pro né v platnostil. Oznatme 4,
maximum |U(M)| a Ny ten bod plochy S;, v ném? |U,| = 4;. V prvé
z rovnic (16) polozme M N, a ve druhé M = N,. Nyni z téchto

rovnic plyne = 4, 4,
Odbud UV [U(N)I
tu
ar = A1 ___As (17)

|UL(No)| [Us(N)[

Oba &initelé napravo jsou vétsi ne? jedna, nebot oblasti D, a D, jsou
neomezené a funkce U, a U,, harmonické v téchto oblastech, se nerov-
naji identicky konstanté; v takovém piipadé je hodnota harmonické
funkce ve vnitinim bodé mensi (s vylouéenim rovnosti) nez maximum
na hranici. Je tedy |1,] > 1, jak jsme méli dokazat.

N&s dukaz konvergence zobecnéného Schwarzova algoritmu zlstdva
v platnosti i tehdy, kdyz je oblast D omezend. V tomto pripadé je
jedna z oblasti, na pf. D,, omezens a druhd je neomezeni. Ve vzorci
(17) prvy &initel napravo neni pak men$f ne# jedna a druhy je vétsi
(s vyloutenim rovnosti) nez jedna. Jako dffve || > 1 a to staci ke
konvergenci naseho algoritmu.

1 Necht na S, |U,(M)| £ K. Potom uvniti D,

0G, (M, M oG, (M, M
UMy 1 = ) 45 1)

|UL(M)| = — ds.

s

Avgak normélnf derivace Greenovy funkee uvnitf oblasti je kladnd. Odtud

K oG, (M, M,
)| < X f f JGALMY 4
4w o
Sl'

1 oG s
1 f f 08, My
4 oy

Sl

funkece harmonickéd v D; a rovna jedné na S;. Tato funkce uvnitt D, je rovna
jedné, kdy? je oblast D omezend a je men#i ne¥ jedna, kdy#% je oblast neomezend.
Tedy definitivns

Y U,)] < K

Dale je integral

v celé oblasti D,.
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§ 51. Obtékani kFidla letadla vzduSnym proudem v biizkosti povrchu

zem&. Pro jednoduchost vypoétu predpokladejme, Ze k¥idlo je kruho-

vého prifezu. Osy soufadnic zvolme tak, jak je ukdzdno na obr. 12.

Budeme piredpokladat, Ze se kiidlo pohybuje ve sméru osy x stalou

rychlosti U; rychlost éastic vzduchu v neko-

y neénu zvolme rovnou nule. Koneéné predpo-

p 7t klidejme, Ze pohyb je necirkuldrni. Proudova

R funkee y(z, y) Fe$i modifikovany Dirichletiv
problém s témito podminkami na hranici:?

na kruinici [z —b| = R

v = Uy + C', C' = konst, (1)
0 T na ose x p=0. (2)
Obr. 12. Aplikujme na tento problém zobecnény Schwar-

ziv algoritmus. Oznaéme L, hranici priafezu
kiidla, L, osu z. Potom D, bude rovina s kruhovym vyfezem a D,
horni polorovina. MuZeme uzit pfimo vzorce (9), § 47, nebot y = 0

na L,:
T i, y) = Uz, y) — Vi@ y) + Us(es ) —Val@, 9) + ... (3)

Funkce Uy(z, y) je harmonickd v D, a rovna Uy = UR sind ! na
kruznici L,. Neni -obtizné nahlédnout, Ze témto podminkdm vyhovuje
funkece
UR2sind  UR?(y —b)

UO(.'L', ?/) == Q - wz _|__ (y _ b)2 "
'V nekoneénu Uy(z,y) = 0 a na ose z
' URb
Uelw 0) = =

Nyni je V,(z, y) definovana jako funkce harmonicks v horni polo-

R - . , R (s
Toving, jez se na hranici poloroviny rovnd — ————. Podle zndmého
x2 + b2
vzorce
1) Viz § 35.

1 Oznaéeni viz na obr. 12. Konstantu ¢’ neuvaZujeme, nebot je pro fefenj modi-
fikovaného problému Dirichletova nepodstatnd. '
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+ o
V2, y) = — Uszyf d¢ __ UR(y+b)
e 7 (824 0*)[(E —2x)* + 7] z? + (y + b)?
Hodnoty na hranici nasledujici aproximace dostaneme, odedteme-li od
'V (z, ) jejf hodnotu v nekoneénu a vypoéteme-li hodnotu nalezeného
rozdflu na kruZnici L,. ProtoZe v nekoneénu V,(x, y) = 0, rovnaji se
prosté hodnoty na hranjei funkce U,(z, ) hodnotdém V,(x, y) na L

UR?*2b + R sind)
" R® 4 4b® + 4bRsind

Nyni podle Poissonova vzorce

na L, Uy, y) =

o Uz(x; y) =
_ URe % + R sin® ot — R? 16—
- 27 R? 4 4b2 + 4bR sin® @* + R® — 2oR cos(? —0O) o

0

e 20t (g — by + Ry —b)

RY T 45°%[a® + (y — b)°] + 4bE¥y — b
Omezime-li se na jiZ nalezené aproximace, mime
Y@, y) = Uolx, y) — Vi(z, y) + Uy, ) =

—b +b
— UR: Yy Yy .
{x2 FW—0F @+ yror
2 (y—bF] + Ry —b)
R+ 4072 + (y — b)F] + 46By — )|

(4)

§ 52. UZiti na problémy theorie pruZnosti. Zobecnéného Schwarzova
algoritmu a s nim gpojené soustayy integrdlnich rovnic se miZe uZzit
nejen pfi problémech vedoucich na Laplaceovu rovmici, nybri po
ka%zdé, kdy se Fesi krajovy problém pro rovnici eliptického typu v pii-
padé mnohonasobné souvislé oblasti. Objasnéme to na prikladé rovin-
ného problému theorie pruznosti. Budeme uvazovat omezenou, mnoho-
nasobné souvislou oblast. Pi‘if)ad neomezené oblasti lze vySetfovat
obdobné. :

Necht je tedy poloZen problém uréit napjatost v mnohondsobné
souvislé oblasti D, ohraniené z wvnitfku hranicemi L,, L,, ..., L,
a z vnéjSku hranici L,. Tento problém, jak vime (§ 40), se pfevadi na
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uréenf funkce biharmonické v .D z danych hodnot jejich derivaci na
hranici. Oznadme slozky vnéjsich sil ve sméru os z, y, plisobicich na
hranici L), X; a Y, a hledanou biharmonickou funkei W. Potom

na L,

W oW . (. .
aw za—’;7=zf(Xk,+zYk,>ds+Bk=fk(z)+Bk,
5 (l)

k=0,1,2,...,m
z je komplexni soufadnice bodu na hranici.

Ve vzorci (1) jsou B, konstanty. Jedna z konstant B, mize byt
zvolena libovolné a ostatni jsou potom uréeny z podminek jednoznac-
nosti posunuti. Budeme pfedpokladat, Ze hlavni vektor a hlavni mo-
ment sil pisobicich na kaZdé z k¥ivek L, jsou rovny nule. Toho lze vidy
dosdhnout.

Oznaéme D, oblast, leZici uvnitt L,, a D, oblast, lezici vné L.,
k=12, ..., n.

Lze lehce dokézat, Ze pfi splnéni privé vyslovené podminky lze
funkei W vyjadfit ve tvaru soudtu biharmonickych funkef’

W=W,+W,+ ...+ W, (2)

pfi cemz kazda funkce W, je reguldrni v piislu$né oblasti Dy.

Goursatovy funkee ¢(2) a p(z), odpovidajici pFisluiné biharmonické
funkei W, jsou reguldrni v D. Ve vzorci (1), § 48 se logaritmické ¢leny
nevyskytuji. Podle vzorce (4), § 48 budeme mit

n

#0) = 3 o) vle) = 3 wile).

E=0
26(z) = [pufe) dz.
Funkece y,(z) maji jednoznaéné reilné ¢asti v pfislusnych oblastech D,.
V opatném ptipadg, jak lze lehce nahlédnout, byl by hlavni moment
sil pasobicich na hranici L, rizny od nuly. Abychom dostali vzoree (2),
staéi nyni polozit -

YRR Wi = Re(z pal2) + 24(2))-

Piedpoklidejme nyni, e umime FeSit problém theorie pruznosti pro
- kazdou z oblastf D,. Jestlize budeme znit hodnoty veli¢iny

Oznatme jesté
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it = 0 |

na piislu§né kfivee L,, pak rozfeSime-li uvedeny problém v kaZdé -
z oblasti D;, nalezneme funkce W a tedy i W. Tim bude Ffefen problém
theorie pruznosti pro na$i mnohonasobné souvislou oblast D. Vse se
tedy prevadi na sestrojeni funkei g,(z).

Uéinime nékolik pfedbéinych poznimek.

1. Podrobny rozbor, ktery zde nebudeme provadét,! vede k nasledu-
jicimu vysledku: necht D je jednoduse souvisla oblast a L jeji hranice.
Necht je dile U funkce biharmonicka v D a necht na hranjci L

oU . oU
a5 T £ g(z).

Potom v libovolném vnitinim bodé oblasti D

8U+ aJ f[M 2, 95 0) 9(8) + Myle, 95 ) 9(0)1dS,  (3)

kde M, a M, jsou spojité funkece, pokud bod (z, y) zlstava uvniti
oblasti a bod ¢ na jeji hranici; tyto funkce jsou iplné uréeny oblasti D.
Pro struénost budeme oznadovat integral na pravé strané (3) M(z; g),
takze

oU oU

5 Tigy = MEo). (8)

Operator M, pifslusejici oblasti D,, budeme znadit M,(z; g), takze
specialné _

oW, | oW, )

=z T o M (2; gy)- (4)

2. Jestlize g(z) =g = kohst, pak z véty o jednoznacnosti FeSeni
problému theorie pruznosti plyne, Ze

8U .U _
% T i
Odtud plyne, Ze
pro g({) = g = konst, M(z; g) = g. ()

! Viz [37b], str. 5—8.
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3. Protoze funkce W, jsou biharmonické v jednoduSe souvislych
oblastech, jsou jim piisluSejici posunuti jednoznaéni. AvSak potom
v duasledku vzorce (2) budou automaticky jednoznadnd i posunuti,
odpovidajici funkei W. A priori je jasné, Ze funkce (2) nemiZe vyho-
vovat krajové podmince (1) pro libovolné hodnoty konstant B, nebot,
jak uZ bylo poznamendno, pfi jejich libovolné volbé jsou posunuti
obecné mnohoznaéni. PoloZzime si proto nas$ problém takto: budeme
hledat funkei W ve tvara (2); p¥itom se budeme snazit, aby W vyhovo-
vala krajové podmince

na I, o+ i 5L = 1) (©)
aZ na aditivni konstantu, jeZ miZe byt rizna na riznych hranicich.

Nenf obtiZné sestavit nyni soustavu integralnich rovnic pro neznamé
gx(£). Na kiivee L,

oW, | . W,
_(T—F ? ay _gm(z).

Dale, jestlize k& + m, lezi L,, uvniti oblasti D, a podle vzorce (4)

ow, . .oW,
na Lm ?{lt—k + —— = Mk(z; gl:):

oy

kde z znagi bod na L,,. UZijeme-li vzoret (2) a (5), dostaneme soustavu,
kterd nis zajima:

na L, gni)+ O Myz9:) = fulz), m=0,1,... 0. (7)

kkm

Soustava (7) je jako v piipadé rovinného Dirichletova problému
(§ 45) v obecném pripadé nefesitelnd. Abychom se o tom presvédéili,
uvaZujme homogenni soustavu:

na L, g (2) + > Mz ¢i) = 0. . (8)
IEm »
(0)

Jak plyne ze vzorce (6), vyhovuji soustavé (8) g,,’(z) = a,, = konst
jestliZe konstanty a, jsou.podrobeny jediné podmince a, + a, +
+ ...+ a, = 0. Homogenni soustava (8) ma tedy netrividlni feSeni
(nerovnajici se identicky nule) a z Fredholmovy alternativy plyne ne-
Tesitelnost soustavy (7).
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Upravme nyni soustavu (7) tak, aby se stala fesitelnou. UvaZujme
integrily
= J[2(0) 90) + BulO) g w@na (9)
k

kde funkce «;(Z) a f() jsou podrobeny témto podminkim:
1. jsou spojité na L,;

2. Jox(0)dl =1, [Bu(()dl = 0. (10)
Ly Ly,

Soustavu (7) nahradme soustavou:
na L,

gm(Z) +k:j§ {Mk(z; gl\.) _Nk(gk)} = fm(Z), m = 0)'1: 27 ey M. (11)

DokaZme, Ze soustava (11) je feSitelnd pro libovolné funkece f,(z).
UvaZujme pfisluSnou homogenni soustavu

na L,
g (2) + 2 { Mz g7) — Nulgi")} =0, m =0,1,2,..,n (12)
k:t:m LY
a dokaZme, %e m4 pouze trividlni YeSeni ¢{¥(z) = 0,m =0,1,2,...,n
Necht gd(z), ”(2), ..., {(z) je libovolné Fefeni soustavy (12). Oznad-

me
Z Nk(ggco)) = Qnp.
FEm
Velidiny a,, jsou ziejmé konstanty. Z (12) nyni plyne, Ze
na Ly, g (2) + 2 Mi(2; g) = @um. (13)
k=xm

UvaZujme funkce W(x, ) biharmonické v oblasti D,,, vyhovujfei
na L,, rovnici
WO aW®

el o ay’" = gm(2)-
Podle vzorce (4) uvnitt D), mame: .
W™ . oww N
axk + ? ayk = 'Mk(z; gsg))
PoloZzme nyni n
WO, y) = 2 Wl y)- (14)



Funkce W(z, y) je biharmonickd v mnohonisobné souvislé oblasti;
protoZe se rozklad4 na soudet funkei biharmonickych v jednoduse sou-
vislych oblastech, odpovida,]l ji jednoznacénd posunuti v D. Z (13)

plyne, Ze
ow@ . oW® 8
na L, o + 1 o @ e (15)

Ze vzorce (1) plyne, Ze

ldfk(z)
ds ° g

. 1
X+ 1Y = T

Utzijeme-li toho na rovnici (15), kde f.(z) = a; = konst., nalezneme
X;, = Y,;, = 0. Biharmonickd funkce pfislusi tedy napjatosti v mno-
honasobné souvislé oblasti D, na jejiz hranici neplsobi vnéjsi sily.
Podle véty o jednoznadnosti se piisludnd napéti rovnaji identicky nule.
Prlslusna biharmonicks funkce W® bude potom linedrni (viz vzorce
), § 39) a
0) [())]
oW i ow

el 3 = konst.
Dokazme, %e konstantni jsou také veli¢iny
(i) [
W"‘-I— au;;m=0,l,...,n

Podle Goursatova vzorce (1), § 40

W = Re{z ¢(2) + 1(2)}, W = Re{(z pu(2) + xu(2)};
Pritom zfejmé

= i:otpm(Z), 1(z) = éoxm(z} (16)

Opakujeme-li odvozeni Goursatova vzorce pro funkci WO(z, y)
a vezmeme-Ji v ivahu, Ze tato funkce je linedrni, lehce zjistime, Ze
¢(z) = oz + B, kde « je redlnd a f je komplexni konstanta. Uplné
obdobné najdeme, %e y(2) = yz + 6, kde y a & jsou konstanty.

Dokazme, Ze obdobny tvar maji i funkce ¢,,(2), ¥.(2). Prvou z rovnic
(16) derivujme podle z a vysledek napiSme ve tvaru

Pm(2) = ix — 2 gi(2).
kEm
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Leva strana rovnice, ¢,,(z), je reguldrni vné L,, a pravé strana uvnitt
L. Avsak potom g, (z) je regulérni v celé rovins. Podle Liouvillovy
véty je @, (2) konstanta. Must byt ryze imaginirni, nebot v opaéném
piipadé méla by W derivace neomezené v nekonetnu. Oznadéime-li’
tuto konstantu ix,, dostaneme @, (z) = o, & @u(z) = iz + .
Obdobné zjistime, Ze y,(z) = ynz + 6,. UZivajice vzorce N. I. Mu-
schelidviliho
8W‘°’ oWy _

g 3 Pm(2) + 2 gi(2) + wm(Z) Ym(2) = Am(2)

nalezneme, Ze

owe . oWe —
e + 4 T Bm + Ym = konst.

Odtud zfejmé plyne, Ze g(o)(z) = konst. \

Reseni homogenni soustavy (12) jsou tedy konstanty. V takovém
piipadé podle vzorce (5) M, (z; ¢*) = ¢\*. Déle ze vzorct (9) a (10)
také plyme, ze N, (g{) = ¢\¥. Dosadime-li toto do (12), zjistime, Ze

g9(z) = 0, t. j. homogenni soustava (12) mé pouze trivialni Feseni.
V disledku Fredholmovy alternativy je soustava (11) feSitelna.

Regime-li soustavu (11), FeSime tim soudasnd problém theorie pruz-

nosti pro oblast D. Necht g,,(2) je FeSeni uvedené soustavy. Oznatme

z Ny(g) = B
k==m

Potom
na L, Im(2) +l_g M (z; gz) = fm(2) + B (17)

Necht W, (z, y) je biharmonickd funkee v D,,, vyhovujici na hranici

L,, rovnici
m oW, L OWm
g + @a—y = gm(2),

anecht W= W,+ W,+ ... 4- W,. Funkce W(z, y) je soucet bihar-
monickych funkef, z nichZ kaZda je regularni ve své jednoduse souvislé
oblasti; vzorec {17) ukazuje, %e tato funkce vyhovuje podmince (1).
N4s problém je tim FeSen.

Jako N,(g) 1ze speciélng zvolit

Nug) = M(0;9), k=1,2,...,n; Nog) = Ma,g),
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kde a je libovolny bod uvnit¥ L,. Jestlize hranice Ly, Ly, ..., L, jsou
od sebe navzijem dostatetnd vzdileny, je ihmed patrno, Ze jidra
integraltt v soustavé (11) budou mald a tato soustava bude FeSitelnd
methodou postupnych aproximaci. Stejné jako pfi Dirichletové pro-
blému dochdzfme i zde k zobecnénému Schwarzovu algoritmu.?
V nasledujicim paragrafu ukaZeme jeho uZiti na jeden specialni pro-
blém.

§ 53. Excentrické mezikruZi s rovhomé&rné rozloZenym tlakem na
vnéjsi kruZnici.? Poédtek soufadnic poloZme do stfedu vnéjsi kruznice;

osu z poloZme do spojnice obou stfeda
fy)ﬂ a jeji kladny smér necht je orientovin
X”:,

ke stfedu 4 vnitini kruZnice. Poloméry
kruinic oznaéme r a R (viz obr. 13),
vzdélenost mezi stfedy a. Oblast D, je
kruh |z| < R, oblast D, vnéjsek kruhu
|z —a| < 7.

Podminkyna hranici ob]asti jsou takové:

na vniténi kruznici L, al/ + z = f1(z)

X»%?“

= 0; na vnéjsi kruzmm, podlobene stalému

Obr. 13. normalnimu tlaku, ktery oznaéime +— p,
X, = —pecos(y, x) = —pi—z, Y,=—pecos(v,y)=1p ias:
Odtud plyme, Ze na L,
W_|_ aaij—fo )=1t [(X,+1:Y,)ds = — pz. (1)

Integraéni konstantu neuvaZujeme, nebot je nepodstatna pfi uziti
zobecnéného Schwarzova algoritmu.

L'V jiz citovaném &lanku S. L. Soboleva [34] je dokdzéno, Ze v problémech
theorie pruZnosti vede zobecnény Schwarzuv algoritmus vidy ke konvergentni
fadé, kdyZ je oblast dvojnédsobng souvislé.

2 Tento problém lze Fefit elementarnsjSimi prostfedky. Uvddime jej zde pro
ilustraci methody. Méné& elementérni piiklad uZiti naseho algoritmu nalezne
8tendfl v [27b].
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ResSeni problému theorie pruZnosti pro oblasti Dy a D, jsou uplné
elementarni a dobfe znama. Zavedeme-li Goursatovy funkce ¢(z)
a y(z), vazané s Wz, y) vzorcem

ow 8W
o Ty T

Ple) + 29/ + (o), (2)

mame! pro oblast D,

f AL
00 = g [ at—ar—g [IPar
LO

LO
_ fo(0) R’ (z) — ay]
v =g [ C”_z el — ol 3)
LD
4 = focz d¢
LO
a pro oblast D, £,(0)
#) = 5 fc_zdc,

p(z) =3 m f‘ C—Tmff‘ dé —z ¢'(2).

Ve vzorcich (3) a (4) znadi fo(L) a f1(£) hodnoty veliiny (2) na hranici
Lg resp. L,. ‘ "

V naSem problému. f,({) = 0 a miZeme podle analogie se vzorcem
(9), § 47 napsat feSeni ve tvaru

Wz, y) = Wiz, y) — Wiz, y) + Wiz, y) — ..., (5)

kde W, jsou funkce biharmonické v Dy a W, biharmonické v D,.

V souhlase se vzorcem (2) zavedme analytické funkce @,(z) a p.(2)
tak, aby "

oW, oW,

e T Ty

Dohodnéme se je$té na tom, Ze { bude znaéit bod bud na hranjei Ly,
nebo L,. '

Pi(2) + 2 Pi(z) + vil2).

1 Viz [28a]. Tyto vzorce bez nesnézi dostaneme, vyjdeme-li z vysledki § 41.
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Prvi aproximace W,(z, y) vyhovuje na L, krajové podmince

ow, 8W1 . .

e + = fo({) = — p¢.
Dosadime-li toto do (3) a provedeme-h prisluiné vypodty, snadno do-
staneme, Ze oW, oW,

uvnit¥ D, Dédle na hranici L, je veli¢ina %4— i 8;’:/’ 2 identické

6W1 oW,
. + '»—ay ; tedy
ow oW
na L, axz-{—@TyE:——pC.

Dosadime-li toto na misto f,({ ) do vzorce (4), dostaneme po jednodu-
chych vypoétech

7-2
| ?ulr) = 0, 3fe) = — L ——ap,
a tedy uvniti D,
oW, W2 prt -
ox + oy = T e (7)
. - oW, _ . . .
Hodnoty mna hranici velidiny =, 1aj deme, odeéteme-li

ox
od velidiny (7). jeji hodnotu v nekoneénu a vypocteme -li hodnotu nale-

zeného rozdilu na L, Potom dostaneme

Wy, We_
ox %  [—a R —al’
— 2
nebot na kruznici Ly { = % Vratime-li se opét ke vzorei (3), najdeme:
pri(R® 4 az) z apr’(2a — z2)
@3(2) = — Sy ¥al2) = — 5 — :
2R2 2 2 2
Odtud RA(E® — az) (B —az)
oW, 1 oW, 2 (R? + az)z 2z R2%
ow oy V| oRARP —az) ' 2RF (B —azR
_ a(2a —2)
(R? — az)? ] (8)

Stejné jednodusSe vypoéteme i ndsledujici aproximace.
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