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KAPITOLA 4

NEKTERA UZITI INTEGRALU
OBDOBNYCH POTENCIALUM

§ 54. Uziti Cauchyho integralli v rovinné theorii pruZnosti (rovnice
N. 1. MuscheliSviliho). Omezme se pro jednoduchost na pripad, kdy
pruzné prostfed{ vypliuje omezenou, jédnoduSe souvislou oblast.
Oznaéme tuto oblast D a jeji hranici L. Jak u% vime, tloha spodiva
v urdenf analytickych funkef ¢(z) a y(2), reguldrnich v oblasti D a vyho-
vujicich na hranici L podmince

o(z) + £ @'(8) + w(&) = f(0), (1)
kde f(£) je zndmd spojitd funkce bodu na hranici L. Budeme pfedpokla-
dat, %e je dostateéns hladka.

Je pohodIngj§f vyjidiit podminku (1) v ponékud j ]mem tvaru, totiz
zameénit v ni vSechny veliiny konjugovanymi:

(&) + £ 9'(8) + p(&) = f(D). (2)

P¥i fefeni tlohy budeme postupovat takto: Budeme uvazovat oblast
D' lezici vné L. Necht 2’ je libovolny bod této oblasti. Ndsobme obé
strany rovnice (2) vyrazem 1 ¢

2mi { —2

a integrujme podél L. ProtoZe ¢(z), ¢’(z) a p(z) jsou regularni v D a bod
2’ lezi vné D, plati v disledku znadmych vlastnosti Cauchyho integralu
identity

i | T =00 o |7
L L

1 () 4.
C) 2—mf&__z,dé'=0
L

Uzijeme-li identity (3, c) ), dostaneme
Co (C) =
e f a d¢+2m f dt — A(), @)
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(3)




kde

— (5)

Upravme rovnici (4). V identité (3, a) nahradme vSechny veli¢iny
konjugovanymi, identitu (3, b) ndsobme — z'; obé takto nalezené rov-
nice pFiétéme k (4). Dostaneme rovnici

1‘ —_— d¢ o 2').
Q—niLfsv(c)(C_z, g_z) 2mfc P(0) AL = A@).

Posledn{ integril lze integrova.t per partes, a tak dostaneme rovnici
neobsahujici ¢'(£):

1 [—=] d¢ d¢ 1 [ —2 "
i [P0 (e —Tog) —am [0 =46 ©
L L

Necht nyni 2z’ — ¢, kde ¢ je bod na hranici L. Podle vzoree (3), § 22
lehce dostaneme:

1 — 1 o(0)
Mz ¢ dc_—”:??"’(”’L%fc—tdC’

v #(£) — 1 f ¢()
3'133( 2Mfc—z dg) P fc—tdc

Piipomelime, Ze integraly napravo v téchto vzorcich jsou singularni.

Pokud se tyde tfetiho ¢lenu ve vzorci (6), lze v ném provést limitni
prechod za integradnim znakem. PoloZme { — 2z’ = r’¢’. Potom

d (= = — 2te—%% 4,
—2'
coZ je veliCina spojita pii libovolné poloze bodi 2 a {, za toho jediného
predpokladu, Ze hranice L je hladka. Ponévadz vSak integrand je spo-
jity, lze prejit k limité za integra¢nim znakem. Provedeme-li limitni
pfechod, dostaneme integ-rélni Tovnici:

5(7)+2—;f (C)dlgC f(c — A(t).
L

Polozime-li £ — ¢ = re*®, pfevedeme tuto rovnici na tvar
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Mﬁ—il[(adﬁ—m—j}@hf”dﬁ— a@. (@

Jestlize hranice I je hladkd, bude d# spojitou funkei bodd ¢ a £..
Polozime-li p(t) = p(t) + ¢ g(t) 2 oddélime-1i v (7) redlnou a imagindrni
&ast, dostaneme soustavu dvou integralnich rovnic Fredholmova typu..
Odtud plyne, Ze pro rovnici (7) plati Fredholmova alternativa.

Rovnici (7) odvodil N. I. Muschelisvili [28b, ¢], jehoZ Uvahy jsme zde:
reprodukovali.

Obrafme se k vy3etfovani rovnice (7). DokaZzme pFedevsim, Ze jeji:
libovolné feSeni lze analyticky pokrafovat z hranice L na celou
oblast D. Pfipomeneme-li si odvozeni rovnice (7), lehce se pfesvédéime.,
ze ji lze vyjad¥it ve tvaru '

. 1 m
fim {_é?i 75 2mfc rde+

+_ﬂ[¢o+c¢< —H2) 4_Q (8

27t ;—2

Piitom je tfeba v druhém integrilu chipat ¢'(z) jako derivaci ¢({)
podél k¥ivky L. Poloime nyni -

?(%)
me ~df = 1 D(z'),

—_ (9)

271 ;¢ —2
L

Rovnice (8) pfejde v rovnici:
D(f) + 1 D'(t) + P(t) = 0. (10)
Funkce @(2')-a ¥(z') jsou regularni v D’ a rovnice (10) ukazuje, Ze
dévaji feSeni rovinného problému theorie pruZnosti pro oblast D’ za
pfedpokladu, Ze na hranici oblasti neptisobi vnéjs{ sily. AvSak potom,
podle véty o jednoznaénosti feSeni rovinné tlohy,?
D(2') = iz’ + B, V(') = —B,

1 Viz [28a], str. 111.
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kde « je redlnid a f komplexni konstanta. Ze vzorci (9) plyne, Ze
D(0) = P(0) = 0. Aviak potom x =g =0a

D) =0, ¥Y(z')=0.

Prv4 identita ukazuje, Ze funkci ¢({), jez vyhovuje rovnici (7), lze
analyticky pokracovat do vnmitfku celé oblasti D; z druhé identity
plyne, Ze do téze oblasti 1ze analyticky pokraéovat i funkeci

p(0) = —¢(Q) — L 9'(0) + (D).

Resime-li rovnici (7), najdeme krajové hodnoty obou hledanych
Goursatovych funkei. Hodnoty uvnit¥ oblasti lze nyni uréit tieba
z Cauchyho vzorce. Resime-li tedy rovnici (7), ¥eSime tim soudasné
i problém theorie pruZnosti.

Neni v8ak obtiZzné dokazat, Ze rovnice (7) je v obecném pFipadé ne-
fesitelna. Vskutku, jestlize se hlavni moment vn&j$ich sil nerovné nule,
jinak Tedeno, jestlize Re [7(77d 0

Jieyac +o,

nemd problém theorie pruZnosti fe§eni. AvSak potom nemd FeSeni ani
rovnice (7). PEislu$nd homogenni rovnice

70— [aDw—— [a@eswar=0
N i L
104 netrivislni YeSeni. Timto YeSenim, a p¥i tom jedinym, je funkce
Polt) = ot + B . (12)

(x je redlnd a f je komplexni konstanta), prisluSejici rovinnému pro-
blému theorie pruZnosti, jestlize neptisobi vn&jsf sily.

"To, #e feeni (12) je jediné, plyne piimo z véty o jednoznaénosti
TeSeni rovinného problému theorie pruZnosti. -

Uvedeme takovou zménu tvaru rovnice (7), pfi niZ se tato stane
YeSitelnou a d4 TeSen{ problému theorie pruZnosti za toho jediného
predpokladu, %e se hlavni moment vn&jsich sil piisobicich na hranici L
ToVn4 nule.! \

PoloZme pobatek soufadnic do vnitfku oblasti D. K levé strané rov-
nice (7) plipoétéme vyraz

1 Viz [37d].
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L o)., L e, . o0 .
3 [ 50 5 f( e T dc) (13)
L L

Uvedend rovnice bude nahrazena rovnicf

- 1 . .
‘P(t)—;f?’(f)dﬁ—%f(p(c)e—mdﬁ_|_2im'ftp_(CC_)_dC_i_
i

L

1 (C) q)(C) '

Vysetime rovnici (14). Pfedev$im dokaZzme, Ze kaZdé jejf FeSeni Ize
analyticky pOk}‘aéovat do celé oblasti D. Staéi tentokrat poloZit

¢)

. L

271 ¢
Z

f( (f)dC—i— _(_)dg) — 1 P(2').
¢ ;2
Uvazujeme-1i analoglcky jako v pfedchéizejicim, nalezneme, Ze
D(z')=0, Y(i')=0.

Prvni rovnice ukazuje, Ze ¢({) lze analyticky pokracovat do oblasti D.
Piedpoklédejme nyni, Ze se hlavni moment vnéjsich sil ptsobicich
na hranici L rovna nule. V takovém piipadé (viz § 43, vzorec (3))

Re Lf;Tc) dt = 0. (15)
DokaZme, Ze p¥i této podmince libovolné feSeni rovnice (14) anuluje
kazdy z integralia v (13).
NapiSme explicitné rovnici #(2’) = 0:

_1_qu+ Lg'(0) — f(C) d¢+if¢(¢)d¢+

_I,_

Zmz

271 {—=z 271 ¢
I L
1 9(5) (€) ‘

Rozvifime levou stranu v (16) v Laurentovu fadu v okoli bodu v ne-
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kone¢nu a poloZme rovny nule [v dasledku identity (16)] absolutnf &len

s - 1
této fady a koeficient u - Potom dostaneme

L (o) g, _
En—if—dc_o, (17,)
1 -
—5 | WO+ o )]dc+2—lmff(C)dC+
L
1 (2@ 2(0) 4 ) :
+5 f( ar+ 2az (17,

Rovnice (17,) ukazu]e, Ze se prvy z integraltd v (13) rovna nule.
Obratme se k rovnici (17,). Integrujeme-li per partes, mame

]f Co'(t)de = — [ p(¢)d
Dosadme toto do (17,):

— 5 (i:T)dc—MC)d&)Jr—ff )dz -+
L
1 (e 4, 4 20 )
e f(¢ az + 2l de

Prvy séitanec je zfejmé rea,].ny, druhy je v disledku rovnice (15) také
Tedlny a tfeti ryze imaginidrni. AvSak potom se tfeti séitanec rovna
nule, t. j. rovné se nule druhy integral v (13):

1 (o), , ¥
T f( e+ L0 ~ d:)—o (175)

DokaZme nynf, %e rovnice (14) je FeSitelnd, at je jeji prava strana
jakakoliv. Ve shodé s Fredholmovou alternativou staéi dokazat, Ze
homogenn{ rovnice

_ 1 . 1 . )
-‘Po(t)—;fqoo(é) dz‘}—;f%(g) e_mdﬁ—i—ﬁf%f) s+
L

L
0 1, . 7l
+%f( z e éh) e

m4i pouze trividlni feSeni @y(t) = 0.
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Rowvnici (18) dostaneme ze (14) pro f({) = 0. Podminka (15) je zde
zfejmé splnéna, a proto pro libovolné fefeni rovnice (18) plati rovnice
(17,) a (17,). Posledni dva ¢leny v (18) vymizi a tato rovnice se shoduje
s (11). Jeji FeSeni je potom dano vzorcem (12). Dosadime-li nyni vyraz
(12) do (17,) a (17,) a vzpomeneme-li si, Ze & je redlné &islo, najdeme,
Zex = f§ = 0a tedy @y(f) = 0. Tim je FeSitelnost rovnice (14) dokdzana.

Necht je nyni splnéna podminka (15), kterd je nutnd k tomu, aby
mél problém theorie pruznosti Feseni. Lize bez obtizi dokazat, Ze potom
vede FeSeni rovnice (14) k feSeni naSeho problému. Vskutku funkece p(t)
vyhovujicf rovnici (14) anuluje vyraz (13). Potom rovnice (14) pfejde
v (7), o niz jsme uZ dokézali, Ze jeji FeSeni vede k feSeni problému theorie
pruZnosti. :

K methodé vyloZené v tomto paragrafu p¥ipojme nékolik poznimek:

1. Tvar integralnich rovnic (7) a (14) se neméni, piejdeme-li k mno-
hondsobné souvislym oblastem. AvSak vySetfovan{ této rovnice je tim
neobydéejné ztizeno. Podrobny rozbor pro pfipad mnohonidsobné sou-
vislych oblasti je obsaZen v citovaném &lanku D. I. Sermana [37d].

2. JestliZze jsou na hranici L body, v nichZz ma prvd derivace ne-
spojitosti 1. druhu, nevedou rovmice (7) a (14) na rovnice Fredhol-
movy. Presto vSak zustavaji Fredholmovy véty v platnosti i pro tyto
rovnice. Podrobné o tom viz élanek L. G. Magnaradze [26a].

Ve svych 6lancich [37f, g] uZil
D.I.Serman methody integralii
typu Cauchyho také na ptipad
nehomogennich a neisotropnich ~—18

pruzZnych prostiedi. ﬂ //-) m
§55. Pruina rovina s nekonec- u L/ u F;

nou Fadou vyFezid. Uziti inte-
gralu typu Cauchyho umoziiuje
také Fesit nasledujici dulezitou Obr. 14.

tlohu. Necht pruzné prostfed{

vypliiuje celou rovinu s vyjimkou nekoneéné fady stejnych a perio-
dicky rozloZenych vy¥fezti (obr.14). Predpoklidejme dale, Ze viechny
tyto vyfezy jsou podrobeny pusobeni stejnych vné)sich sil. Nadi tlo-
hou je uréit napét{ v pruzném prostiedi pfi uvedenych podminkach.

y
A/-\
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Predpoklidejme, Ze se hlavni vektor vnéjSich sil, ptsobicich na
kazdy vyfez oddélend, rovna nule. Jako obvykle lze problém prevést
na urdeni analytickych funkei ¢({) a w({), spliiujicich na kazdém vyifezu
podminku

P(0) + L9'(0) + (&) = f(8) + C, (1)

kde f({) je dana funkce. Je zfejmé, Ze na vSech hranicich vyfezu na-
byva f(£) v odpovidajicich bodech stejné hodnoty. Konstanta C, jak
uvidime niZe, mé jednu a touZ hodnotu na vSech hranicich.

V naSem problému jsou napéti a- posunuti periodické funkee z
s periodou a. Vysetfme, jak se méni ¢(z) a ¢(z), dosadfme-li z + a za =
&ili, coZ je totéz, poloZime-liz + a za 2.

Uzijeme vzorei (5), (6) a (7), § 40

oz 4 0, = 4Re{9'(2)}, (5,40)
oy — 0, + 20T, = 22 9"(2) + ¥'(2)], (6,40)
2u(u + tu,) = % p(z) — 2 ¢'(2) —y(2). (7,40)

Prvy ze vzorci ukazuje, ze se Re{¢’(z)} neméni, nahradime-li z + a
za z. Odtud plyne, Ze ¢”(z) ma periodu a. Vskutku, necht Re{p'(z)} =
= p(x, y). Potom p(z + a, y) = p(z, y). Derivujeme-li tuto identitu,
mame \

oplx+a,y) _ oplx,y) _p(x+tay) _ 9p y)

oz oo oy ' oy
Dile
ny . 0P 0P

P'(z) = i ? a_y

a periodicita ¢”(z) pfimo plyne z pravé napsanych rovnic.
Integrujeme-li identitu

9"z + a) = ¢"(2),

dostaneme
¢'(z + a) = ¢'(2) + ix,
9z + @) = ¢() + iaz + ap, (2)

kde « a f§ jsou jisté konstanty. Konstanta « je nutné reilna, nebot
redlnd Gast ¢'(2) se neradni pii zdménsd z v z + a.
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Obratme se ke vzorci (6,40). P¥izaméné z v z + a se jeji leva strana
neméni. Odtud

Et+a)ez+a)+v(+a)=29"() + ()
a v dusledku periodicity funkce ¢”(z)
¥'(z + a) = ¥'(2) —a-9"(2).
Integrujeme-li posledm rovnici, najdeme:
vz + 0) = vl —ag'(d) + 7, (3)
kde y je néjaka konstanta.

Dosadme nyni z + a za z ve vzorei (7,40) a dosadme misto ¢(z + a),
¢'(z 4 a) a p(z + a) jejich hodnoty z (2) a (3). Uzijeme-li periodicity
posunuti, lehce najdeme, #e x = 0 a y = afx. Tudi% ¢’(z) mé periodu a
a @(z) vzroste o konstantu af. Funkce y(z) se méni podle vzorce (3).

Pol2) = pl) — Bz, )

o(2) = p(2) + 2 ¢'(2) — Pz ()
Funkce g(z) a yo(2) jsou zfejmé periodické s periodou a a vzorce. (4)
a (5) davaji vyrazy pro ¢(z) a ¢(2) pomoci dvou periodickych funkef.
Objasnéme fysikalni vyznam veliiny f. Na piimkdch omezujicich
libovolny pas periodicity vezméme dva body 4 a B se stejnymi pofad-
nicemi (obr. 14) a spojme tyto body spojitou k¥ivkou leZici Gplné v pase
periodicity a neprotinajici hranici pruzné oblasti. Najdéme hlavni
vektor napéti pusobicich na oblouk AB. Ozna¢me sloZky uvedeného

vektoru ve sméru soufadnicovych os X & Y; podle znimého vzorce
N. I. Muscheli$viliho ([28a], str. 109) mdme

U(X + 1Y) = [p(z) + 2 ¢'(2) -+ p(2)]4.

Nahradme zde g(z) a p(z) podle vzorct (4) a (5) a uzijme periodicity
funkei py(2), ¢'(2) a po(z); pak dostaneme

Polozme:-

{(X +3Y) = [pol2) + 26y ¢'(2) + wolz) + (1 + %) f2]d =
= (1 + %) [30/,
odkud .
(X + 1Y) L
ﬂ = (1 + x) a M . (*)
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Tim je konstanta § urdéena pomoci sloZzek hlavniho vektoru napéti
plisobicich na oblouk 4 B. Ze vzorce (*) plyne také, Ze uvedeny vektor
nezdvisi na volbé bodu 4 a B.

Predpokladejme nyni, Ze napéti konverguji k nule pro y — oo.
Potom zfejmé X =Y = 0, a tedy § = 0. Misto (4) a (5) dostaneme
jednodussi vzorce,

@(2) = Po(2), ¥(2) = po(2) — 2 Po(2), (6)

kde @,(z) a w,(2) jsou periodické funkee s periodou a. Budeme piedpo-
kladat, Ze jsou omezené pro y — -+ oo; potom pro ¥ —> -+ o budou
napéti konvergovat k nule.

Nahradime-li v (1) funkce ¢(2) a (z) podle vzorcu (6), dostaneme
krajovou podminku pro nové funkece gy(2) a y4(2):

@o(8) + (£ — ) @ol8) + wo(l) = f(O) + C.

Ponévad? vechny séitance vyskytujici se v posledni rovnici jsou perio-
dické, ma C jednu a touZ hodhotu na vSech hranicich. MiZeme nyn,
uZivajice libovolnosti v uréeni C, polozit C = 0. Nakonec se tedy
problém pirevadi na urdeni periodickych funkei @y(z) a y,(z) vyhovuji-
cich krajové podmince:

Po(£) + (£ — 8) (L) + wol8) = f(£). (M)
Obvyklym zptisobem lze dokizat, Ze po(L) a (L) jsou az na aditivni
konstanty uréeny jednoznaéné.

L Poloime nyni
et —t, z— 2 lgt. (8)

Zobrazenim (8) se pds 0 < Re(z) < a pFevede v ro-
vinu ¢ rozdélenou fezem podél realné kladné poloosy
a vytez lezici v uvedeném pasu prejde v néjakou

Obr. 15. i v s - .
’ omezenou - oblast neobsahujici pocatek soufadnic

(obr. 15). Hranici této oblasti oznaéme L. Funkce &(t) = %(%lgt) je

regularni v rozdélené ¢-roviné vné hranice L. Tato funkce, kterd je
periodickou vzhledem k z, nabyva stejné hodnoty v geometricky sply-
vajicich bodech Fezu a lze ji tedy spojité pokratovat pies Fez. AvSak
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potom, jak je zndmo?, Ize tuto funkei analyticky pokrafovat pfes Fez;
je potom regularni v celé oblasti roviny ¢, leZici vné L. TotéZ oviem plati

o funkei Y(f) = y, (%lgt). Problém se tim previdi na uréeni dvou
funkei @(t) a ¥P(2), reguldrnich vné L. Krajové podminky pro tyto

funkee dostaneme, poloZime-li v (7) & = ﬁz lgz:

&(z) — 2% Ig|t| T(7) + P(@) = F(x), F(r)=f(§% lgr). (9)

Uz jsme p‘ozna,mena,li, Ze @o(z) a o(z) jsou uréeny aZ na aditivni
konstantu. Zvolme tuto aditivni konstantu tak, aby Y(f) - 0 pro
{— o0. ) ‘

PFi Feseni ulohy uzijeme téhoZ postupu jako v pfedchdzejicim para-
grafu. V rovnici (9) nahradime vSechny ¢leny konjugovanymi; déle
. , 1 . oy . .

Jji ndsobme vyrazem i T — 7 de 7 kde ¢’ je bod uvniti L, a integrujme
7'[ —
podél L proti hodinovym rué¢iékdm. Potom dostaneme:

1 [ &) dT_LfMdrzA(z'),

2m J v —t' 123 T —t
i L (10)

n_ 1 [F@

L

ProtoZe funkce D(t) je reguldrni vné L, je

1 f‘p(’) dz = &(co).

2 | v—V
L
Necht ¢ je pevné zvoleny bod uvnit¥ L. Polofme v posledni rovnici
¢’ = ¢. Odedteme-li tyto dva vyrazy, dostaneme

1 [ B(x) 1 [ P(n)
2_7'[1, mdf—ﬁfr_cdf—o. (11)
L

1 Viz na pt. I. I. Privalov, Vviéd&nije v t8oriju funkeij kompleksnogo peremen-
nogo.
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Derivujeme-li a potom integrujeme per partes, dostaneme

1 (o

27 | v —1'
L

V identité (11) nahradme vSechny &leny konjugovanymi, identitu

dz = 0. (12)

(12) ndsobme vyrazem 2t'lg|t’| a oba vysledky pfi¢téme k (10). In-
tegral obsahujici @'(z) integrujme per partes: Nakonec pfipoc¢téme’

k levé strané rovnice veli¢inu —— lgt’ Re o(v) dz}. Nechdme-li
2z (zr—c)?

dale ¢ — 7,, kde 7, je bod na hranici L, dostaneme integralni rov-
nici '

5(?0)4-21 qu(?)dlgT_‘E:_F%.f@(r)dflghﬂ—Tolg|10|+

7Tt T—7 T — T,

L

L
-_ 5 -
+é1groRe{f%dr}+ lf ©) gz — 4@, (19)
L L

271 J T —¢C

jez je ekvivalentni soustavé dvou Fredholmovych rovnic.
Nebudeme zde analysovat rovnici (13) — délalo by se to téméf iplné
tak, jako v predchazejicim paragrafu -— a vyslovime pouze vysledek:
1. Funkei &(7,) vyhovujici rovniei (13) 1ze analyticky pokracéovat na.
cely vnéjsek kfivky L; pfi tom je v nekoneénu omezena.

2. Jestlize &(7,) vyhovuje rovnici (13), pak funkei

Y(1y) = F(7y) — D(70) + 270 Ig|70| D(70) (14)
Ize analyticky pokraovat na cely vnéjsek kiivky L; tato funkce je
v nekoneénu rovna nule.
3. Rovnice (13) je FeSitelnd, at je funkce F(t) jakdkoliv.
Ze shora FeGeného je jasno, Ze funkce @(¢) a ¥(t) uréené rovnicemi
(13) a (14) a nésledujicim analytickym pokratovanim Fesi nasi Glohu.

1 'Tuto soustavu dosteneme, jestlize v (13) oddé&lime redlnou a imaginarni ¢ést
a za neznamé povaZujeme
Re{P(7)} & Im{®(zy)).
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§ 56. Rovnice Lauricelliho. Methody integralnich rovnic p¥i rovinném
problému theorie pruznosti po prvé pouzil r. 1908 G. Lauricella [23].
AvSak jeho rovnice a zvld$td jejich odvozeni byly dosti neobratné
a nepohodlné. D. I. Serman [37j] vyjad¥il Lauricelliho rovnici v kom-
plexnim tvaru a -udal nové, mnohem jednodussi odvozeni. V novém
tvaru se tyto rovnice ukizaly pomérné jednoduchymi — jsou jedno-
dussinez rovnice N. I. MuscheliSviliho (§ 54), které jsou jim velmi blizké.

V tomto paragrafu uvedeme odvozeni D. I. Sermana, omezujice se na
plipad jednoduse souvislé, omezené oblasti.

Jak uZ vime, problém v tomto p¥ipadé pozistava v uréeni dvou
funkei @(2) a (z) reguldrnich v oblasti D, vyplnéné pruznym prostie-
dim, a vyhovujicich na hranici L této oblasti podmince

o(0) + £ @0 + 9(0) = AL), (1)

kde f({) je dana spojitd funkce, o ni% budeme predpoklidat, Ze je
dostateéné hladkd. Pripomefime, Ze f({) nutné Vyhovuje..Bodml’nce

Re{Lf f(yazt=o, (2)

kterd vyjadfuje, Ze hlavni moment vnéj§ich sil piisobicich na L je

roven nule.
.

Budeme hledat ¢(z) a 1(z) ve tvaru téchto integrili Cauchyho typu:

)
- f 2 a, ®

1 w(¢) 1 fw(f) 1 () d¢
w(z)=2m:_[C—zdc_2nif(§—z)2dc+2mlf E—z’ (4,)
L L L

kde w() je nezndm4d funkce, jeZ ma byt uréena na hranici L.

Sestrojme z (3) a (4) vyraz ¢(z) + z ¢'(2) + ¥(2) a nechme blizit z
k néjakému bodu ¢ na hranici L. Uzijeme-li vzorct pro limitni hodnoty
integrald typu Cauchyho, dostaneme okamZité integrilni rovnici pro
neznamou w(f):!

1) Vynechdvame zde detaily t,ransforma.cl, nebot se témér doslova shodu_]l
s transformacemi § 54.
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1 b—t 1 [ i -
o0 tg [e@as=—o [oBaz= =10 ®

/e L L
To je Lauricelliho rovnice v komplexnim tvaru.

Lze dokazat, Ze rovnice (5) je v obecném piipadé nefesitelns. Aby-
chom ji uéinili FeSitelnou, pfipoétéme k jeji levé strané velidinu

1 1 t—a
b - = — = — )
(t—a t—a+<t—a>2)

kde a je vnitini bod oblasti D a
b=i.Ref(—“’@—dc. (6)

142 { —a)

L
Polozme jests { — ¢ = re”. Rovnice (6) je nahrazena rovnici:

w(t)-F—jlr—fw(é') do _%f@eziadﬁ+(tia_7iz+

I —a
+(t—a)m f(: >2dc_f @

VySetfme rovnici (7). DokaZme predevsim ze kazde jeji fefeni anu-
luje veli¢inu b. Vratme se proto k funkeim ¢(z) a y(z

Provedeme-li v opaéném poradku Gvahy, jeZ nds vedly k rovnici (5),
vyjadfime (7) ve tvaru

w(t)+tW+«W)+b(t_1 L, tze )—f

a — —
‘t.a, (t —a)

Nésobme tuto rovnici d¢ a integrujme podél L. Po nepiili§ slozitych
upravach dostaneme

[ ()dt—w()dt)+bf( de | _dt )—|—2mb—ff
L

L l—a ¢ —

Z (6) je patrno, Ze veli¢ina b je ryze imaginarni. Redlnd ¢ist nalevo
v posledni rovnici je potom z¥ejmé 2nib a napravo se rovna nule podle
podminky (2). Tudiz b = 0.
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Z dokazaného plyne, Ze kazdé feSeni rovnice (7) vyhovuje soudasné
také rovnici (5). Dosadime-li uvedené FeSeni do (3) a (4), dojdeme
k TeSeni problému theorie pruznosti.

DokaZme nyni, Ze rovnice (7) je FeSitelna. Podle Fredholmovy alter-
nativy staci dokdzat, Ze homogenni rovnice ma pouze trivialni feSeni.

Polozme f(t) = 0. Tim dostaneme homogenni rovnici

 + % fwo<c) a0 — [ e an +
L

1 1 t—a
— —_—— ——|=0. 8
R i = R
Zde je 1 wol0)
- 0
by = —Re f——(c_a)zdl- (9)
I

Podle dokazaného b, = 0. PoloZme nyni ve shodé se vzorei (3) a (4)

1
wule) = 5 [ 228z, .o

L
_ 1 [ ¢ wo(0) 1 wo()

'Po(?)-—zm C—Z C—z—mf—(CT(]z)gdC“l‘ r— (11)

L

Pi‘ihlédneme-h k tomu, Ze b, = 0, dostaneme z rovnice (8):

Polt) + £ #'(8) + wolt) =
Posledni rovnice ukazu]e, Ze @o(t) a o(t) Tesi rovinny problém theorie
pruZnosti za pfedpokladu, Ze na hranijci L nejsou Zddnd napéti. Podle
véty o jednoznalnosti
o(z) = iz + B, polz) = — B,
kde x je redlnd a 8 je komplexni konstanta.
Neni obtiZné nahlédnout, Ze &« = 0. Skuteéns, by= 0. Aviak z (9)

a (10) plyne, Ze
0 = by = 2i Im{gy(a)} = 2ix.
Tudiz

Po(2) = B, vol2) = — B
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Ve vyrazu (11) integrujme druhy integral per partes:
Tat)de 1 f d(Z wo(2) _

'2% (C—2)®  2m I —=z
L
_ 1 Cw (C) wo(8)
i [ — Lo dg + 53— I—2z dé
I
Dosadme toto do (11):
wle) = 5 f wol¢) C___Cz“"’“) dc. (11,)
L
Piihlédneme-li k hodnotdm ge(z) = B a yy(z) = — B, dostaneme z (10)
a (11;):
L [ o0 —8 1 [ w8) —Cwg®)+B .. _
2EL_[ t—z =05y e de=
L

Z toho je patrno, %e wy(l) — B 8 wo(C) — ¢ wy(¢) + B jsou hodnoty
na hranici analytickych funkei, regularnich vné L a rovnych nule v ne-
koneénu. Oznaéme je ié(z) a t&(z), takze

' 18(8) = wo(8) — B,

ie(f) = B — Zoy(t) + .

Vyluéme z téchto rovnic wy({):
6(0) + T &'(¢) + e(¢) + 2if = 0.

Funkee d(z) a &(z) + 2if jsou feSenf homogenni (t. j. neptisobi vn&jsi
sily) dlohy theorie pruznosti pro oblast, lezici vné L. Podle véty o jedno-
znaénosti 6(z) = ia'z + B, &(z) + 2if = — B'- AvSak 8(z) je regulérni
vné L a rovna nule v nekoneénu. Odtud o’ = B’ = 0, d(z) = 0. Protoze
e(o0) = 0, je také 8 = 0. Nyni z (12) plyne, Ze wy({) = i6(¢) + = 0,
coZz jsme méli dokazat.

(12)

Jesté Fekneme nékolik slov o Lauricelliho rovnici (5). UZ jsme po-
znamenali, Ze je v obecném piipadé nefeSitelnd. Neni vSak obtizné do-
kazat. (nebudeme se v8ak u toho zdrZovat), Ze podminka (2) je nutna
a postacujicf k tomu, aby méla FeSeni.
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UZijme rovnice (5) na p¥ipad, kdy oblast D je omezena elipsou [371].
Necht parametrické rovnice této elipsy jsou

E=acos? n=>bsind, =&+ .
PoloZme

t=lot) (13)

kde ¢ = pei? a konstanty ¢ (¢ > 1) a ¢ jsou uréeny rovnicemi

¢ = |/a® — b3 g:V j_—ll;

a

Transformace (13) pfevadi elipsu v kruZnici |6] = o. Oznadme tuto
kruZnici pismenem y. PoloZme

c 1
t=_?(1+7). (14)
Dosadme (13) a (14) do (5). Oznadéme jesté
w(8) = 0*(0), f(t) = f*(2).

Dojdeme potom k rovnici

1 d 1 do .
w¥(2) + 5 f wHo) — T — o f w¥o) =5~

c—— o ——
¥ T Y T
1058 1 R Y do
_ @ (sz'-z ) f ) G(ZU) - = f*(). (15)
¥ g _'TQL:'

Rozvitime w*(z) a f*(7) ve Fourierovy fady &ili, coZ je totéz, v moc-
ninné fady pro t a necht
+o to
W¥T) = D apTh, fH(1) = D AT
k=—o k=—w
Dosadme toto do (15) a porovnejme koeficienty pfi stejnych mocni-
nach 7. Potom dostaneme soustavu rovnic s nezndmymi a;:
2010 = Ao,
ay + a-0~ % + (¢* — 1) kﬁke_z(kﬂ) = A,
ay+a_,=A_,;, k=1,2,...
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Prvou rovnicif je uréeno a,. Ze dvou daldich vyluéme a-,. Tak dosta-
neme rovnici pro jedinou neznimou a,:

(1 — ™) ay+ g (g — 1) ki = 4, — ¢ %4,

Odtud lze uréit a; pro vSechny hodnoty £ mimo 4 = 1. Pro k =1
davé posledni rovnice
' 4, —eo 4y

1 —p™* )

Pravé strana posledni rovnice musi byti redlnd. Muzeme se lehce
presvéddit, Ze tato posledni podminka je identickd s podminkou (2).
Piedpoklddame-li, Ze je splnéna, najdeme:

L4, —otd.,
2 1—p% °

a, + a, =

Re(a,) =
Imaginarni éast a, 1ze zvolit libovolné.
Znajice a, pro k > 1, urdime a-, ze vzorce
a- L= A -k ak-

Nyni o*(0) = w({) je znama. Zabyvejme se vypdétém @(z). Ve vzorci
(3) polozme c |/ 1 I

Protoze z lezi uvnitf L, 1ze se lehce presvédéit, ze 1 < [A| < o. Vzoree
(3) potom diva

_ 1 w*(g)(gz . 1). _ g, O.I.:—l(o.?. _ ])
L oo —l)(o’ —‘7) e 3 (6—}-)(6—7)

Pro k& < 0 je integrand regularni vné y a rovna se nule v nekonednu,
a to Fadové jako oF~1l. Podle zndmé- Cauchyho véty jsou p¥islusné
integraly rovny nule. Pro £ = 0 je integrand také regulirni vné yp,
avSak v nekoneénu se'jeho residuum rovni jedné. Piisludny integral
se rovnd jedné. Konedné pro ¥ > 0 mé4 integrand uvnit¥ y jednoduché

poly o = daog= —i— s residui A* resp. A-%. To déva

@(z) = ay + kz ap(A* 4 A-F).
=1
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Vyjadifme-li A pomoci z, dostaneme pro @(z) rozvoj podle mnohoélent:

p(2)=a, + kL, T— E+1Z2—) 3 z—lzZ—H. (16)

§ 57. Dirichletiv problém pro vinovou rovnici. Vinova rovnice
AU + U =0 (1)

(4 je Laplaceiv operdtor) hraje vyznaénou ulohu v mnohych otdzkach
matematické fysiky. Specidlné se vyskytuje v problému ustélenych
elektromagnetick}'rch’ kmijtd. Budeme zde vySetfovat Dirichletiv
problém pro rovnici (1), pfi ¢em% se omezime na rovinnou, jednoduse
souvislou, omezenou oblast. Obecnéjsf formulaci problému, vztahujici
se k vInové rovnmici, najde Gtenaf v pracich V. D. Kupradzeho [20]
a V. Sternberga [38].

Neni obtiZné nahlédnout, Ze pro nékters k je Dirichletiiv problém
pro rovnici (1) nefeSitelny. Abychom to dokdzali, v8imnéme si
tohoto: Necht f(c) (¢ je délka oblouku) je hodnota funkee U(z, y) na
hranici L oblasti D. Dirichletiiv problém spoéivd v uréeni funkce
U(z, y), vyhovujici dané rovnici (1), je-li dina f(¢). Necht G(z, y; &, 1)
je Greenova funkce oblasti D. Podle Greenova vzorce

Ux,y) = ——ffAUEn)va./,EndEdn+ ff(o

&ili v disledku rovnice (1)

Ule, ) — ff (@ 4: &) (sn)dfdn—inff,(w%?da.(z)

Rovnice (2) je integrilni rovnice Fredholmova typu pro neznamou
k? . . .

U(z, y) s parametrem 55 &8 jadrem G(z, y; &, n). Toto jadro je sou-
T

mérné a nedegenerované a existuje proto nekoneéné mnoho charakte-

ristickych é&isel 2 &ili, coZ je totéz, hodnot k2, pro néz rovnice (2) nemd

fefeni. Tyto hodnoty %2 jsou redlné. DokaZeme, Ze jsou kladné (a tedy

. .2
hodnoty % jsou realné). Necht 4, =_L_; je charakteristické &islo
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a U,(z, y) piislusnd charakteristickd funkce. Podle definice je splnéna
identita

k2 -
Uiwy) —g2 [ [y emvemacan=o  ®
D

Porovnime-li to s rovnici (2), vidime, Ze se U,(z, y) rovna nule na hra-
nici L a uvnitt oblasti vyhovuje rovnici

aU, + kU, = 0. (4)

Podle Greenova vzorce
e (2 oro [0

[ fusssa-—[ [

AvSak kiivkovy integral se rovna nule, neboft U = 0 na L. Dile
AU, = — k2U,. Nyni z posledni rovnice plyne

LI

b fo,z, z, y) dz dy
D

> 0.

Ta okolnost, Ze Gisla k, jsou redlnd, d4 se lehce interpretovat fysi-
kalné: %, je velidina Gmérnd frekvenci vlastnich kmijtti prostfedi vypl-
tiujictho oblast D.

Budeme zde uvaZovat Dirichlettiv problém za piedpokladu, Ze
k£ k, '

Jeden ze zplisobl feSeni Dirichletova problému jsme uZ v podstaté
ukézali. Pfevedli jsme jej totiZ na integrdlnf rovnici (2). Této rovnice
Ize s vyhodou uit, jestlize je zndma Greenova funkce a jeji charakteris-
tické funkce U, (2, y); v tom pfipadé se Tesf rovnice (2) methodou § 19.
AvSak oblasti, pro néz jsou charakteristické funkce sestrojeny, neni
mnoho a v obecném p¥ipadd je vyhodné mit integralni rovnici s jedno-
du$sim jadrem.

Takovou rovnici lze sestavit pomoci t. zv. zobecnéného potencidlu
dvojvrstvy

Oy) = o) 55 |5 e | ac )
L
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kde H{ je Hankelova funkce druhého druhu,! r je vzdalenost bodu
(z, ¥) od bodu ¢ na hranici a » je vnéjsi normala k hranici. Oznaéme,
jak je zvykem, indexy ¢ a e limity pfi pribliZovan{ k hranici z vnitfku
resp. z vnéjsku oblasti D. Potom lze dokazat, Ze plati vzorce, zndmé pro
logaritmicky potencial:

Uiz, y) = — uls) + f (o) —aa—[% H?)(kr)] do,
L

Uz, y) = uls) + f u(o) %[%H:e’(kr)] do, (6)
L

(5}~ ().

Zde s znadf bod na hranici, k nému? konverguje bod (z, ¥), a n znaé¢i
vnéjsi normalu k hranici v bodé s. Déle jak uvnit¥, tak vné L vyhovuje
U(z, y) rovniei (1).

Jestlize budeme hledat YeSeni Dirichletova problému ve ‘tvaru po-
tencidlu (5), povede vzorec (6) na integralni rovnici Fredholmova typu
pro u(s):

o) — [ute) 75| g5 9n | o = — g ™)
I

Podrobnéjsi vySetfovani, jez zde nebudeme provadsét, ukazuje, Ze
kromé hodnot k,, pro néz Dirichletiiv problém nemd feSeni, existuji
je¥té vyjimeéné hodnoty k = k,, pro néz je rovnice (7) nefefitelna.
Rezeni Dirichletova problému pro hodnoty k, miiZe byt také urdeno
pomoci potenciali. Vyklad o téchto otazkach najde étenal v jiZ citova-
nych &élancich V. D. Kupradzeho. Poznamendme zde pouze, Ze &isla &,
jsou redlnd. Odtud specijdlné plyne, %e integralni rovnice (7) ma reSenf
pro viechny komplexni hodnoty k.

Pro realné k lze sestrojit integrilni rovnici, kterd fesi Dirichlettv
problém pro rovnici (1) a mé Feleni pro vSechna k * k,, t. j. pro
vSechna %, pro néZ je sam Dirichletiiv problém fFefitelny. Odvozeni

1 Viz na pi. R. O. Kuzmin, Besselevy funkeii.
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téchto rovnic se zakladd na vzorei, jenZ ddvid obecny tvar integrilu
rovnice (1).1 Tento vzorec m4 pro realné k tvar

Uz, y)—w(z)+¢ +sz z, 2, k) p(4) dA +

2 + sz z, 2, k) @(2) d2. (8)

Zde z = x + 1y, 2 = x — iy, @(z) je analyticka funkee; koneéns

H(z, 2 A k)= ——V

.J, je Besselova funkce prvého druhu prvého fadu.

J,(kYz(z — 2)); (9)

Dirichlettiv problém ziejmé roziedime, jestlize uréime funkei @(2),
Jez se vyskytuje ve vzorci (8). Budeme ji hledat ve tvaru integrlu
typu Cauchyho

Anz Q—z & (10)

jehoZ hustotu budeme povaZovat za readlnou. Opakujeme-li ivahy § 29,
-dojdeme k integralni rovnici !

t) + [K(, £) u(L) do = f(s). (11)
Zde 4
K{(t, C)=—%COS—(:’Q+Re{—%deA}. (12)

Dale, ¢ je bod na hranici L, pFislusejici hodnoté parametru s, r =
= |t — | a » je smér vnéjsi normaly k L v bodé {. Opakujeme-li ivahy
§ 29, lehce dokdZeme, Ze rovnice (11) je pro k = k, FeSitelna. Najde-
me-li z této rovnice u(t), dostaneme pomoci vzorch (10) a (9) FeSeni
naseho problému. '

Jiny postup, jak prevest zdkladni dlohy pro vinovou rovnici na
integralni rovnici, je uveden v &ldnku D. I. Sermana [370].

1 Odvozeni tohoto vzorce viz v [10]. Pon&kud jsme pozménili oznadeni uvede-
ného élanku.
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§ 58. Tepelné potencidly a jejich uZiti. Omezime-li se na piipad, Ze
teplota zdvisi kromé dasu pouze na dvou soufadnicich, mtizeme rovnici
pro vedeni tepla napsat ve tvaru ‘
ﬂ jﬂ] _ i EU_ (1)
o2 oy a® o ¢
Nejjednodussim krajovym problémem, spojenym s touto rovnici, je
urdit integral rovnice (1), spojity is jeho prvymi a druhymi derivacemi
ve viech bodech (z, y) néjaké oblasti D a pro vSechny okamziky dasu
ndsledujici za poéiteénim. Hledany integril musi vyhovovat podmin-
kam:
a) pocatecni

pro =0 U = F(z, y); (2)

b) krajové

na hranici L oblasti D
U = (s, t). (3)

Tento problém budeme nazyvat Dirichletovym problémem pro rov-
nici (1). _

Dané funkee F(z, y) a f(s, t) budeme povaZovat za dostatetnd hladké.

Na privé formulovany problém se pfevede na pi¥. vySetfovani po-
hybu viskosni kapaliny v dlouhé roufe konstantriho prafezu.

Budeme predpoklidat, e rychlosti éastic kapaliny maji smér po-
vrchovych pfimek roury. TudiZ, jestliZe orientujeme osu z rovnobézné
s rourou, je od nuly ruznd pouze slozka rychlosti ve sméru z. Dile
predpokladdme, Ze uvedend rychlost nezavisi na z. Potom, jak je znd-
mo,! uvedena rychlost vyhovuje rovnici (1). Je zfejmsé, Ze stac¢i uréit ji
v libovolném prafezu roury. Tento prifez bude oblasti D. Abychom
urdili rychlosti v libovelny okamiZik ¢asu, je nutné udat rozdéleni rych-
losti v poddteénim okamziku. Oznadime-li F(x,y) rychlost v bods
(z, y) pro ¢t = 0, dojdeme k podmince {2). Viskosni kapalina Ine na stény
roury. Z toho plyne, Ze ng hranici prifezu je rychlost rovna nule;
krajova podminka (3) v naSem p¥ipadé nabyvé tvaru:

na L U(s, t) = 0.

1 Viz N.E.Ko¢in, I. A. Kibel’a N. V. Roze, Téorétif’:eska.ja gydromechanika, é.II.
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Shora formulovanou krajovou tilohu lze pfevést na integrilni rov-
nici, jesiliZe uZijeme t. zv. tepelnych potenciali. Uvedme kratce jejich
definici a zakladni vlastnosti; podrobny vyklad theorie tepelnych po-
tencidli lze najit na pf. v [6].

Ozna¢me o hodnotu parametru, uréujiciho polohu bodu na L i sam
bod; » zna&f vnéj$i normélu k L v bods o. Déle oznadme r vzdalenost
bodu ¢ od bodu (z, y); fiseéku, jez je spojuje, budeme povaZovat za
orientovanou od bodu ¢ k bodu (z, ¥).

Necht u(o, ) je funkce definovans pro ¢ > 0 a o lezfci na L. Budeme
predpokladat, Ze u(o,t) =0 pro ¢= 0 a Ze je dostatecné hladka.
Tepelnym potencislem dvojvrstvy budeme nazyvat integral

r!
- e 4at—r1)
Uz, y) f f t~— - Bv da, (4)

definovany pro body lezici jak uvnit¥, tak i vné hranice L. Potencial
(4) 1ze také napsat ve tvaru :

1

Uz, y, t) T4a¥t—7) p cos(v, 1) do. (5)

t—‘r

K tomu staéi provést der1vovam za integra¢nim znaménkem.

Funkee u(o, 7) se nazyva hustotou potencidlu. Uvedme vlastnosti
potencialu (4).

1. Jak uvnit¥, tak i vné L je U(z, y) spojita i se svymi derivacemi
libovolného Fidu a vyhovuje diferencialni rovnici pro vedeni tepla
(rovnici (1)).

2. Pro t = 0 se potenciil (4) rovna nule.

. 3. Jestlize bod (z, y) konverguje k bodu s na hranici, pak potencial
(4) konverguje k limitnim hodnoté,m jeZ jsou dany vzorei

rt

Mo 7) ¢ 18t—9 p cos(v, 7) da (6)

t—'r

4a'(z_r)
U, = u(s, t) 4:rm2f f(t—r r cos(v, r) do. (7)
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4. Normélni derivace potenciilu (4) je spojitd pii piekroceni hra-
nice.

Zabyvejme se feSenim Dirichletova problému pro rovnici pro vedeni
tepla. Neni obtizné uréit integril této rovnice, vyhovujici poditeéni
podmince (2). K tomu staéi uréit F(z, y) v celé roviné (z, y), a to tak, Ze
polozime na p¥. F(x, y) = 0 vné L, a potom je uvedené partikuldrni
feSeni dino zndmym vzorcem

+®o +t®

(2"t y—m)
Uylz, y,t) = gy f f (£, m) e T dam ¢ dn,

—®n —®

¢ili, mame-li na zieteli, Ze F(x, y) = 0 vné L,
1 =&+ (y—n)
[ dadt '
U@, 9, 1) = 1 f f F(&,7)e dedy.  (8)
D

Regenf Dirichletova problému budeme hledat ve tvaru

t

1 ulo, 7) —Wl_,, .
o fdtf———(t — ) e r cos(v,r)do.
v I (9)

Z vlastnostf (1) a (2) tepelného potencidlu dvojvrstvy plyne, Ze funkce
(9) vyhovuje diferencidlni rovnici (1) a poéateéni podmince (2)..Zbyva
uréit hustotu u(o, ) tak, aby se vyhovéla krajové podmince (3).

Necht bod (z, ¥) konverguje k bodu s na hranici. UZijeme-li krajové
podminky (3) a vzorce (6), dostaneme integrilni rovnici s neznamou
p(o, T):

U(:E, ?/, t) = Uo(xs y’ t) +

47a® f f(t —e ¢ w(:— ?rcos(v, r)ydo = —g(s, t) (10)

kde !
g(S, t) = f(s: t) - hm UO(z, Y, t)

€, y)—~s
V piistim paragrafu podime dikaz feSitelnosti ziskané integralni
rovnice. Zde uc¢inime jen nékteré poznamky.

1. Pomocf téhoZ tepelného potencialu lze fesit Dirichletiiv problém
v tom pfipads, kdy oblast leZ{ vng hranice L. Reeni se jako v predcha-
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zejicim predpoklddd ve tvaru (9). Nechdme-li (z,y) konvergovat
k bodu s, musime u%it vzorce (7) a to nds vede k integralni rovnici t. zv.
vnéjsiho Dirichletova problému'

u(s, t) —|— f f(t—r e 4“'(‘—’)7005(1/ r)yde = g(s,t). (11)

2. V theorii Zifenf tepla hraje dileZitou tlohu krajovy problém,
v ném% je podminka (3) nahrazena podminkou:

na L O b U = (o, 1), (12
kde k(o) je néjaks spojitd kladnd funkce. Na tento problém sé prevadi
vySetfovdni teploty v dlouhém valei, ktery ztraci (nebo ziskivd) teplo
do okolnfho prostiedi, p¥i dem? teplota tohoto prostiedi v blizkosti
vélce je zndma v libovolny okamzik. Tato Gloha muZe byt FfeSena po-
moci-tepelného potencidlu.jednoduché vrstvy, ktery ma tvar

Viz,y,t) = f f = do. (13)

Jako v pripadé potenciilu dvojvrstvy budeme o hustoté o(s, t) pfed-
pokladat, Ze je dostatedné hladkd a rovna nule pro T = 0. Potencial
(13) vyhovuje rovnici pro veden{ tepla; rovna se nule prot = 0 a je
spojity pri pfechodu hranice. Jeho normalnf derivace mé skok pii
prechodu hranice; oznadime-li 7 vn&jii normalu k L v bodd s, mame:

2
(3 e
(?’{)-2 ols, t)_4n1(12t f dz f 3(2:))26 =" r cos(r, n) do,  (14)

(%) = —op(s 4710,26_[ ft—r e 4"'“—’)rcos(r n) do.” (15)

Resice krajovy problem s podminkou (12), budeme hledat U ve
tvaru

U 3,0 = Ul 1,0+ f f(t‘” TWde,  (16)
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kde U, je dino vzorcem (8). UZijeme-li vzorct (14) a (15), dostaneme
integraln{ rovnici pro neznimou g(o, 7):

=+ o(s, 1) — f f ole, T) 4"'(‘—’) r cos(r, n) de +

t—1)? .
(17)

k() f f o(o, T) R ) (t— Ddo = f(s, t) — BZO — h(s) U,.

Znaménko plus odpovidd wnitini oblasti, znaménko mlnus vnéjsi
oblasti.

de
3. Integralni rovnice (10), (11) a (17) podrZuji =
svuj tvar i tehdy, kdyZ je oblast D mnohona-
sobné souvisla.

4. Polozme cos(r, ») ’
T’da = dau. (18)
Neni obtiZzné nahlédnout, %e d« je 1hel se- Obr. 16.

vieny dvéma nekoneénd blizkymi radius-vek-
tory, vedenymi z bodu s ke koncovym bodum oblouku do (obr. 16).
Rovnici (10) 1ze’ napsat ve tvaru

4—m2f f Mo D) I A = — gl 1), (19)

V takovém tvaru nase integralni rovnice neztrici smysl ani tehdy, kdyz
neni hranjce L hladka. Staéi pouze piredpokladat, Ze integral

J1d«] =-f_|cos(:_, il do
7

L

uis,t

ma koneénou hodnotu.

5. Tepelné potenciily v trojdimensiondlnim prosﬁoru jsou ddny
nésledujicimi vzorei:!

1 Viz [8].
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potencial jednoduché vrstvy

00, %) i g
V(z, y, 2, t)_fdrff[élnt—r)]% t—7 do; (20)

potencial dvojvrstvy

= 4a"(:—‘r)
Uz, y, 2,t) = fdrff[éint—r]% 3, © do. (21)

Pomoci téchto potenciali lze zakladni krajové problémy prevést na
integralni rovnice pravé tak, jak jsme to jiZ uéinili p¥i rovinném
problému.

§ 59. Konvergence postupnych aproximaci. V monografii G. M. Mjuntce
[6] je dokazano, Ze rovnice (10) a (11), § 58, lze Fesit methodou postup-
nych aproximaci. Pfitom se predpoklada, Ze hranice L je hladkd a ma
spojitou kiivost.

V tomto paragrafu podime diikaz konvergence postupnych aproxi-
maci za pfedpokladu, Ze hranice L je konvexni, neni vSak nutné hladka.
Ziskany odhad rychlosti konvergence bude hor¥{ mez u Mjuntce.
Uvedeme vSak tyto hor§i odhady, nebot nehladké hranice, specidlné
mnohothelnikové, se ¢asto vyskytuji v praxi.

Rovnice (10), § 58, a také rovnice konjugovand srovnici (11), § 58,
jsou zvlastm pripady obecner1 rovmce

o) — ~ =D r2da = g(s, t) (1)

t—'r

pro A= + 1. Dokazme, Ze postupne aproximace pro rovnici (1) kon-
verguji, jestlize hranice L je konvexn{ a || < 1.

Ve shodé s methodou postupnych aproximaci polozme

uls, t) = 2 1 pafs, 1) ()

Dosadime-li toto do (1) a porovnadme-li koeficienty p¥i stejnych mocni-
nich A, dostaneme rekurentnf vzorce, jeZ nam dovoluji uréit funkce

u,(s, t):
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#o(s t) = g(s, ?),

‘[_l s t) r? (3)
n—1 2t —1t) 42
T — t)2 r2du.

(S, 1) =
0
Necht |g(s, )| = |uols, 8)] < Ao, kde 4, je jista konstanta. Pfedpo-
klddejme dale, e |u,— (s, t)] < An-y, Ap-,je také konstanta, a uréeme
odhad pro [u.(s, t)|.
Zfejmé mame
t

A, r2 __r
|.un(3» t)l é 471.’0,; fdaf(r—t)Ze 4a’(t — T) d.
L 0

Provedeme-li transformaci

.r?
_ =2
- 4a¥t — 1) ’

lehce naj deme:
t

2 . o
1 f ! e Yt—adr =e 40%,
(

4a? T —t)?

8 .

A tedy
f‘
las, )] < AT f e %% da.
L
Dale
fe En < do = % (4)
Ty

Zde jsme Q(s) oznadili thel, pod nim# vidime hranici z bodu s. Zfejmé
£2(s) = m v bodech, v nichZ existuje te¢na, a (nebof hranice je kon-
vexni) 2(s) < « v bodech s nespojitou teénou. V kazdém piipadé

fe et dy < 1.

r2

1 s
g(t) = max — [ e % da. (5)
0=, T

Polozme
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Zi“‘ejmé q(t,) << 1 pro libovolné ¢, a
[14a(8, 8)] < q(to) An-1, £ < by (6)

Chceme-li vySetfovat postupné aproximace pro ndjaké ¢, pevns zvo-
lime libovolné ¢y, ¢, = ¢. UZijeme-li nerovnosti (6), najdeme:

LLL,,(S, t)l < AO qﬂ(to)- (7)

Z posledniho odhadu plyne konvergence postupnyé'ﬁ aproximaci,
stejnomérna pro 0 < t < £,

Jestlize hranice L je hladkd a se spojitou kfivosti, pak odhad pro
lals, 0) e . '
Aopt)®

. (8)
r)

|tea(s, B)] <

Zde I' je Eulerova funkce gamma, a konstanta p zavisi na tvaru hra-
nice.

KAPITOLA 5

UZITI THEORIE SOUMERNYCH
'INTEGRALNICH ROVNIC

§ 60. Vlastni kmity struny. Uvazujme nehomogenni strunu délky I,
jez v rovnovainé poloze zaujima tsedku (0, I> na ose abscis a je po-
drobena napéti 7'. Koncové body struny budeme povaZzovat za pevné.
Necht na strunu ptisobi spojité rozloZens sfla F(z, ). Tim myslime, Ze
v okamZiku ¢ pisobi na element struny (=, x + dz) sila rovnajici se
F(xz, t) dz. Budeme dale pfedpokladat, Ze tato sila pisobi kolmo na
strunu. Rovnice pro pfiéné kmity struny, jak je zndmo, mé tvar
o2 2
@) o —T TY = Flz, ), 1)

kde o(z) je hustota struny v bodg s tsedkou =.

1 Viz [6].
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