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3.

RESENI APOLLONIOVY ULOHY ZALOZENA NA
SPECIALNICH VZTAZICH.

A. Zavedeni cyklu. Uvidime, Ze u. A. (kkk) vyhovuje
obecné nejvySe osm redlnych kruinic vyslednych, které se
daji sefaditi v étyfi dvojice. Toto sefadéni neni ndhodné,
o ¢emZ se presvédéime, zavedeme-li do tlohy kruZnice
orientované neboli cykly.l) Kazdé kruZnici lze totiZ

piisouditi dva smysly, navzdjem opaéné, ve kterych lze
otddenfim bodu kruZnici vytvofiti. Vznikne t. zv. oriento-
vané kruZnice (t. j. se smyslem), jeZ se zove cyklus. Smysl
otdlenf proti pohybu rudek hodinovych oznaéujeme jako
kladny a pifsludny cyklus se nazyva kladny. Pti opaéném
smyslu je cyklus zdporny. Smysl cykli oznac¢ujeme v obra-
zech Sipkou (obr. 6); polomér cyklu kladného povaZujeme
téz za kladny, polomér eyklu zdporného za zédporny. I teény
cykla se stdvaji orientovanymi, a to tak, Ze majf smysl je-
diny, uréeny smyslem cyklu v dotykovém bodé, jak vidime
v obr. 6 u teény ¢, v bodé T'; nebo u t, v bodé T, cyklu £.

1) Zavedl franc. matematik E. Laguerre (1834—1886).
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V témz% obrazci je vidéti, Ze dva cykly, které se dotykaji
vné (k a & v T,), musf byt opaéného smyslu, majice v T,
spoleénou teénu, jejiz smysl uréeny cyklem & musf byt v sou-
hlase i se smyslem druhého cyklu &,. Pfi dotyku vnitinfm
(k & ky v T,) musf byt oba cykly smyslu stejného; kdyby
tomu tak nebylo, nastal by v tomto bodé dotyk t. zv. ne-
vlastni, ktery se v naSich Gvahdch nevyskytne. Ve vétdch
o cyklech neni tfeba proto mluviti o zpisobu dotyku
(vnitinfm a vnéjdim) a vyjddfen{ vét je kratsf. Poznime
snadno, Ze dva cykly mohou mit jen dvé spoleéné teény a Ze
majf jen jediny stfed podobnosti.

‘Mimo to lze poznati, Ze ti{ cykli mohou se dotykati jen
dva cykly, a to vede pfi 4. A. pravé k dvojicim uvedenym
na pocdtku. ‘

Ve svych ivahich zaveden{ orientovanych kruZnic
vidycky zvl4st vytkneme. —

K fefenf 4. A. vedou, jak jiz bylo v dvodu feéeno, plani-
metrické vlastnosti kruZnic, které se zaklddaji na podob-
nosti, resp. homothetii, na polérnosti a pak na mocnosti bodu
ke kruZnici a z nf vyplyvajici vlastnosti chorddly (potenéni
piimky) a potenéniho (chorddlného) stredu.

Zékladni véty, uZfvajfef téchto pojmu, jsou zndmé ze
stfedoSkolského ucdiva; odvodime proto jen potiebné véty
dalsi.

a) Méjme dvé orientované kruZnice — v obr. 7 jsou to
cykly kladné k,(0,) a ky(O,) — se sttedem podobnosti
v bodé O. Lze snadno dokdzati vétu:

Dotyké-li se cyklus dvou danych cykld, pak spoj-
nice dotykovych bodi prochdz{ stfedem podob-
nosti danych cykla.

Jsou-li v obr. body T, a T, dotykové, pak protind spojnice
T\T, cyklus k, jeité v bodé U,. Uhly v obr. zatrfené jsou
vesmés stejné, takie zvldsté <X 0,U,0 = < 0,T40; proto
poloméry O,U, a 0,T, jsou iseéky rovnobézné a tedy homo-
thetické. Spojnice U,T, homotheticky sdruzenych bodi U,
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a T, jde pak skuteéné stiedefn podobnosti 0. Je to také di-
sledek véty uvedené sub e).

Naopak protneme-li dané dva cykly paprskem homo-
thetie ve ¢tyfech bodech T,, U, a T, U,, pak vidy dva pri-
seéfky na ruznych cyklech leZicf, které nejsou spolu homo-
thetické,?) t. j. 7', Ty nebo U,, U,, uréujf cyklus, ktery se
v téchto bodech danych cyklu dotyké. Z rovnosti zatrfenych
dhld vyplyvd zase naopak rovnost vsedek ST, = ST, t. j
poloméru dotykového cyklu k.

b) Sestrojime-li v témZ obrazci teény cyklu k v bodech
T, a T,, protnou se v pélu P dotykové se¢ny T,T) a plat{
PT, = PT,; mocnost bodu P vzhledem k cyklim k, a k; je
ste]mi ¢ili bod P nale# jejich chordéle p. To vyplyva rovnés
ze zndmé vlastnosti chorddl tif kruZnie.

MuZeme tedy fici, a to bez zfetele na smysl cykli: Do-
tyké-li se kruZnice &k dvou kruZnic k,k;, pak pél
spojnice dotykovych bodu vzhledem ke kru%nici &
leZf na chorddle kruZnic &, k, a naopak.

) Nazyveji se n8kdy inversn¥ sdruZené, nebo krétce
inversni podle stfedu O.
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c) Z této véty a z vlastnosti sdruienych péla3) plyne hned
dalsf véta:

P4l chorddly dvou kruznic vzhledem ke kruZnici

ttetf, kterd se prvych dvou dotyksd, let{ na spomlcl
dotykovych bodi.

d) Z obr. 7 miZeme napsati znémym zpusobem rovnice:
OT,.0U, = 04, . 0B,
0T, _ 04,
oU, 0B,
Znésobenim obou rovnic dostdvédme:
OT, . 0T, =04, . 04,

JestliZe se v tém% obraze dotyks dalsf cyklus 1% obou danych
v bodech T, a T,, pak plati podobné:

8) Viz J. Vojtéch: GV, 62.
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O'T, . O'T, = 04, . 04,,
éili

OT, . 0T, = O'T, . O'T,.
To znamend, Ze bod O m4 stejnou mocnost k obéma cyklum
k1% i ke viem ostatnim, které se cykli k, a k, dotykaji, a Ze
lezi na chordéle cykla k, 1% i na chordédle kazdé jiné takové
dvojice.

Plati tedy: JestliZe se dva cykly dotykajisoudasné
dvou jinych cyklia, pak chorddla jedné dvojice
cyklt dotykovych jde stftedem podobnosti druhé
dvojice eykla.

e) Nyni uvedeme vétu Mongeovu: Sest stfedid po-
dobnosti tfi kruZnic tvoff vrcholy dpiného &tyr-
stranu; jedna strana obsahuje tfi vnéjs{ stfedy po-
dobnosti a ostatni tfi strany spojujf vidy jeden
vnéjéi stfed s dvéma vnitifnimi. Jsou to étyfi osy
podobnosti tif kruZnic, jedna vnéj& a ti¥i vnitini (obr. 8).
Dukaz této véty jest proveden v GV, str. 52,

B. S témito vétami vystaéime, abychom provedli Ger-
gonnovo FeSeni 4. A, '

Rozbor: Dané tti kruZnice ky(0;), ¢ = 1, 2, 3, orientujme
v cykly — v obr. 9, na pr. v poradf (4+ —). Dotykaji-li se
dva vysledné cykly 1%(1S) a 2k(38) danych cykla, pak podle
véty sub d) prochazi chorddla onéch cykli stfedy podob-
nosti dvojic k,, k,, resp. ks, ky a k;, k;, ili je osou podobnosti o
danych cykli. Z téze véty pak plyne, Ze stfed podobnosti
dvojice 1k, 2k lezi na chorddle p,, dvojice k), &3, rovnéZ i na
chorddle dvojice k,, k&, i k3, k,, ¢ili jest potenénim stiedem P
danych cykli. A proto: Stfedy 1S, 2S vyslednych cykla
lezi na kolmici 8, spusténé s potenéniho stiedu P
danych cykld na jejich osu podobnosti. Podle véty
sub ¢) spojnice dotykovych bodu 1, I cyklu 'k a 2k s cyklem k,
prochézi pélem P; osy podobnosti o, jakoito chordaly dvo-
jice 1%, 2k, vzhledem k cyklu %,. A podle véty sub a) td% spoj-
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nice 1] jde sttedem podobnosti dvojice &, 2k,, t. j. bodem P.
Rovnéz pak spojnice dotykovych bodi vyslednych
cyklu s cyklem k, a &y spojuji p6l P,, resp. P, téZe osy o
vzhledem k danym cyklim k, resp. ¥; 8 potenénim
stfedem P.

Konstrukce: K danym tfem cyklim sestrojime osu po-
dobnosti o a jejich potenéni stied P. Uréime ddle pély P;
osy o vzhledem k danym cyklim k;.

Spojnice PPy protnou cykly k; v dotykovych jejich bo-
dech s dvéma cykly hledanymi 'k a 2k, jejichZ stiedy 18 a 2§
snadno jiZ doplnime,

Dikaz, Ze cykly 1k a 2k takto sestrojené skuteéné vyho-
vujf Zddanym podmfnkdm, miZeme provésti takto:

Body P, a P, jakoito pdly osy podobnosti o vzhledem
k cyklim %, a k, jsou body homothetické dle stfedu O,, ve
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vztahu uréeném homothetickymi cykly &, a k,, jeZto osa o je
paprskem homothetie.

Vedeme-li proto bodem P, seénu cyklu k, rovnobéZnou se
seénou 11, t. j. piimkou PP,, protne k; v bodech 2’ a II,
které jsou homothetické s body 1, resp. I; paprsky homothe-
tie 12’ a I II' protnou k, jedté v bodech (2), resp. (II), in-
versnich s 1, resp. s I. Spojnice (2)(II) prochdz{ nutné
bodem P,, jak plyne z konstrukce poldry bodu O,y vzhledem
ke ky, kdybychom ji sestrojovali uZitim tGplného é&tyrrohu
(2)2'(INII'. Poléra ta musi jit privé bodem P,, ktery je
pélem piHmky o, na ni%z bod O,, leZ{. Spojnice inversnich
dvojic bodu 1, I a (2), (II) protinaji se viak nutné na chor-
déle p,, cyklu k,, k, (dle véty Ad), tedy v bodé P, kterym byla
vedena spojnice 1I, od niZ jsme vysli. Je tedy spojnice
(2)(1I) totoZnd se spojnici PP, a body (2), (II), zfskané jako
inversni s body 1, I, jsou totoZné s body 2, 11 sestrojenymi
pivodné na PP,

Stejné dokdZeme, Ze body 3, resp. III jsou inversni

s body 1, resp. I na homothetickych cyklech k, a k, a e té%
body 2, resp. 11 jsou inversni s body 3, resp. 111 na homothe-
tickych cyklech k, a k.
. Proto cyklus 1k dotykajicf se k; v bodé I a jdouci bodem 2,
dotyké se v tomto bodé i &, (podle véty Aa). Podobné i cyklus,
dotykajici se na pf. &, v bodé 1 a jdoucf bodem 3, dotyk4 se
v tomto bodé i cyklu k;.

Avsak tento cyklus je totoZny s cyklem 1k prve uréenym,
co? plyne hned z toho, Ze trojthelniky 12 3 a 0,0,0, jsou
v poloze perspektivni (osou perspektivnosti jest o), tukZe
spojnice perspektivné sdruZenych vrcholi: 0,1, 0,2 a 0,3
protinaji se dle véty Desarguesovy4) v jediném bodé 1S,
stiedu to vysledného cyklu 1%.

Podobné jest tomu u cyklu 2k. —

4) V&ta ta znf: Jsou-li dva trojuhelniky v poloze takové, Ze
priseliky odpovidajicich si stran jsou na pfimce, prochdzejf

spojnice odpovidejicich si vrcholt jedinym bodem, a naopak.
bievil ji francouzsky geometr Desargues (t 1662) a lze ji
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Pozndmky ke konstrukei. a) Na obr. 9 jest provedena
tato konstrukce Gplné, ale k sestrojeni{ vyslednych cykla bylo
pouZito skuteéné jen pélu P,, jimZ uréeny dotykové body
1 & I na cyklu k,. Dotykovy bod 2 na ¢yklu &, miZeme se-
strojiti dle véty sub a) i bez pdélu P, Stiedem O, vedeme
v cyklu k; polomér 0,2’ rovnobéiny s O,1. Spojnice 12’
protne k, jiz v bodé 2. Spojnice pak 0,2 uréi na 0,1 hledany
stfed 18; podobné i 28,

\

Dalsich péla P, a Py bylo by moZno pouZiti ke kontrole
presnosti, zrovna tak jako stfedné s = 18%S, kterd musi jit
bodem P kolmo k o; tato osa o jest pak chorddlou cykla
% a % —

b) Pro sestrojeni péli P; osy o, kterd ani nemusi byt vy-
rysovéna, jest vyhodnd tato konstrukee, jsou-li spoleéné
teény danych cyklu s cyklem na pf. %, redlné (obr. 10). Dvé
uhlopfiéky étyrstranu, uréeného étyfmi teénami
cyklu k,, protinajise v pélu P, tfetf{ uhlopticky, t. j.
osy o, vzhledem ke k,. Tfmto bodem P, prochézeji totiX
i spojnice dotykovych bodu protéjiich tecen (v obr. na pf.
spojnice I]), ziejmé poldry bodu O, resp. O’, které nidleZ{ oseo.
snadno dokdzati prostorovd. (Viz Kadefivek-Klima-Kounov-

sky: Deskriptivni geometrie pro vys. 5k. techn., dil I; JCMF,
Praha 1928; str. 65.)
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Dikaz lze provésti tiebas uZitfm véty Brianchonovy.5)
Oznadime-li teny ¢isly 1, .. ., 6, pri demZ dvéma protéjSim
pridélime éfsla 2, 3 a 5, 6 (jeito kaZdou povaZujeme za dvé
soumezné, které se protinaji v prisluiném dotykovém bodé),
pak schema spojnic praseéika dvojic teéen jest:

1,2\, 34 . 2,3
4’5}1, 6,1}111, 5,6}11.

Vymezeni: Rizné skupiny znamének cykld, které pridé-
lfme danym tfem kruZnicim v obecné poloze, vedou k étyrem
osém podobnosti — dle véty Ae); z osmi (= 23) moZnych
skupin znamének vidy dvé skupiny znamének vesmés vzi-
jemné ruznych (v obr. 9 jsou to skupiny (4 -+ —), (——+)),
poskytnou totiZz jednu osu podobnosti. Jsou tedy obecné
étyfi dvojice vyslednych cykld, ¢ili obecné osm vysled-
nych kruZnic 4. A.

Nékteré dvojice vyslednych cykli mohou viak byt ima-
gindrn{: JestliZe spojnice potenéntho sttedu P s pély P; osy
podobnosti vzhledem k cyklim k; neprotnou pfisluiné
cykly k;, jsou dotykové body imagindrni, a proto pifslusnd
dvojice vysledku rovnéZz imagindrni. Jest tedy imagindr-
nich vysledku vidycky sudy podet.

Pocet redlnych vysledki zdvisi plivodné na vzijemné
poloze danych kruZnic.

a) Vylouéime-li zatim piipady, kdy se dané dvé kruZnice
dotykaji, jakoZto mezni piripady obecnych piipada, kdy se
tyto kruZnice protinaji anebo neprotinaji (protinajf imagi-
nédrné), moZno uvésti 11 obecnych poloh danych kruZnic
podstatné raznych.®) Na obr. 11 md piipad I, IT a X1 osm
redlnych vysledkia, pfipady V aZ X poskytuji étyfi redlnd
feSenf a pifpad 111 a IV neddvd Zddnych redlnych vysledki.

$8) Viz J. Vojtdch: GV, 63. Pro . dikaz stadilo by té% Fici:
Utvar vznikly touto konstrukei je polérny s utvarem, ktery
dévé konstrukei poléry k danému pélu uZitim vlastnosti
uplného &tyrrohu.

%) Viz Lit. &. II, str. 291; zde uvedeny i davody reédlnosti
vysledki.
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b) Jsou-li mezi danymi kruZnicemi k; dvé, které se doty-
kajf, na obr. 12 jsou to k, a k;, a dotykajf se v bodé O,,, pak

G0
OO
QLA
Q-

je vidy o dvé vysledné kruZnice méné neZ v obdobném pii-
padé obecném. V obr. opét dané kruZnice orientujme:
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ky(+), ky(—) & %y na pf. (4). Osa podobnosti o téchto cyklia
jde bodem O,,, takZe jejf pély P, a P, vzhledem k cyklum £,,
resp. k, lezi na jejich spoleéné teéné ¢ v bodé O,,. Tato teéna
je viak chordédlou dvojice k,, k, & obsahuje proto i potenén{
stfed P danych cykli. Spojnice PP, = t uréuje tedy na k,
dva body dotyku splyvajici s bodem O,,, rovné% tak i spoj-
nice PP, na k,, a splyvajf tedy také vysledné cykly v jediny

k(8). Pak oviem mus{ i spojnice PP;, kdeZ P, je pdlem osy o
‘vzhledem ke k,, byti teénou tohoto cyklu k;. Podobné i osa
podobnosti o, k nfZ bychom dospéli pfi zdporné orientaci
kruZnice k,, peskytne dva vysledné cykly splyvajicf v k'(S’)
Ve zvoleném pnpade dostali bychom tedy Sest reélnych vy-
sledk.

V obr. 12 je fefena soucasné dloha Pappova, nebot’ sestro-
jené cykly k& a k' se dotykajf pifmky ¢ v bodé O,, a kruZnice k,.
Pfi jejim FeSeni staéf bud nalézti jen potenén{ stied P krui-
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nice kg, piimky ¢ & bodu O,, a z ného vésti teény ke kruZnici k,,
které jiz stanovi na ks dotykové body 3 a 3’ hledanych
kruZnic; nebo by stalilo sestrojiti osy podobnosti o a o’,7)
které jdou kromé bodu O,, jedté také bodem O, resp. O,
krajnfmi to body priméru kruZnice k,, kolmého na piimku ¢.
Pifmky o a o’ uréf pak na k; body dotyku 3 a 3', coZ je kon-
strukce obvykld pfi FeSenf této ulohy. ,

¢) Jestlize dané kruZnice maji jeden spoleény bod P, je jiZ
tento bod jejich potenénim stiedem a kaZdd osa podobnosti
vede jen k jedné kruZnici vysledné a vidy k bodu P, jakozto
kruZnici nulové. Bod P zastupuje tedy &tyTi vysledky, takZe
jsou v tomto pripadé dal3i étyti fefeni redlnd. Jestlize dané
kruZnice ndleZ{ témuZ svazku, zastupujf spole¢né body
vSechna FeSenf.

d) Redeni Gergonnova nelze pouZiti, jestlize stiedy da-
nych ti{ kruZnic le#{ na pf{mce, nebot v tomto pifpadé jak
potenén{ stied, tak pély os podobnosti, které vesmés sply-
vajf se spole¢nou stfednou, jsou body twibéZinymi ve sméru
kolmém k této pifmce. Tento pifpad roziesfme pozdéji zpi-
soby jinymi,

C. Pro zvlastni piipady d. A kdy% dané kruZnice jsou
body, nebo piimky,’) miZeme pouiitl feSeni Gergonnova,
jestliZe mezi danymi prvky zistdvd aspon jedna kruZnice,
na niZ pak uréime dotykové body s kruZnicemi vyslednymi.
Jest to tedy 5 pifpadi v (2A) na str. 15 oznaéenych éfsly:
2. aZ 6.; probereme struéné prvni étyfi, protoZe posledni
pripad (kBB) je zcela jednoduchy & dobfe zndmy. V piipadé
4. (kpp) nutno vylouditi viak zvldstni polohu, kdyZz dvé
dané primky jsou rovnobéiné, nebot feSeni Gergonnovo zde
selhdvé podle (Bd). Ale tento piipad lze Fediti zcela jednoduse.

Vymezen{ ve viech prfpa,dech lze provésti a.phkové.nfm
piipadi obecnych; pro struénost je vynechdme.

) Osy podobnosti trojice ¢, Oy, ky; viz (3 Ca), str. 31.
" 8) Zde je tkeba vziti za kruimcl degenerovanou nejen pfimku
v konednu, ale i pFimku ub& nou, jako druhou jejf East.
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a) Ponévad% budeme pouZivati stiedi podobnosti, chor-
dél, pélu a poldr pii dvojieich kruznic (nebo cykli), z nichz
jedna nebo obé pieily v bod anebo v primku predeéleme, jak
se jevi tyto dtvary podle vlastnosti j ]e definujicich pri tako-
vych dvojicich.

&) Pro dvojici bod a kruznice: Oba stfedy podobnosti
splyvaji v daném bodé, chorddla puali vzdélenost bodu od
jeho poléry vzhledem k dané kruZnici, coZ nenf tteba zvldst
dokazovati.

B) Piimka a kruznice: Stiedy podobnosti jsou krajni
body O a O’ priméru kruZnice kolmého na danou pi{mku
(obr. 13). Vedeme-li bodem O,
resp. O’ paprsek, pak snadno
nahlédneme, Ze na tomto pa-
preku je vidy homotheticky P
sdruZen bod 4 piiniky p s bo-
dem O, resp. O’ a bod ubézny
(na druhé ¢ésti®) degenerované
kruZnice) s druhym bodem B
kruznice k (pro nekonedné
velky pomér homothetie, jak
musi byt, jeZto pro primku @
je nutno poloiiti r = o0);
body A, B jsou zde body inversnimi, Onentu]eme li kruz-
nici i pifmku, pak sttedem podobnosti je ten bod O, v némz
tetna cyklu je téhoZ smyslu jako orientovand pfimka p
‘(v obraze je to bod 0). Chordéla této dvojice je ovéem dand
primka.

y) Bod a pfimka: Stredy podobnosti zase splyvajf v da-
ném bodé, chorddlou je dand pifmka. Bod je k pifmce pélem,
piimka pak k bodu polérou.

d) Dva body: Stiedy podobnosti jsou stfed iisetky da-
nymi body uréené a 1ibéZny bod této spojnice. Chordélou je
osa soumérnosti téch bodu.

¢) Prodvé pfimky lze uréiti jen chorddlu, jakoZto jednu
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osu soumérnosti danych pfimek, z vlastnosti, %Ze chorddla
pulf dhel dvou kruZnic stejnych poloméri.

b) Je-li fesiti vilohu (kkp), t. j. nalézti kruZnici, kterd se
dotykd danych kruznic k,(0,), k,(0,) & dané piimky k; (obr.
14), sestrojime priméry v k, i k, ke k; kolmé, jeZ uréf svymi
krajnimi body O, 0}y, Tesp. Oy, 054 stiedy podobnosti
dvojic k,, ks, resp. ky, ks. PFi zvolené orientaci danych kruZnic
a pifmky je osou podobriosti o spojnice 0,30,5. Potenéni

H 3 .
stted P stanovime v priseéfku piimky kg & chorddly p,, da-
nych cykld. Tuto chorddlu uréime tiebas bodem C, ktery je
pruseéikéem spojnic bodi A,, B, a A, O,y, vzdjemné in-
versnich ve vztahu homothetickych cykli k, a k,; je kolm4
k stfedné 0,0,. Pak sestrojifme pél P, osy podobnosti o
vzhledem ke k, a spojnici PP, dospéjeme k dotykovym
bodim I & I na %, s vyslednymi cykly 'k a 2k. Sestrojeni
dotykovych bodu 2 a 3 na k,, resp. na k; a dokonéeni kon-
strukce je jiZ zndmé a jest provedeno v obrazci jen pro
cyklus 1%,

Uloha mé obecné 8 vysledki, protoZe jsou 4 osy podob-
nosti: kromeé o, jesté 0,50 5y, 0’15053 8 013055,

¢) Pifpad (kkB), sestrojiti kruZnici, kterd se dotykd da-
nych kruZnic k,(0,), k,(0,) a prochéz{ danym bodem O, jest
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proveden pii zvolené orientaci kruZnic na obr. 15. Stfed
podobnosti O,, byl sestrojen jako priseéik spoleénych teden
cykla %k, ky a p6l P, osy podobnosti 0 = 0,,0, vzhledem
k cyklu k, konstrukei, vyloZenou na str. 26 sub k), kdyZz byly
vedeny té% teény cyklu k, z bodu O,. Chordéla p,y dvojice
k,, Oq byla sestrojena stiedem teény 0,7 kolmo ne stfednou
0,0;; podobné i chordédla py,. Dals{ sestrojeni jest jiZ zndmé,
Pro uréen{ stfedu 2§ vysledného cyklu %k bylo pouZito
sttedné 1828, jez jde oviem bodem P kolmo na o,

Osy podobnosti jsou mo2né dvé, a proto m4 dloha obecné
étyti vysledky.

d) Méme-li sestrojiti kruZnici, kterd se dotykd dané kruz-
nice k,(0,) a danych dvou pifmek k,, k, (obr. 18), t. j. Tediti
dlohu (kpp), pak podobné jako sub b) sestrojime sttedy po-
dobnosti Oy, 0y, dvojice %, k, na pruméru kruZnice #k,,
kolmém na k,, a stiedy podobnosti O,,, O, dvojice k,, k.
Orientujeme-li opét dané vitvary, pak v naSem obrazci je
osou podobnosti o spojnice 0,05, jak rozhodly teény
cyklu k,, rovnobéZné i stejného smyslu s k,, resp. s ky; tyto
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te¢ny uréuji ve svém priseéiku P, pdl osy o vzhledem ke k,.
Potenéni stted P je v pruseéiku danych pifmek k,, k,, jakoZto
chorddl dvojic ky, ky & k,, ky. Jefto osa podobnosti o podle
konstrukece svych bodu Oy3 & Oy tvoif s danymi p: Fmkami
trojihelnik rovnoramenny, je stiedn4 'S28 vjrsledny'ch cykla
osou soumérnosti pifmek k;, k3, kolmou k ose 0. Dokonéen{
konstrukce jest jiZ jaané.

Jiné moZné orientace danych dtvard poskytuji jedté tii
osy podobnosti, 0'1,0'y5, 0,,0';5 & 0'},0,,, takie je iloha
obecné osmiznaénd.

Poznimka: Odvozenid konstrukce splyvé s postupem,
ktery lze vyloZiti homothetii mezi danym cyklem k, a hleda-
nym cyklem, na p¥. 1k. Jejich stiedem podobnosti jest hleda-
ny bod dotyku I. Zndme viak teény k, a k; hledaného
eyklu %k, miZeme tedy sestrojiti k danému cyklu %, tecny
8 nimi rovnobézné, jakoito homothetické: priseéiky P a P,
jsou pak body homothetické a jejich spojnice jakoZte pa-
prsek homothetie prochézf stfedem homothetie I, resp. 7 na
cyklu k,.

e) Pi'(ps,d (Ich), sestrojiti kruimcl, kterd se dotykd dané
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kruZnice k,(0,), dané primky k, a prochézf danym bodem O,
je feSen na obr. 17 a nepotiebuje témér vykladu. Osa podob-
nosti o jde oviem bodem O,, ktery je stfedem podobnosti —
podle a) — jak dvojice k,, O,, tak dvojice k,, O;. Osy podob-
nosti jsou celkem jen dvé, kromé o jeSté O,0’,, pii jiné orien-
taci dané kruZnice nebo dané piimky, takZe je tiloha obecné
étyfznaénd. —

D. Refeni Gaultierovo. Z Gergonnova Felen{ 4. A. lze
odvoditi jinou konstrukei, kterou podal francouzsky geometr
Gaultier.?) Vime, Ze v obr. 9 body P,, 1, I, P lezf na pifmce;
proto poléry téchto bodu vzhledem ke kruZnici &, se proti-
naji v jediném bodé. Poldra bodu P, je osa podobnosti o, po-
lary bodu 1 a I jsou teény k, v téchto bodech a spoleénym
pruseé¢fkem téchto tii poldr, t. j. bodem @, (v obr. 9 nenf
sestrojen), jde i poldra potenéniho stfedu P vzhledem ke
kruZnici %,. Refien{ . A. bude pak pro dané kruZnice #;(0y),
i =1, 2, 3, takovéto (obr. 18): .

Sestrojime osu podobnosti o danych kruZnic libovolné
orientovanych a jejich stied potenéni P. Potom uré{me na o
bod @, jako priseéfk jeji s poldrou g, potenéntho stiedu P

%)V Journal de I’école polytechnique; 16, 1818, - -
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vzhledem ke kruZnici k,; teény vedené z bodu @, ke k, uré
na tomto cyklu dotykové body I, I s dvéma vyslednymi
cykly 1k a 2k. Podobné by se daly sestrojiti i dotykové body
2,11, resp. 3, I1I cyklu 'k, 2k s cyklem k,, resp. k,. Staéi
viak poutit sttedid podobnosti O,,, resp. 0,4 a sestrojiti body 2,
resp. 3 a I1, resp. 111, jako body inversni v homothetickych

1

vztazich dvojic k,, k, a k,, k3 zpisobem jiZ zndmym (viz pozn.
ke konstr. a) na str. 26), dokonce i pfi nepfistupnych stfe-
dech podobnosti.

Je-li mocnost bodu P vzhledem k danym kruZnicim
kladnd (]a.ko v naSem obrazei), pak délka redlné teény
PM, = PM", vedené z P ke k, uréuje polomér kruZnice &°,
které protfné dané kruZnice orthogomilne ¢éili t. zv, krui.
nice orthotomické. Spoleéné seény jeji s kruZnicemi da-
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nymi jsou hned vSemi tfemi poldrami ¢; potenénfho stiedu P
vzhledem ke krufnicim k;, které opét vedou k drfveéjsim
bodim Q;.

2 téhoZ obrazce pozndvame ddle, Ze mocnost bodu @, ke
kruZnicim k°, 'k a 2k jest stejnd a rovna mocnosti @, ke %,
nebot

M, . M = Q1= Q1%

Proto bod @, leif na chordédle dvojic k°, 1k i k°, 2k; totéZ plati
o bodu @, a Q. Jest tedy osa podobnosti o spole¢nou chor-
délou téchto ti¥i kruZnic, coZ znamend, %e kruZnice ortho-
tomickd ndleZi svazku kruZniec, uréenému kruZni-
cemi dotykovymi a mé s nimi spoleéné dva body X, ¥
na ose podobnosti o.

Postup konstrukce, kterou feSime 4. A., je-li kruZnice
orthotomickd redlnd, miZeme vyloZiti také takto:

Sestrojime priseéfky X, Y osy podobnosti danych cykla
8 kruZnicf orthotomickou a pak uréime kruZnice, které se
dotykaji kterékoliv kruZnice dané a prochdzej{ body X, Y,
coZ jsou jiZz vysledné kruinice dotykové %, 2k tdlohy pu-
vodn{. Jsou-li body X, Y redlné, redime tedy zndmou tlohu
(kBB); kruznice k° je zde pomocnou kruZnicf svazku (X, Y).
Jdsou-li body X,Y imagindrni, muZeme také konstrukeci
timto postupem dusledné vyloZiti (srovn. (4Bb), str. 58).

E. Refeni Fouchéovo. Obecnéjsi konstrukce, jak do-
spéti k bodam @; piedeSlého odstavce a tim k spoleénym
teéndm vyslednych kruZnic s kruZznicemi danymi, pochézi od
francouzského geometra Fouché.19)

Rozbor: Dotykové body cyklu 'k, resp. 2k s danymi
cykly k; (obr. 19), t. j. body 1, 2, 3 jsou, jak vime, v dvojicich
inversné sdruZené podle stfedu podobnosti prislusné dvojice
danych cykld. Zvolime-li nynf na k, libovolny bod N, a se-
strojime-li k nému bod N, na k, inversni podle stfedu po-
dobnosti O,, & na ky dile bod Ny inversnf k bodu N, podle

10) V Nouvelles Annales de mathématiques, 1892,
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stfedu podobnosti O,, a vedeme-li body N; kruZnici k(S), jest
mocnost bodu 0,4 (dle véty (Ad) na str, 22) pfi proménnem
bodu N; ke viem kruZnicim k stdle t4%Z a rovnéZ mocnost
bodu O,4. KruZnice k takto uréené tvoii tedy svazek, kte-
rému néle?{ i dotykové cykly 'k a 2k jako zvldstnf piipady
a-podle predeléhe odstavce i kruznice orthotomickd; osa o

jest jejich spoleénou chordilou. Spoleéné seény jakoZto
chordaly kruZnic k tohoto svazku s danou kruZnicf k, proti-
naji tedy osu o v jediném bodé @,, kterym jde i spoleénd
teéna cyklu 1k, resp. 2k s cyklem -k, v bodé 1, resp. I. Stejné
dospéjeme k bodu @, a @, jestlife vezmeme kruZnice k,,
resp. kg, protaté svazkem kruZnic k.

Konstrukce Fouchéova je tedy takovdto: K danym
tfem kruZnicim (orientovanym celkem étyTikrat riizné) se-
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strojime  osu podobnostl o & libovolnou kruZnioi %, jak bylo
vyloZeno. Spoleén4 seéna kruZnice & na pf. s k, protne osu o
v bodé @,. Z ného vedené teény ke k, uréuji jiz na %, doty-
kové body 1 a I dvou hledanych cykli. Dokonéen{ konstruk-
ce je pak jiz zndmé.

Dikaz plyne z rozboru, nebot myslime-li si na pf. kruz-
nici %, pak @, 1 jest chordélou dvojice 1k a k, a pti tom tednou
cyklu k,, coZ znamené, Ze se cykly 1k a k, v bodé 1 dotyka.]i
1% jde v8ak body inversnimi 2 a 3, a dotyké se proto iv mch
cykla k,, resp. k;.

Pozndmka. Teény cykla k, a k; na obr. 19 sestro;ené
v bodech inversnich N,, resp. N, svira.]i podle véty (Ab)
na str. 21 se spojnic{ N, N, stejné ihly (jednou zatrZené). Ale
i teény kruZnice & v tychZ bodech svirajf s N,N; hly stejné
(dvakrit zatrZené); proto i tGhly tefen %, a k¥ v bodé N,
a tecen k, a k v bodé N, jsou stejné. Protiné, tedy kruZnice &
cykly k, a k, ve stejnych uhlech ¢ili isogondlné. Stejné tak
i uhly kruZnic k, k, a k, k; jsou stejné. Tedy: KruzZnice k
tvofisvazek kruZnic isogondlné protinajicich dané
tfi cykly, svazek t. zv. kruZnic isotomickych, se spo-
le¢nou chordélou v ose podobnosti danych eyklia. KruZnice
orthotomické jest. zvld3tnim pifpadem kruZnice isotomické
pro iihel pravy a cykly dotykové pro ihel nulovy.

Pro dané tfi kruZnice a jejich ¢tyii osy podobnosti dosta-
neme celkem &tyti takové svazky kruZnic isotomic-
kych. Snadno lze dokézati i opak, Ze kaZdd kruZnice proti-
najfcf dané tfi kruZnice isogondlné, protind je v bodech,
které jsou v dvojicich inversnf podle pfislusiného stfedu po-
dobnosti, a Ze nilez{ tedy nékterému tomuto svazku. Krui-
nice orthotomick4 je viem étyfem svazkim spoleénd a miZe
byt také imagindrni. Stfedné téchto svazkii prochdzejf
stfedem kruZnice orthotomické, t. j. potenénfm stfedem da-
nych kruZnic, a jsou kolmé na osy podobnosti; kaZd4 obsa-
huje dva stfedy kruZnic dotykovych, vyslednych pro 4. A.,

jez mohou byt také imagindrni.

.-a) Refenf Fouchéovo poskytuje vysledek i v pi{pads, Ze
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dané kruZnice maji stfedy na pfimce, kdy FfeSenf
Gergonnovo selhdvd; tento piipad jest proveden v obr. 20
pro kruZnice k;, uréité orientované. Osa podobnosti o splyvéa
zde oviem s jejich stfednou, ale bodi Ny, urdujicich kruZnici
isotomickou k, 1ze pouZit stejné jako pri obecné poloze da-
nych kruZnic. Z obou vyslednych cykli jest vyrysovén
v obrazci jen cyklus 'k, ktery se dotyk4 danych cykli v bo-
dech 1, 2, 3; cyklus 2k by byl soumérny s 1k podle stiedné.
Pouzitf bodu @, nenf u% tieba vyklddati ani zde, ani v pif-
padech, které déle fesime.

b) Je zajimavé, Ze pro zvldstni pfipady 4. A, a to
(kkB), (kpB) a také (kBB) dostaneme z feSeni Fouchéova
konstrukei, kterd splyvé s konstrukei obvykle uZivanou.

«) Na obr. 21 je roziefen pripad (kkB), kdyZ jsme obé
dané kruZnice orientovali kladné. Bod N, na k; volime vy-
hodné na stfedné 0,0,, tak¥e bod inversni N, na k, le#i téZ
na stiedné. Bod N, splyvd oviem s danym bodem O,; tim je
pomocnd kruZnice isotomickd % snadno urcena. Na ose po-
dobnosti o = 0,,0,, jakoito chorddle vyslednych cykla,
dostaneme jesté jeden redlny bod X téchto cykli. Pro bod X
plat{ Gméra:

013N, . 013Ny = 0,305 015X,
jejiz obé strany vyjadiuji mocnost bodu O,, ke kruZnici k.
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Poutitim této iméry se bod X také pfi obvyklém reSeni
tohoto pifpadu . A. uréuje, & to sestrojenfm étvrté imérné
useSky 0, X’

f) Podobné v iloze (kpB) na obr. 22, kde pfi zvolené
orientaci dané kruZnice &, a dané piimky &, bylo pouZito osy
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podobnosti o = 0,,0,, byla sestrojena vhodné pamocnd
kruZnice isotomicks & bodem N,, ktery byl zvolen v druhém
krajnim bodé priméru kruZnice %, kolmého na k, (prvni
krajnf{ bod tohoto priméru je stied podobnosti O,5). Bod
inversni N, je tedy patou tohoto prodlouZeného priméru
na pifmee k,. KruZnice % jde opét body N;, N, O;. Protne
osu podobnosti 0 opét nutné v dalsim redlném bodé X, ktery
ndleZi obéma vyslednym cyklﬁm. Plat{ pak v kruZnici ¥ pro
mocnost bodu O,, opét iméra sub «) napsand, z niZz se pri
obvyklé konstrukci stanovi opét bod X, jako dalsf bod vy-
sledné kruZnice. —
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