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3. OBECNE A EXISTENCNI VYROKY

3'1. Obecné a existenéni vyroky. Z vyrokového
vzorce dostaneme vyrok, kdyz vhodnym zplsobem
nahradime neurcité. Tim vznikne vyrok, ktery jiz ne-
cbsahuje Zadnou neuréitou. Takovy vyrok budeme na-
zyvat vyrokem individualnim. Jsou vsak také jiné
druhy vyroki, které dostaneme, kdyz vyjdeme z vy-
rokového vzorce. Budeme se jimi nyni zabyvat. "

VSimnéme si vyroki ,,pro néktera x je 2 — x — 2"
(tento vyrok je pravdivy, nebct na pf. 22 — 2 = 2);
»pro kazdé x je x* — x — 2" (tento vyrok je nesprav-
ny, nebot na pf. neni 3? — 3 = 2). Smysl téchto vy-
roki je jasny; po ryze formalni strance je zfejmé, Ze
vzniknou z vyrokového vzcrce x? — x =— 2" pomoci
vyrazu ,,pro néktera x...” nebo ,pro kazdé x...” Je
jasné, Ze timto zplisobem mlZeme vytvofit vyroky
z libovolného vyrckového vzorce. Misto ,pro né-
které...” miZeme také Fikat ,existuje... tak, Ze...”;
logicky vyznam obou vyrazi povazujeme — jak je to
v matematice obvyklé — za naprosto stejny,
takZe na pf. vyroky ,pro nékteré x je x> — x — 2"
a ,existuje x takové, Ze x* — x — 2" se 1isi jenom slov-
nim tvarem.

Vyrokum, které se utvofi z vyrokového vzorce po-
moci slov ,,pro nékteré . ..” nebo ,existuje...” budeme
fikat existenéni vyroky. Vyrokim, které se vytvofi
pomoci slcv ,,pro libovolné...” nebo ,pro kazdé...”
nebo ,,pro vdechny...” nebo pomoci jiného vyrazu,
ktery ma stejny vyznam, budeme Fikat obecné vyroky.
Vyrazim ,existuje’’, ,,pro nékteré”, ,,pro kazdé” atd.,
pomoci kterych se tvoFi cbecné nebo existenéni vyroky,
se nékdy Fika logické operatory.,

Obecny vyrok zastupuje vlastné vsechny individualni
vyroky, které se daji vytvofit z daného vyrokového
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vzorce. DA se Fici, Ze je jakcusi ,,neomezenou kon-
junkei” téchto individalnich vyrokt. Tak na pfiklad
obecny vyrok ,,pro libovolné x je (x +1) (x —1) =
== x? — 1" znamen4 vlastné toto: ,,(1+1) (1—1) =
=12—1a také (2+1) (2—1) = 22—1 a také...”
Podobné je existenéni vyrok vlastné jakousi ,necme-
zenou disjunkef” vSech moZnych individalnich vyrokd,
které vznikaji z daného vyrokového vzorce. Tak na piFi-
klad existenéni vyrok ,,pro nékteré x je x* —x — 2"
znamena vlastné tcto: ,bud’ 12— 1 —=2 nebo 22— 2 —
=2 nebo 32 —3 =2 nebo...”

Obecné a existenéni vyroky maji tedy v podstaté
stejny vyznam jako spojeni vyrokh, totiz konjunkce
nebo disjunkce, jenZe spojuji nikoliv dva nebo nékolik
danych vyrckd, nybrZz vSechny vyroky, které mohou
vzniknout dosazenim z daného vyrokového vzorce.

Uvadéli jsme dosud jako priklady pouze takové
obecné a existenéni vyroky, které vznikly z vyroke-
vych vzorcil, obsahujicich pouze jednu neuréitou. Je
samoziejmé, Ze 1ze vytvorit obecné a existenéni vyroky
stejnym zpiisobem také z vyrokovych vzcred, které
obsahuji nékolik neurcitych, na piiklad ,,pro libovolna
ray je (x+vy) (x—y) = x? —y* nebo ,existuji
xay tak, Ze x*+y*=—1 a zy —1.

Existencni a obecné vyroky se vyskytuji velmi ¢asto
v matematice. KaZdy matematicky vzorec je obecnym
vyrckem; slova ,,pro kazdé x” a pod. se ovSem zpra-
vidla bud nahrazuji slovy ,plati vzdy” a pod. nebo
jesté Castéji se viibec nevyslovuji a musime si je do-
myslit. Tak na pfiklad misto ,cos?x + sin*x = 1"
bychom méli fici obSirnéji ,,pro kazdé x je cos®x -
-+ sin®? x = 1". Proto ¢asto miZeme pcznat jen z cel-
kové souvislosti, zda uréity vyraz je vyrokovym vzor-
cem nebo obecnym vyrokem.

V béZné Feéi vyslovujeme obecné a existenéni vyrcky
rovnéz jinou formou, na piiklad ,néktefi ssavei Ziji
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ve vodé&”’, ,,vSichni ssavci dychaji plicemi’”. Takové vy-
roky jsou vSak logicky totoZné s vyroky utvcfenymi
pomocf t. zv. logickych operatori z vyrokovych vzorci.
Krcmé toho je jesté jeden piipad, kdy obecny vyrok
se netvofi pomoci slov ,pro kazdé...” a pod., nybrz
jinym zptsobem. Utvotime-li totiz obecny vyrok z vy-
rokového vzcrce ,,x nema vlastnost V', pak nefikame
»kazdé x nema vlastnost V”, nybrZz ,Z2idné x neméa
vlastnost V”. V takovém piipadé ma tedy obeeny lo-
gicky operitor slovni tvar ,,Zadné”.

3'2. Kombinovani logickych operaci a spojeni. Do-
sud jsme se setkali pouze s logickymi operatcry, které
se vztahovaly na vSechny neuréité, obsaZené ve vyro-
kovém vzorci. Logické operatory mohou se viak také
vztahovat pcuze na nékteré neuréité. Piiklad: ,,existuje
x takové, Ze x? — y”; zde jsme dostali pomoci exi-
stenéniho operatoru z vyrokového vzorce ,x* = y”,
ktery obsahoval dvé neurédité, vyrckovy vzorec ,,exi-
stuje x tak, Ze x* — y”, ktery obsahuje jiZ jen jednu
neurcitou, za niZ smime dosazovat, a to y. Kdybychom
totiZ dosadili za x, dostaneme snisku slov bez smyslu
(na piiklad ,existuje 3 tak, Ze 3? — y”'). Vibec ne-
smime nikdy dosazovat za neuréitou, na kterou se iiz
vztahuje néktery logicky operatcr. Aplikujeme-li dale
na vyrockovy vzorec ,evistuje & takové, Ze x* — y”
obecny operitor ,,pro kazdé ", dostaneme vyrok ,,pro
kaZdé y existuje x takcvé, Ze x* — y'". Tento vyrok
jest spravny, kdyZz mluvime o komplexnich é&islech, je
vSak nespravny, kdyZ mluvime jen o ¢&islech realnych,
t. j. kdyz smime dosazovat za neuréité jen realna éisla.

Vyroky tohoto druhu, t. j. vyroky, které vznikaii uzi-
tim nékclika logickych operatorii za sebou (stfidavé
existenéniho a obecného), se vyskytuji velmi é&asto
v matematice, zvlasté v jejich abstraktnich oborech.
Uvedeme jeSté dva piriklady takovych vyroki. (1) ,,Pro
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libovolnd x a y existuji ¢ a r tak, Ze r je kladné, x—
=7 ¢oS ¢, ¥ — 7 8in ¢". Zdkladem je zde V)"rokovf;
vzcree (konjunkce tif vyrokovych vzorel), ,,7 je klad-
né, x = r cos ¢, ¥y = 7 sin ¢"". Aphku]eme postupné
existenéni operator ,existuji ¢ a "’ a obecny operator
»pro libovclna x a y”. (2) Existuje x takové, Ze pro
kazdé y je x -+ y — y”. Zakladem je vyrokovy vzorec
»& +y = y”; aplikujeme postupné operatory ,,pro
kaZdé y” a ,existuje 2.

Véimnéme si nyni pfikladu jiného druhu: ,kdyz
—1< 2 <1, pak 22 < 1”. Je to obecny vyrck, nikoli
vyrokovy vzorec; jak jsme jiz iekli, vyslovuii se totiZ
v matematice obecné vyrcky zpravidla tak, Ze se vy-
slovi vyrokcvy vzorec a dolozka ,,pro kazdé x” se do-
mysli. Stavebnimi kameny tohoto vyrocku jsou vyro-
kové vzorce ,—1 < x<1” a ,,x* < 1”. KdyZ utvofime
jejich implikaci a pak aplikujeme obecny operator, do-
staneme nas vyrck. Kombinujeme zde tedv logické spo-
jovani vyroku a logické operace, totiZ tvofeni obecnych
a existenénich vyrcki. MiZeme je vitbec kombinovat
nejruznéj8im zplsobem: zde jsou na to dva pfiklady:
(1) ,existuje x takové, 2 j
takové, Ze sin 2 = 1"; (2) ,existuje x takové,.zZe
cos x = 1 a také sin x — 1”. Tyto dva vyroky jsou si
zdanlivé svou stavbou velmi podobné. Prvni vznikne
tak, Ze nejdfive utvofime z vyrokcvych vzoret ,,cos x =
=1" a ,,8in £ = 1" existenéni vyroky a pak utvciime
konjunkeci téchto vyrokid. Druhy vznikne obracenym po-
stupem: utvofime nejdfive konjunkei danych vyroko-
vych vzorel a pak z ni utvc¥ime existenéni vyrok. Pres
zdanlivou podobnost stavby, - dostdvame v3ak takto
zcela ruzné vyrcky: vyrok (1) je spravny, vyrok (2)
nespravny.

SteJné tak Jsou zcela ruzné tyto vyroky 1) ,,pro
kaZdé ¢ je bud —§ < cosp <$nebo — § < sinp < $”
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a (2) ,bud je pro kazdé ¢ — § < cos ¢ < § nebo je
pro kazdé ¢ — 3 < sing < §".

3'3. Tautologicky spravmné vyroky. Viimnéme si nyni
vyroku ,bud nékteré x ma vlastnost V nebo Zadné =
nem4 vlastnost V. Tento vyrok je zifejmé spravny. Je
vytvofen z vyrokového vzorce ,,x ma vlastncst V' po-
moci logickych spojek a operatord, pfitom vSak je
spravny, at jiz V je jakakoliv vlastnost a zistava
spravnym, kdyZ nahradime zminény vyrokcvy vzorec
»% ma vlastnost V” jakymkoliv jinym vzorcem, ktery
obsahuje x a Zadnou jinou neuréitou. Takové vyroky
budeme nazyvati tautologicky spravmymi (viz 1. kapi-
tolu).

0Od podrobného rczboru rtiznych druhu takovych vy-
rokii zde upustime a vS§imneme si jenom jednoho dile-
zitého piipadu. Kazdy existenéni vyrok je totiz tauto-
logicky ekvivalentni s negaci jistého obecného vyroku
(tim minime to, Ze jejich ekvivalence je tautologicky
spravnym vyrokem). Na pfiklad vyroky ,existuje z,
které nema vlastnost V” a ,,neni pravda, Ze kazdé x ma
vlastnost V", jsou ekvivalentni, t. j. jsou bud’ oba sprav-
né nebo oba nespriavné, Obecné plati, Ze vyroky ,exi-
stuje... tak, Ze plati A” a ,,neni pravda, Ze pro kazdé...
plati ncn A” jsou vidy ekvivalentni. .To znamena, Ze
muZeme nahradit kaZdy existenéni vyrok negaci obec-
ného vyroku (obdobné, jako miZeme vidy nahradit
disjunkci negaci jisté konjunkece); nemuseli bychom
tedy vlibec uzivat existenénich vyrokl. Ve skutecnosti
jich oviem uZivame, nebot bez nich by se uvahy staly
delsf, milo pfehledné, ale hlavné ,,nenazorné”.

Od ekvivalence dvou vyroka musime odliSovat
ekvivalenci dvou vyrokovych vzorci. Rikime,
Ze vyrokové vzorce ,x je P" a ,x je Q" jsou ekvi-
valentni, kdyZ je spravny obecny vyrok ,pro kazdé x
plati: = je P, kdyZ a jen kdyz x je @”. Pfiklad:
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vyrokové vzorce ,x je vétdi nez 1” a ,x mé kladny
dekadicky logaritmus” jsou ekvivalentni.

3'4. Dvoji pojeti existence. Piistoupime nyni k jedné
obtiZné otazce, které se zde miiZeme dotknout jen zbéz-
né. Rekli jsme, Ze vyroky ,existuje. .. tak, Ze plati A”
a ,,neni pravda, Ze pro kaZdé . .. plati ncn A” jsou tau-
tologicky ekvivalentni. To se zdi zcela samoziejmé,
nicméné se proti tomu ¢ini namitky. Tvrdi se totiz toto:
kdyz vyvratime tvrzeni, Ze kazdé x ma vlastnost V,
pak tim neni nikterak prokazano, Ze existuje x, které
tuto vlastncst nema. Zde pry totiZ jen zdanlivé plati
»tertium non datur” (vylouéeni tieti moZnosti), nebot
kromé dvou moznosti (1) vSechna x maji vlastnost V,
(2) nékteré urdité x nema vlastnost V, je pry jesté
tfeti moZnost: neni sice pravda, Ze vSechna x maji
vlastncet V, av8ak také se neda najit Zidné x, které by
tuto vlastnost nemélo. Nékdy se jde je§té dal a tvrdi
se, Ze existenéni vyroky nemaji viibec smysl a jsou
proto nepfipustné, pokud pfimo neudavaji urédity prvek,
ktery ma vlastnost, o niZ ndm jde, nebo aspcii neuda-
vaji pfedpis, jak nalézt takovy prvek kcneénym poétem
kroku.

Proti témto namitkam lze Fici toto: predevsim je
nutné objasnit, co rozumime v matematickych Gvahach
slovem ,,existuje”. Je jasné, Ze v matematice tim ne-
minime existenci v néjakém filosofickém . (metafysic-
kém) smyslu, tfeba Ze slovo ,existuje” &asto svadi
k takovému vykladu (pravé proto je nékdy lépe misto
wexistuje . ..” Fikat ,nékteré...”). Je zde tedy moZné
v podstaté dvoji pojeti: 1. Vyrok jako na piiklad ,,né-
které x ma vlastnost V" zavadime vlastné jako zkrat-
ku za vyrok ,nikoli kazdé x ma vlastnost non V. Exi-
stence je tedy definovéana jako negace obecné
platnosti opaku. Existenéni vjroky nejsou potom ni-
¢im z4sadné novym a vSechny namitky padaji. 2. Po-
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jimame existenci jako moZnost kenstrukee,
t. j. na piiklad vyrok ,existuje x, které ma vlastnost
V” pro nas znamen4, Ze lze udat (konstruovat) prvek,
ktery ma vlastnost V. Vyraz ,lze udat (sestrojit)” je
oviem velmi mlhavy, takZe je nezbytné jej predevsim
presné definovat. Pak jde zfejmé o existenci v jiném
smyslu nez pii prvnim pojeti; neméli bychcm vlastné
jiZ mluvit o existenci, nybrZ tfeba o sestrojitelnosti.
Ekvivalence takové existence (sestrojitelnosti) s ne-
gaci obecné platnosti opaku zfejmé nemusi byt sprav-
na. Skuteéné: kdyz lze udat x, které nema vlastnost V,
pak ovSem neni pravda, Ze by kazié x mélo tuto vlast-
nost; kdyZz vSak naopak vime jenom toto: neni pravda,
Ze kazdé x ma vlastnost V, pak z toho nikterak nevy-
plyva, Ze mtZeme udat x, které nemé tuto vlastnost.
Pii tomto druhém pojeti pada tedy ekvivalence mezi
existenci na jedné strané a negaci cbecné platnosti
opaku na strané druhé. Existenéni vyroky se pak ne-
daji nahradit negacemi obecnych vyrokl, nybrz jsou
nééim podstatné novym.

Jsou tedy dvé pojeti existence, ¢ili ,,dva druhy”
existence v matematice. Prvni pcjeti je v matematice
bézné; pii druhém pojeti (existence jako sestrojitel-
nost) velmi vadi to, Ze neni snadné dobie definovat
sestrojitelnost, a Ze se s timto pojmem dostdvame do
obtiZnych lcgickych ivah. Je vSak jeden smér (in-
tuicioni'smus), ktery* zavrhuje viibec prvni po-
jeti existence a piipousti pouze existenci jako sestroji-
telnost. Diivody pro to jsou spiSe filoscfického razu.
Nebudeme se tim zde tedy zabyvat.

3'5. Logické znacky., Uvadime jeSté pro informaci
prehled znaéek, jichZ se uZiva pro logicka spojeni a lo-
gické operatory, jak:Z i nékolik pfikladd vyroki, vy-
jadrenych pomoci t&chto znaéek (o nichZ jsme se ostat-
né jiz zmifovali).
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Negaci vyroku p oznac¢ujeme oo p; konjunkei vyroku
p a q cznadime p & g, jejich disjunkei p v g, implikaci
p = q, ekvivalenci p<=>q. Spravnost souvéti zavisi,
jak vime (odst.12) jenom na spravnosti nebo nesprav-
nesti spcjovanych vyrokd. Uvadime zde tabulku, v niz
je pro jednotlivé druhy souvéti uvedeno, ve kterych
pFipadech (ze étyF moZnych kombinaci spriavnosti a
nespravnosti vyrokl p a q) je souvéti spravné (zkrat-
ka S), ve kterych nespravné (zkratka N).

vyrok P S S N N
vyrok q | S N S N
negace P N N S S
negace ~q N. 8 N S
konjunkce p &q 8 N N N
disjunkce pPVvq S S S N
implikace pP=>q S N S S
implikace q=9p 8 S N 8
ekvivalence p<>gq S N N S

Uvadime dale nékolik prikladt tautologicky sprav-
nych souvéti (viz odst. 1'9): pveop; o (p & o p);
P=>q) = (opve); (pva =>N(vp&oog).

Logicky operator ,pro kazdé x...” vyjadiujeme
symbolem (zkratkou) ,,(x)”; misto ,pro kazdé x je
V(x)”’, kde V(x) je uréity vyrokovy vzorec, piSeme
tedy ,,(2)V(2)"”. Priklady: (1) (x) (Sin®x 4 cos®* x—
=1); (2) () (x> 0=10*> 1), coZ znamena: pro
kaZdé kladné x je 10°>1; (3) (@) (¥) (2) (x> y &
&y > 2 =>x > 2), coZ znamena, Ze pro libovolné é&isla
x,y, 2 plati: kdyZ « >y a y > 2, pak x >z. — Exi-
stenéni cperator misto slovy ,pro nékteré x...” vy-
jadfujeme symbolem ,,( 3%)”; misto ,pro nékteré x
plati V(x)” nebo ,existuje x, pro néz plati V(x)”,
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piseme tedy ,,(32) V(x)". Piiklady: (1) (3 ) (10%=
=2); (2)> (32) (10 = 0), coZ znameni: neexistuje
x, pro n&% by bylo 10°= 0; (3) (x) [z >0 = (3y)
(10¥= x)]1, coz znamena: ke kaZdému kladnému x
existuje takové y, Ze 10¥ — x.

Koneéné uvadime dva priklady tautologicky sprav-
nych vét (viz odst. 3'3), v nichZ vystupuji logické ope-
ratory (x) a (3x).

1. priklad: (3z)V(x) < o (%) o V(x), coZ zna-
mena ekvivalenci existenéniho vyroku s negaci obecné
platncsti opaku.

2. priklad: ()[4 (x)=B(x)] & (x) [B(x)<=>C(x)]=
=(x) [A(x)=C(x)], ccZ znamena: kdyz z A (x) vidy
vyplyva B(x) a z B(x) vidy vyplyva C(x), pak z 4 (x)
vzdy vyplyva C(x).
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