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2. DETERMINANT A JEHO ZAKLADNI
VLASTNOSTI.

Definice 3. Ctveretné schema

all’ Q95 -+ aln ' (5)

|| @n1s @nas - vy B ||
gestavené z n? prvkid a,,, a,, ..., @,, Nazyviame n-fadovou
(6tverednou) matict (matrix) téchto elementi. Nechceme-li
ji ob8irné vypisovati, uZivime pro ni znadky ||au|]; ¢, k =
=1 , 2, (2

Pozndmka. Protoze je celkem (n?)! riznych permutaci
prvki a,y, aq,, ..., 8,,, lze z nich sestaviti (n?)! riznych
n-fadovych matic. Tak na pt. miZeme ze &tyF prvki 1, 2, 3, 4
zbudovati celkem 4! = 24 dvoufadovych matic.

Definice 4. V soulinu a,,a,,0,... a,, permutujme pri ne-
zménénych posicich indexi prvych (t. zv. fadkovych) indexy
druhé (sloupcové) a kaZdy novy soulin

a1k, A2k,a3k, - - - a,,,,”
takto vznikly opatfeme znaménkem - resp. — podle toho, zda
je permutace
kl’ kz, ka, ey k”
sudd & lichd. Dostaneme tak celkem n! souéini, z nichf md
polovina znaménko + a polovina —; tyto souliny sloucime.
Cislo
A = Xognll(k) ayz,a0t,8st, - -+ Gk, (6)
takto vznikst se mazyvd determinaniem matice (5) a uzivdme
pro né vedle (6) také symboli



all’ Ay + oy a’ln
A = (121, a22’ T azn ’ A == Ia,-kl; 7:, k = l, 2, M | n. (7)

-

Pozndmky. 1. Cisla a;, se jmenuji prvky determinantu A,
jednotlivé soudiny, o nichz byla pravé feé, jak jeho ¢&leny.
Determinant mé » fa4dkd a » sloupcd (fikdme: determinant
n-fadovy), n»? prvki a n! &leni. Z konstrukce je zfejmo, Ze
kazdy ¢len obsahuje pravé po jednom prvku z kazdé fddky
a pravé po jednom z kazdého sloupce. Prvky a;; (+ =1,
2,...,mn) jsou t. zv. hlavni (tvofi hlavni vdhlopfi¢ku deter-
minantu), ¢len ay,a,, ... a,, se jmenuje ¢lenem hlavnim (je
zfejmé opatien znaménkem ).

2. Jsou-li (r), () dvé permutace prvkua 1,2, ..., n, jest
VYTaZ QygQry,, --- Qr,s,, Opatfeny vhodnym znaménkem,
olividné élenem determinantu A. Prislusné znaménko ur-
¢ime snadno touto dvahou: Pozménime pofadi faktoru tak,
aby onen souéin nabyl tvaru arag, ... Ak, 2 ného vidime

.ihned, Ze m4 ve smyslu definice 4. tento élen daného deter-
minantu znaménko sgnll(k), takZe je také soudin a,,a,,,...
...@r s, jakoZto Clen determinantu 4, opatfen timto zna-
ménkem. Nahlédneme nyni lehko, Ze jest sgnll(k) = +- 1,
maji-li obé permutace (r), (s) stejnou t¥idu a sgnll(k) = — 1
v piipadé opainém. Pii uvedeném pferovnavani é&initeld
svrchu zminéného soudinu pfesla totiz permutace (r) jistym
poétem ¢ transposic v permutaci 1, 2, ..., n a zdroven (timto
poltem ¢ transposic) permutace (8) v (k). Jsou-li (r), (s) obé
sudé (liché), jest ¢t nutné& é&islo sudé (liché) vzhledem k sudosti
permutace 1,2, ..., n a proto bude (k) permutaci sudou a
sgnll(k) = + 1, jak bylo dokdzati. Analogicky se pfesvéd-
éime o spravnosti druhé &isti tvrzeni vySe uvedeného a
vyslovime vysledek priavé provedené tvahy takto:

Soudin @, ,0a,,, ... Gy, md, jakoZto Elen determinantu
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matice (5), znaménko + v pi{padé, Ze jsou obé permutace
(r), (s) stejné tiidy; jinak md znaménko —.

3. Konstrukci determinantu 4 matice (5) jsme mohli
provésti také permutujice v soudinu a,,@,,as, ... a,, viemi
moZnymi zpisoby indexy fddkové pfi nezménéném porfadi
indext sloupcovych. Byli bychom (ve smyslu ivah pozndm-
ky 2.) dospéli k témuZ determinantu (8) resp. (7) jako dfive.
Z toho plyne, Ze se hodnota determinantu neméni, piseme-li
fadky jako sloupce a naopak a dile, Ze kaZdy vyrok, dok4-
zany o fadcich, plati také o sloupcich.

Véta 3. Vzdjemnou vyménou dvou sloupcii (nebo dvou radki )
zmént determinant pouze své znaménko.

Diikaz. V determinantu (6) spolu vyménme na pf. fddek
r-ty a s-ty. Vznikne determinant A, jehoi r-ty Fddek je
Ay, Ay, .., By, & s-ty Tadek an, a,, ..., as,; ostatni Fadky
maji stejné poradi, jako mély v 4. Obecny ¢len a determi-
nantu 4 (budiZ na pf. r < 8) jest

a = sgnll(k) axaz, ... Br—1,k,_ Qe By 1k, q -
v Mgk, Ar,Aa+1ky,q <+ Anky =

= sgnll(k) air,a2k, ... Gr—1,k,_1@re,Bri1,k,,q -

ree Qg1 ke, (Aak, Bgt 1k, g o Ank,,= sgnll(k) ._S;lﬁ(_k)_ )

kde a znaéi obecny ¢len plivodniho determinantu 4 a (k)
vyraz, ktery vznikne z [I(k) vzdjemnou vyménou veli¢in
k., k,. Je tedy sgnll(k) = — sgnll(k) a proto @ = —a,
takZe kazdy ¢&len nového determinantu je aZz na znaménko
také ¢lenem determinantu pdvodniho a naopak. Je tedy
opravdu 4 = — A, jak véta tvrdi.

Jednoduchym disledkem prévé dokdzaného je fakt, Ze
determinant, jehoZz dvé rovnobéiné fady jsou stejné, je
roven nule.
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Véta 4. Determinant je homogennt linedrnd funkci prvkd
kterékolr své rady.

Diikaz. Podle pozndmek k definici 4. obsahuje kazdy z n!
¢lentt determinantu 4 jeden a jen jeden prvek libovolné
fady. Mdme-li na mysli specidlné na pf. fadek r-ty, rozdéli
se vSech n! ¢éleni daného determinantu na » skupin po
(n — 1)! ¢&lenech: Prvni z nich zahrnuje vSechny &leny de-
terminantu A, které obsahuji prvek a,, drubd ty, které

maji za faktor element a,,, ..., aZ n-t4 ty, v nichz figuruje
ar,. Lze tedy psati
A =andr + argde + ... + arad;y; (8)

vyrazy A;, Ary, ..., Ay, jsou soulty soudinii po » —1 é&-
nitelich. ProtoZe pak %4dny z t&chto soudiné uz neobsahuje
jako faktor prvek fddku r-tého, je rovnmici (8) véta 4. do-
kédzéna.

Véta 5. Vyraz A4,, ve vztahu (8) je (— 1)"+* ndsobny de-
terminant stupné (» — 1)-ho, ktery vznikne z A vynech4-
nim téch fad, jez se kiizi v prvku a,, (t. j. r-tého Fddku
a s-tého sloupce). Oznaéime-li tento determinant znakem
M,,, méme tedy

Afs = (— 1)r+8-Mfa' 9)

Diikaz. Nejprve si objasnime vyznam vyrazu A,,. Slou-
¢enim vSech (n — 1)! &lenti determinantu A4, které obsahuji
faktor a,,, dostaneme podle véty 4. hodnotu a,,4,;, takze
je 4,;, souétem (n — 1)! séitanch tvaru

a’2k.“3k. e a"kn’

z nich? méd kaZdy znaménko urdené tiidou piisluiné per-
mutace 1, k,, k5, ..., k, &isel 1,2,3,...,n, tedy znaménko
dané permutaci k,, ks, ..., k, éisel 2,3, ..., n. Je tudiz 4,,
podle definice 4. rovno determinantu s hlavnim é&lenem
@gglgs ... Ay, b. J. determinantu M,,, jak o ném mluvi véta 5.
Pro r = 8 = 1 jsou tudiZ vztah (9) a tim i véta 5. dokdzédny.
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Pfi obecnych hodnotich indexi r, s zmé&nime tvar deter-
minantu 4 tak, aby se element a,, stal prvnim hlavnim
(t. j. preSel na to misto, kde diive stdl prvek a,,) pFi ne-
zménéném pofadi fad, které prvek a,, neobsahuji. Pro de-
terminant A takto vznikly najdeme podle véty 3. snadno
(doporuéuji provésti podrobné!)

A= (—1)y+4.
Rozvifime novy determinant 4 podle vzorce (8):
Z == 611211 _I" ..-;

nyni viak jest a,, = a,,, Ay, = M,,, takie méme
A= (—1+4 =a, My, + ...,
kdeZto ndsobenim rovnice (8) hodnotou (— 1)r+# dostdvame

(—1y+ 4 =... + (— 1y +aAde + ...

Porovnédnim obou vyrazi (rozmyslete si véc podrobné!) do-
staneme

M, = (— 1)r+4,,,
coZ je pouze jiny tvar vzorce (9).

Poznamky a dopliiky. 1. Vzorei (8) a (9) je determinant 4
,,rozveden podle elementid r-té fadky‘. Vyraz M,, je t. zv.
subdeterminant (minor) prvku a,, v determinantu A4, 4,,
pak t. zv. doplnék (komplement) onoho prvku v determi-
nantu 4. Determinant 4 lze oviem také rozvinout podle
elementi s-tého sloupce ve tvaru

4= @544 + a’2sA2s + ...+ a4, (10)

2. Ze skutelnosti, vyjddfenych vétami 4. a 5., nahlédneme
snadno sprdvnost tohoto tvrzeni: Nahradime-li ve vzorei (8),
jehoz A,, jsou dana relacemi (9), velidiny a,, ary, ..., Gry
novymi oy, &,, ..., &,, dostaneme vyraz rovny determinantu
A,, ktery se od 4 lisf jen tim, Ze jeho r-ty fddek zni «,,
Kgy +« .y &y, Misto pivodniho a,,, a,, ..., a,,.
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3. O radé &isel 1, I, ..., I, Fikdme, Ze jest linedrn{ kombi-
naci fad ayy, @y, ..., Q10 Qopy oy -ovy Bgps o e v) Bongy Bppgy - oy
e ooy By, €Xistuji-li velidiny ¢, ¢,, ..., ¢,, (mohou bytii vesmés
rovny nule) tak, Ze plati » rovnic

l,b=cay + €+ ... + Capmm v =1,2,....,0n. (11)

Opirajice se o tuto definici, dokdZeme si jednoduse, Ze se
hodnota determinantu meméni, kdyz k jeho libovolné fadé (na
pt. k r-tému fadku) pFidteme libovolnou linearni kombinact
jinych fad rovnobéZnych. Jsou-li to na pf. fady r,, r, ..., r,-t4,
ndsobené konstantami ¢, ¢,, ..., ¢,, zustanou vSech-
ny elementy determinantu A beze zmény, aZz na fddek r-ty,
jehoZ obecny element bude miti misto ptvodniho tvaru
@,, NOVY @,y + €187, + Colyy + ... + Collyys- Rozvedeme-li

tento novy determinant A podle elementi r-tého Fadku,
vyjde ndm podle vzorci (8) a (9) a ve smyslu predchozf
pozndmky:

A= Z(aﬂ + €110 + Coltry + ...+ ey, Apy =

= A+ cAd, + 4+ ... +c,4, = A4,

protoze ma kazdy z determinantd 4,, 4,, ..., 4, dvé fadky
stejné (4, na pf. r-tou a r;-tou) a tedy hodnotu nulovou.

4. Dokaite pomoci vét 3., 4. a 5., Ze dopliky 4,,, 4,, ...
...y 4,, vyhovuji témto n rovnicim:

a’rlArl + ar2Ar2 + ... + a/,.nA,.,, = A
A + G + ... + @pud,, = 0; (12)
e=12..,r—1r4+1,..,n

Pomoci Kroneckerova symbolu, definovaného vzorci
6ik=0 pI‘O i =*=k, 6“: l; T:,IC-: l, 2, ...,n,

lze relace (12) psiti ve tvaru

DAy =08,44; 0=1,2,...,n. (12,1)
r=1
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Presvédéte se ddle o spravnosti analogickych vztahi

n
D0yeAy = 8sd; 6 =1,2,...,m. (12,2)
v=1
Priklady.
1. Jest urditi hodnotu (n 4 1)-fadového determinantu
1, 00,.. O O0a,
—z, 1,0,..., 0, O0,q
0, —=z, 1,..., 0, 0,a,
1€ I : (13)
o o0090,.. 1, O0a,,
o o060,..— Ila,,
0 069,.., 0 —=za,

PiSeme-li pro nd8 ddel misto f(x) na okamzik znak f,,
dostaneme rozvedenim podle prvki posledniho fddku ihned
rekurentni vzorec

fﬂ=x'fn—l+a’n

a z ného vysledek
") =f,=amx"+ a1t a2+ ...+ a, 2+ a, (13)

Vidime tedy, Ze lze kaZzdy polynom =n-tého stupné pro-
ménné z vyjadriti (n 4+ 1)-fadovym determinantem.

2. Jako péknou aplikaci vzorcd (12,1) a (12,2) si doka-
Zeme spravnost tohoto tvrzeni: Je-li determinant roven nule,
jsou dopliky prvki jeho libovolné fady umérny doplikim
prokd kterékoly jiné fady s prvou rovnobéiné.

Doplnék A,, piSme ve tvaru n-fadového determinantu,
ktery z A vznikne tim, Ze v ném nahradime elementy r-té
fadky po fadé ¢&isly 1,0, 0, ..., 0 a ndsobme pak k-ty sloupec
(k &= 1) tohoto doplhiku é&islem 4,, (t. j. komplementem
prvku a,;, v determinantu A4). Determinant, jejz tim dosta-
neme, md ziejmé hodnotu A4, 4,,; jeho tvar pozménime
nyni tak, Ze k jeho k-tému sloupci pfi¢teme prvy zndsobeny
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A,,, druhy ndsobeny A,,, ..., aZ kone¢né A4 ,,-ndsobny slou-
pec n-ty. Hodnota determinantu zistivd témito zménami
zfejmé nedotéena, jeho k-ty sloupec v8ak bude sloZen —
rozvaZte si véc podrobné, uzivajice vzorcu (12,1) a piedpo-
kladu, Ze je A = 0 — ze samych nul, jenom na jeho r-tém
misté stoji vyraz A4,;. Rozvedenim tohoto determinantu
o hodnoté 4,,4,; podle elementt k-tého sloupce dostaneme
A4, a proto
ArlAak = AalArk-

Klademe-li sem postupné k = 2, 3, ..., n, ziskdvdame rov-
nice vyjadiujici vzdjemnou imérnost doplikd prvka fadku
r-tého a s-tého, jak o ni mluvi vyse uvedend véta.
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