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7. VETA SYLVESTEROVA-FRANKEOVA.

Budiz ddn determinant A = |a;,|; ¢, k=1,2,...,n a
libovolné celé ¢&islo 1 <r < n. V determinantu A Ize

2
nalézti, jak vime, celkem N2 = :") subdeterminanti r-fa-
dovych a je z nich moZno vybudovati obecné (N2)! =

2
= [(?) ]! riznych determinantt N-fadovych. Pfi vhodném

zpusobu konstrukce je mozZno hodnotu determinantu 4,
takto vzniklého, vyjadFiti pomoci vychoziho determinantu 4.

Ozna¢me si &isly 1;2,..., N = (:z) jednotlivé kombinace

r-té tiidy tvofené z ¥ady 1, 2,...,n. Tak na pf. budeme
rozuméti znakem 1 kombinaci 1, 2, ..., r, znakem 2 kombi-
naci 1,2,...,r— 1,7 + 1, atd. Na pofadi, v jakém je be-
reme, pii tom ostatné nezdlezi — utvofime jich prosté vsech

moZnych N = (f , napiSeme v libovolném pofadi a ozna-

¢me znaky 1, 2, ..., N. Budte A, k dvé z nich; pak budeme
znakem M, oznalovati onen minor determinantu A, ktery
je utvoren z jeho elementt patficich fddkim uréenym kom-
binaci » a sloupcim danym kombinaci k. Tak je na pF.

A, Qs e Oy
Qg Qg9 vy gy
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Ar—11 @r—1,2 -+ Ar—1r
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Budeme pak determinantem A, rozuméti determinant

.Ml].’ M12 oo MIN
Mu, Maz, ..-,MzN . (18)
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Nyni viak je (:") = (n 1"_ r)’ takze lze ke ka%dé kombinaci
r-té tf¥idy elementd 1, 2,..., n pfifaditi kombinaci tfidy
(n — r)-té téchto prvki. Je to na pi. ta, kterd se s onou
prvni dopliiuje na celou fadu 1,2, ..., n. Tyto ,,dophikové
kombinace* uréuji determinant

_‘M_-_-llt _j_l—lzy "'sglN
Aﬂ_r= Mﬂ, 'M22’ ey .M2N (19)

jehoZ obecny element M,, je (rn — r)-ftadovy minor pfi-
druZeny v determinantu A k minoru r-fadovému M,,.

Misto subdeterminanti M ,, pfidruZenych v 4 k minortim
M,, si zavedeme dopliky D,, téchto minorda M,,. Znadi-i
S(k), S(v) soutty &isel v kombinacich k, », plati podle de-
finice 5.

D, = (—1)S0+SO Yy, My, = (—1)50+SOD,,.  (a)

Tyto vyrazy vloZme do determinantu A4,,; vytkneme-li
z elementd prvniho f4dku (— 1)5(1), z prvkd druhého f4dku
(— 1)8®@), ... a% z posledniho fddku (— 1)5(¥) a taktéZ na-
loZzime se sloupci, dostaneme A4,_, ve tvaru

Dll’ Dlz, “oey DIN

A, —| D Da oo Dov | 20)

Znisobme si determinanty 4, a 4,, spolu po Fadcich.
Obecny ¢len

N
Kpr = le"hrl)kv (b)

soudinu je roven 4 pro k = k podle véty Laplaceovy. Pro
k + h jde o soudet souint r-fadovych subdeterminantd
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M,, se soustavou doplnkt D,, minorai M,,, stejnolehlych
8 prvymi (t. j. s M,,) co do sloupci, aviak vzatych z jinych
Ffddkd determinantu A, neZz ze kterych pochézely minory
M,,. Proto m4 kazdy subdeterminant M,, alesponi jeden
fddek spoledny s D,, a &, je podle Laplaceovy véty rovno
determinantu, jehoz alespori dva rowvmobéiné Fadky jsou
stejné. Je tedy o, = O pro k + » a mdme vysledek

(+)
A, . 4, = AN = A\r/, (21)
To je prvy poznatek, ktery jsme ziskali o determinantu A4,

n
a také 4, .. Kazdy z nich je délitelem vyrazu A(') . Pomocf
formule (21) dokdZeme uZ pomérné snadno vétu Sylvester-
Frankeovu:

Véta 14. Hodnota determinantu A4,, definovaného vzta-
hem (18), je uréena vzorcem

n—l)
A, = A\r-1), (22)

Diikaz. PouZijeme tiplné indukce predpoklddajice, Ze v&ta
je uz dokizana pro determinant sloZeny z minoru (n — 1)-
fadového determinantu.

Pokldddme-li v determinantu 4 prvek a,, za proménny
(2 oznadime jej v disledku toho znakem z), ostatni ele-
menty pak za konstanty, vidime ze vzorce (21), Ze také
determinanty A,, A, ., jsou funkcemi proménné z. Za-
vedeme-li &éislovéni 1, 2, ..., N kombinaci r-té t¥idy z prvka
1,2,...,,n tak, Ze napfed ddme ty, které obsahuji{ prvek

n — je jich celkem @ = (f:ll)—bude proménni z zastou-

pena pouze v Q% prvcich M,, (h, k=1,2,..., Q) determi-
nantu 4, a to v kgZdém jen v prvé mocniné, takze jest
M, = R, .z + S,x Nyni rozvedeme determinant 4, po-
dle prvych @ fadki:
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My, o.n Mg | | Mqir,9+1, - Mot
. T P +...=
Mg, ..., Mqq| [ Mny,g+1, » MnN
zRy; + Sy, ..., zRi1q + Sig
*Rq1 + Sq1, ..., TRgq + Sqq
Mqi1,9+1, -, Moi1,n
.................... + ... =
My g4, » MyN
Ry, ..., Riq | | Mo41rq+1, -+ Mot
A I O + ...;
-RQI’ ey RQQ MN Q+1 ) MNN
¢leny s niZ§imi mocninami proménné z, ne% je z9, jsme ne-
vypisovali.

Snadno v8ak nahlédneme, Ze jsou R,, minory (r — 1)-
fadové determinantu (n — 1)-Fadového

Ap—1.15 ++*y Tp—1,n—1

a M;; jeho minory r-fadové. ProtoZe pak pro (n — 1)-fadovy
determinant uZ pfedpokldddme platnost vzorce (22) doké-
zdnu a protoZe minory Ry, (b, k=1,2,...,Q) a M;; (¢,) =
=Q+1, @+ 2,...,N) jsou viechny (r — 1)-resp. r-fa-
dové, které je viilbec mozno z determinantu B utvofit, mdme
ddle

n—2
A_zQ Br—2) B( )+ _zQ Br—1)+
=2z9.B9 + ... (c)
Uvézime-li, Ze jest A = zB + C (C nezavisi na z), mame
podle vzorce (21)
Ay, = (B + C),

z &ehoZ je patrno, Ze kofeny raciondlni celistvé funkoe A,
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proménné z jsou viechny stejné a rovny &fslu — %; je tedy

n—1

Q
A,=BQ(1:+%) =(Bx+C)Q=AQ=A r—1/

¢imz je vzorec (22) a tedy i véta 14. dokdzdna pro determi-
nanty n-fadové za piedpokladu, Ze plati pro (n — 1)-fadové.
Protoze viak je pro dvoufadové determinanty samoziejm4,
je jeji platnost obecnd.

Pozndamka. Pro r = n — 1 dostdvdme ze vzorce (22) znA4-

mé pravidlo pro uréovéni hodnoty determinantu reciprokého
k danému nikoli nulovému (v § 8e).

8v, 84 — 8 83
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