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1. kapitola

FAKTORIALY
A PERMUTACE

V mnoha kombinatorickych tlohach a také v teorii Cisel
se vyskytuje pojem faktoridalu, o kterém jsme se ucili ve
Skole. Zopakujeme si tedy Gvodem tento pojem. Je-li dino
pfirozené Cislo 7 > 1, pak soudin

1.2.3.....(n —1).n
zapisujeme stru¢né n! a &teme 7 faktoridl. Tuto definici
rozsifujeme i na pfipad n=0 a n=1 a klademe 0!=1,
1!=1. Faktoriily ¢isel pro malé hodnoty 7 lze sestavit do
této tabulky :*)

n|0|1]2|3] 4] 5] 6] 7| 8| 9] 10
nl|1[1]2[6 |24 120 720 | 5040 |40 320 | 362 880 | 3 628 800

Zatnéme nékolika priklady, ve kterych si miZeme pro-
cvicit nékteré vlastnosti faktoriald.

Ptiklad 1. Rozhodnéte, které ze dvou &sel 500! 503!
a 50114502! je vétsi.

Reseni. Protoze se v prikladé vyskytuji prili§ velkd
tisla, nemiZeme se o vysledku pfesvédCit pfimym vy-

*) Podrobnéj3i piehled faktoridld najde &tenaf ve v&t$iné matematic-
kych tabulek. Tak napf. ve Valouchovych ,,Pétimistnych tabulkich
logaritmickych* jsou uvedeny faktorialy pfirozenych cisel az do 30!;
najdeme tu té% rozklady na prvotinitele té&chto faktoriali a dale loga-
ritmy faktoridld aZ do log 2001.



poctem. PoslouZi ndm vsak tato tivaha: Prvni z &isel vy-
jadfime ve tvaru
500!+5031=500!. (14501 . 502 . 503),
druhé ve tvaru
50114502!=500! . (501501 . 502).
Stadi tedy porovnavat ¢isla
x=1+4501.502.503 a y=5014-501.502.

Ani zde vSak nemusime provadét numericky vypocet do
konce, nybrz v y vytkneme 501, takZe mdame
y=501.(14502)=501.503. Dile je zfejmé
x>501.502.503. Soucin 501 .502.503 je vSak zajisté
vétsi nez 501 . 503, takze je x> y.

Odpovéd. Cislo 500!+503! je v&tsi neZ &islo 501145021,

Priklad 2. Seltéte

(n—1! (2n+1)!
(n+1! + @n+3)1?

kde 7 je dané pfirozené Cislo.

Reseni. Prvni zlomek muZeme zkritit &islem (n—1)!,

druhy cislem (27-+1)!. Dostdvame tak soucet
1 1
w2 D@D
MiZeme jeSté uvést na spolecného jmenovatele, jimZ je
2n(n+1)(2n+3). Dostaneme pak po upravé vysledek
5n4-6
2n(n+1)(2n+3)

Dalsi dva priklady patfi do Ciselné teorie; i v nich se
pracuje s faktoridlem. O pfikladé 3 bude jeSté zminka
v pozdéjsich nasich dvahach.
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Priklad 3. Kolika nulami (v desitkové soustavé) konci
¢islo 3001,

Reseni. Cislo 300! je souinem viech ptirozenych &isel
od 1 do 300. VSimnéme si zde téch Cinitel, které jsou
délitelné péti. Jsou to cisla 5, 10, 15, 20, ..., 295, 300.
Téchto cisel je zfejmé 60. Musime si viak uvédomit, Ze
mezi témito uvaZovanymi Cisly byla zahrnuta také Cisla
25, 50, 75, ..., 275, 300, z nichZ kaZdé je délitelné islem
52, Tato skupina Cisel obsahuje zfejmé 12 prvkii. Konecné
je nutno uvazit, Ze jsou zde Cisla 125 a 250, jeZ jsou dé-
litelna Cislem 53,

Celkem jsme tedy zjistili, Ze &islo 300! je délitelné
mocninou 5%0+12+2, tj, 57, Z naSi Uvahy téZz vyplyva,
Ze 300! neni délitelné mocninou 575. Polovina z Cisel
1, 2, 3, ..., 300 je sudych, takZe 300! je jisté délitelné
mocninou 2'3°, Z toho vyplyva, Ze 300! je délitelné moc-
ninou 1074, avSak neni délitelné mocninou 1075,

Odpovéd. Cislo 300! konéi 74 nulami.

Priklad 4. UkaZte, Ze Cislo 18!41 je délitelné Ccis-
lem 23.

Reseni. Mame-li po ruce vhodné tabulky, miizeme v nich
vyhledat, Ze plati

18!=6 402 373 705 728 000.
Pak budeme délit

6 402 373 705 728 001 : 23.

Ctenaf vidi, Ze tato cesta pro dikaz naSeho tvrzeni je dosti
pracnd, i kdyZ jsme vétSinu nimahy ,,pfenechali tabul-
kdm. Nemdme-li po ruce pfislusné tabulky, musime hledat
jiny zpusob k feSeni. UkidZeme si, jak lze postupovat
v tomto pfipadé.



Ziejmé je 41=24=2341
a dile*)
6!=(4!).30=(23+1).(23+7)=2324-8 . 23+ 7=23a+T7.
Podobné pocitame dale

81=(6!).56=(23a+7).(23.2+10)=23b+1,
10!=(8!) . 90=(23b+1). (23 . 3+21)=23¢+21,
12!=(101) . 132=(23¢+21) . (23 . 5+17)=23d+ 12,
141=(121) . 182=(23d+-12) . (23 . 7+21)=23¢+ 22,
16!1=(14!) . 240=(23¢+-22) . (23 . 104+-10)=23f+13,
181=(16").306=(23f+13). (23 . 134 7)=23g+22.

Zavérem tedy nachidzime

1814+ 1=23¢g+4+23=23(g 1),
¢imZ je prokazano, Ze Cislo 18!4-1 je délitelné Cislem 23.

Otdzka, se kterou jsme se setkali v pfikladé 4, souvisi
s tzv. Wilsonovou vétou.**): Cislo (p—1)!+1 je déli-
telné Cislem p prdvé tehdy, je-li p proodislo. Dikaz této
véty zde nebudeme providét, nebot je dosti obtiZny a pre-
vySuje rdmec této kniZky. VSimnéme si vSak, ktery di-
sledek plyne z Wilsonovy véty pro Cislo 18!4-1. PoloZime
p=19 (coZ je prvolislo) a vidime, Ze Cislo 18!4-1 je dé-
litelné cislem 19. Pfipojime-li to k vysledku znimému
z ptikladu 4, mame: Cislo 18!+1 je délitelné soulinem
19. 23 ¢ili Cislem 437.

Zopakujme si nyni definici permutace, znimou ze
Skoly. Permutace z n ruznych prvkd jsou skupiny, které
vzniknou ziménou pofadi prvkd mnoZiny, kterd obsa-
huje » raznych prvkt, Jejich poet se obvykle oznaluje
P(n). Da se dokdzat, Ze polet permutaci z » prvka je ddn
2) lPismena a, b, ..., g v dal¥i ivaze znamenaji vhodnd pfirozend
1s51a.

*%) Nizev této véty nAm ptipomind jméno Johna Wilsona (1741—
1793),
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vzorcem P(n)=n!. VyfeSime si dva pfiklady o permuta-
cich.

P¥iklad 5. Jsou d4na pfirozend ¢isla 1, 2, 3, ..., m—1,
m. Kolik miiZzeme z nich sestavit permutaci takovych, Ze
licha ¢isla ziistdvaji na mistech lichych*) a sudd na mistech
sudych?

_ Refen. Polet viech uva¥ovanych permutaci oznalme
P(m). Budeme rozliSovat dva piipady. Nejprve necht je
m sudé, v druhém pfipadé liché.

a) Je-li m=2k, pak mame % lichych ¢&isel 1, 3, 5,
2k—1 a také k sudych cCisel 2, 4, 6, ..., 2k Nejprve
uvaZujeme permutace sestavené z Cisel lichych; téch
je zfejm& k!. Na sudych mistech maji byt (isla suda
2,4, 6, ..., 2k, jichZ je také k. Z nich lze tedy sestavit
rovnéZz k! permutaci. Pro celkovy polet permutaci P(m)
tedy miame P(m)==Fk!. k!=(k!)%

b) Je-li m=2k—1, pak existuje opét % lichych C¢isel
1,3,5, ..., 2k—1; z nich miZeme sestavit 2! permutaci.
Sudych dcisel 2, 4, 6, ..., 2k—_—2 je pouze k—1, takZe
méme (k—1)! permutaci. Pro P(m) tedy vychdzi
P(m)=F!. (k—1)!

Odpovéd. Je-li m sudé, potom plati
2
Pmy={(2\1) :
Pm) ((2).) ;
je-li m liché, je .

A= ()13

Ctenaf si miZe uv&domit, e ze vzorce P(m)=m!

*) Lichym mistem v permutaci a,, gy, ..., am rozumime to misto, jez
piislud{ prvku s lichym indexem. Obdobné lze definovat misto sudé.
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a ze dvou vzorcl privé odvozenych plynou tyto nerov-

nosti:
2
m! >((§)') pro m sudé;
m! = (m+1) (—)' pro m liché.*)

Piiklad 6. V roviné je dién vypukly n-thelnik
A, 4,4, ... A, (kde n=4) a jsou sestrojeny viechny jeho
uhlopticky. Kolika zptsoby miZeme projit vSechny
vrcholy n-thelnika tak, Ze vyjdeme z A4,, postupujeme
po stranich nebo whlopfitkich, kazdym z vrchold A,,
Az ..., A._; projdeme privé jednou a skonlime ve
vrcholu A4,.

ReSeni. Tvotime vlastné skupiny z n prvkd (vrcholl
mnohotihelnika), pfiem? A, se vidy vyskytne jako
prvai a A, jako posledni. Dva prvky jsou tedy pevné,
kdeZto zbyvajici »—2 prvky méni své pofadi. Hledany
pocet je tedy P(n—2)=(n—2)!

Casto se vyskytuje pfipad, Ze se mezi danymi n prvky
jeden opakuje r-krat a druhy s-krat. Pocet riznych skupin
(permutaci), které se lisi pofadim prvki, je pak — jak
vime ze Skoly — dén vzorcem

n!
P(nsrys) = -
Pfipomeneme si tuto problematiku na jednom pfikladé&.

Piiklad 7. Urlete polet vsech Ctyfcifernych Cisel
délitelnych deviti, kterd lze napsat uZitim cislic 0, 1, 2,
5, 7. Ptitom se mohou cislice v ¢isle i opakovat.

*) Rozmyslete si sami, pro¢ v prvni z téchto nerovnosti je znaménko
>, kdeZto v druhé =
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Reseni. Vzpomeneme si nejprve na znak délitelnosti
Cislem 9. Cislo (v desitkové soustave) je délitelné deviti
pravé tehdy, je-li jeho ciferny soucet délitelny deviti.
V naem piipadé ptichdzeji v tvahu pouze ciferné soucty 9
nebo 18, nebot ciferny soucet 27 nelze pomoci danych
Cislic vytvofit (a samozfejmé nemilZeme vytvofit ani
soucty 36, 45, ...).

Kolika zptisoby lze v naSem pfipadé vytvofit soucet 9?
Nejprve nebudeme hledét na pofadi a v zapisech uspora-
ddme jednotlivé sé¢itance podle velikosti tfeba ,,sestupné’.
Plati

9=7424040, 9=7+1+41+40,

9=5+424240, 9=542+141.
Podobné pro soucet 18 najdeme

18=74+74242, 18=74+54541.

Vratme se tedy k zipisu 9=7+2+4-04-0. Kolik ctyi-
cifernych Cisel lze napsat, mame-li uZit Cislic 7, 2, 0, 0?
Jde zfejmé o permutace ze Ctyf prvkil, pfiCemzZ se jeden
prvek opakuje dvakrit. Poclet téchto permutaci je urCen
Cislem

4!
Z tohoto poctu oviem musime vyloudit ¢isla, kterd maji na
prvnim misté (zleva) &islici 0. Kolik je téchto pfipada?
Tvofime permutace ze zbyvajicich tfi prvka 7, 2, 0 —
a téchto permutaci je 3!=6. Zipisu 9=7+24040
odpovida tedy 12—6=6 pfipadu.

Podobné zapisu 9=7+1+41+0 odpovida pocet

4! 3!
S z—12—3=09.
Stejny vysledek dostaneme zfejm&€ pro zdpis

9=5+2424-0.
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Souttu 9=5+42+4141 odpovidi pocet
4!
'2—! = 12.

Pro ciferny soucdet 9 jsme tedy nalli celkem 36 pfipadu.
Nyni budeme uvaZovat o ciferném souctu 18. Vyjadfeni
18=74+7+2+2 odpovidaji permutace ze <&tyf prvkd,
pfiemZ jeden prvek se opakuje dvakrit a dalSi také
dvakrit. Jak znamo, je pocet téchto permutaci roven
Cislu
41
21.2!

6.

Konetn¢ zdpisu 18=7+454541 odpovidd ;—: =12

piipadi. Pro ciferny soucet 18 jsme tedy naSli celkem
18 piipadi.

Odpovéd. Z danych dislic lze celkem sestavit 54 Ctyi-
cifernych Cisel délitelnych deviti.

Obritime se nyni k obecné&j§imu pojmu — k variacim.
Dejme tomu, Ze jsou dina dvé pfirozena Cisla %, 7, o nichz
plati 1 =k<n. Variace k-té tfidy z n riznych prvka jsou
skupiny po % prvcich, vybrané z mnoZiny obsahujici »
prvku tak, Ze kaZdé dvé skupiny, které se li§i pofadim
prvki, poklidime za ruzmé. Polet variaci k-té tfidy
z n prvki se obvykle oznaluje Vi(n). Dd se dokizat,
Ze pro k> 1 plati

Vin)=nln—1)(n—2)...(n—k+1),

a pro k=1 je V; (n)=n. To lze psit pomoci faktoridld té%
takto

1
V=G
Ze $koly vime, %e permutace z n prvki jsou zvliStnim
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ptipadem variaci (dostaneme je pro k=n). O variacich si
nyni rozfeSime jeden piiklad.

P¥iklad 8. Ve tfidé jsou 24 Zici a 26 mist (viz obr. 1).
Kolika zplsoby je moZno sestavit zasedaci pofadek?

1 2 13| 14
3| 4 15|16
5| 6 17118
7| 8 19120
9110 21122
111 12 23124

25126

A 8
Obr. 1.

Refeni. Predstavme si nejprve, %e jsou jednotlivd mista
ve tFidé olislovédna tak, jak je to uvedeno na obr. 1. Mdme-li
nyni rozesadit 24 Zaky, tvofime vlastmé skupiny po 24
prvcich z 26 prvkiu, pfiemZ zaleZi na pofadi. Tyto sku-
piny jsou tedy variace 24. tfidy z 26 prvki a je jich

Vi(26)=26.25.24. ....5.4.3=2"

Pfistupme nyni k numerickému vypoctu. Podle Va-
louchovych ,,Pétimistmych tabulek logaritmickych® plati
26!=403 291 461 126 605 635 584 000 000,

takZe pro hledany polet mame vysledek
201 645 730 563 302 817 792 000 000.
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Tento paragraf skoncime pfikladem trochu jiného
druhu. Budeme se zabyvat jednou rovmici, ve které za
nezndmé x, y, 2, ¢t pfipoustime jen pfirozend Cisla. Ta-
kovéto tuloha se v teorii ¢isel — jak mnozi ¢tenafi jisté
védi — nazyvd peurcitd (diofantskd) rovnice.*)

Ptiklad 9 je trochu mySlenkové narocnéj$i a proto
doporucujeme, abyste si feSeni dobfe promysleli.

Pfiklad 9. Je dina rovnice
xt.yl.zl=el ¢))

UkaZte, Ze existuje nekonetné mnoho Ctvefic pfirozenych
Cisel x, ¥, 2, ¢ vétSich neZ 1 takovych, Ze vyhovuji rovnici (1).

Reseni. Zvolme libovolné ptirozené &islo 7> 2**) a po-
loZme x=n, y=n!—1, z=(n!)!—1. Soulin x!.y! lze
pak psat jako

nl.1.2.3.....#!-2)n!I-)=A)L
Podobné pro x!y! z! mame

[(»DN.1.2.3.....[&)!=2]. [(=D)!—1]=[(»DY"
Pro takto zvolenou trojici p¥irozenych &isel x, y, 2 vychézi
tedy r=(n!)!. Protoze takovou konstrukci lze provést
pro libovolné pfirozené &islo n> 2, je vidét, Ze rovnici (1)
skute¢né vyhovuje nekoneéné mnoho Ctvefic pfirozenych
Cisel vétsich neZ 1.

Zamysleme se je$t€ nad predchazejicim pfikladem.
V feSeni jsme si ukdzali, Ye existuje nekonelné mnoho

*) Oznageni diofantskd rovnice nim pfipomind Diofanta z Ale-
xandrie, ktery Zil okolo r. 275 n. . Nékdy se neznamé v diofantské
rovnici omezuji téZ na &isla celd, jindy na cela nezaporna apod.

*%) Z daliiivahy pochopime, pro¢ se zde omezujeme na piipad n>2.
Je to proto, aby v ivaze vystupovala jen pfirozena Cisla vétsi neZ 1.
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¢tvefic poZadované vlastnosti, ale nezkoumali jsme, zda
postupem uvedenym v pfedchazejicich fadcich jsou vy-
Cerpina vSechna feSeni rovmice (1). Je samozfejmé, Ze
jsme mohli zacit tim, %e poloZime napf. y=n, x=n!—1,
z=(n!)!—1, coZ znamena vlastné zdménu pismen (x,
¥, 2) v piedchazejici konstrukci. Kdybychom méli hledat
vSechny ¢tvefice pfirozenych Cisel x, v, 2, ¢, které vyhovuji

vvvvvvvvvvvv

ukol nez to, co bylo obsahem pfikladu 9. Pokud je ndm
znamo, nebyla tato otizka dosud tuplné vyfeSena.

Ulohy

1. Rozhodnéte, které ze dvou é&isel 500!.503! a 5011.502!
je vé&tsi.

2. Dokazte, ze pro kaZdé pfirozené Cislo n plati
a) nl.(n+3)!1> @+ (r+2)! ;
b) nl+@m+3)!1>@E+1)!+n+2)! .

’ V(\' ’ o
3. ' Dokazte spravnost téchto vzorcl:

a) (INI4+@H2+3BDN3+...+@Da=En+1)!I-1 ;
0,1 ,2 —1 1
b) yitmtateHor=l-gr
4. Mim sedm knih Ceskych a pét slovenskych. Kolika

zpusoby je mohu postavit do fady na policku tak, Ze nejprve
jsou zafazeny vSechny knihy Ceské a pak vSechny slovenské.

5. Vrcholy vypuklého n-thelniku z pfikladu 6 na str. 10
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mame projit po stranidch a tihlopfickich tak, Ye zafneme
.v A4, kazdy z vrchold 4,, 4;,..., 4. projdeme privé
jednou a skoncime v A4,;. Kolika zpusoby je to moZné?

6. Je dana krychle ABCDA’B’C’'D’ (viz obr. 2). Roz-
hodnéte, zda muZeme projit jeji vrcholy tak, Ze vyjdeme

D’ . C

AI

Qbr. 2.

z A, jdeme po hranich krychle, kazdy z vrcholu B, D,
A’, B’y C', D' projdeme privé jednou a skoncime ve
vrcholu C.
7. Je déna rovnice
xlylzlel=ul.
UkaZte, Ze existuje nekonené mnoho pétic pfirozenych
disel x, y, 2, t, u vétSich nez 1 takovych, Ze vyhovuji dané
rovnici.
8. Je dina rovnice
xlyl=2zL
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Urcete vSechny trojice pfirozenych Cisel x, y, 2, jeZ vyho-
vuji dané rovnici.
9. Urcete nejmensi prirozené Cislo x, které ma tuto

vlastnost: Neni moZno najit Zidné pfirozené Cislo 7 tak,
Ze n! ma v desitkové soustavé pravé x Cislic.

SIS 17
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