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4. kapitola

APLIKACE VYSETROVANI
VZAJEMNE POLOHY
DVOU UTVARU

Prichdzime ke tfetf a posledn{ skupiné priklada. Jde
o geometricka mista, kterd vyplnf body incidujicf s jed-
nim nebo dvéma proménnymi (napi. pohybujicimi se)
utvary. Pfi jejich vysetfovdni budeme proto zkoumat
vzajemnou polohu danych a proménnych ttvard.

12. Priklad. Jsou dany dvé soustiedné kruZnice
k, = (S;n), ks = (S;15), kder, > r,alislo k(0 < k& +#
# 1). Na kruZnici k, je ddn bod A. Po kruzZnici £, se
pohybuje bod X a po kruznici £, bod ¥ tak, Ze polo-
pifmka S4 je osou uhlu XSY. Bod < leZf na polopiimce
XY a platf pro né) X = k.XY. VySetifme geometrické
misto M viech bodu <.

ReSeni. Geometricky ttvar M je zfejm& soumérny
podle primky SA4 i podle kolmice vedené stiedem §
k piimce SA4. Soustavu souiadnic zvolime proto podle
obrazku 23.

“Sowradnice bodd X, 7 mtZeme vyjadrit takto:
& =r cos@; & =r1,c08 (—@) = rycos @; (1)
M =1 Sing; 7y, =rysin(—p) =—T,sing.

Potom soufadnice bodu £ jsou (viz [2], str. 85)

& = ‘51 + k(fz'— ‘51),
n = + k(na—mn),
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resp.
¢ =[r, + k(rg—r,)] cos ¢,

. 2
7 = [re— k(ry + )] sin . @
Yy
X= [ff/’h]
k,
r 7 .
r Sy A=[r,;q]
k{ (= [-521”2]
FEl( )
Obr. 23

Z rovnic (2) musime nynf vyloutit parametr . Pfitom
rozli§fme tfi pifpady:
a) Vyraz
rn+k(rg—rn)=0.
Potom je
—r, r

k = - : (3)

Tqa—1n T, — Ty

Podle pfedpokladu je r, > r,, a tedv k > 0. Zjistili
jsme, Ze tento pifpad skute¢né muZe nastat. Potom viak
majf rovnice (2) tvar
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=0, n=/[r,—k(r, +1)]sing,

resp. po dosazenf za £ z (3)
£=0, 5=-01 gng. 4)

1 2

ProtoZe je |sin ¢| = 1, jsou rovnice (4) poletnim vy-
jadfenfm dsecky PQ , kde

P:[O; 21112] 0 — IO 2rlrzl

- 12 - 72
b) Vyraz
ry—k(ry + 1) =0.
Potom je
r
k= | 5
n+7 (%)

Tento pf{pad muzZe tedy také nastat. Pritom rovnice (2)
maji tvar

21 _
f_mcosq:, n=0. (6)

Protoze |cos ¢| =1, jsou rovnice (6) opét poletnfm
vyjaddfenim isecky, tentokrat vsetky RT, kde

2r,r ' 2n,r
R=[--250), T:[ L ;0].
) [ n+r T
c) Pro oba vyrazy je
1+ k(ra—n) #0, r,—k(ra +1) #0,

to znamena

k o, 7
gé"1:!:’2 <)
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V tomto pifpadé uzijeme k vyloulenf parametru ¢ zna-
mé identity sin%? ¢ + cos? ¢ = 1. Vyjadiime proto z rov-
nic (2) cos? ¢ a sin? g:

4:2
2 —
A T s ®)
2
sin p = 1

[r,—k(re + )]’
a pak se¢teme levé a pravé strany téchto rovnic. Vyjde
nam
52 ,'72
1 = .9
PR B e ) TR

Dodli jsme tak k poletnimu vyjaddfen{ elipsy E, jejiZ osy
splyvaji se soufadnicovymi osami, a délky poloos jsou
a=r+k(ry,—n), b =r—k(r, +n).

Zjistili jsme tedy, Ze kazdy bod { geometrického
mista M pati{ dtvaru U, ktery je v zavislosti na £ bud
usetka PQ, nebo usetka RT, nebo elipsa E. Jinymi
slovy to znamenad, 2e M C U.

Nyn{ zbyva dokazat, Ze je téZ U C M. Budeme ové-
fovat podminku [B’]. Necht bod < = [§; 5] nepatif
mnoziné M. To znamend, Ze pro prisluiné body X, ¥
neplatf X = k. XY. V tom pifpadé¢ pro soufadnice
&, n nemohou platit obé rovnice (2), to znamena, Ze
aspori jedna z nich neplati. Pak viak neplati za ptislusnych
podminek ani rovnice (4), ani rovnice {6), ani rovnice
(8). Proto bod < nepatii ani utvaru U.

Vysledek. a) Je-li & =r(r, —7.)7, pak je geo-
metrické misto M usetka PQ, kterd je kolma k pfmce
S4, ma sticd v bodé § a délku 4r,7,(r, — r,) L. (Obr.
24a.)
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b) Je-li k = r,(r, + r,)71, pak je geometrické mfsto
M usecka RT, ktera je ¢astf ptimky S4, m4 stied v bodé
§ a délku 4r,7,(r, + r,)7L (Obr. 24b.)

c) Je-li k # r(r; &+ 1), pak je geometrické mfsto
M elipsa E se stiedem v bodé S, jejichZ jedna osa splyva
s pifmkou S4 a ma délku 2a = 2[r; + k(ry — ;)]
a druhd osa ma délku 26 = 2[r, — k(r, + r;)]. (Obr.
5 1

24c pro 7, =2rz,k =5

Q

h 8

-~

™
®

Obr. 24abc
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Ctenéti, ktet{ znajf funkce sin & x cos £ x (tzv. hyper-
bolicky sinus a hyperbolicky kosinus), mohou stejné jedno-
duge Fesit obdobnou ulohu, kterou dostaneme, jestlize
v pifkladé¢ 12 kruZnice k,, &, nahradime rovnoosymi
hyperbolami se spole¢nymi asymptotami a spoletnou
hlavn{ osou. Ulohu Ize
sice fedit i bez znalost{
zminénych funkcf, fe-

vvvvv

Senf je viak sloZitéjsi.
D=[-11]

13. P¥iklad. Je dan
ttverec ABCD. Bod X
probihd pfimku AC.
Bodem X prochézejf
dvé kruznice &k, a k..
Prvni z nich se dotyka
ptimky AD v bodé 4
a druha se dotyka
pifmky DC v bodé C.
Kruznice £, a k, se pro-
tfnaji kromé bodu X

Obr. 25 jesté v dalsfim bodé £.
Vysetfime geometric-
ké misto M boda <.

Reseni. Soustavu soutadnic zvolme podle obrazku 25.
Za jednotku na osich zvolfme polovinu strany &tverce
ABCD.

St¥edy kruZnic &,, k, majf soufadnice

ISl = [u’ _1]’ SZ = [ls U] ’

vk

A=[1,+1]

a polomniéry
=1 +ul, , =|1 —u|, kde ju| #1. (10)
Podminka |u] # 1 zaji§tuje, Ze Z4dnd z kruZnic k,, &,
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nedegeneruje v jediny bod. MizZeme proto napsat rov-
nice kruZnic k,, k, ve tvaru

(x—u)2 4+ (y+1)2 = (1 +u)2, (11)
(x—12+ (p—u)® = (1—u).
ProtoZe bod £ = [&; 7] lez{ na obou kruZnicich k,, k,,

vyhovujf jeho soufadnice rovnicfm (11). Po dosazen{
a upravé dostaneme

&+ n*—2& =2u(n—1).

Abychom dostali potetnf vyjadfenf mnoZiny M, musfme
z rovnic (12) vyloudit parametr u.Tak dostaneme rovnici
(& +n"+ 2)(n—1) = (6 +n*—=26(¢ + 1)

a po dal¥f dipravé
(E+n—=2)(n—4§ =0. (13)

ProtoZe viechny body & = [&; 5] geometrického mfista
M lezf mimo piimku AC, je & # # a miZeme tedy rov-
nici (13) délit vyrazem n — é # 0. Tak upravime rov-
nici (13) na kone¢ny tvar

£2+772——2=O)
Bt =2, (14)

Rovnice (14) predstavujf kruznici K opsanou &tverci
ABCD. Tim jsme dokézali, Ze kazdy bod { geometric-
kého mista M patif kruznici K. ProtoZe viak musf byt
v (10) |u| # 1, snadno zjistime, Ze z kruZnice K musime
vyloudit vrcholy 4, C, D. Pro takto vznikly utvar U je
tedy dokazan vztah M C U.

resp.
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Protoze lze postup zfejmé obratit, je téz U C M.
(Provedte podrobné sami.)

Vysledek. Geometrické misto M je utvar U, skla-
dajici se ze viech boda kruZnice K opsané &tverci ABCD,
s vyjimkou bodd 4, C, D.

(Obr. 26.)
Viimnéme si, Ze rovnice
D C (7) je vlastné potetnim vy-
Jadfenfm dtvaru, ktery se
skldidd jednak z kruZnice
opsané nad pramérem AC,
jednak z ptfmky AC. To ply-
ne ihned z toho, Ze sourad-
nice bodu K = [&; ] vyho-

A 8 vujf rovnici (13) pravé
tehdy, je-li bud
E#+n”—2=0,
Obr. 26

nebo
n—&=0.
S podobnymi rovnicemi se v analytické geometrii se-
tkdvame dosti ¢asto. Naptfklad rovnice

(B3x—4)(3x +4) =0
znadi dvojici riiznobézek prochézejici pocatkem. Jindy
se musfme sami teprve pokusit upravit dané po&etnf vy-
Jadfenf na takovy tvar, aby na jedné strané rovnice (ne-
rovnosti) byla nula a na zbyvajicf strané vznikl sou¢in.
V takovém pifpadé dostaneme obvyklé vitané zjed-
noduden{. Napftklad mame-li rovnici

x4 2x%? 4 P —4x2 =0,

nemuzeme predem o pifslu§né kfivce mnoho ffci. Snad-
no viak provedeme tipravy
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(¥ + %) — (262 =0,
(6 - + 20 (x? -+ 5 —2%) =0,
[ +2)* +2—4] [(x—2)* + 32— 4] = 0.

Odtud je jiz okamzité vidét, ze jde o dvé shodné kruz-
nice o poloméru 2, dotykajicf se osy v po¢itku soustavy
soufadnic.

14. Priklad. Je dan trojuhelnik ABC. Vy3etifme geo-
metrické misto M viech bodi £, pro néz platf: Paty kol-
mic vedenych z bodi & na pifmky 4B, BC, AC leif

v piimce,.

4

azx+b2y=o /'}?\2=[§i”]

Obr. 27

ReZeni. Podobné jako pti fedeni piikladu 10 maZzeme
zvolit soustavu soufadnic podle obr. 27.

Rovnice pifmek BC, AC, AB zapfSeme po fadé ve
tvaru:
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ayx—by =0, kde a} + b} =1; ¢, >0, b, >0, (15)
apx + by =0, kde a2 +5b2=1;a,>0, b,>0, (16)
y = 1.
Kc’)lmice.k. piimce BC, prochizejict bodem { = [&; 7],
ma rovnici
bx— &) + ay—m) = 0. (18)

Pata 2, = [£,; 7,] kolmice z bodu £ = [£; 5] k p¥Hm-
ce BC ma za soufadnice kofeny soustavy rovnic

ax—by =0,

by(x—§) +a(y—mn) =0.
Po jednoduchém vypoltu dostaneme

§ = bl(aln + bl‘E) ) } (19)
m = a,(am + b,§) .

Podobné vypolteme soufadnice paty <, = [&5; 7],
resp. {3 = [&3; 1s] kolmic vedenych z bodu £ = [£; 7]
k pifmce AC, resp. AB:

By = —by(agy— byf) s By = &;
o) B0 @

Nynf musfme vyuzit pfedpokladu, Ze viechny tfi body
L1 K2 Ks leif v piimce. Nejdifve si vyre§fme pripad,
kdy dva z téchto tif bodl splynou. Jestlize napf. £, =
= Z,, pak zfejmé bod < splyne s vrcholem C trojihel-
nfka ABC (nakreslete si sami pifsluiny obrazek). Geo-
metrickému mfstu M tedy patif vrchol C. Podobné se
ukdZe, Ze mu patf{ i daldf dva vrcholy B, 4 daného
trojihelnfka.

MizZeme tedy v dalifm pfedpokladat, Ze viechny tii
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body £;, <» <s jsou navzijem ruzné. Potom majf
piimky £ <3, <3< tytéZz smérnice, tzn.

NM—Ns _ Ne—17"s

61_58 62_58 ’

odtud plyne

(M —m)(E2— &) = (e —m) (& — &) . (21)

Rovnost (21) viak vyjadifuje nutnou a postaéujic{ pod-
minku pro to, aby body <\, <. <, lezely v pimce,
i v pfipadé, Ze nékteré z nich splynou. Kromé toho ma
rovnice (21) i tu vyhodu, Ze nevylutuje pifpady, kdy
piimky <<, <2Ks jsou rovnobéiné s osou y.

Po dosazenf z rovnic (19) a (20) do rovnice (21) po
nékolikeré 1ipravé, s vyuzZitim rovnostf

fa? b2 =1, a2 +b2 =1,
dostaneme tvar
a,85(a20; + a105) E + aya5(ahy + a1b)n? + £(6; —b3) —
— n(aby + ah,) =0. (22)

Koeficienty u kvadratickych élenli se sobé rovnajf
a jsou riizné od nuly (odivodnéte!). Rovnice (22) mize
byt proto rovnic{ kruznice. Aby to byla skute¢né kruz-
nice (a nikoliv pouze bod nebo dokonce mnoZina prazd-
na), musf jf vyhovovat soufadnice alespoii dvou riz-
nych bodi. AvSak podle nasf pfedbézné vivahy jiz vime,
ze geometrickému mistu M patti body 4, B, C. Odtud
tedy dostdviame, Ze rovnice (22) pfedstavuje kruznici K
opsanou trojuhelniku ABC.

Tim je dokazédno, ze M C K.

Necht nyni bod £ = [£; ] nepatif mnoZiné M. Pak
body <, <, K3 neleif v piimce, a tedy neplatf pro jejich
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soufadnice rovnost (21)., Pak viak nemiiZze pro soufad-
nice bodu £ platit ani rovnost (22). To viak znamena,
Ze KCM.

Vysledek. Geometrické misto M je kruznice K opsa-
na trojihelnfku ABC.

Z. fefenf poslednftho pifkladu je vidét, Ze nemusime
vZdy nutné upravovat zfskanou kvadratickou rovnici na
néktery ze zakladnich tvart, které uvadime v kapitole 5.
V nafem piipadé napf. vias provedend synteticka ivaha
nés zachranila od nepfili§ ldkavé dpravy algebraické
rovnice (22). Kromé toho zjiitén{ stfedu a poloméru
kruZnice K by nam neukazalo, Ze jde o kruznici opsanou
trojuhelnfku ABC,

15. P¥iklad. Je dana kruZnice £ se stftedem S a polo-
mérem p. Ve vzdalenosti v (0 < v # p) od stiedu §
je dan bod D. Bod X probfha kruZnici £. Druhy prise-
¢tk pifmky DX s kruZnicf £ je bod Y. Oznaéme { ta-
kovy bod polopifmky DX, pro ktery platf

2 1 1
Dz =~ Dx T DI"

(23)

Vysetiime geometrické misto M boda <.

ReSeni. Vyictiované geometrické misto M je ziejmé
soumérné podle pifimky DS i podle stfedu D. Soustavu
souradnic mizeme tvolit pro v > p podle obrdzku 28a
a pro 0 < v < ¢ podle obrazku 28b.

KruZnice ¥ ma potom rovnici
(x —0)? +0% =%, (24)
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a pifmka DX ma rovnici
xsing—ycosg =0, (0 = ¢ <27). (25)
V tomto pripadé bude vhodnéj’f pouZit polarnf sou-

y

(=, 9]

b

Obr. 28ab
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stavy soufadnic, jejichZ pdl je v bodé D a polarn{ osa
v polopifmce DS. PouZijeme pfevodnich vzorct
x=rcosp, y=rsing, (26)
a rovnici (24) pfepfSeme ve tvaru
(rcos ¢ — v)2 4 r?sin? ¢ = p?,
resp. po vipravé
r?—2rvcosp + 02— =0. (27)

Rovnici (27) vyhovuji oviem i polarn{ soufadnice
bodd X = [ry; @11, ¥ = [re; @.]. Musfme viak rozlifit
dva piipady: a) Bod D lezf vné kruZnice £ (tj. v > 0),
pak bod Y leif na poloptimce DX a je tedy ¢, = ¢,
(obr. 28a). b) Bod D lezf uvniti kruznice £ (fj. 0 <
< v < p), pak bod ¥ leif na polopiimce opaéné
k polopfimce DX. V tom piipadé je ¢, = ¢, — =
(obr. 28b).

Viimnéme si nejdifve prvniho ptfpadu. Cfsla r, =
= DX, r, = DY jsou (kladné) kofeny rovnice

—2mwcosp, +v2—p*=0. (27a)
Pokud je diskriminant
4 = v¥cos?ep, + o — v? = p? — v%sin%e, (28)
nezaporny, jsou kofeny r,, rovnice (27a) rovny

710 = U COS @; VZ— (29)
Diskriminant 4 je nezdporny pravé tehdy, je-li

Isin @,| < % <1. (30)
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Odtud plyne pro ¢, nutnd podminka |p,| < % ,
a tedy cos ¢; > 0. ProtoZe v tomto pifpadé je
‘A < 22cos? ¢, ,

plyne z naSich dvah, Ze oba kofeny (29) jsou, za pted-
pokladu, Ze 4 > 0, kladné. Jsou to proto prvn{ soufad-
nice bodi X a ¥ v soustavé polarnich soufadnic.

Necht je nynf vzdalenost DS = r. Potom z podminky
(23) dostaneme

2 1 1
Sl S T
r r Ts
neboli po dosazenf
1 1

‘llf\?

veosp, + |4 + veos g, — |4
a po tpravé

v? —p® =rvcos ¢,. (31)
Pouzijeme-li opét pfevodnich vzorci (26), miZeme rov-
nici (31) pfepsat v kartézské soustavé souradnic ve tvaru

v:— % = ux,
resp.
% — g?
v

X =

(32)

Dostali jsme tak rovnici piimky. Bez dlouhého pocet-
nfho vysetfovani je viak ziejmé, Ze geometrické misto
M je podmnozinou pouze té &asti P pifmky (32), kterd
lez{ uvnitf hlu uréeného te¢nami z bodu D ke kruZnici
k (obr. 29a). Z podminky (23) kromé toho snadno od-
vodime, Ze
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DX < DZ < DY, resp. DY < DZ < DX.

Nenf{ proto tézké uhodnout, Ze P je vnitfek dsecky, jejiz
krajni body jsou body dotyku T;, T, te¢en kruZnice k
vedenych z bodu D. (Tento odhad snadno dokiZete

pomoci Euklidovy a Pythagorovy véty s uZitim rov-
nosti (32).)
Dutkaz tvrzenf P C M pienechdvame jiz ¢tendfi.

Diéle se budeme zabyvat druhym pipadem (0 <
< v < p). Podobné jako vySe zjistime, Ze ¢&fsla r, =
= DX, r, = DY jsou kladné kofeny rovnic

2 —2mwcos g, +v2—p? =0, (27b)

resp.
F 2rvcosp, - v2—pt =0,
Spole¢ny diskriminant
4 = p?* — v?sin? ¢,
obou rovnic (27b) je vidy kladny. Kofeny rovnic (27b)
jsou
vcos ¢, + VA—, resp. —v cos ¢, + VA_;

kladné z nich jsou pouze kofeny

r, = vcos ¢ + VA_, resp. 1, = —U COS ¢; + VZ

To jsou prvni soufadnice boda X, ¥ (v soustavé polar-
nich soutadnic).

Nyni opét vyuzijeme podminky (23). Po dosazenf za
DZ = r, DY = r, dostaneme

2 1 1

’
r T T,
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2 1 1
i T 4 —— + — coTTTT T —
4 vcos g, + |4 —vcos, + |4
Po tpravé dojdeme k rovnici
r2(e* — vsin’e,) = (¢® — 7). (33)

Rovnici (33) pfepffeme v kartézské soustavé soutradnic
s uzitim pfevodnich vzorct (26). Po dpravé dostaneme
koneény tvar

%2 P
’éz_vz + '[éz_vz] = 1. (34)
0

ProtozZe je ¢ > v, je 1 p* — v? > 0 a tedy rovnice (34)
je potetnim vyjadrenfm elipsy E se stfedem D a hlavnf
osou v pi{mce DS.

Tim je dokdzéno, ze M C E. Dukaz tvrzenf ECM
pfenechdvdme opét ¢tenafi.

N o N\ =m

Obr. 29ab.
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Vysledek. a) Je-li v > o, je geometrické misto M
vnitfek P usecky 7,7, jejiz krajnf body jsou zaroveri
body dotyku tefen z bodu D ke kruZnici &£ (obr. 29a).

b) Je-li v < g, je geometrické misto M elipsa E se
sttedem D. Daile, jak sami snadno zjistite, jsou hlavnf
vrcholy elipsy E pruse¢iky kruZnice £ s kolmicf { k pifm-

ce DS jdoucf bodem D.
c Excentricita elipsy E je
x=[c.. rovna vyice pravouhlého
k ' 5] trojuhelnfka s pfeponou g
a odvésnou v (obr. 29b).

A P S 8 pitklad, ve kterém s vy-
hodou pouZijeme polar-
nich soufadnic.

16. P¥iklad. Je déina

b kruznice k£ = (S; o) a jejf

O, 39 praumér 4B, Bod X pro-

biha kruZnici k. £ je ta-

kovy bod polopifmky SX,

jehoZ vzdalenost od poc¢atku .S je mensf nez vzdalenost

bodu X od piimky AB. Vy3etiime geometrické misto M
viech bodi <.

ReSeni. Geometrické misto M je soumérné podle
piimky AB i podle osy use¢ky AB. Zvolime proto nej-
dfive kartézskou soustavu soufadnic podle obrazku 30.

Soufadnice bodu X vyjadfime s vyhodou pomoci
smérového uhlu ¢ piimky SX.

é =gcosp, 7, =pgsing. (33)

Zvolme .- nyn{ soustavu poldrnich soufadnic s pdlem §
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a polérnf osou v polopfimce $B. Jsou-li nynf r, ¢ polarnf
soutadnice libovolného bodu { mnoZiny M, pak je

r < |osin ¢|. (36)

Zbyva zjistit, ktery dtvar mé v polirnich soufadnicich
potetn{ vyjadfen{ (36). Pro r = 0 dostaneme pdl S,
ktery tedy patff mnoziné¢ M. MuzZeme tedy v dal3im
predpokladat, Ze je r > 0 a uZit pfevodnich vzorct

r = an +y:, x=rcosq, y =rsin g
k vyjadfeni nerovnosti (36) v kartézské soustavé sou-
Fadnic; dostaneme

I

sz + <o sz +)'

resp. po upravé

2
ﬂ+b—%d <%¢,m092m
(37)

2
xa+[}+%e] <%92, pro y=0.

ProtoZe nerovnosti (37) jsou podetnim vyjadfenfm vniti-
ka U,, U, kruhi dotykajicich se osy X v potatku, je tim
dokézdn vztah M Cc U = U, U U, U {S}.)

Obricené si sami jiZ snadno ovéfite, Ze je splnén vztah

Uucam.

Vysledek. Geometrické misto M tvoif vnitiky U,,
U, dvou kruhi s priméry CS, DS spolu s bodem S, kde
CD je praimér kruznice k kolmy k piimce AB a bod § je
priseénikem praméri AB a CD (obr. 31).2)

1) Zapis (S} znaéi mnoZinu obsahujici jediny bod §.
1) Na obr. 31 si dopliite oznadeni § stfedu kruZnice k.
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17. Priklad. Jsou da-
ny dvé riznobézky p, ¢

C
X\\\\ s pruse¢tkem R. Na jed-
U né z os riznobézek p, ¢
@ je dan bod D ve vadale-
\\ nosti v (v > 0) od bodu R.
\ Bodem D prochaz{ pffm-
ka d, ktera se kolem néj

Y
%“u 2 olem o

2§ Otaci, Bcv>dy P, Q0 Jsou pri-

k \\ \S se¢fky pFimky d s pfimka-

mi p, ¢. Vysetiime geo-

D metrické misto M viech
Obr. 3i Stf'edlal z l:lSCéek PQ.
ResSeni. Vzhledem

k soumérnosti geometric-
kého mista M podle pfimky DR, zvolime soustavu sou-
fadnic podle obrazku 32.

Obr. 32
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Rovnice pfimek p, ¢, d miiZeme napsat po fadé ve tvaru

Y =ax, (38a)
y = —ax, (38b)
y—uv = kx (38¢)

Je sice pravda, Ze ve tvaru (38c) nemuZeme zapsat
pifmku d v pripadé, Ze splyne s osou y, ale v tomto pi{-
padé body P, Q splynou a nema smyslu mluvit o stiedu
usetky PQ.

Nynf uréfme soufadnice bodd P = [&; 7,], Q =
= [&,; 7.]. ReSenim soustavy slozené z rovnic (38a),
(38c) a soustavy rovnic (38b), (38c) dostaneme (pokud
k| + a)

El = 2 sy T = 2 ’
a—k a—k (39)

—0 av

etk T + k-
Nynf jiz miZeme vypolitat souradnice stredu £ vsetky
PQ:

£a=

kv a?y

fea—E 1Tk (40)

Abychom dostali goéctnf vyjadfen{ mnoziny M, vylou-
me z rovnic (40) parametr k. Pfedné uréfme podil
(zfejmé je n # 0)

f_k
n  a’
Odtud vypotftame k a dosadime do druhé rovnice (40):
a%
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Po jednoduchém vypoltu vyjde
n(n*—a*é* —un) = 0.

Protoze  # 0, muZeme jim kratit a po dalif upravé do-
jit k tvaru
1 2
e [—77
v P vy b
= &
Dostali jsme poletni vyjddfenf hyperboly H. Jak snadno
zjistime, jsou hlavnfmi vrcholy hyperboly H body R, D
a asymptoty jsou rovnobéz-
né s piimkami p, ¢.
Nezapomefime viak, Ze
zhyperboly musfme vylou¢it
bod R. Zjistili jsme tedy,
Z2e geometrické misto M je
dastf utvaru U, ktery se skla-
da ze viech bodi zminéné
hyperboly H s vyjimkou bo-
du R. (Obr. 33.)
Obricenf provedeného

postupu pienechavame ji%
¢tendri.

(41)

Vysledek. Geometrické
misto M je (s vyjimkou jedi-
ného bodu R) hyperbola H
s hlavnimi vrcholy R, D
a asymptotami rovnobézny-
Obr. 33 mi s pfimkami p, g¢.
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23.

24.

25.

26.

27,

28.

29,

Cviceni

Jsou dany dvé rtizné rovnobéiky 4B, ¢. Bod C probihd piim-
ku ¢. Vysetfete geometrické misto M viech pruselika vysek
trojuhelnika ABC.

Jsou dany dvé shodné kruznice K, K, se spole¢tnym bodem do-
tyku 7. Bod X probiha kruznici K;, bod 7 kruZnici K, tak, Ze
thel XTY je pravy. VySetfete geometrické misto M stfedi
& useek XY.

Dvé rovnobézky e, b protini spoleénd kolmice AB (4 je bod
ptimky a, B je bod piimky ). Bod X probih4 pfimku e, bod 7
piimku b a to tak, Ze sou¢in AX.BY je stale roven ¢&islu
k+# 1. Body X, ¥ jsou

a) v téze poloroviné uréené ptimkou 4B,

b) v opaénych polorovinach uréenych piimkou A4B.
Vysetfete geometrické misto M priseciki  pfimek AY, BX.
Jsou diny dva nesoustfedné kruhy K, = (S;; r,), K, = (S,; 75).
Bod X probiha kruh K,, bod ¥ kruh K, tak, fe sou&ct Ghla
815, T, S,5,X je stale roven @. Vysetiete geometrické misto M
stieda { Gsedek X7T.

Jsou dany dvé riznobéiky g, b se spoletnym bodem S. Po
ptimce a se pohybuje bod X a po pfimce b bod 1 tak, Ze troj-
dhelnik X7S ma konstantni obsah P. VySetfete geometrické
misto M stiedt < tseéek XY.

Na obvodu étverce PQRS se pohybuiji stidlou rychlosti tfi body
U, V, W, které rozdéluji obvod tohoto é&tverce na tii stejné&
dlouhé ¢&4sti (lomené &ary). Vysetfete geometrické misto M
té2i8t  viech trojihelnika UVW.

a) Je dana kruznice K = (§; ¢) a bod O ve vzdalenosti o
(0 < v3 g) od stfedu S. Dale je dano ¢&islo a>> 0. Bod X pro-
bih4 kruZnici K. Vy3etfete mnoZinu M viech bodi <, kde £ je
takovy bod polopfimky OX, pro ktery je OX. OZ = a
(Uzijte soustavy polarnich soufadnic!)

b) Reite tutéz dlohu pro ptipad v = g.
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30. Jsou diny dvé riznobézky p, g s priseéikem R. Na ose pfimek
p, ¢ je ddn bod D ve vzdalenosti » (v> 0) od bodu R. Bod P
probihd piimku p; Q je prusetik pfimky DP s piimkou g.

Vy3etiete geometrické misto M priseéikit £ vySek viech troj-
thelnikt PQR.
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