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3 . k a p i t o l a 

M O C N O S T B O D U K E K R U Ž N I C I 

M o c n o s t b o d u k e k r u ž n i c i j e p o j e m v e l e m e n t á r n í g e o -
m e t r i i v e l m i d ů l e ž i t ý a u ž i t e č n ý . 

Věta 7. Je dána kružnice k a mimo ni bod P. Bodem P 
proložme libovolnou sečnu, která má s danou kružnici společné 
body A, B. Číslo 

MP = PA.PB 

je nezávislé na poloze sečny a nazývá se mocnost bodu P ke kruž-
nici k. 

D ů k a z ( o b r . 2 6 a , b ) p r o v e d e m e t a k , ž e n a r ý s u j e m e 
j e š t ě s e č n u CD ^ AB ( j d o u c í b o d e m P) a d o k á ž e m e , ž e 
PA.PB = PC.PD. 

Z a t í m ú č e l e m s p o j m e j e š t ě b o d y A, D a B, C. O b d r ž í -
m e t a k d v a v z á j e m n ě p o d o b n é t r o j ú h e l n í k y 

A PAD ~ A PCB. 
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J s o u p o d o b n é p r o t o , ž e se s h o d u j í v e d v o u ú h l e c h : 

•Š.PDA - <£PBC, -ZAPD = ŠCPB. 

O s t r a n á c h t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů p r o t o p l a t í 

PA-.PD = PC : PB 
a z t o h o 

PA.PB = PC.PD. 

T í m j s m e d o k á z a l i , ž e s o u č i n PA.PB j e s k u t e č n ě n e z á -
v i s l ý n a p o l o z e s e č n y ; p r o d a n ý b o d P j e t e n t o s o u č i n 
k o n s t a n t a . P o z d ě j i u v i d í m e , ž e j e z á v i s l ý n a v z d á l e n o s t i 
b o d u P o d s t ř e d u k r u ž n i c e a n a p o l o m ě r u k r u ž n i c e . 

P l a t í v š a k m n o h e m v í c : 

Věta 7'. Míjme dví různobížné přímky a, b; jejich průsečík 
označme P. 

a) Jestliže dva různé body A, B leží na téže polopřímce 
přímky a s počátkem P a jestliže body C, D jsou body téže polo-
přímky přímky b s počátkem P a přitom platí 

PA.PB = PC.PD, 

jsou body A, B, C, D koncyklické (tj. leží na téže kružnici). 

b) Jestliže body A, Bjsou body ležící na opačných polopřím-
kách přímky a s počátkem P a jestliže body C, D leží na opač-
ných polopřímkách přímky b s počátkem P a přitom platí 

PA.PB = PC.PD, 

pak body A, B, C, D jsou koncyklické. 

D ů k a z . D a n ý v z t a h l z e p s á t t a k t o : 

PA : PC = PD : PB. 
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P ř i p í š e m e - l i k t é t o r o v n i c i j e š t ě s h o d n o s t ú h l ů 

<£APC = <$BPD, 

v i d í m e z t o h o , ž e 
A A P C ~ A DPB 

a t u d í ž 
Š.ACP = ^DBP. 

O p í š e m e - l i t e d y t r o j ú h e l n í k u ACD k r u ž n i c i , m u s í n a n í 
l e ž e t i b o d B, n e b o ť ú h l y ACP, DBP j s o u o b v o d o v é ú h l y 
v u v a ž o v a n é k r u ž n i c i n a d t ý m ž o b l o u k e m . 

Poznámky. 1 . Z d ů k a z u j e p a t r n o , ž e v ě t u o m o c n o s t i 
b o d u k e k r u ž n i c i j s m e d o k á z a l i u ž i t í m v ě t y o o b v o d o -
v ý c h ú h l e c h n a d t ý m ž o b l o u k e m . U k a z u j e se v š a k , ž e 
t a t o v ě t a a v ě t a o o b v o d o v ý c h ú h l e c h n a d t ý m ž o b l o u -
k e m j s o u v ě t y e k v i v a l e n t n í . 

2 . M o c n o s t b o d u k e k r u ž n i c i j e č í s l o . J e o p a t ř e n o z n a -
m é n k e m + , j e - l i b o d P v n ě k r u ž n i c e ; j e o p a t ř e n o z n a -
m é n k e m — , l e ž í - l i b o d P u v n i t ř k r u ž n i c e . B o d n a k r u ž -
n i c i m á m o c n o s t r o v n o u n u l e . N e j m e n š í m o c n o s t , k t e r o u 
b o d m ů ž e m í t , j e — r 2 a n á l e ž í s t ř e d u k r u ž n i c e . 

Věta 8. Mocnost vnljšího bodu je rovna Čtverci délky tečny, 
sestrojené z tohoto bodu ke kružnici. 

D ů k a z ( o b r . 2 7 ) . B o d P s p o j m e se s t ř e d e m S d a n é 
k r u ž n i c e . T a t o p ř í m k a p r o t n e k r u ž n i c i v b o d e c h A, B. 

M o c n o s t b o d u P j e : 

MP = PA.PB = (PS + SA) (PS — SB) 
- (PS + SA) (PS — &4) = PS2 — SA2 = 

= PS* — ST2 = PT2, 

k d e T j e b o d d o t y k u t e č n y s e s t r o j e n é z b o d u P k d a n é 
k r u ž n i c i . T í m j e d ů k a z p r o v e d e n . 
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•Poznámka. T í m j e t a k é p r o k á z á n o , ž e m o c n o s t b o d u k e 
k r u ž n i c i s k u t e č n ě z á v i s í n a v z d á l e n o s t i b o d u P o d s t ř e d u 
k r u ž n i c e a n a p o l o m ě r u k r u ž n i c e . 

T a k ř k a s a m o z ř e j m á j e 
v ě t a n á s l e d u j í c í , k t e r o u u v e -
d e m e b e z d ů k a z u . 

Věta 9. Množina všech bo-
dů,které mají k dané kružnici 
k = (5; r) danou mocnost 
M > —r2, je kružnice soustřed-
ná o polomím r'2 = M + r2. 

Příklady 

1 . J e d á n a k r u ž n i c e k = (S; r) a p ř í m k a p. N a p ř í m c e 
p n a j d ě t e b o d , k t e r ý m á v z h l e d e m k e k r u ž n i c i k d a n o u 
m o c n o s t M > — r 2 ( n a p ř . M = 5 r 2 ) . 

Řešení ( o b r . 2 8 ) . N a k r u ž n i c i k z v o l í m e l i b o v o l n ý b o d T, 
v n ě m s e s t r o j í m e t e č n u / a n a n í u r č í m e b o d U, a b y j e h o 
m o c n o s t Ma = M. T o z n a m e n á , ž e TU = 1 l M . 

K s e s t r o j e n í d é l k y TU p r o p ř í p a d M = 5r2 b y l o p o -
u ž i t o P y t h a g o r o v y v ě t y . P ř í s l u š n ý p r a v o ú h l ý t r o j ú h e l n í k 
j e TAB, v n ě m ž o d v ě s n a TA = Ir, TB = r a p o t o m p ř e -
p o n a j e 

AB2 = TA2 + TB2 = 5 r 2 = M. 

J e p a t r n o , ž e 
TU - AB. 

Obr. 27 
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K r u ž n i c e g = (S; SU) j e m n o ž i n o u v š e c h b o d ů , k t e r é 
m a j í v z h l e d e m k e k r u ž n i c i k t u t é ž m o c n o s t M ( = 5 r 2 ) . 
B o d y X, T s p o l e č n é p ř í m c e p a k r u ž n i c i g j s o u ž á d a n é 
b o d y . 

a ) J e s t l i ž e d <\M, ú l o h a m á d v ě r ů z n á ř e š e n í ; 

b ) j e s t l i ž e d = ]/Aí, ú l o h a m á p r á v ě j e d n o ř e š e n í ; 

c ) j e s t l i ž e d > ]/M, ú l o h a n e m á ž á d n é ř e š e n í . 1 ) 

l ) Kdyby M = O. pak by řešení existovalo právě tehdy, jestliže 
by přímka p méla s kružnicí k společné body. 

4 KruZnlce 4 9 



2. S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d a n é p ř í m k y t a 
p r o c h á z í p ř i t o m d v ě m a r ů z n ý m i b o d y A, B. 

Řešeni ( o b r . 2 9 ) . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p ř í m k a AB p r o -
t í n á t e č n u t v b o d ě P. M o c n o s t b o d u P k h l e d a n é k r u ž -
n i c i o z n a č m e M a p a k p l a t í 

M = PA.PB = PT2, (a) 

k d e T j e b o d d o t y k u k r u ž n i c e k s t e č n o u t. Z r o v n i c e ( a ) 
l z e n a p ř . u ž i t í m E u k l i d o v y v ě t y s e s t r o j i t d é l k u ú s e č k y 
PT. Z n á m e - l i b o d T, u m í m e p a k s e s t r o j i t i k r u ž n i c i k. 

Ú l o h a m á ř e š e n í j e d i n ě t e n k r á t , k d y ž b o d y A, B l e ž í 
v t é ž e p o l o r o v i n ě v y ť a t é t e č n o u t. J e s t l i ž e t o j s o u v n i t ř n í 

Kdyby — r* < M < O ^např. — -i- raj , sestrojili bychom úseč-

ku délky r T 

a = W = 2 y 2 

a potom bychom sestrojili v kružnici k tětivu délky 2a. Kružrvce 
g', která se této tětivy dotýká, je množinou všech bodů, které mají 

ke kružnici k tutéž mocnost M — -i- r2j . Body X\ Y\ společ-

né přímce p a kružnici g\ jsou žádané body. 
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b o d y t é ž e p o l o r o v i n y a j e s t l i ž e j e š t ě k r o m ě t o h o j s o u 
r ů z n ě v z d á l e n y o d t e č n y t, j s o u d v ě r ů z n é k r u ž n i c e v y -
h o v u j í c í d a n é ú l o z e . J e s t l i ž e t o j s o u v n i t ř n í b o d y t é ž e 
p o l o r o v i n y , a l e m a j í o d t e č n y t s h o d n é v z d á l e n o s t i , v y -
h o v u j e ú l o z e j e d i n á k r u ž n i c e . V t o m t o p ř í p a d ě b o d P 

n e e x i s t u j e a p ř í k l a d se d á ř e š i t j e d n o d u š e j i . J e s t l i ž e p r á v ě 
j e d e n z b o d ů A, B l e ž í n a p ř í m c e t, m á ú l o h a j e d i n é ř e š e -
n í a j e s t l i ž e o b a b o d y l e ž í n a p ř í m c e t, ú l o h a n e m á ř e š e n í . 

3 . J e d á n a k r u ž n i c e k = ( S ; r) a j e j í s e č n a s = CD 

k o l m á k d a n é m u p r ů m ě r u AB. B o d e m A v e d m e l i b o -
v o l n o u p ř í m k u p, k t e r á t ě t i v u CD p r o t n e v b o d ě K a 
k r u ž n i c i k v d a l š í m b o d ě L. D o k a ž t e , ž e AK. AL = k o n s t . 

Řešeni ( o b r . 3 0 ) . a ) P r ů s e č í k p ř í m e k AB, CD o z n a č m e 
F. J e s t l i ž e p ř í m k a p s p l y n e s p ř í m k o u AB, p a k K = F, 

L = B a p o d l e E u k l i d o v y v ě t y j e 

AK.AL = AF.AB = AC* = AD2 = k o n s t . 

b ) P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p ^ AB a b o d K l e ž í m e z i 
b o d y D, F. J e z ř e j m é , ž e č t y ř ú h e l n í k BLKF j e t ě t i v o v ý , 
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n e b o ť d v a j e h o p r o t ě j š í ú h l y j s o u p r a v é . L z e m u p r o t o 
o p s a t k r u ž n i c i . M o c n o s t b o d u A v z h l e d e m k t é t o k r u ž -
n i c i j e 

MA = AK.AL = AF.AB = AD2 = k o n s t . 

a t í m j e d ů k a z v y s l o v e n é v ě t y p r o v e d e n . 

4 . J e d á n a k r u ž n i c e k a v n í p r ů m ě r AB. D á l e j e d á n a 
p ř í m k a p k o l m á k AB a n e m a j í c í s k r u ž n i c í k ž á d n ý s p o -
l e č n ý b o d . P r ů s e č í k e m P p ř í m e k p, AB j e p r o l o ž e n a s e č n a 
s ^ AB, k t e r á k r u ž n i c i k p r o t í n á v b o d e c h C ^ D. P ř í m -
k y AC, AD p r o t n o u p ř í m k u p v b o d e c h E, F. D o k a ž t e , 
ž e p l a t í PE.PF — k o n s t . 

Říhni ( o b r . 3 1 ) . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e o z n a č e n í b o d ů C , 
D j e z v o l e n o t a k , ž e b o d y A, C j s o u s o u s e d n í a ž e b o d B 

l e ž í m e z i b o d y A, P. P o t o m 

•ZABC = <£ADC, 
*$iBAC = 90° — <$ABC, 
<PEA = 90° — <£BAC = ^ABC. 
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S h r n e m e : 
-$ABC = <$ADC = <f.PEA. 

P o t o m v š a k č t y ř ú h e l n í k CDFE j e t ě t i v o v ý . M o c n o s t M 
b o d u P v z h l e d e m k e k r u ž n i c i o p s a n é t o m u t o č t y ř ú h e l n í -
k u j e 

M = PE.PF = PD.PC = PB.PA. 

A v š a k p o s l e d n ě n a p s a n ý s o u č i n j e n e z á v i s l ý n a p o l o z e 
s e č n y s a t u d í ž j e k o n s t a n t n í ; t í m j e v y s l o v e n é t v r z e n í d o -
k á z á n o . 

V d a l š í m si v š i m n e m e m o c n o s t í b o d ů v z h l e d e m k d v ě -
m a n e s o u s t ř e d n ý m k r u ž n i c í m . 

Věta 10. Množina všech bodů, které maji stejnou mocnost ke 
dvíma nesoustředným kružnicím ku k2, je přímka zvaná chor-
dála, kolmá na střednou daných kružnic. 

D ů k a z , a ) J e s t l i ž e d a n é k r u ž n i c e m a j í s p o l e č n é d v a 
r ů z n é b o d y A, B ( o b r . 3 2 a ) , j e c h o r d á l a p ř í m k a AB. S k u -
t e č n ě , m o c n o s t i b o d ů A, B v z h l e d e m k o b ě m a k r u ž n i c í m 
j s o u s t e j n é , r o v n é n u l e . 

MA=MB = 0. 
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B o d y A, B n á l e ž e j í p r o t o h l e d a n é m n o ž i n ě b o d ů . Z v o l m e 
n y n í n a p ř í m c e AB l i b o v o l n ý b o d P, a l e t a k , a b y n e s p l ý -
v a l se ž á d n ý m z b o d ů A, B. J e h o m o c n o s t k o b ě m a k r u ž -
n i c í m ku k2 j e t á ž a j e r o v n a s o u č i n u PA.PB. Z t o h o j e 
v i d ě t , ž e v š e c h n y b o d y p ř í m k y AB m a j í s t e j n o u m o c n o s t 
k o b ě m a k r u ž n i c í m . 

M ě j m e n y n í b o d Q^á A o n ě m ž p ř e d p o k l á d á m e , ž e 
m á t u t é ž m o c n o s t k o b ě m a d a n ý m k r u ž n i c í m . B o d Q 
s p o j m e s b o d e m A. D a l š í p r ů s e č í k y t é t o s p o j n i c e s k r u ž -
n i c e m i kx, k2 o z n a č m e p o ř a d ě Bu B2. M o c n o s t i b o d u Q 

v z h l e d e m k u v a ž o v a n ý m k r u ž n i c í m j s o u 

Mx = QA. QBU M2 = QA. QB2. 

P o d l e p ř e d p o k l a d u v š a k p l a t í 

QA.QB, = QA.QB2> 

a l e t o n e n í j i n a k m o ž n é , n e ž ž e 

Bx = B2 = B, 
t j . b o d ( ¿ m u s í l e ž e t n a p ř í m c e AB. 
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b ) J e s t l i ž e ^ s e k r u ž n i c e v z á j e m n ě d o t ý k a j í v b o d ě A, 

c h o r d á l a j e t e č n a v e s p o l e č n é m b o d ě . D ů k a z s e p r o v á d í 
j a k o v p ř e d e š l é m p ř í p a d ě . 

c ) J e s t l i ž e k r u ž n i c e n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a k a ž d á 
l e ž í v n ě d r u h é , p ů l í c h o r d á l a d é l k u s p o l e č n é t e č n y t o b o u 
k r u ž n i c ( o b r . 3 1 b ) . B o d y d o t y k u t e č n y t s o b ě m a k r u ž n i -
c e m i o z n a č m e TT, T2 a s t ř e d ú s e č k y T\T2 o z n a č m e K. 

J e h o m o c n o s t k e k r u ž n i c í m k1} k2 j e p o ř a d ě ( A " j e p r ů -
s e č í k s t ř e d n é a c h o r d á l y ) 

Mx = KT{ = KS\ — r\ = KX2 + XSf — rf, (1) 

M2 = KTL = KS% — r f = KX2 + XSL — r f . ( 2 ) 

P o n ě v a d ž o b ě m o c n o s t i j s o u s t e j n é , p l y n e z t o h o 

XS{ — r\ = XS% — r\. ( 3 ) 

Z v o l m e n y n í n a p ř í m c e c l i b o v o l n ý b o d P ^ X, k t e r ý 
n e l e ž í n a ž á d n é s p o l e č n é t e č n ě k r u ž n i c kly k2. J e h o m o c -
n o s t i k d a n ý m k r u ž n i c í m j s o u 

MP = PSI — r\ = PX2 + XSl — ň, 
Mp = PX2 + X S | — r\. 

S o h l e d e m n a r o v n i c i ( 3 ) d o s t a n e m e 

M'P = PX2 + XSL — R\ = MP. 

M ě j m e o b r á c e n ě b o d k t e r ý m á t u t é ž m o c n o s t k e 
k r u ž n i c í m kx, k2. T e d y 

MQ = M'Q. ( 4 ) 

O z n a č m e ' $ . Q X S l = 6 ) . P o t o m ( p o u ž í v á m e k o s i n o v é v ě t y ) 

Mq = QS* — r\ = QX2 +XSL — 2.QX.XS1.cos<ù — rl, 

M'Q = QSI — Ň = QX2 + XS2 + 2.QX.XS2.COS « — r\. 
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A l e p l a t í r o v n i c e ( 4 ) a p r o t o 

XSf — 2. QX.XS,. cos o — r f = 
= XSl + 2.QX.XSl.cos <o — r\. 

S o h l e d e m n a r o v n i c i ( 3 ) se p r á v ě n a p s a n á r o v n i c e 
j e š t ě z j e d n o d u š í 

( X S 1 ! + XS2) c o s co = 0 . 
A v š a k 

XS, + XS, ^ 0, 
a p r o t o 

c o s o = 0 , t j . to = 9 0 ° 

a b o d ( ¿ l e ž í n a c h o r d á l e c. 

d ) Z b ý v á j e š t ě p ř í p a d n a z n a č e n ý v o b r . 3 2 c , k d y k r u ž -
n i c e klt kt n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í u v n i t ř 
d r u h é . N a z á k l a d ě p ř í k l a d u 1 s e s t r o j í m e b o d U u k t e r ý 

Obr. 32c 
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m á d a n o u , a l e j i n a k l i b o v o l n o u m o c n o s t k e k r u ž n i c i k u 

a b o d U2, k t e r ý m á t u t é ž m o c n o s t k e k r u ž n i c i k2. K r u ž -
n i c e ( 5 , ; S1Ul), (S2; SM-i) se p r o t n o u v b o d ě K. ( J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e ku k., n e j s o u s o u s t ř e d n é a j e s t l i ž e m o c n o s t b o d u 
¿7, j e d o s t a t e č n ě v e l k á , p a k p r ů s e č í k K v ž d y e x i s t u j e . ) 
P ř í m k a c, j d o u c í b o d e m K k o l m o n a s t ř e d n o u SxS.t, j e 
c h o r d á l a d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . D ů k a z se p r o v e d e j a k o 
v p ř í p a d ě c . 

V y l o ž e n o u t e o r i i z a k o n č í m e v ě t o u , j e j í ž d ů k a z s i m ů -
ž e t e p r o v é s t s a m i . ( V i z c v i č e n í 4 . ) 

Věta 11. Mčjme tři kružnice ku k2, ka, z nichž žádni dvi 
nejsou soustředné. Chordály kružnic ku k2; A„ k3; k2, k3 prochá-
zejí bud jediným bodem, nebo jsou rovnobéžné. Tento druhý pří-
pad nastane právž tehdy, leží-li středy uvažovaných kružnic 
v přímce. 

Příklady 

5 . J s o u d á n y d v ě s h o d n é k r u ž n i c e kx, k2, k t e r é m a j í s p o -
l e č n é p r á v ě d v a r ů z n é b o d y M, N. L i b o v o l n á k r u ž n i c e k, 

k t e r á se v b o d ě M d o t ý k á p ř í m k y MN, p r o t n e d a n é k r u ž -
n i c e j e š t ě v b o d e c h K, L. D o k a ž t e , ž e p ř í m k a KL p r o -
c h á z í s t ř e d e m O t ě t i v y MN. 

D ů k a z ( o b r . 3 3 ) . B o d 0 s p o j m e s p r ů s e č í k e m K. T a t o 
s p o j n i c e p r o t n e k r u ž n i c i k j e š t ě v b o d ě L" a k r u ž n i c i kx 

j e š t ě v b o d ě L'. P o č í t e j m e n y n í m o c n o s t b o d u 0 k e k r u ž -
n i c i k a k e k r u ž n i c i kx. 

M0 = OM2 = OK. OL', 

M'0 = — OM2 = — OK. OL'. 
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J e v i d ě t , ž e o b ě m o c n o s t i j s o u s t e j n é , a ž n a z n a m é n k o , a 
p r o t o m ů ž e m e p s á t 

OK. OL' = OK. OL", 

t j . OL' = OL". K r u ž n i c e ku k2 j s o u s o u m ě r n ě s d r u ž e n é 
p o d l e s t ř e d u O a p r o t o b o d L" — k t e r ý j e s o u m ě r n ě s d r u -
ž e n ý s b o d e m L' — l e ž í n a k r u ž n i c i k2 a j e t o t e d y s p o -
l e č n ý b o d L k r u ž n i c k, k2, j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

6 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k = (S; r), k' = [S'; r') 

r ů z n ý c h p o l o m ě r ů , z n i c h ž k a ž d á l e ž í v n ě d r u h é . J e j i c h 
v n ě j š í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e O . J í m j e p r o l o ž e n a p ř í m k a 
p f á SS', k t e r á d a n é k r u ž n i c e p r o t í n á v b o d e c h M, N; 

M', N'. T e č n y s e s t r o j e n é v t ě c h t o b o d e c h t v o ř í r o v n o b ě ž -
n í k , j e h o ž j e d n a ú h l o p ř í č k a p r o c h á z í b o d e m 0 a d r u h á 
l e ž í n a p e v n é p ř í m c e . D o k a ž t e . 

Řešeni ( o b r . 3 4 ) . U v a ž o v a n é t e č n y t v o ř í č t y ř ú h e l n í k 
KLGL'. P o n ě v a d ž t e č n y v b o d e c h M, M' j s o u r o v n o b ě ž -
n é ( j s o u t o p ř í m k y , z n ^ c h ž j e d n a j e o b r a z e m d r u h é v e 
z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i ) a t e č n y v b o d e c h N, N' j s o u t a k é 
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r o v n o b ě ž n é z t é h o ž d ů v o d u , o m e z u j í t y t o č t y ř i t e č n y 
r o v n o b ě ž n í k . T í m j e p r v n í č á s t t v r z e n í d o k á z á n a . 

V u v a ž o v a n é s t e j n o l e h l o s t i si o d p o v í d a j í i b o d y L, L' a 
p r o t o j e j i c h s p o j n i c e p r o c h á z í s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i 0 , 
j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

A p o s l é z e , t r o j ú h e l n í k y LMN, KM'JVjsou t a k é s t e j n o -
l e h l é se s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i v b o d ě JV. P o n ě v a d ž p l a t í 

LM = LN, 
m u s í t a k é p l a t i t 

KM = KM'. 

T o v š a k z n a m e n á , ž e b o d K m á s t e j n o u m o c n o s t k o b ě m a 
k r u ž n i c í m a l e ž í p r o t o n a c h o r d á l e d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . 
A l e t o t é ž se d á d o k á z a t i p r o b o d G a o d t u d j e j i ž p a t r n o , 
ž e ú h l o p ř í č k a KG l e ž í n a c h o r d á l e d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . 
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7 . J e d á n a p e v n á k r u ž n i c e k = ( S ; r) a p e v n ý b o d A 

n e l e ž í c í n a k r u ž n i c i k. B o d e m A p r o l o ž m e l i b o v o l n o u 
k r u ž n i c i m, k t e r á d a n o u k r u ž n i c i p r o t í n á p r a v o ú h l e . T a t o 
k r u ž n i c e p r o c h á z í d a l š í m p e v n ý m b o d e m B 0 A, n e z á -
v i s l ý m n a v o l b ě k r u ž n i c e m. D o k a ž t e . ( J i n a k f o r m u l o v á -
n o , m á m e d o k á z a t , ž e v š e c h n y k r u ž n i c e m t v o ř í s v a z e k . ) 

Obr. 35 

D ů k a z ( o b r . 3 5 ) . U v a ž u j m e n e j p r v e p ř í p a d , ž e b o d A 

l e ž í v n ě k r u ž n i c e k. Z v o l m e l i b o v o l n o u k r u ž n i c i m u v e -
d e n é v l a s t n o s t i . T a p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d e c h K, L a 
p ř í m k u SA v b o d ě B. M o c n o s t Ms b o d u S v z h l e d e m k e 
k r u ž n i c i m j e 

Ms = SK2 = r 2 = SA.SB. 
Z t o h o 

SB = r * : SA. 

A l e n a p s a n ý v ý r a z j e k o n s t a n t n í , n e z á v i s l ý n a v o l b ě k r u ž -
n i c e m , a b o d B l e ž í n u t n ě n a p o l o p ř í m c e ( n e b o ť m o c -
n o s t b o d u S j e k l a d n á ) a p r o t o b o d B j e n e p r o m ě n n ý , 
p e v n ý , j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 
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K d y b y b o d A l e ž e l u v n i t ř k r u ž n i c e k, v y m ě n i l a b y se 
ú l o h a b o d ů A, B; d ů k a z b y se p r o v á d ě l s t e j n ý m z p ů s o -
b e m . 

8. N a d ú h l o p ř í č k a m i d a n é h o l i c h o b ě ž n í k a ABCD j a k o 
n a d p r ů m ě r y j s o u s e s t r o j e n y k r u ž n i c e . J e j i c h s p o l e č n á 
t ě t i v a MM p r o c h á z í ( v p r o d l o u ž e n í ) p r ů s e č í k e m r ů z n o -
b ě ž n ý c h s t r a n . D o k a ž t e . 

Řešení ( o b r . 3 6 ) . O z n a č m e F p r ů s e č í k k r u ž n i c e k, s e -
s t r o j e n é n a d ú h l o p ř í č k o u AC, s r a m e n e m BC, a G p r ů -
s e č í k k r u ž n i c e k', s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m BD, s r a m e -
n e m AD. J e p a t r n o , ž e 

•ZAGB = 3LAFB = 90°, 

a p r o t o b o d y F, G l e ž í n a k r u ž n i c i o p s a n é n a d p r ů m ě r e m 
AB. ( Č t y ř ú h e l n í k ABFG j e t ě t i v o v ý . ) 
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J e d e n z p r ů s e č í k ů k r u ž n i c k, k' o z n a č m e N. P ř í m k a 
EN p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě M a k r u ž n i c i k' v b o d ě M'. 

U k á ž e m e , ž e M = M', a t í m b u d e d ů k a z p r o v e d e n . 
M o c n o s t i b o d u E k e k r u ž n i c í m k, k' p o ř a d ě j s o u : 

ME = EM. EN = EC.EF, ( a ) 

M'E = EM' .EN = ED. EG. ( b ) 

M o c n o s t M b o d u E v z h l e d e m k p o m o c n é k r u ž n i c i n a d 
p r ů m ě r e m AB j e 

M = EA.EG = EB.EF. ( c ) 

P o n ě v a d ž s t r a n y AB, CD j s o u r o v n o b ě ž n é , l z e p s á t 

EC : EB = ED : EA, 

t j -

EA.EC = EB.EJ). ( d ) 

Z r o v n i c ( c ) , ( d ) l z e d o s t a t r o v n i c i 

EG : EC = EF : ED 
č i l i 

EG.ED = EC.EF. 

A v š a k s o u č i n y v t é t o r o v n i c i j s o u m o c n o s t i ME, M'Z. T e d y 

ME = M'E 

a p o d o s a z e n í 
EM.EN = EM'.EN č i l i EM = EM'. 

A v š a k b o d y M, M' l e ž í n a p o l o p ř í m c e EN a t u d í ž M = 

= M', j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 
Z d e p l a t í i v ě t a o b r á c e n á . 

9 . J e d á n č t y ř ú h e l n í k ABCD. J e s t l i ž e s p o l e č n á t ě t i v a 
k r u ž n i c e k s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m AC a k r u ž n i c e k' 
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s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m BD p r o c h á z í p r ů s e č í k e m E 

s t r a n AD, BC, j e d a n ý č t y ř ú h e l n í k l i c h o b ě ž n í k e m . 

D ů k a z . M o c n o s t b o d u E, k t e r ý l e ž í n a c h o r d á l e k r u ž -
n i c k, k', j e 

Me - EM.EN = EC.EF = ED.EG. 

Z t o h o m á m e ú m ě r u 

ED : EC = EF : EG. 

Z t o h o u s u z u j e m e , ž e č t y ř ú h e l n í k CDGF j e t ě t i v o v ý . A l e 
č t y ř ú h e l n í k ABFG j e t a k é t ě t i v o v ý , n e b o ť 

<GAB = 180° — -ZGFB = $lGFC = 180° — <$.GDC, 

c o ž z n a m e n á , ž e s t r a n y AB, CD j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž -
n é , j a k j s m e c h t ě l i d o k á z a t . 

Cviíení 

1 . C o v y p l ň u j í v š e c h n y b o d y , j e j i c h ž m o c n o s t k d a n é 
k r u ž n i c i j e s t á l e t á ž ? 

2 . J e d á n a k r u ž n i c e k = (S, r). S e s t r o j t e m n o ž i n u 
v š e c h b o d ů , k t e r é m a j í k t é t o k r u ž n i c i m o c n o s t r2; 2 r 2 ; 
— lr2; — ir*. 

3 . J s o u d á n y d v ě n e s o u s t ř e d n é k r u ž n i c e k = (S, r ) , 
k' = (S', ť ) . N a j d ě t e b o d , j e h o ž m o c n o s t k p r v n í k r u ž -
n i c i j e r | a k d r u h é 2r\. P r o v e ď t e d i s k u s i . 

4 . J s o u d á n y t ř i k r u ž n i c e , z n i c h ž ž á d n é d v ě n e j s o u 
s o u s t ř e d n é a k a ž d á p r o t í n á d r u h é v ž d y v e d v o u r ů z n ý c h 
b o d e c h . U k a ž t e , ž e c h o r d á l y p r v n í a d r u h é k r u ž n i c e , 
d r u h é a t ř e t í , p r v n í a t ř e t í p r o c h á z e j í j e d i n ý m b o d e m . 
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P l a t í v ě t a i t e h d y , k d y ž v š e c h n y t ř i k r u ž n i c e m a j í s v é 
s t ř e d y v p ř í m c e ? 

5 . J e d á n a k r u ž n i c e k = ( S , r) a b o d A l e ž í c í v n ě t é t o 
k r u ž n i c e . N e c h ť A / . V j e l i b o v o l n ý p r ů m ě r k r u ž n i c e k, a t o 
t a k o v ý , ž e b o d y A, M, j V j s o u v r c h o l y t r o j ú h e l n í k a . D o -
k a ž t e , ž e k r u ž n i c e o p s a n á t r o j ú h l e n í k u AMN p r o c h á z í 
k r o m ě b o d u A j e š t ě d a l š í m p e v n ý m b o d e m , k t e r ý n e z á -
v i s í n a v o l b ě p r ů m ě r u MN. ( N á v o d : U v a ž u j t e m o c n o s t 
b o d u S k e k r u ž n i c i o p s a n é t r o j ú h e l n í k u AMN.) 

Poznámka. D á se u k á z a t , ž e AM2 + AN2 = k o n s t . ( V i z 
p a r t i i o t ě ž n i c i . ) 

6 . J e d á n a p e v n á k r u ž n i c e k = (S, r) a n a n í p e v n ý 
b o d A. V n ě m j e k e k r u ž n i c i s e s t r o j e n a t e č n a t a n a n i 
z v o l e n b o d B t a k , a b y AB = d ^ 0 . P a k j e s e s t r o j e n a l i -
b o v o l n á k r u ž n i c e k' = ( S ' , ť ) d o t ý k a j í c í se v b o d ě B 

?ř í m k y t a p r o t í n a j í c í k r u ž n i c i k v r ů z n ý c h b o d e c h C, D. 

ř e d p o k l á d á m e , ž e ú t v a r y k, A, ¿ j s o u n e p r o m ě n n é . 
a ) D o k a ž t e , ž e p ř í m k a CD p r o c h á z í p e v n ý m b o d e m . 
b ) N a j d ě t e m n o ž i n u v š e c h s t ř e d ů ú s e č e k SS'. 

c) N a j d ě t e m n o ž i n u v š e c h p r ů s e č í k ů p ř í m e k SS', CD. 

d ) Z j i s t ě t e , j a k ý j e v z t a h m e z i p o l o m ě r y u v a ž o v a n ý c h 
k r u ž n i c a d é l k o u d, j e s t l i ž e se k r u ž n i c e p r o t í n a j í k o l m o . 

7 . J e d á n t r o j ú h e l n í k ABC. N a d t ě ž n i c e m i AA', BB' 

j a k o n a d p r ů m ě r y j s o u o p s á n y k r u ž n i c e . D o k a ž t e , ž e 
j e j i c h c h o r d á l a j e v ý j k a d a n é h o t r o j ú h e l n í k a , j d o u c í 
v r c h o l e m C. 

8 . V d a n é k r u ž n i c i k = (S, r) j s o u d á n y d v ě t ě t i v y 
k o l m o se p r o t í n a j í c í v b o d ě E, k t e r ý j e v n i t ř n í m b o d e m 
k r u ž n i c e . T í m j e j e d n a t ě t i v a r o z d ě l e n a n a d v a ú s e k y , 
j e j i c h ž d é l k y j s o u a, b a d r u h á n a d v a ú s e k y d é l e k c, d. 

U k a ž t e , ž e 
a2 + b2 + c2 + d2 = 4 r2. 
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