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4. k a p i t o l a 

P Ř Í K L A D Y Ř E Š E N É J I N A K , 
Z E J M É N A S T E J N O L E H L O S T Í 

V í m e , ž e k a ž d é d v ě k r u ž n i c e r ů z n ý c h p o l o m ě r ů m a j í 
d v a s t ř e d y s t e j n o l e h l o s t i . J e s t l i ž e o b ě k r u ž n i c e n e m a j í 
ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í v n ě d r u h é , p a k j e d e n 
s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e p r ů s e č í k v n ě j š í c h t e č e n a d r u h ý j e 
p r ů s e č í k v n i t ř n í c h t e č e n . R o z u m í se , ž e o b a l e ž í n a 
s t ř e d n é . J e s t l i ž e k r u ž n i c e m a j í v n ě j š í n e b o v n i t ř n í d o t y k , 
j e j e d n í m s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i s p o l e č n ý b o d . J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í u v n i t ř 
d r u h é , d o s t a n e m e o b a s t ř e d y s t e j n o l e h l o s t i z n á m o u k o n -
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s t r u k c l , k t e r á j e p r o v e d e n a v o b r . 3 7 . K t o m u j e n p ř i p o -
m e n e m e , ž e p ř í m k a S A j e r o v n o b ě ž n á s p ř í m k o u A'A". 

Příklady 

i 1 . K d a n é k r u ž n i c i k s e s t r o j t e k r u ž n i c i k' s n í s t e j n o -
l e h l o u p r o s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i v b o d ě C a p r o k o e f i c i e n t 
s t e j n o l e h l o s t i X . 

Řešeni ( o b r . 3 8 ) . O s t ř e d u S' h l e d a n é k r u ž n i c e k' p l a t í 

CS' = | X | . C S , X ^ O . 

J e - l i X > 0 , b o d S' l e ž í n a p o l o p ř í m c e CS; j e - l i X < 0 , 
b o d S' l e ž í n a o p a č n é p o l o p ř í m c e . P o l o m ě r h l e d a n é k r u ž -
n i c e j e 

r ' = | X | r . 
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P o d l e t o h o k r u ž n i c i k' s n a d n o s e s t r o j í m e . ( V o b r . 3 8 j e 
X = - 2 . ) 

V o b r . 3 8 si v š i m n ě m e j e š t ě j e d n é v ě c i . L i b o v o l n é m u 
b o d u A n a k r u ž n i c i k o d p o v í d á v n a š í s t e j n o l e h l o s t i b o d 
A' n a k r u ž n i c i k', a t o t a k , ž e 

CA' = | X | . C t f 

a p ř i t o m s o u č a s n ě & 4 | | . S " . 4 ' . O b r á c e n ě , b o d u B' n a k r u ž -
n i c i k' o d p o v í d á b o d B n a k r u ž n i c i k, a t o t a k , ž e 

| X | . C B = CB' 

a s o u č a s n ě p l a t í S5 | | .S" .B ' . T o p l a t í i p r o b o d M', k t e r ý j e 
p r ů s e č í k e m k r u ž n i c k, k'. J e m u , j a k o ž t o b o d u k r u ž n i c e k', 

v n a š í s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í d á b o d M ria k r u ž n i c i k t a k , 
ž e 

CM' = | X | CM. 

T a t o o k o l n o s t n á s p ř i v á d í k ř e š e n í n á s l e d u j í c í h o p ř í k l a d u . 

2 . J e d á n a k r u ž n i c e k a u v n i t ř n í b o d C. B o d e m C 

v e ď t e s e č n u t a k , a b y o j e j í c h p r ů s e č í c í c h X, X' s d a n o u 
k r u ž n i c í p l a t i l o 

CX' = 2.CX. 

Řehní. D a n ý b o d C p o v a ž u j m e z a s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i , 
j e j í ž k o e f i c i e n t j e 2 . V t é t o s t e j n o l e h l o s t i s e s t r o j m e k r u ž -
n i c i k' j a k o o b r a z k r u ž n i c e k. P r ů s e č í k y X', Y' k r u ž n i c k, 
k' j s o u k r a j n í b o d y ž á d a n ý c h t ě t i v . 

D ů k a z s p r á v n o s t i p o p s a n é k o n s t r u k c e p r o v e d e m e 
t a k t o . P ř í m k a CX' p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě X, k t e r ý j e 
v z o r e m b o d u X' v u v a ž o v a n é s t e j n o l e h l o s t i . P r o t o p l a t í 

. 2 .CX = CX', 
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j a k b y l o ú l o h o u p o ž a d o v á n o . T o t é ž p l a t í i o d r u h é t ě t i v ě 
r r . 

P ř í k l a d m á d v ě r ů z n á ř e š e n í p r á v ě t e h d y , k d y ž 
SC > i r . J e s t l i ž e SC = J r , k r u ž n i c e k, k' se v z á j e m n ě 
d o t ý k a j í a j e p o u z e j e d n o ř e š e n í . J e s t l i ž e p o s l é z e SC < J r, 

ř e š e n í n e e x i s t u j e . 

3 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k k', m a j í c í v n ě j š í d o t y k 
v b o d ě T. B o d e m T j e v e d e n a l i b o v o l n á p ř í m k a , k t e r á 
k r u ž n i c e k, k' p r o t n e p o ř a d ě v b o d e c h A =é T, A' T. 

T e č n a k r u ž n i c e k v b o d ě A a t e č n a k r u ž n i c e k' v b o d ě A' 

j s o u n a v z á j e m r o v n o b ě ž n é . D o k a ž t e . 

Řešeni. B o d 7 * j e s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i o b o u k r u ž n i c . B o d 
A' j e o b r a z e m b o d u A v t é t o s t e j n o l e h l o s t i a p r o t o o b ě 
z m í n ě n é t e č n y j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž n é . 

4. J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k, k' v t a k o v é p o l o z e , ž e 
k a ž d á z n i c h l e ž í v n ě d r u h é . S e s t r o j m e k r u ž n i c i m o s t ř e -
d u M, k t e r á se j i c h d o t ý k á p o ř a d ě v b o d e c h A, B. J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e m m á s o b ě m a d a n ý m i v n ě j š í d o t y k n e b o s o b ě -
m a v n i t ř n í d o t y k , p r o c h á z í p ř í m k a AB p e v n ý m b o d e m 0 
n e z á v i s l ý m n a v o l b ě k r u ž n i c e m. M á - l i k r u ž n i c e m p r á v ě 
s j e d n o u z d a n ý c h k r u ž n i c v n i t ř n í d o t y k , p r o c h á z í p ř í m -
k a AB p e v n ý m b o d e m 0 ' ^ 0 . D o k a ž t e . J a k se t o t o 
t v r z e n í z m ě n í , j s o u - l i k r u ž n i c e k, k' s h o d n é ? 

Řešení ( o b r . 3 9 ) . Z v o l m e l i b o v o l n o u k r u ž n i c i m, k t e r á 
s o b ě m a d a n ý m i m á v n ě j š í d o t y k . P ř í m k a AB p r o t n e 
k r u ž n i c i A j e š t ě v b o d ě B' a s t ř e d n o u SS' d a n ý c h k r u ž n i c 
v b o d ě 0 . N y n í p l a t í 

-$.SB'A = ^SAB' = <$iMAB - <ABM = <£OBS' 
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a p r o t o p ř í m k y BS', SB' j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž n é a 
p ř í m k a BB' p r o c h á z í v n ě j š í m s t ř e d e m 0 s t e j n o l e h l o s t i 
k r u ž n i c k, k'. 

S a m i s i u ž n a r ý s u j t e o b r á z e k a d o k a ž t e , ž e v d r u h é m 
p ř í p a d ě b o d 0' j e v n i t ř n í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i k r u ž n i c k, k'. 

J e s t l i ž e d a n é k r u ž n i c e k, k' j s o u s h o d n é , p o t o m v n ě j š í 
s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i 0 n e e x i s t u j e a p ř í m k a AB j e r o v n o -
b ě ž n á se s t ř e d n o u SS' n e z á v i s l e n a z v o l e n é k r u ž n i c i m , 
k t e r á m á s o b ě m a d a n ý m i k r u ž n i c e m i b u d v n ě j š í , n e b o 
v n i t ř n í d o t y k . V n i t ř n í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i o v š e m e x i s t u j e 
a j í m p r o c h á z í k a ž d á p ř í m k a AB, k t e r o u d ř í v e p o p s a n ý m 
z p ů s o b e m d o s t a n e m e z k r u ž n i c e m, m a j í c í p r á v ě s j e d n o u 
z d a n ý c h k r u ž n i c v n i t ř n í d o t y k . 

5 . N e c h ť d v ě k r u ž n i c e k, k' m a j í s p o l e č n é p r á v ě d v a 
r ů z n é b o d y A, B. B o d e m A v e ď m e p ř í m k u t a k , a b y v o b o u 
k r u ž n i c í c h v y t í n a l a s h o d n é t ě t i v y . 

Řešeni. S e s t r o j m e k r u ž n i c i k1} k t e r á j e s o u m ě r n ě s d r u -
ž e n á s k r u ž n i c í k p o d l e s t ř e d u s o u m ě r n o s t i A. K r u ž n i c e kx 

p r o t n e k r u ž n i c i k' v b o d ě X'. P ř í m k a AX' j e h l e d a n á 
p ř í m k a . 
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K r u ž n i c e ku k' m a j í s k u t e č n ě s p o l e č n é d v a r ů z n é b o d y 
A, X'. K d y b y t o t i ž m ě l y s p o l e č n ý p o u z e b o d A, k r u ž n i c e 
kx, k' b y se v z á j e m n ě d o t ý k a l y , a l e p o t o m b y se d o t ý k a l y 
i k r u ž n i c e k, k', c o ž b y b y l o p r o t i p ř e d p o k l a d u . 

P o p s a n á k o n s t r u k c e j e s k u t e č n ě s p r á v n á . B o d u X' j a k o 
b o d u k r u ž n i c e k' o d p o v í d á v u ž i t é s t ř e d o v é s o u m ě r n o s t i 
b o d X n a k r u ž n i c i k a n a p ř í m c e AX'. P r o t o t a k é AX = 

= AX'. 
T a k , j a k j e p ř í k l a d f o r m u l o v á n , e x i s t u j e p r á v ě j e d n o 

ř e š e n í . 

6 . J s o u d á n y d v ě s o u s t ř e d n é a r ů z n é k r u ž n i c e k = 
= (5, r), k' =s (S, r'). N a v n ě j š í j e z v o l e n b o d A. T í m t o 

b o d e m se m á p r o l o ž i t p ř í m k a p t a k , a b y j e j í t ě t i v a v e 
v ě t š í k r u ž n i c i b y l a m e n š í k r u ž n i c í r o z d ě l e n a n a t ř i s t e j n é 
d í l y . 

Obr. 40 

Řehní ( o b r . 4 0 ) . K e k r u ž n i c i k ( j e t o v n i t ř n í k r u ž n i c e ) 
s e s t r o j m e k r u ž n i c i kx s t e j n o l e h l o u p o d l e s t ř e d u A a o k o e -
ficientu 2 . K r u ž n i c e kx p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě Xx. 
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P ř í m k a AXx v y h o v u j e n a š í ú l o z e . S k u t e č n ě , b o d u n a 
k r u ž n i c i kx o d p o v í d á v e z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i b o d X n a 
p ř í m c e AXx a n a k r u ž n i c i k, a t o t a k , ž e 

AXx : AX = 2 : 1 . 
T e d y 

AX = XX1} 

a z e s o u m ě r n o s t i o b o u k r u ž n i c p l a t í t é ž 

AX = XXt = BX1} 

k d e B j e d r u h ý p r ů s e č í k p ř í m k y AXx s k r u ž n i c í k'. 

P ř í k l a d m á d v ě r ů z n á ř e š e n í , p o k u d r > J r ' . J e s t l i ž e 
r = £ r', m á p ř í k l a d j e d i n é ř e š e n í ( j e t o p r ů m ě r AS). 

J e s t l i ž e r < $ r', n e e x i s t u j e ž á d n é ř e š e n í . 

7 . J s o u d á n y d v ě n e s o u s t ř e d n é k r u ž n i c e k = (S, r ) , 
k' = (S', r') a m i m o n ě b o d P. S e s t r o j t e t e č n u t k r u ž n i c e k 

a t e č n u ť k r u ž n i c e k' t a k , a b y o b ě t y t o t e č n y b y l y v z á -
j e m n ě r o v n o b ě ž n é a a b y v z d á l e n o s t i b o d u P o d t ě c h t o 
d v o u t e č e n b y l y v p o m ě r u m : n. 

Řehní ( o b r . 4 1 ) . B o d y d o t y k u t e č e n t, ť s k r u ž n i c e m i k, 
k' o z n a č m e p o ř a d ě 7", T . P a t y k o l m i c , s p u š t ě n ý c h 
z b o d u P n a t e č n y t, ť , o z n a č m e p o s t u p n ě U, V. P o ž a d a -
v e k ú l o h y j e 

PU : PV = m : n. 

P ř í m k a PT p r o t n e t e č n u ť v b o d ě X a p l a t í 

PU : PV = PT : PX = m : n. 

S e s t r o j m e n y n í p o m o c n o u k r u ž n i c i k t , k t e r á j e s t e j n o -
l e h l á s k r u ž n i c í k p o d l e s t ř e d u s t e j n o l e h l o s t i P a p ř i t o m 
k o e f i c i e n t s t e j n o l e h l o s t i j e m : n. K r u ž n i c e k± se v b o d ě X 

d o t ý k á p ř í m k y ť . 
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K o n s t r u k c e t e č e n t, / ' j e p o d l e t o h o t a k o v á t o : S e s t r o j í -
m e k r u ž n i c i kx. S p o l e č n á t e č n a k r u ž n i c klt k' j e t e č n a ť. 

T e č n a t v b o d ě T, k t e r ý v e s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í d á b o d u 
X, j e p a k s n í r o v n o b ě ž n á . 

P o č e t ř e š e n í z á v i s í n a p o č t u s p o l e č n ý c h t e č e n k r u ž n i c 
kXt k'. P o d l e t o h o m ů ž e m í t p ř i k l a d n e j v ý š e č t y ř i r ů z n á 
ř e š e n í ( p o k u d o v š e m kx ^ k'), a t o t e n k r á t , k d y ž k a ž d á 
z k r u ž n i c kx, A' l e ž í v n ě d r u h é . J e s t l i ž e t y t o d v ě k r u ž n i c e 
m a j í v n ě j š í d o t y k , e x i s t u j í t ř i r ů z n á ř e š e n í ; j e s t l i ž e m a j í 
s p o l e č n é p r á v ě d v ě r ů z n é t e č n y , e x i s t u j í d v ě r ů z n á ř e š e n í , 
a j e s t l i ž e m a j í v n i t ř n í d o t y k , e x i s t u j e j e d i n é ř e š e n í . J e s t l i -
ž e j e d n a z k r u ž n i c kx, k! l e ž í u v n i t ř d r u h é , n e e x i s t u j e 
ž á d n é ř e š e n í . J e s t l i ž e t e č n a ť j e z á r o v e ň t e č n o u k r u ž n i c e 
k', p a k t e č n y t, ť s p l ý v a j í . 

T o j s m e s t á l e p ř e d p o k l á d a l i , ž e k r u ž n i c e kx, k' j s o u 
r ů z n é . K d y b y s p l ý v a l y , p a k b y e x i s t o v a l o n e s č í s l n ě m n o -
h o ř e š e n i . 
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8 . B u c l t e ž E, F, G p a t y v ý š e k d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
ABC, k t e r ý n e n í p r a v o ú h l ý ; o r t o c e n t r u m o z n a č m e H. 

S e s t r o j m e k r u ž n i c i n a d p r ů m ě r y EH, FH, GH. U k a ž t e , 

ž e t ě t i v y s p o l e č n é p r v n í a d r u h é k r u ž n i c i , d r u h é a t ř e t í , 
p r v n í a t ř e t í j s o u s h o d n é . 

Řešení ( o b r . 4 2 ) . V í m e , ž e v ý š k y d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
j s o u o s a m i ú h l ů o r t i c k é h o t r o j ú h e l n í k a EFG. O r t o c e n t r u m 
H m á t e d y o d j e h o s t r a n EF, FG, EG s h o d n é v z d á l e n o s t i . 
V o b r . 4 2 j s o u n a r ý s o v á n y j e n d v ě k r u ž n i i c o p r ů m ě r e c h 
GH ( s e s t ř e d e m 0 3 ) a EH ( se s t ř e d e m 0 t ) . V t r o j ú h e l n í k u 
EGH j e ú s e č k a 0X03 s t ř e d n í p ř í č k o u a p ů l í p r o t o v z d á l e -
n o s t v r c h o l u H o d s t r a n y EG. A v š a k ú s e č k a j e z á -
r o v e ň s t ř e d n á u v a ž o v a n ý c h d v o u k r u ž n i c a p r o t o p ů l í 
s p o l e č n o u t ě t i v u k r u ž n i c klt k3, t j . t ě t i v u HK, k d e A" j e 
d r u h ý s p o l e č n ý b o d k r u ž n i c ku k3. T e n t o b o d K, j a k 
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p l y n e z p ř e d e š l é h o , l e ž í n u t n ě n a s t r a n ě EG a p l a t í o n ě m 
HK _L 0 ^ 3 a t u d í ž t a k é HK J_ EG. T o t é ž p l a t í o k r u ž -
n i c í c h kt, k2 a j e j i c h s p o l e č n é t ě t i v ě HL ( r e s p . o k r u ž n i -
c í c h k2, i 3 a j e j i c h s p o l e č n é t ě t i v ě HM). D é l k y ú s e č e k 
HK, HL, HM j s o u p o d l e t o h o v z d á l e n o s t i b o d u H o d 
s t r a n p o ř a d ě EG, EF, FG, a t y — j a k j s m e d ř í v e u v e d l i 
— j s o u s h o d n é . 

9 . S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d v o u r ů z n o b ě ž -
n ý c h p ř í m e k tu t2 a p r o c h á z í p ř i t o m d a n ý m b o d e m M, 

k t e r ý n e l e ž í n a ž á d n é z d a n ý c h p ř í m e k . 

Řešeni ( o b r . 4 3 ) . H l e d a n á k r u ž n i c e kx j e s t e j n o l e h l á 
s k a ž d o u k r u ž n i c í k, d o t ý k a j í c í se d a n ý c h d v o u t e č e n . 
S t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e p r ů s e č í k R p ř í m e k t1} t2. D a n é m u 
b o d u M p ř i t o m o d p o v í d á b o d M' n a k r u ž n i c i k. 

K o n s t r u k c e h l e d a n é k r u ž n i c e j e p a k t a t o . N e j d ř í v e s e -
s t r o j í m e p o m o c n o u k r u ž n i c i k l i b o v o l n é h o p o l o m ě r u , 
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k t e r á se d o t ý k á p ř í m e k tu t2; j e j í s t ř e d o z n a č í m e O . N a n í 
z j i s t í m e b o d M', k t e r ý v e z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í -
d á b o d u M. P o t o m p o l o m ě r u O M' o d p o v í d á p o l o m ě r 
01M h l e d a n é k r u ž n i c e kv P o n ě v a d ž s t ř e d 0X l e ž í n a o s e 
ú h l u t e č e n tlt t2, j e t í m b o d 0 X u r č e n a j e u r č e n a i k r u ž n i -
c e kx. ( R o z u m í s e , ž e s e s t r o j u j e m e o s u t o h o ú h l u t e č e n 

t2, v n ě m ž l e ž í b o d M.) 

K r u ž n i c e kx s k u t e č n ě s p l ň u j e p o d m í n k y k l a d e n é ú l o -
h o u . P ř e d e v š í m j e o b r a z e m k r u ž n i c e k v p o u ž i t é s t e j n o -
l e h l o s t i a d o t ý k á se p r o t o p ř í m e k ř x , t2. P o n ě v a d ž k r u ž n i -
c e k p r o c h á z í b o d e m M', m u s í k r u ž n i c e kx p r o c h á z e t 
b o d e m M, k t e r ý j e o b r a z e m b o d u M' v u v e d e n é s t e j n o -
l e h l o s t i . 

P ř i k l a d m á p ř i d a n é f o r m u l a c i d v ě r ů z n á ř e š e n í , n e b o ť 
b o d M m á n a k r u ž n i c i k z a s v ů j v z o r b u d b o d M', n e b o 
M". 

1 0 . S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d v o u r ů z n o b ě ž -
n ý c h t e č e n t2 a d a n é k r u ž n i c e m = (M,r). 

Řešeni ( o b r . 4 4 a , b ) n e p r o v e d e m e c e l é ; s p o k o j í m e se 
s r o z b o r e m a s n á z n a k e m k o n s t r u k c e . V o b r . 4 4 a m á 
d a n á k r u ž n i c e m s v ý s l e d n o u k r u ž n i c í k v n ě j š í d o t y k . 
S e s t r o j m e p o m o c n o u k r u ž n i c i k' t a k , a b y p r o c h á z e l a 
b o d e m M a b y l a s k r u ž n i c í k s o u s t ř e d n á . K r u ž n i c e k' se 
d o t ý k á p ř í m e k t[, t2 r o v n o b ě ž n ý c h p o ř a d ě s p ř í m k a m i 
tly ř 2 a m a j í c í c h o d s t ř e d u S v z d á l e n o s t o r v ě t š í n e ž d a n é 
p ř í m k y . 

P o d l e t o h o s t a č í s e s t r o j i t p ř í m k y t\, ť2 a p a k k r u ž n i c i k', 

k t e r á se t ě c h t o p ř í m e k d o t ý k á a p r o c h á z í p ř i t o m b o -
d e m M. H l e d a n á k r u ž n i c e j e s n í s o u s t ř e d n á , a l e p o l o m ě r 
m á o r m e n š í . 

V o b r . 4 4 b m á h l e d a n á k r u ž n i c e s d a n o u k r u ž n i c í 
v n i t ř n í d o t y k . P o m o c n á k r u ž n i c e k', k t e r á j e s h l e d a n o u 
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s o u s t ř e d n á a p r o c h á z í p ř i t o m b o d e m M, d o t ý k á se p ř í -
m e k t[, t'z, k t e r é j s o u s p ř í m k a m i tlf / 2 r o v n o b ě ž n é a o d 
b o d u S m a j í v z d á l e n o s t o r m e n š í n e ž j e v z d á l e n o s t p ř í -
m e k f „ í 2 . D a l š í s i u ž č t e n á ř o d v o d í s á m . 

Ú l o h a m ů ž e m í t n e j v ý š e č t y ř i r ů z n á ř e š e n í . 
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1 1 . J e d á n a k r u ž n i c e k o s t ř e d u S a j e j í d v ě r ů z n o b ě ž n é 
t e č n y a, b, j e j i c h ž b o d y d o t y k u p o ř a d ě o z n a č í m e A, B; 

p r ů s e č í k t e č e n j e P. S e s t r o j m e d a l š í t e č n u t r ů z n o u o d 
t e č e n a, b, k t e r á p r o t n e t e č n u a v b o d ě X a t e č n u b v b o d ě 
T. S e s t r o j m e d á l e p ř í m k u c j d o u c í s t ř e d e m S k o l m o 

k p ř í m c e SP. T a p r o t n e t e č n u a v b o d ě U a t e č n u b 

v b o d ě V. D o k a ž t e , ž e p l a t í UX. VY = SU\ 

Řeíeni ( o b r . 4 5 ) . J e n u t n é p r o b r a t d v a p ř í p a d y . P r v n í 
j e t e n , k d y d a n á k r u ž n i c e j e u v n i t ř v e p s á n a t r o j ú h e l n í k u 
XTP a d r u h ý n a s t a n e , j e s t l i ž e k r u ž n i c e A j e v n ě v e p s á n a 
t r o j ú h e l n í k u XTP. P r o b e r e m e j e n p ř í p a d p r v n í a d r u h ý 
p ř e n e c h á m č t e n á ř i . 

V t r o j ú h e l n í k u XTP o z n a č m e 

^TXP = 2a, -ZXTP = 2p, <XPT = 2y. 
O n i c h t e d y p l a t í 

« + P + Y = 9 0 ° . 
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V d a l š í m d o k á ž e m e , ž e 

Asvr~ axus. 

T o p r o v e d e m e t a k t o : 

<srv = p, <$.svr = 90° + y. 

P r o t o t ř e t í ú h e l v t r o j ú h e l n í k u SVT m á v e l i k o s t a . 
V t r o j ú h e l n í k u ATtÁS1 m a j í v n i t ř n í ú h l y p o t o m t y t o v e -

l i k o s t i : 
<$SXU = a, •Š.SUX = 90° + y, 

a t o s t a č í k d ů k a z u t v r z e n í , ž e z m í n ě n é t r o j ú h e l n í k y j s o u 
p o d o b n é . P o t o m v š a k m ů ž e m e p s á t 

SV \ UX = VT : SU, 
t j . 

SU.SV = UX. VY, 

a t o j s m e m ě l i d o k á z a t . 

1 2 . K r u ž n i c e k', k t e r á p r o c h á z í s t ř e d y s t r a n d a n é h o 
t r o j ú h e l n í k a ABC, p r o c h á z í i p a t a m i v ý š e k a s t ř e d y ú s e -
č e k , o m e z e n ý c h o r t o c e n t r e m a v r c h o l y A, B, C. J e j í 
p o l o m ě r j e r o v e n p o l o v i n ě p o l o m ě r u k r u ž n i c e o p s a n é d a -
n é m u t r o j ú h e l n í k u . ( J e t o t z v . k r u ž n i c e d e v í t i b o d ů n e b o 
k r u ž n i c e E u l e r o v a , n e b o t é ž F e u e r b a c h o v a . ) 

D ů k a z ( o b r . 4 6 ) . a ) S t ř e d y s t r a n d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
o z n a č m e p o ř a d ě A', B', C' a p a t y v ý š e k o z n a č m e D ( n a 
s t r a n ě BC), E ( n a AC), F ( n a AB). S t ř e d k r u ž n i c e k 

o p s a n é t r o j ú h e l n í k u ABC j e S. J e o k a m ž i t ě z ř e j m é , ž e 
t r o j ú h e l n í k y ABC, A'B'C' j s o u s t e j n o l e h l é , n e b o ť AB\\ 
\\A'B', BC\\B'C' a AC\\A'C'. S t ř e d t é t o s t e j n o l e h l o s t i j e 
j e j i c h s p o l e č n é t ě ž i š t ě T a p o m ě r s t e j n o l e h l o s t i j e — 2 . 
P r o t o p o l o m ě r k r u ž n i c e k', k t e r á j e o p s á n a t r o j ú h e l n í k u 
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A'B'C',]t r o v e n p o l o v i n ě p o l o m ě r u k r u ž n i c e k, k t e r á j e 
o p s á n a t r o j ú h e l n í k u ABC. 

b ) T r o j ú h e l n í k ACF j e p r a v o ú h l ý a ú s e č k a FB' j e 
v n ě m t ě ž n i c e , j d o u c í v r c h o l e m p r a v é h o ú h l u . P r o t o 

\AC = AB' = CB' = FB'. 

T a k é v š a k p l a t í 
\AC = A'C' 

a p r o t o 
FB' = A'C'. 
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L i c h o b ě ž n í k FC'A'B' j e t u d í ž r o v n o r a m e n n ý a l z e m u 
t e d y o p s a t k r u ž n i c i . A l e t o j e k r u ž n i c e k', č í m ž j s m e d o k á -
z a l i , ž e b o d F l e ž í n a k r u ž n i c i k'. P o d o b n ě se d á u k á z a t , 
ž e i b o d y D, E l e ž í n a k r u ž n i c i k' a t í m m á m e d o k á z á n u 
d a l š í č á s t v y s l o v e n é h o t v r z e n í . 

c ) S t ř e d ú s e č k y HC o z n a č m e M. Ú s e č k a MB' j e s t ř e d -
n í p ř í č k a v t r o j ú h e l n í k u ADC a t u d í ž 

MB' || AD, 
z č e h o ž v y p l ý v á , ž e 

MB' _L B'C'. 

N a d p ř e p o n o u MC' j s o u p o d l e t o h o s e s t r o j e n y d v a p r a v o -
ú h l é t r o j ú h e l n í k y , MC'B', MFC'. T y m a j í s p o l e č n o u 
o p s a n o u k r u ž n i c i , c o ž j e p r á v ě k r u ž n i c e k'. T í m j s m e d o -
k á z a l i , ž e b o d A / l e ž í n a k r u ž n i c i k'. P o d o b n ě se d á d o k á -
z a t , ž e i b o d K ( s t ř e d ú s e č k y AH) a b o d L ( s t ř e d ú s e č k y 
BH) l e ž í n a k r u ž n i c i k', č í m ž j e p o s l e d n í č á s t n a š e h o 
t v r z e n í d o k á z á n a . 

D ů k a z b y l p r o v e d e n p r o o b e c n ý t r o j ú h e l n í k . V ě t a v š a k 
p l a t í i p r o t r o j ú h e l n í k p r a v o ú h l ý . V r o v n o r a m e n n é m 
t r o j ú h e l n í k u se k r u ž n i c e d e v í t i b o d ů d o t ý k á z á k l a d n y a 
v t r o j ú h e l n í k u r o v n o s t r a n n é m s p l ý v á s v e p s a n o u k r u ž -
n i c í . 

1 3 . K r u ž n i c e k, k' z p ř e d e š l é h o p ř í k l a d u m a j í s t ř e d 
s t e j n o l e h l o s t i j e d n a k v e s p o l e č n é m t ě ž i š t i T t r o j ú h e l n í k ů 
ABC, A'B'C', a j e d n a k v o r t o c e n t r u H d a n é h o t r o j ú h e l -
n í k a . 

D ů k a z ( o b r . 4 6 ) . O b o d u T j s m e t o d o k á z a l i v p ř e -
d e š l é m p ř í k l a d ě . V š i m n e m e s i p r o t o j e n b o d u H. Ú v a -
ž u j m e s t e j n o l e h l o s t se s t ř e d e m v b o d ě H a p o m ě r e m s t e j -
n o l e h l o s t i 2 : 1 . V n í b o d ů m A, B, C o d p o v í d a j í p o ř a d ě 
b o d y K,L, M a k r u ž n i c i k, k t e r á p r o c h á z í b o d y A, B, C, 
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o d p o v í d á k r u ž n i c e j d o u c í b o d y K, L, M; a l e t o j e p r á v ě 
k r u ž n i c e k'. T e d y k r u ž n i c e k, k' s i v u v a ž o v a n é s t e j n o -
l e h l o s t i o d p o v í d a j í , j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

1 4 . O z n a č m e ( v i z o b r . 4 6 ) AH = v'a, HD = v'á; BH = 

= v'„, HE = v'b'; CH = v'c, HF = v'c'. D o k a ž t e , ž e 
t t* t tt t // va.va = Vb.Vb = Ve.Ve. 

D ů k a z . M o c n o s t b o d u H v z h l e d e m k e k r u ž n i c i A ' j e 

M = HK.HD - HL.HE = HM.HF. (1) 
A l e 

HK = \ AH = \ v'a, HD = v': a t d . 

P o d o s a z e n í d o ( 1 ) d o s t a n e m e d a n ý v z t a h . 

15. J e d á n r o v n o b ě ž n í k ABCD a k r u ž n i c e k o b s a h u j í c í 
j e h o v r c h o l A. N e c h ť p o l o p ř í m k y AB, AC, AD j s o u t o u t o 
k r u ž n i c í p r o ť a t y p o ř a d ě j e š t ě v b o d e c h K, L, M. D o k a ž t e , 
ž e p l a t í 

AC.AL = AB.AK + AD.AM. 
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D ů k a z ( o b r . 4 7 ) . C t y r ú h e l n í k AKLM j e t ě t i v o v ý a 
p l a t í t e d y o n ě m P t o l e m a i o v a v ě t a : 

AL.MK = AK.LM+ AM.KL. (1) 

T r o j ú h e l n í k y ABC, MLK j s o u p o d o b n é , n e b o ť 

<BAC = -ZKAL = <KML, 
<ACB = <£DAC - <$MAL = <^MKL. 

O s t r a n á c h t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů t u d í ž p l a t í 

AB : AC = LM : MK, 
BC -.AC = KL : MK. 

2, t ě c h t o r o v n i c v y j á d ř í m e LM, KL a p o d o s a z e n í d o ( 1 ) 
o b d r ž í m e ž á d a n ý v z t a h . 

1 6 . J s o u d á n y t ř i k r u ž n i c e kx = (0lt r j , k2 = (02, r2), 

k3 = ( O j , r 3 ) . N e c h ť k a ž d é d v ě z n i c h m a j í v n ě j š í d o t y k 
a n e c h ť k r u ž n i c e ku k2 (kly k3; k2, k3) se d o t ý k a j í v b o d e c h 
T a (T2; T,). P ř í m k a 7~,T" 3 (T2T3) p r o t í n á k r u ž n i c i k3 

j e š t ě v b o d ě K ( L ) . U k a ž t e , ž e ú s e č k a A T , j e p r ů m ě r e m 
k r u ž n i c e k3. 

D ů k a z . K r u ž n i c e k2, ka j s o u n a v z á j e m s t e j n o l e h l é 
p o d l e s t ř e d u s t e j n o l e h l o s t i T x . V t é t o s t e j n o l e h l o s t i o d p o -
v í d á ú s e č c e 02Ť3 ú s e č k a 03K. P l a t í t e d y 03K\\0X02. P o -
d o b n ě d o k á ž e m e , ž e i L0a|| 0102 a j s m e s d ů k a z e m h o -
t o v i . 

1 7 . J e d á n o s t r ý ú h e l a o v r c h o l u V a n a j e h o o s e s o u -
m ě r n o s t i j e d á n b o d 0 , n e s p l ý v a j í c í s v r c h o l e m V. K o l e m 
b o d u 0 o p i š t e k r u ž n i c i t a k , a b y j e j í p o l o m ě r b y l m e n š í 
n e ž O V a a b y j e j í p r ů s e č í k y s o b ě m a r a m e n y u r č o v a l y 
l i c h o b ě ž n í k d a n é h o o b s a h u k a . 
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Řešení. H l e d a n á k r u ž n i c e p r o t n e j e d n o r a m e n o ú h l u 
v b o d e c h A, B a d r u h é r a m e n o v b o d e c h C, D. L i c h o b ě ž -
n í k j e ABCD. P a t y k o l m i c , s p u š t ě n ý c h z b o d u 0 n a r a -
m e n a d a n é h o ú h l u , o z n a č m e K ( n a r a m e n i AB) a L ( n a 
CD). Ú s e č k a KL j e s t ř e d n í p ř í č k a l i c h o b ě ž n í k a a p r o t í n á 
o s u ú h l u v b o d ě M. V ý š k u l i c h o b ě ž n í k a o z n a č m e v. 

P o t o m p r o o b s a h l i c h o b ě ž n í k a p l a t í 

P = KL.v = k2, t j . v = k2 : KL. 

Z e z í s k a n é h o v z o r c e m ů ž e m e s n a d n o s e s t r o j i t v ý š k u v, 

j e j í p o l o v i n u n a n e s e m e o d b o d u M v o b o u s m ě r e c h n a 
o s u ú h l u a t a k t o z í s k a n ý m i b o d y p r o c h á z e j í z á k l a d n y 
l i c h o b ě ž n í k a ( k o l m o k o s e ) . 

J e - l i J V s t ř e d k r a t š í z á k l a d n y l i c h o b ě ž n í k a , p l a t í 

ON < OV. 
A l e 

ON = I v + OM = + O F . s i n ' | - , 

a p r o t o 

Z t o h o 

k% + OV.sin1 < 0 V . 
2 .KL ' 2 

k* < 2 . ^ Z . 0 F . c o s a y , 

a t o j e p o d m í n k a ř e š i t e l n o s t i . 

Cvičení 

1 . D v ě s h o d n é ú s e č k y AB, CD s v í r a j í o s t r ý ú h e l a a m a j í 
s p o l e č n ý v n i t ř n í b o d R t a k o v ý , ž e t r o j ú h e l n í k y ACR, 

BDR j s o u r o v n o r a m e n n é . D o t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů j s o u v e -

83 



p s á n y k r u ž n i c e . D o k a ž t e , ž e s o u č e t d é l e k o b o u k r u ž n i c 
j e n e z á v i s l ý n a d é l c e AR. 

2 . D v ě k r u ž n i c e kx = (Su r j , k2 = (.S^, h) m a j í s p o -
l e č n é p r á v ě d v a r ů z n é b o d y A, B. P ř í m k a ¿ S 1 ! p r o t n e 
k r u ž n i c i v b o d ě Bx a p ř í m k a ASt p r o t n e k2 v b o d ě B2. 

P ř í m k a ByB2 p r o c h á z í b o d e m B a j e r o v n o b ě ž n á s p ř í m -
k o u S j S j . D o k a ž t e . 

3 . J e d á n a k r u ž n i c e k a j e j í d v ě r ů z n é , v z á j e m n ě r o v n o -
b ě ž n é t e č n y a, b, j e j i c h ž b o d y d o t y k u j s o u p o ř a d ě A, B. 

Z v o l m e d a l š í t e č n u t k r u ž n i c e k, r ů z n o b ě ž n o u s t e č n a m i 
a, b, k t e r á t e č n y a , b p r o t n e p o s t u p n ě v b o d e c h K, L. D o -
k a ž t e , ž e s o u č i n AK.BL j e n e z á v i s l ý n a p o l o z e t e č n y t. 

4 . D o r o v n o r a m e n n é h o t r o j ú h e l n í k a j e v e p s á n a k r u ž -
n i c e k. P a k j e s e s t r o j e n a k r u ž n i c e k^ m e n š í h o p o l o m ě r u , 
k t e r á se d o t ý k á o b o u r a m e n d a n é h o t r o j ú h e l n í k a a k r u ž -
n i c e k. V y p o č t ě t e p o l o m ě r k r u ž n i c e kr. 

5 . D o r o v n o s t r a n n é h o t r o j ú h e l n í k a j s o u v e p s á n y t ř i 
k r u ž n i c e t a k o v é , ž e k a ž d á z n i c h se d o t ý k á d v o u s t r a n 
t r o j ú h e l n í k a a d r u h ý c h d v o u k r u ž n i c . V y p o č t ě t e p o l o m ě r 
t ě c h t o k r u ž n i c . 

6 . Z ř e š e n í p ř í k l a d u 1 3 j e p a t r n o , ž e s t ř e d k r u ž n i c e 
o p s a n é d a n é m u t r o j ú h e l n í k u , t ě ž i š t ě a o r t o c e n t r u m t o h o t o 
t r o j ú h e l n í k a l e ž í v p ř í m c e ( E u l e r o v a p ř í m k a ) . P r o v e ď t e 
p o d r o b n ě . J a k ý j e p o m ě r TS: TH? 

7 . Z j i s t ě t e , z d a v z t a h d o k á z a n ý v p ř í k l a d ě 1 5 p l a t í 
i t e h d y , k d y ž k r u ž n i c e k p r o t n e ú s e č k y AB, AC, AD v b o -
d e c h n a p r o d l o u ž e n í z a b o d A. 
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