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2. kap i to l a 

H I S T O R I C K É P O Z N Á M K Y 

Celá druhá kapitola móže byť pri čítaní vypuštěná. Má-
loktorá vedecká problematika má tak dramatickú a poučnú 
históriu, ako právě objav neeuklidovskej geometrie. Podia 
toho, čo bolo povedané v článku 1. 4. budeme sledovat' vý-
voj geometrie od obdobia II. Prvá velká technická revo-
lúcia tj. obdobie VI.—IV. tisícročia pr. n. 1. dala spolu 
s mnohými inými poznatkami ludstvu aj množstvo znalostí 
geometrických. V povodí troch velkých riek Eufratu, 
Hindu a Nilu vznikli mnohé geometrické objavy vyvolané 
potřebami ovládat' přírodu. Tieto poznatky netvoria ešte 
systém, sú len súhrnom pravidiel o merani, zdelováných 
medzi generáciami často mystickým spósobom. Obdobie 
III . tj. obdobie tvorenia abstraktnej teorie patří helénskej 
kultúre. Od Tálesa Milétskeho (VI. stor. pr. n. 1.) cez 
Pytagora až po Euklida (III. stor. pr. n. 1.) urobila helénska 
geometria ohromný pokrok. Jej hlavná zásluha nespočívá 
v tom, že zhrnula a vylepšila všetky dovtedy známe fakty, 
ale predovšetkým v tom, že ich utriedila do systému, kto-
rého korunou sú Euklidové „Základy". Sú spracované 
v 13. knihách. Spósob, ktorým boli Základy napísané bol 
na vtedajšiu dobu vysoko pokrokový. Je to prvá učebnica 
vóbec, kde sa matéria vysvetluje deduktívnym spósobom 
od axiom. Je to prvý pokus o axiomatickú stavbu vedeckej 
disciplíny. Celé dve tisícročia stála táto kniha v střede 
záujmu matematikov a to nielen ako učebnica, ale aj ako 
živý stimulátor nových myšlienok. Z nej študovali takí ma-
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tematici a fyzici, ako Koperník, Galilei, Descartes, Pascal, 
Newton, Leibnitz, Lobačevskij a iní. Na velkosti tohto die-
la nič neuberá fakt, že bolo (z dnešného hladiska) dosť ne-
přesné a intuitivné. Principy deduktívnej stavby axiomati-
zovanej teorie, tak ako sme ju poznali v kapitole I., sú do 
dnešnej doby platné a užívané v mnohých exaktných di-
sciplínách. 

Jedným z vážných nedostatkov „Základov" je snaha de-
finovat' všetky pojmy včítane tých, ktoré sú pre danů teóriu 
základné. Tak napr. prvé dve definície z prvej knihy „Zá-
kladov" sú: 

1. Bod je to, čo nemá častí, 
2. čiara je dížka bez šířky. 
Dnes už vieme, že sa tu nejedná o definície, ale prinaj-

lepšom o akési objasnenie. Vada „definícií" je v tom, že 
šlová „časť, dížka, šířka" nie sú termíny. Nielen nedostatok 
základných pojmov je chybou „Základov". Aj axiomatický 
systém je nedokonalý, hlavně neúplný. 

Euklides uvádza nasledujúcich páť axiomov (menuje ich 
postuláty): 

1. Každý bod je možné spojit' s každým bodom priam-
kou. 

2. Každú časť priamky je možné neobmedzene predlžiť. 
3. Z Tubovolného středu je možné opísať kružnicu lubo-

vorného poloměru. 
4. Všetky pravé uhly sú navzájom rovné. 
5. Ak priamka, pretínajúca dve dalšie priamky tvoři s ni-

mi po jednej straně vnútorné prilahlé uhly o súčte 
menšem ako 2R, potom sa vždy obidve druhé priamky 
pretínajú na tejto straně. 

(Pozři příklad 2. v článku 1.2.). Na základe týchto axiom 
nie je možné napr. dokázat', že kružnica přetíná priamku 
idúcu jej vnútorným bodom. No Euklides takéto tvrdenie 
dokazuje, pričom v dokaze použije tvrdenie známe dnes 
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pod pojmom axióma spojitosti. Euklidov omyl spočívá 
v tom, že tvrdenie axiomy spojitosti považoval za samo-
zřejmé. 

„Základy" našli v dalších dvoch tisícročiach mnoho ko-
mentátorov a opravovatelov. Ústredným bodom týchto 
snáh bolo: dokázat piatu euklidovu axiomu. Jej jasnejšia 
formulácia je: Bodom A neležiacom na priamke a možno 
viesť s ňou jedinú rovnoběžku. (Pozři úlohu 8. čl. 1.3. vý-
rok V.) Uvedená axióma pútala pozornost' hlavně tým, že 
sa poměrně komplikovanou formuláciou odlišovala od pre-
došlých. Z množstva „dókazov" piatej axiomy uvedme 
aspoň niektorých autorov: Wallis, Bertrand, Cantor, Cla-
vius, Legendre, Lambert a mnoho iných. Mnohé z týchto 
„dókazov" boli velmi vtipné a často trvalo dosť dlho, 
pokiaT sa v nich našla chyba. V podstatě každý z autorov 
použil při „dókaze" tvrdenie ekvivalentně s piatou eukli-
dovou axiomou.*) Jedno zo základných tvrdení ekviva-
lentných s piatou euklidovou axiomou je: Súčet uhlov 
v trojuholníku je rovný TI. Dokázat toto tvrdenie znamená 
dokázať piatu euklidovu axiomu. Poměrně rýchlo sa poda-
řilo dokázat', že súčet uhlov v trojuholníku nemóže byť 
váčší, ako n. Odtial okamžité vyplývá, že súčet uhlov 
v štvoruholníku nemóže byť váčší ako 2 n. Tohoto faktu 
použili mnohí geometri, aby dokázali, že súčet uhlov 
v trojúholníku nemóže byť ani menší ako n, čo už implikuje 
piatu euklidovu axiomu. Kvóli ilustrácii uvedieme chybný 
dókaz, ktorý podal Clavius. (Obr. 1.) 

Nech A, B, C sú tri rózne body priamky a a A1} B1} Cx 
tri body ležiace v -jednej polrovine vyťatej priamkou a tak, 
že AAX = BBj = CCU AAX _L a, BB, _L a, CCX ± a. 
Nech b je priamka idúca bodmi Au B1, C1. Štvoruholník 

*) Výroky A, B menujeme ekvivalentně, ak A => B a B => A. (Pozři 
dodatok A.) 
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ABB1A1 (tzv. Saccheriho štvoruholník) má os súmernosti 
prechádzajúcu stredom úsečky AB (bude dokázané v dal-
šom texte). Platí teda <£ AA1B1 = BB^. Podobné 
<£ BBlC1 = <£ C C Í B J . Je teda súčet uhlov v štvoruhol-

A, e, c, B 

A B c " 

Obr. 1 

niku ACC1A1 rovný 2n, lebo < A^AC + <£ ACCX + 

+ CC1i41 + < C\AiA = y + y + < W + < 

<í A&B = 2 n. 
Claviusov omyl je v tom, že predpokladal za samozřejmé 

existenciu priamky b. Fakt, že body Ax, Bx, Cx ležia na 
priamke je ekvivalentný s piatou euklidovou axiomou. 

Prvý velký krok ku riešeniu problému podal taliansky 
jezuita Saccheri, ked v snahe o vyvrátenie hypotézy ostrého 
uhla (tj. že súčet úhlov v trojuholníku je menší ako ft) vy-
budoval dosť obsiahlu teóriu založenú na nasledovnej 
myšlienke. Uvažujeme štvoruholník ABB1Al (obr. 2.), 

pričom < AXAB = = a AAX = BBV Nech O 

je střed úsečky AB a nech o je priamka idúca bodom O, 
o _L AB. Označme Ox = o n A^B^ Útvary OAAfii 
a 0BBí01 sú symetrické podia o, teda <£ AA101 = 
= <£ BBfi1% Z horného předpokladu vyplývá ostrost' 

26 



uhlov <£ AAXBV BB1A1 a po dosť dlhých úvahách do-
chádza autor k „absurdným" tvrdeniam napr. dve nepretí-
najúce sa priamky ležiace v rovině, alebo majů jedinú spo-
ločnú kolmicu od ktoréj na obidve strany sa neobmedzene 

Obr. 2 

rozchádzajú, alebo nemajú spoločnú kolmicu a v jednom 
smere sa asymptoticky približujú. Geometrická stavba vy-
budovaná na uvedenej hypotéze Saccherim je přesná, až 
na konečný výsledok, ktorému pravděpodobně ani sám ne-
veril. Tvrdí: asymptoticky približujúce sa priamky majů 
v nevlastnom bode spoločnú kolmicu, teda hypotéza ostré-
ho uhla je nesprávná a tým je piaty euklidov postulát do-
kázaný. 

Úvahy Lamberta publikované pod názvom „Teória 
rovnoběžných priamok" v r. 1766 sú velmi blízké úvahám 
Saccheriho, no na rozdiel od neho pri svojich úvahách v sú-
vislosti s hypotézou ostrého uhla nedochádza k „protire-
čeniu" a nikde vo svojich prácach netvrdí, že „dokázal" 
piaty euklidov postulát. Jeho práce majů nesmiernu záslu-
hu na konečnom vyriešení pochybnosti o piatom euklido-
vom postuláte. 

Legendre, ktorý sa mimoriadne zaslúžil o rozvoj mecha-
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niky má tiež velký podiel pri výskume geometrie. Dlhý čas 
sa věnoval piatemu euklidovmu postulátu a publikoval nie-
kolko variantov jeho „dókazu". 

Márne pokusy riešiť problém rovnobežiek siahajú až na 
přelom 18. a 19. storočia. Úpenlivosť snahy špičkových svě-
tových matematikov krásné dokumentuje list maďarského 
matematika prof. Bolyaia svojmu synovi. Keď sa prof. 
Bolyai dozvěděl, že jeho syn, mladý talentovaný matematik 
sa venuje problému rovnobežiek, až zúfalo ho vystříhal, 
aby zanechal túto myšlienku na ktorej on „bezvýsledne" 
strávil velkú časť svojho života. Syn neposlúchol otcovej 
rady a vďaka tomu stal sa jedným z troch objavitelov ne-
euklidovskej geometrie. Neriedko je problém, ktorý po 
mnoho rokov odolává úsiliu vedcov celého světa, riešený 
súčasne viacerými vedcami. Tak aj dramatický súboj geo-
metrov s rovnoběžkami je riešený nezávisle troma matema-
tikmi: nemcom Gaussom, rusom Lobačevským a maďarom 
Bolyaiom. 

Gauss problém piateho postulátu vyriešil už koncom 
18. storočia, no do konca svojho života riešenie nepubliko-
val. Riešenie sa neodvážil zveřejnit' a zdelil ho len súkrom-
ne v listoch priatelom. 

Lobačevskij začal výskům teorie rovnoběžných priamok 
s pokusmi dokázat' piaty euklidov postulát v r. 1817 no už 
v roku 1826 dáva k dispozícii veřejnosti svoju prácu o ne-
euklidovskej geometrii. Publikoval ju pod názvom „O zá-
kladoch geometrie" v r. 1829. Lobačevskij bol astronóm 
a preto je pochopitelné, že sa snažil overiť, či v reálnom 
svete, v svete v ktorom žijeme, platí geometría euklidovská, 
alebo neeuklidovská. Meral súčet uhlov v trojuholníku, 
ktorého vrcholy tvořili nebeské telesá (napr. Zem, Slnko, 
Sírius). Akokolvek přesné boli jeho merania bola odchylka 
(defekt) súčtu uhlov v meranom trojuholníku od n menšia, 
ako tolerancia prístrojov. Pre myšlienky, ich aplikácie 
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a popularizovanie, ktoré Lobačevskij odvážné konal menu-
jeme neeuklidovskú geometriu niekedy tiež jeho menom. 

Aké je teda riešenie problému rovnobežiek. Existujú dve 
abstraktně teórie postavené na tých istých základných poj-
moch a axiomach, pričom v jednej z nich (označíme ju (£) 
platí axioma E, zatial čo v druhej (označíme ju £) platí 
axioma L (pozři článok 3.1.). Axiomatizovaná teória opiera-
júca sa o axiomy nehovoriace nič o rovnoběžkách sa menuje 
absolutnou geometriou. Vzhladom na to čo bolo povedané 
v článku 1.5. sú teda teórie (£ a £ příbuzné. Pri axiomatic-
kom štúdiu elementárnej geometrie postupujeme teda na-
sledovne: Vybudujeme geometriu absolutnu (v nej platí 
napr. tvrdenie: súčet uhlov v trojuholníku nie je váčší 
ako n) a až potom budujeme teóriu G, alebo (£. Ostává 
dodať, že definitívnu stavbu elementárnej geometrie s pre-
ciznou sústavou axiom podal nemecký matematik Hilbert 
a že dnes je táto disciplina uzavretá. To však neznamená, že 
geometría je mřtva disciplina. Právě naopak, vďaka Kleino-
vi, Cartanovi a mnohým dalším matematikom sa geometria 
vyvinula dnes do takého štádia, že, zdá sa, znovu nadobúda 
to vedúce postavenie v celej matematike, ktoré jej dal Eukli-
des v „Základoch". Uvedme mená aspoň dvoch vynikajú-
cich českých geometrov, ktorí podstatné obohatili naše geo-
metrické poznatky. Sú to Eduard Čech a Václav Hlavatý. 

My sa však v dalšom texte vrátíme do začiatku XIX. sto-
ročia a pokúsime sa cítatela oboznámiť hlbšie s myšlenkami 
neeuklidovskej geometrie. 
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