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RIESENIA ULOH

Kapitola 1.

1.4,4,3,1,2,1,4,4,4,3,1, 2,4, 1, 4, 2, 1. Pojem ,,ne-
lezat na* nie je zidkladny, ale definovany, rovmako ako
s;obsahovat*.

2. Termin ,,nepalit sa“ nebol zavedeny a preto nema
zmysel. Kvdli stru¢nosti dalsieho vyjadrovania je vhodné
ho zaviest, pozri definiciu 1.S.V dokaze treba slova ,kto-
rému sa diev¢a a nepac¢i‘‘ nahradit slovami ,,Ze nie je prav-
da, Ze dievca a se chlapcovi 4 paci“.

3. Nech 4, B, C su chlapci popisani v dokaze vety 2.S.
Nech existuje dievéa x tak, Ze v ilohe uvedend implikdcia
nie je pravdiva, tz. A ¢ x, Bex, Cex. Potom zo vztahov
a = BC, x = BC vyplyva podla S, a = x. Vztah Aex
implikuje potom reliciu A4 ¢ a &o je spor s faktom dokaza-
nym v dokaze vety 2.S.

4. Hladany X definujeme predpisom {X}=a n &.
Dievéatd a, b, XC st navzijom rdzne a kazdé sa padi
chlapcovi X.

5. Prva &ast (lohy je jednoduchd, druhi je dosledkom
vety 5.S.

6. Kazdé z pismien mnoZiny Ch sa nachidza aspoil vo
dvoch rdéznych slovich mnoZiny D.

7. V redi uvedenej tabulky incidencie maji axiomy S, —
— §; tento tvar:

S,: Ku kaZdym dvom riadkom existuje aspoii jeden
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stlpec tak, %e oba riadky vo §tvoréeku tohoto stipca
maja 1.

S,;: Ku ka’dym dvom riadkom existuje najviac jeden
stipec tak, Ze obidva riadky vo Stvordeku tohoto
stipca maju 1.

S,: V kadom stlpci st aspori dve rézne &isla 1.

S,: V ka¥dom stlpci existuje asposi jedno &islo 0.

D

(]
g g
w | B < | § 2
Rlalaal|lo|¥lalz|a|a
all1| 1|00 1)0]0]0]O0]|O0
el O] 1|0}l 1T]OoO]1T]O0O|1]0/|1
i |1 ]0]1]0]O0 0o 0|0} O

Ch

o|l1]|]O0O]J]O]O]|]O]O|1]|1]0]|O0
u| 0|01 ¢1y1]]0(1]|]0]1(|0O
y|1 0[]0 ;0[O0 ;0([O0,0(1]1

Tabulka incidencie modelu S,.

8. Vyrok V je a) pravdivy, b) nepravdivy — pre p =
= Descartec a P = pismeno # si ¢; = Study, ¢, = Lu-
dolf, ¢, = Dupin, ¢) pravdivy, d) nepravdivy.

9. Nech Ch = {4, B, C, D}. Potom mnoZina D podla
S, obsahuje 6 prvkov a to: 4B, AC, AD, BC, BD, CD;
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podla S, D iné prvky obsahovat neméZe. MnoZina D je te-
da maximdlne 6 prvkovd, no moéZe obsahovat aj menej
prvkov, ak niektoré z diev€at hore uvedenych budi totozné.
PretoZe podla ddsledku vety 5.8 je D aspoii trojprvkova ne-
existuje diev¢a paciace sa vSetkym Styrom chlapcom. UvaZi-
me dva ostdvajuce pripady.

1. Nech existuje diev&a a padiace sa trom réznym z chlap-
cov A, B, C, D. Bez ujmy na vieobecnosti méZeme pred-
pokladat, %e si to B, C, D. Potom dievEence b = 4B,
¢ = AC, d = AD su navzijom rdzne, pretoZe z b = ¢ by
vyplyvalo 4 ¢ BC = a, o je spor s horeuvedenym faktom
existencie troch rdznych dievcat.

I1. Nech neexistuje diev€a x piciace sa trom rdznym
z chlapcov 4, B, C, D. Potom diev&ence p = 4B, ¢ = AC,
r = AD, s = BC, t = BD, u = CD st popir rozne.

Existuja dva modely hfadanych vlastnosti. Oznaéme ich
S¢ a S;. Ich incidenéné tabulky pri hornom znadeni st

D
a b ‘ c | d
A 0 1 1 1
B 1 1 0 0
Ch
C 1 0 1 0
D 1 0 0 1

Tabulka incidencie modelu Sq.
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D
P q r s t u
A 1 1 1 0 0 0
B 1 0 0 1 1 0
Ch
Cc 0 1 0 1 0 1
D 0 0 1 0 1 1

Tabulka incidencie modelu S,.

10. Nech b, ¢ s dve rozne priatelky diev¢ata a pre ktoré
AcbajAecad¢a. Podla axiomy S, existuja chlapci B, C,
D, E tak, Zze Beb, Cec, Dea, Eca, pri¢om B A *+C
a D % C. Sua teda 4, B, C, D, E navzijom rézne body
a preto model teérie S v ktorom je vyrok V nepravdivy mé
minimalne 5 bodov. Nech teda Ch = {4, B, C, D, E}.
Potom D obsahuje okrem ¢ = DE, b = AB, c = AC eite
diev&ence AD, AE, BC, BD, BE, CD a CE. Spomedzi
tychto desiatich dievéat moZu niektoré splyndt. Lahko sa
presvedCime, Ze s diev€atom a nemdZe splynut Ziadne iné
dieva; podobne s dievéatmi b, ¢, AD aj AE nembZe
Ziadne iné dieva splynif. MéZe teda byt BC = BD
(= CD), alebo BC = BE (= CE), prifom zrejme mbZe
nastat len jeden z pripadov. Oba pripady sa odlifuji len
oznaCenim a preto ich moZno pocitat za jeden. Existuju
preto dva modely, ktoré oznafime Sg a S, a zaddme ta-
bulkou
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D
a | b | c |AD|AE|BC|BD|CE|(BE|CD
A| O 1 1 1 1 0 0 0 0
B | O 1 0|00 1 1 1 0
Ch cjojlof{1/0f[0]|1]0O0 0|1
D 1 0 0 1 0 0 1 0 1
E T 0 0 0 1 0 0 1 0
Tabulka incidencie modelu S,.
D
, a b c AD | AE | BC | CE | BE
A 0 1 1 1 1 0 0 0
B 0 1 0 0 0 1 0 1
Ch clojo|l1]|o]o|1|1]o
D 1 0 0 1 0 1 0 0
E 1 0 0 0 1 0 1 1

Tabulka incidencie modelu S,.

11. Model 1 nie je modelom teérie &, lebo nespitia

axiomu S, pre body 4 = B, pre ktoré S € AB.

12. MnoZinu D roziirime o vietky priamky idice bo-
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dom S a obdrZime model S;,. Toto nie je jednoznadné.
Mohli sme ziskat iny poZadovany model, keby sme ku D
z M pridali vietky dvojice (4, B) bodov z roviny takych, Ze
A * B a AB je priamka idica bodom S.

13. Napriklad: @,: Ch mnoZina vSetkych bodov na
priamke p, D mnoZina vSetkych polpriamok na p, ¢ je €;
alebo: K modelu S, do mnoZziny D pridime prvok ,,Lie*;
@;: Ch je mnoZina vSetkych bodov na kruZnici k, D obsa-
huje jediny prvok a to kruZnicu k.

14.Z S, vyplyva S,, teda z S,, S,, S,, S; a S; vyplyva
veta 4.5, ktora je v spore s Sg.

15. Prvé tvrdenie vyplyva z existencie modelu S, & S,
druhé z existencie modelu S, ¢i S, alebo S;.

16. Vyrok 1 W 2znie: Existuju aspofi jeden P e Ch
a asponi jedna p € D tak, Ze P ¢ p a pritom pre kaZdé x € D
plati Pex = x je nepriatelkou p. Vyrok 71 V znie:
Existujd PeCh, peD, ¢q, €D a ¢,€D tak, Ze P¢p,
Pe g, Pe gy g, = gy 2 gy 8j g, st priatelkami p.

17. VSetky Styri sGstavy st bezosporné, pretoZe existuji
ich modely. a) S, alebo S,;; b) S, alebo S¢ (pozri tilohu 9);
©) S4, alebo S;; d) S,, alebo S, (pozri tlohu 9).

18. Podla 7} S; existuje p € D tak, Ze pre kaZdého chlap-
ca X plati X ¢p. Nech g € D. Podla S, existuji chlapci
A = Btak,2e Ae q, Be q. Podla S; je potom ¢ = AB =
= p tz. D = {p}. Dokdzanid je prvd implikicia. Druhd
implikicia vyplyva z logického rozboru vyrokov V a W
(pozri dodatok A). Obidva uvedené vyroky maju Struktiru
P - Q, pri¢om Cast P = ,,diev¢a p sa nepaci chlapcovi P*
je spolocnd pre V aj W. PretoZe D je jednoprvkova, plati
P e p pre kazdé P e Ch a kaZdé (totiZ ono jediné) p € D,
teda P je nepravdivy a preto vyrok P = @ je pravdivy.

19. V dlohe 17d) bolo dokizané, Ze uvedend ststava vy-
rokov je bezosporn4, teda méZeme hovorit o stistave axiom.
Podédme modely R;, R,, Rs, Ry Rs, Rg R; také, Ze R
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(i=1,...,7) vyhovuje vietkym axiomom S, ...,S;,
V,Ws nasledulucmn vymmkarm v modeli R;, narmesto
Sl plati vyrok 71 S; pre i=1,...,5, v modeli Ry na-
miesto V plati 7] V, v modeli R, ‘narmiesto W plati 77 W.
Modely st napriklad tieto (rieSeni je mnoho): R, = @,
(pozri priklad 8. &linku 1.6.). R,: D je dvojprvkovi, skladd
sa z dvoch rovnobeZnych réznych priamok a, & a Ch je
mnoZina vietkych bodov na g, aj b; ¢ je €. R;: Ku mnoZine
D v modeli S; pridime eSte jeden prvok a to mnoZinu
vietkych bodov roviny okrem jedného, pevne zvoleného;
¢ je €. Ry: Model popiSeme tabulkou incidencie

D
a b ¢ u v w
A 1 0 0 0 1 1
Ch B 0 1 0 1 0 1
C 0 0 1 1 1 0

Tabulka incidencie modelu R,.

R;: MnoZina D je jednoprvkovd a Ch dvojprvkovi, teda
D = {a}, Ch ={B, C}, pricom Bea a) Cea. Rg =

= S4-R7 = Sl'

Kapitola 3

1. 7 E: Existuje aspoti jeden bod P a aspo1i jedna priam-
ka p tak, e P ¢ p a mnoZina priamok x nepretinajucich p
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a prechadzajicich bodom P je bud prizdna, alebo aspott
dvojprvkova.

1 L: Existuje aspoii jeden bod P a aspon jedna priam-
ka p tak, Ze P ¢ p a horeuvedend mnoZina priamok x je
bud prédzdna, alebo jednoprvkova.

71 U,: Ziadny Stvoruholnik nemd vietky Styri uhly pra-
vé.
2. Tvrdenie a) je pravdivé, tvrdenie b) nie je pravdivé,
pretoZe v pripade existencie bodu P a priamky p tak, Ze
P ¢ p a mnoZina priamok x (z dlohy 1) je prazdnma, je
71 L pravdivy a E nepravdivy.

3. Obidve tedrie G a &' st ekvivalentné. Odlisujua sa len
v jazyku, ktorym hovoria; ka?dé tvrdenie T tedrie S sa dd
preloZit podla (s) do tvrdenia T’ teérie &', a pritom T’ je
pravdivé prave vtedy, ked aj T je pravdivé. Medzi vyrokmi
E, V' a W’ plati ekvivalencia: E < (V' a W),

43) V=1L tz. L="1V'; b) TW="L tz
L-W.

5. Vyrok E je pravdivy len v modeloch S’3, S';. Vyrok
L je pravdivy len v modeli S's.

6. Pravdivost L overime lahko, ostatok podla tlohy 2.

7.a)R, O, X;b)M,R, 0, X, Y, Z;c) M, Y, Z; d) a,
byc;e)a, b, ¢, u.

8. C,C,, 07,20, C\Z, c.

9. Symbol ,, XY znadi ,l-priamka XY*“. Symbol
»e-priamka X Y* ma zmysel vidy, lebo podla predpokladu
je X = Y. Symbol ,,XY*“ ma zmysel prive vtedy, ak
e-priamka XY je senicou e-kruZnice 4.

10. a) Z; b) a’; c) symbol nemd zmysel, lebo ani symbol
MZ nema zmysel; d) ¢ tj. mnoZina prizdna.

11. Ozna¢me ¢’ = {Q,, Q,}. Potom hladané 1-priamky
su p, = PO, a p, = PQ,. )

12. MnoZ%ina {a’y, ..., a'n} ma naviac 2n prvkov. Nech
U, V su také dva jej prvky tz. a-body, Ze jeden z oblikov
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UV e-kruZnice & neobsahuje Ziadne iné a-body mnoZiny
{d'ys ..., a'n}. Potom napriklad x = UV.

13. Nech A €a’ a Beb' su rozne; potom napriklad
p = AB. _

14. Nech 4, B, C, su tri navzdjom r6zne a-body. Potom
napriklad @ = BC, b = AC, ¢ = AB. Dékaz dalej pomo-
cou vety Paschove;j.

15. Ozname o' = {4,, 4,},b’ = {B,, B,}. Budeme uva-
Zovat dva pripady. Nech najprv a, b s subezky a nech na-
priklad A4, = B,. Potom M je mnoZina l-bodov leZiacich
vautri e- polroviny B,B,A4,. Za l-priamku x moZno volit
bud XB,, alebo taku l-priamku, pre ktoru X je e-rovnobez-
né s b. Ak naopak X € x, kde x je 1-rdznobezka s g a l-rov-
nobe?ka s b, potom e-usecka x leZi vnitri e-polroviny
B,B,A, a teda aj I-bod X tu leZi. Nech su dalej a, b roz-
beZky, tz. a-body A4,, 4, B,, B, su navzijom rdzne.
Vhodnou voIbou indexov dosiahneme, aby 4,B, a 4,B,
boli I-réznobeZzky a spoloény 1-bod oznacime Q. Potom M
je zjednotenie mnoZin vnutornych l-bodov e-polroviny
B;0A, a vnuatornych 1-bodov e-polroviny B,0A,. Dékaz
sa dd previest podobne ako v predchddzajucom pripade.

16. Nad e-tseckou BC ako priemerom zostrojime e-kruz-
nicu k. Nech U ek n h Potom e-uhol BUC je pravy
a preto a-body V' a W, V = U = W v ktorych. e-priamky
UC a UB pretnt e-kruZnicu £ su diametrilne v 4. Teda
a=VW,b= UW,c = UV. RieSenia st dve, jedno, Ziad-
ne prive ked mnoZina 2 n % je dvojprvkova, jednoprvkova,
prazdna.

17. Vzijomna poloha je devitnastorakd, ak neprizerime
ku symetrii. Bez ujmy na vieobecnosti mézeme B a D po-
vaZovat za a-body. Nech je p l-priamka 4B a ¢ I-priamka
CD a p, resp. ¢, l-polpriamka 4B resp. CD. Uvazime Styri
pripady:

1. p = ¢. Nastdva tychto pit pripadov pre vzijomnua polo-
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hu l-polpriamok AB, CD: 1. AB < CD, 2. CD < AB,
3.B=D,A=C,tz. AB n CD = {A},4. AB n CD je
l-asetka AC, A = C, 5. AB n CD je prazdna mnoZina.
2. p, ¢ su subeZky so spolo¢nym a-bodom U. Potom nasté-
vaju Styri pripady: 1. B=D=U, 2. B=U %D,
3.BU=D,4B=x=U=D.

3. p, ¢ st rozbezky. Potom nastava jediny pripad.

4. p, g su rdznobezky. Potom nastdva devit pripadov:
Lppng=q np=0,2.png9=0, ¢ np={C}h
3qnp=0png={4}, 4p ng=0, Céq n
Np£0,5qnp=0, Aépy n¢g*0,6.p, nq =
={4} ={CL,7.p n ¢ ={C}*{4},8.4=C,9.p, n
Ng%x0, A¢ps n g, Cé¢p, n ¢, Pripady symetrické
si1, podla naseho Cislovania: 1.1 a 1.2, 2.2 a 2.3, 4.2 2 4.3,
4.4 a 4.5, 4.6 a 4.7. Po od¢itani symetrickych pripadov
ostdva 14 réznych vzdjomnych pol6h dvoch réznych 1-pol-
priamok. ‘

18. Pozri obrdzok 4. na ktorom je M vysrafovand. Do M
patria otvorené 1-useCky AB, a AB, aj 1-bod A, nie viak
l-polpriamky B,Q a B,Q. Pre X ¢ M je bud XP,, alebo
XP, l-priamka nepretinajica ani p, ani l-polpriamku
¢; = AQ. Ak naopak X € M a napriklad X je 1-bod 1-pol-
roviny AQB,, potom kaZda e-priamka x idica 1-bodom X
a nepretinajuca I-polpriamku ¢, pretne, podla Paschovej
vety aj e-useCku OB, aj 1-usecku B, 4, tito viak nie v bo-
de A. Preto e-priamka x pretne aj e-useCku P, P, v jej
vattornom bode.
19. Jednoznaénost zobrazenia p je zrejma. Nechx e 7 U

U {s}.Potom 1. pre x = {s} iddcu bodom § existuje jediny
smer X €s kolmy na x, 2. pre x = {s} existuyje v U s
jediny prvok X (a to bod §) pre ktory p(X) = x, 3. pre
x # {s} neidiicu bodom § oznalme Y pitu kolmice vede-
nej z S ku x. Na polpriamke SY existuje jediny bod X
splfiajici rovnicu (SX) &(SY) = r%.
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20. Prvé tvrdenie vyplyva zo simernosti podla priamky
XS (aj v tom pripade ked X je smer). Druhé tvrdenie je
zrejmé, ak uvaZime tri pripady podla definicie 5.

21. PretoZe X € h < e2(XS) = r2, je prvé tvrdenie zrej-
mé. Druhé tvrdenie je dosledkom predchidzajaceho tvr-
denia.

22, Oznatme N = MM, n SM (obrizok 5). Z pravo-
uhlého trojuholnika SM, M podla euklidovej vety vyplyva
&(SN).e(SM) = ¥(SM,) = r? lebo M\N | SM.

23. Diskutujme jednotlivé pripady. Ak X = S, potom
Sey=>P(»)esep(S). Ak X =S a y = XS, potom
P(y) je smer kolmy na y a p(X) priamka (podla ulohy 20)
kolma na y. Teda P(y) € p(X). Ak konecne je S £ X e A,
S €y, potom pre body V a W (definované, ako v dokaze
vety 2) plati &(SV).e(SW) = ¢(SX) = r?, lebo bud je
X =V = W, alebo je SXW pravouhly trojuholnik, v kto-
rom sme uZili euklidovu vetu.

24. Nech M lezi vnutri h. Nech x = y st priamky iduce
bodom M. Potom x, y pretinaju % a vieme konStruovat
body P(x), P(y). Z vety 2. vyplyva p(M) = P(x)P(y)
Obdobne (obr. 7) ak m je priamka pre ktorim n 2 = 0,
zvolime X = Y na m. Znovu podla ulohy 22. zostrojime
priamky p(X) a p(Y), potom z vety 2. vyplyva P(m) =
= p(X) n p(Y). Na obrazku 7 je volené Y na p(X), kvoli
strudnosti konStrukcie.

25.Z m T n je podla definicie P(7) € m, P(n) je i-bod
a preto existuji e-doty¢nice z P(71) ku 4; dotykové a-body
U, V leZia v opaCnych polrovinach vytatych e-priamkou i,
preto m a n sa pretnu v I-bode.

26. Jedint, ak m je rozbeiné s n, inak Ziadnu. Z poZia-
davky m T x T n totiZ vyplyva x = P(m)P(n), ak toto mi
zmysel.

27. DokiZeme sporom. Ak ABCD je 1-§tvoruholnik pre
ktory ABT BCT CD T DA T AB, potom rozbezky



AB a CD maju dve spolo¢né rozne 1-kolmice a to AD a BC,
¢o je v spore s tvrdenim predchiddzajicej dlohy.

28. e-Tetivy p, g s e-rovnobezné, pretoZe podla pred-
chidzajuceho prikladu z Sem, p T m T ¢ vyplyva
pLml g tedapl|lg.

29. a, b s rozbezky, lebo a, b maji spolo¢ny i-bod resp.
smer P(q).

30. Nech U je a-bod. Na }-polpriamke SU najdeme vset-
ky 1-body X hladanej mnoZiny. Oznaéme x = ¢(SX), po-
tom e(SU) = e(SV)=raeXU)=r — x,e(XV)=17r +
+ x, kde V = U je a-bod l-priamky SU. Podla (8) je

. . r(r+ x)
a—l(SX)—lag—r(r_x),
odkial
_r+x . 22—
L R e s E

Na l-polpriamke SU existuje a to jediny 1-bod X hladanej
mnoZiny. Ak teda U prebehne celé %, potom X prebehne
vietky body e-kruZnice so stredom S a polomerom x.
Hladan4 mnoZina je teda e-kruZnicou.

1-Bod M pre ktory 2 ¢(SM) = r leZi na horepopisanej

L 4. ked plati

e-kruZnici prave vtedy, ked je x = 3

21 1 wen—3 ditea—log3
2+1 2 =% = 108 2.

31. Oznaéme V' =+ U a-bod l-priamky AU ae (AU) = u,
e (AV) = v, ¢ (AX) = x, potom

u(lv+ x) _u(v+x)
vu—2x)""" ovm—1x)

1 =1(A4X)=log
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teda

0<x—L <u
T ut2v0 )

Odtial vyplyva existencia a jednoznaénost 1-bodu X.

Konstrukciu l-bodu X prevedieme napr. pomocou vety
o mocnosti bodu ku kruZnici — pozri dodatok D. Zostroji-
me pomocny e-bod W neleZiaci na e-priamke AU tak,
aby ¢ (AW) = u 4 2 v. Nech Y je e-priese¢nik e-priamky
AW s e-kruZnicou k opisanou e-trojuholniku UVW.
Z mocnosti 4 ku % je

(AU). (AV) = £(AW).e(AY), tize e(AY) = +”Zv

e-Di¥ku ¢ (AY) prenesieme na 1-polpriamku AU. Pozna-
menajme, Ze vo vhodnom pripade méZeme e-kruZnicu 4
pouzit v ulohe e-kruZnice .

32. Existenciu 1-bodu M dokdZeme, ak dokiZeme plat-
nost vztahov

0 < Vcw (Jub — Jav) <u— a.

Oznatme ¢ (UV)=d tj. d=a + v = b + u. Zo zrejmej
nerovnosti d < u + v za predpokladu #« — v > 0 vyplyva
du—v) <u*— o4 Cize wb=u(d—u) <v(d—9v)=
— va, alebo |/ub — Jav < 0. Podobne zo vztahuu — v <
< 0 doké¥eme |/ub — |/av> 0, teda prva z poZado-
vanych nerovnosti je dokizani. Z dokizaného vztahu
/bu < Jav (stile za predpokladu v < u) dostivame po-

stupne o
— v
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v+a<u-+ ]/El/%
uv + au <Vabu'v-}-u2

z Coho vyplyva aj druhd z poZadovanych nerovnosti. Ana-
logicky pre pripad # < v.

33. Rovnost x = |/av ll%:—v—av— budeme postupne

u
upravovat. Roziirime zlomok &islom d. Citatela mdZeme
upravit nasledovne

d (Jou — Vav) = Vbu (a + v) — Vav (u + ) =
= (Juw — Jab) (J/bo — | au).

Menovatela upravime takto

d (@ —u) = (Jbv + Vau) (b — Jau).
Potom takto upravenej rovnost moZno dat tvar (ak Vau =
# |/bv)

a dalej

x (Jbv + Jau) = v Jau — a|/bv-

(@+ x))bo = (v — x) Jau.
Po umocneni poslednej rovnosti prideme ku vztfahu

vi@+x) u(v—x)
alw—=x) bla+x

Logaritmovanim poslednej rovnosti ddjdeme kone¢ne ku
vztahu
A(AM) = A (BM).

34. Nech ¢ (ZS) : € (ZM) = c. Z e-rovnolahlosti podla’
stredu Z a koeficientu ¢ vyplyva &(SP)) = ¢ (SP,) =
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— c.e(MQ,) = c.c(MQy), ¢ (RP,) = c.e(NQ,), e(RPy) =
= c.e (NQ,). Vyjadrime A (SR) a A (MN) podl’a (8) a po-
uzijeme hornych vztahov.

35. Stadi njjst jediny konkrétny pripad pre ktory uvede-
na veta neplatl. Volime preto p prechédzajicu 1-bodom §
a l-priemety A’, B’, C’' 1-bodov v poradi 4, B, C do p tak,
aby S = B’ a tento l-bod bol l-stredom l-usecky A'C’.
Podla predoslej tlohy je ¢ (A4") = ¢ (CC") — ¢ (BB'), no
podla prikladu 1. je 44’ || BB’ || CC’ 1 p, teda l-body
A, B, C nelezia na l-priamke. Poznamenajme, Ze uvedena
veta je nepravdiva pre [ubovolnu volbu objektov p, 4, B, C.

36. Nech V resp. W je a-bod 1-priamky p resp. g rdzny
od U (pozri obr. 10). Ak 4 = B potom X = C je jediné
rieSenie. Nech A4 % B. Oznaéme G = AC n VW, F =
= BC n VW, potom podla Pappovej vety si X, = ¢ n

n AF, X, = q n BG hladané 1-body. V pripade, Ze
AC || VW bude e-bod G nahradeny e-smerom VW, CiZe
AC. Podobne, pre BC || VIV. :

37. Ak p, ¢ su subeZky je to iloha 36. V opaénom pripa-
de zostrojime pomocni l-priamku r subeZni s p a ¢ a na
nej Tubovolny I-bod R. Dvojnasobnym pouzitim tlohy 36
dostaneme najprv l-body Y, Y, na r a konecne X, X,
na q tak, 2e 1(4AB) = A(RY,) = 1 (RY, = A(CX)) =
= 1(CX,).

38. 1-Uselku AB prenesieme na pomocnu subeZku ¢
s I-priamkou p a pouZijeme ulohy 36.

39. Nech U = V st a-body hladanej l-priamky AB,
C je l-stred l-useCky AB, Q = P je a-bod l-priamky PS.
Bez ujmy na vieobecnosti méZeme predpokladat e-polo-
mer r e-kruZnice /4 rovny 1. Nech ¢ (SA) =4d,0 <d < 1.
PretoZe zrejme ¢ (SB)=d je C e-stred e-iseCky AB,
tez e (AU) = ¢ (BV), e (AV) = ¢ (BU). Podla vztahu (8)
je teda
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e(PS).e(AQ) _, 1+d
(AP):(SQ) ~ *T1—d’

e(BU).c(AV) _, (a+dsinay?
c(A0).c(BV) g(a—dsina)’

A(SA) = log

2(AB) = log

kde
a=&(UC)= |/e2(US) — 2 (CS) = |1 — d2cos?a.

Po dosadeni hornych vyrazov do Ziadanej rovnosti 1 (S4)=
= A(A4B) dostaneme

l1+d 1—d%os2a+2adsina
1—d 1 —d%o0s2a—2adsina’

¢o moZno upravit na tvar
dtcos?2a+ 2d2(1 —2cos*a) —3 + 4cos2a=0. (¥

V tejto kvadratickej — vzhladom na d? rovnmici, ur¢ime
najprv diskriminant
%D =(2cos*a— 12— cos?2a.(4cos?a — 3) =
=4(cosPa —4cosba+ 6costa—4costa+ 1)=
=4(cos?a— 1 =458 a.
Potom je (predpokladiame cos 2 a + 0)

2c¢costa—1—2sinta
2 =
(@12 cos?2a :

UkéiZeme, %e znamienko + v uvedenom zlomku nemoéZe
byt. Je totiZ
2¢osta—1+2sinta
cos?2a
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_ 2(cos®a -+ sin*a) — 4 cosasin®a — 1

o cost2a
1 —sin®2a
~ cos?2a

=1,

&o odporuje predpokladu 0 << d < 1 tj. d2 < 1. Je preto
nutne

d2_2(cos4a—sin4a)—l 2cos2a—1

cos?2 a o cos?2 a

Ostdva urlit podmienky riesitelnosti, tj. zistit pre ktoré
aje0 <d? <1, dize
2cos 2a—1

0<—cos22a < 1.

Ekvivalentnou dpravou poslednej reldcie nachddzame
1 <2cos2a <cos?2a+ 1.
Lav4 nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

4

—l—<cos2atj.2a< 3>

2

prava nerovnost zase s nerovnostou

0 <cos®2a—2cos2a + 1= (cos2a — 1)?*tj.2a # 0.
K uplnému rieSeniu treba eSte vySetrit pripad cos 2 a = 0.
T
4
md tvar d2 — 1 =0,&o je v spore s predpokladom 0 <d < 1.
Odpoved. Uloha m4 rieSenie a to jediné prave ked je

Vtedy 2 a = %, a = ——arovnica (*), z ktorej urujeme d

0<2a<%—.
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1-Body A4, B su dané vztahmi

2(SA)= A (SB) = log -t % 4 J2cos2a—T
. 1—d cos2a

40. Z kon3trukcie a-bodu Q' vyplyva, Ze e-uhol <t PQQ’
méi mieru 2a a preto ¢ (QQ) = e(QP)cos2a=
=2rcos2a=2cos2a. Podla Euklidovej vety je
e2(SK)=¢(SL).e(SQ)=[¢(QQ)—r]lr=2cos2a —
— la teda ¢ (SM) = V2 cos2a — 1. Konefne z e-troj-
uholnika AMS vyplyva ¢ (SM) = ¢ (AS) cos 2 a tj.
J2cos2a—1 = dcos 2 a, &ize

V2cos 2a—1

d= cos2a

¢o sme mali dokdzat.

41. Nech o je e-os e-tiseCky XY. Ak je o || %, 0 = h*,
potom x = XY je l-priamka druhého druhu a to jedini;
ak je o n A* jediny bod, potom je to S(x) a x je znovu je-
dind. Ak o0 = k*, potom existuje nekone¢ne mnoho hlada-
nych l-priamok x. V B modeli x nemusi existovat.

42, a) {B}, b) {B, B,}, kde B, je e-bod sumerne zdruZeny
s B podIa /*; c) nemd zmysel; d) 1-priamku prvého druhu,
ktora je fastou e-kruZnice o e-priemere S(a)S(c).

43. Dvojprvkovi. H € p’ prave ked p je druhého druhu
tj. p je e-priamka.

44, Plati. Plati.

45. 12. Nech RS je uzavreté e—ﬁseéka na h* neobsahu-
1uca %iaden z a-bodova’; U ... U a'y. Potom l-pnamka x
je dand napr. reldciou x’ = {R, S}. 13. a 14. rieSime rovna-
ko ako v modeli B.

46. Ak su a, b subeiky, potom 7 je nckonelne velké,
inak je n = 4.
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47. a) Tri druhy l-polpriamok.
b) Tri druhy I-polrovin.

48. a) 1-Polrovina na pravom, Ci lavom obrizku 13b;
b) l-polrovina na strednom obrizku 13b; c) e-obdlZnik
leZiaci cely v 4; d) dvojica roznych 1-bodov.

49. Je to 1-uhol <r BAC.

50. Ak je m e-kolmd na #*, potom m n 1 je l-priamka
druhého druhu a ti je l-konvexnd. Teda 1-K(m n 1) =
=mn A Ak)emllh*t) mn potoml—K(m na =
= 1-K(m) je td uzavreta e-polrovma vytatd e-priamkou m,
ktord celd nilezi do A. Nech konefne m n h* = {M}
a I-priamka p = MH nie je Castou m, tj. m nie je e-kolmé
na A* (obrazok) Potom I-K(m n 1) je mnoZina obsahujica
vietky vnutorné l-body e-uhla s vrcholom M a ramenami
P> m n 1 a tieZ vietky 1-body m n A. Posledné tvrdenie
dokaZzeme. Nech X je 1-bod leZiaci vnutri e-uhla s ramena-
mip,m n A Nech Y e€m jel-bod v ktorom 1-priamka XH
pretme m. Nech R € m je l-bod vnutrajsku e-useCky Y M.
Potom l-priamka x = RX pretina m okrem l-bodu R este
v istom l-bode Q a X je l-bod l-ase¢ky RQ. ZvySok je
zrejmy. Obrazok 15.

51. Nech ¢, % ¢, su subeZky vedené l-bodom Q ku p.
Potom M sa skladd z dvoch l-uhlov a, 8 takto definova-
nych: Ak P € p je 1-bod, potom a je prienikom l-polrovin
¢:P a opalnej ku ¢,P a f je prienikom I-polrovin ¢,P
a opacnej ku g¢; P. Dokaz lahko prevedieme v reci geo-
metrie &. Poznamenajme, Ze l-uhly e,  budeme aj v mo-
deli p menovat vrcholovymi. MnoZina M zrejme nie je
I-konvexnd v Ziadnom pripade. Obrézok 16.

52. Nech je dany 1-uhol < AVB. 1-Polpriamku VM na-
zveme l-osou l-uhla < AVB prive ked 1 (< AVM) =
= A(< MVB). Nech a, b st l-réznobezky s priesenikom
V. I-Priamku 0 = VM nazveme l-osou l-réznobesiek a, b
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prave ked A (<X a, 0) = A (<X b, 0). Z euklidovskej plani-
metrie tak vieme, Ze oba terminy existujd, Ze prvy je jedno-
znaény, druhy dvojznacny.

53. Z e-geometrie vyplyva, %Ze A (<o, 0,) = %, po-

dobne ako v tedrii €.

54, Cislo musi byt mensie ako 180°.

55. 174°, 18’; A(<x a) = 45°% A(<X B) = 69°%18', A (<
X y) = 60°.

56. e-Stred e-kruZnice ozname O a oznalme dalej
V = 8(4B) a W ten priesecnik & n A*, ktory je rozny
od U. PretoZze VB je kolmé na dotyCnicuv B ku B4, je
A(X B) = e (<X BVU). Podobne ukiZeme, Ze A (< a) =
= ¢ (<X VAU). Pri oznaCeni obrazku 19. je E e-stred toho
e-kruhového oblika AB na k, ktory neobsahuje e-bod U.
e-Body E a F e-diametralne voci & leZia v roznych e-pol-
rovindch vytatych e-priamkou BW. PretoZe e-body U a E
leZia v tej istej e-polrovine a O € BW, je otvorena e-pol-
priamka OF celd zvonku e-polroviny BWE a teda e-bod
V, leZiaci na e-polpriamke OF neleZi v e-polrovine BWU
a teda neleZi ani na e-useCke WU. Preto je e-bod V' von-
kaj$im e-bodom e-kruZnice k. e-Body U, V a F lezia v tej
istej e-polrovine ABO a preto je ¢(<X BUA)=¢e(<X
<X BFA) > ¢(< BVA). Z e-trojuholnika VAU vyplyva
90° = e (< VAU) + e (X AVU) 4 ¢ (X AUB) > e (X
Xa)+ e(XAVU)+ e (X AVB)=¢e(x a) + £ (X P).

57. Nech W je a-bod e-priamky AC = b a U resp. V
e-stredy kruZnic BC = 3, AB = ¢ a u, v ich e-polomery.
a-Body U, V, W st oCividne navzijom rozne a naviac W
lezi medzi U a V. Keby lezal napriklad a-bod U medzi

W a V, bolo by nutme 1(<y) > 90°> A(< a) a teda
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A(X a) = A(< y) v spore s predpokladom. UvaZme teraz
reldciu

e(UV)=e(UW)+ e (VW) = u cosp + v cos ¢ =

= (u + ) cos ¢.
Kosinova veta v e-trojuholniku UBV d4 vztah

(u + v)?cos? o = u? 4 v — 2 v cos g,

o
u? 4 o?
— 2 2. 2
(cos@lr,s = i :i:(l(lu_*_—};)lzw + o) = < (@ + ) .
Druhy pripad, cosp = — 1, vedie k evidentne nemoZnému

faktu ¢ = 180° a ostdva preto

o BT 1 w—op _ 1
Tt or 2 2 (u + v)? 2°

CiZe ¢ < 60°.
Rovnost nastdva priave vtedy, ked u = v tj. A = C, lebo
e (AW) = v sinp a ¢ (CW) = u sin ¢. PretoZe je tento pri-
pad nemoZny, je ¢ < 60°, Co sme chceli dokizat.

58. Pri znadeni obrazku 19. oznaéme este u = ¢ (AU),
v=c(AV)=ecBV)w=c(UV).Z e-trojuholnika VUB

vyplyva cosl(<): /3) =cos ¢ (X BVU) = — t) sin? A (X
IB) = w . PodIa kosinovej vety ap11kovane1 na
e—troluholnik VAU obdrzime cosd (¥ a) = cose (X

2 2 __ 2
<):VAU)=u+2va G. sin? A (X a) =

v
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252 __ 2 2 __ 9p2)2
Lo (’;u;::’ “P  Pretoe 4 (& @) + 4 (&
<€ P <90° < cos[A(Xa)y+ A(<XP)] > 0« cos A(<
< a)cos A (<X f) — sin (<X a) sin (X B) > O, stadi doki-
zat posledny z uvedenych vyrokov. Zo vztahu 4 = C vy-
plyva 2 = u? + w? tj. (u® — v® 4 @?)? > 0, odkial po-
stupne obdrZime: #* — 2 #* (v — w?) 4 (v® — w?)® >
>0, wt + 2u? (02 — w?) + (02 — w?)?® > 412 (22 —
—u?), 0 > 4 u? — 4u2u® — (4 + 02 — w??, w?
(u2 + 02 _ w2)2 > (92 — wZ) [4 u24v2 — (uZ + .vﬂ —_ w2)2]’

w 2 u2_+_vz._.w2 2 v —
(?)( 2uv )> PR

2092 2 2 . 7p2\2

A O W o A (3 ) ot A (3 0)>
> sin? 1 (< B) sin® A (<X a). PretoZe je cos A (<X a) > 0aj
cos A (<X f) > 0, mdZeme rovnicu odmocnit a tym je do-
kaz prevedeny.

59. Pri oznaleni obrdzku budeme druhy a-bod e-kruZ-
nice AD oznaCovat W. Teda VW su e-diametréilne e-body
v e-kruZnici AD a preto ¢ (<X VDW) = 90°. Zrejme je
A(X 0) = ¢ (< UDV) < ¢ (< VDW) = 90°, & sme
chceli dok4zat.

60. PretoZe zo zadania vyplyva, Ze e-trojuholniky
U141, Uiy, pre i = 1,2, 3, 4, sirovnostranné a S(4,4,) =
= U;, mbZeme pre trojuholnik U,A4,U; pisat

QuP =12+ u?— 2uvcos ¢,

kde v = ¢ (U,;4g). Pre v plat ¢ (U,4;) < v < e (U,U;) +
+utiul)f3 —v<3uleboe (X Ud;Us) = 90° a teda
e (Usd;) = &2 (UsUs) — €2 (Usds).

Dostdvame
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2 — 3 u

7 Jkdeu )3 <v <3u,

cos g =

, D .
alebo po oznaéem —=2xje

S P = —5—— kdeV_<x<3

Poslednd funkcia je na intervale x > 0 rastdca, lebo sa dd
pisat ako sucet rasticich funkeii % a— %— Extrémnych
hodnét nadobuda cos tp v koncovych bodoch, preto
(32-3 32_3
0= 2V <cosp < 23——-1,
0° <@ < 90°
61. PredovSetkym je ¢ (UiUiyy) = u prrei =1,2,3,4.
_ ) - _
e(UW) = @12+ F1DuaeWd) = %]/2,

kde W je e-stred e-useCky U,U,. Podla Pytagorovej vety
je potom &% (Uy4,) = & (U, W) + &2 (WA,) = 13 42 a tiez
e(UV) =3 |2 u + u. Nakolko ¢ (U;4,) < ¢ (U 4,) <
< & (U,V) je po dosadeni 13 2 < 22 < (3 |2 + 1)2 2.
V e-trojuholniku U,A4,U, pouZijeme kosinovu vetu:

(3 V2u2=ut+ v* —2uvcos 4 (X ¢),
lebo i (X ¢) = (< U,4,U,). Oznaéme este 77:— = x. Po-
tom 18 =1+ x2—2xcos 1 (< @), kde 13 < 22 < (3|2 +
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4+ 1)2 = 19 4 6]/2. Teda &islo 4 (< ¢) méZe nadobidat
prave tie hodnoty, pre ktoré

x2 — 17
2x

Pre x > 0 je funkcia cos A (<X ¢) rastica, pretoZe sa d4 pisat
ako poloviény sucet dvoch rastiicich (na intervale x > 0)

funkeif: xa — 1—x7 Teda

cos A (X p)= ,kdel/ﬁ<x<l+3l/§-

2 13—-17  x2—17 _19+6)2—17
——= —< =1
/13 2)/13 2x 2(1+3}2)
alebo

3

2
—W <cosA(x o) <1,

teda
0 < A(x ) <1234

s presnostou na 1’.
V e-rovine neexistuje Sestuholnik s piatimi pravymi uhlami.
Utvar je l1-konvexny.

62. PretoZe p, ¢ si l-réznobezky, mdZe najviac jedma
z nich byt druhého druhu. UvaZime dva pripady: (Obr. 23).

A. je druhého druhu, tj. ¢’ 5 H a preto je bud U = H,
alebo V = H. Bez ujmy na vseobecnosti volme druhy
pripad. Potom nutne je ¢ druhého a p prvého druhu.
Ozname A (X UAR) =y, A (X HAR) = ¢, M = S (p\
PretoZe je ¢ (UM) = ¢ (AM), je tiez ¢ (x AUM) =
=¢ (< UAM) a preto ¢ = .

B. a je prvého druhu a nech p je druhého druhu.
Oznaéme N a-bod l-priamky ¢ rézny od V a dokdZeme, Ze
S(r) = N. e-Trojuholnik VAN je e-pravouhly a plata
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v fiom euklidove vety, Specidlne &* (NA) = ¢ (NU).e (NV).
Posledny vyraz je mocnostou e-bodu N ku e-kruZnici g,
preto ¢ (NA) je dotykova e-vzdialenost e-bodu N od
e-kruZnice 7. Teda e-kruZnica k, [N,e(NA)] je e-kolma na
e-kruXnicu g, Rk, a preto &, n A =r. Z e-rovnora-
menného trojuholnika ANS(q) vyplyva 1(< UAR) =
=¢e(<x ANS(q)) = ¢ (< NAS(¢)) = A (<X VAR), Co sme
chceli dokazat.

63. Bez ujmy na vSeobecnosti mdZeme predpokladat
M e h. Oznaéme P =AM n h* a uviZme dva moZné

pripady:
M = ]
2 M=P
V prvom z nich je vyraz log Eﬁp)) nezdporny a v druhom

nekladny. Rovnica ¢ = A(4X) ma potom podla (12)
v oboch pripadoch jediné rieSenie x a to:

l.e(XP) = 2°¢(AP),

2.6 (XP) = 2"C¢ (AP).

64. Ozna¢me P € p’, P = H. Podla (12) je potom

_ _ | o £(AP)
1=1(4X) = }log - (XP)
teda

& (4p) edP) _ i
log - (xpy = £ 1~ F(xp) ~ 2
Hladanid mnoZina je dvojprvkova a skladd sa z l-bodov
X, X, charakterizovanych vztahmi ¢ (AP) = 2-¢ (X,P)
a2-¢ (AP) = ¢ (X,P). Inak povedané X je e-stred e-tisec-
ky AP, A je e-stred e-uiseCky PX,.

65. Hladand l-mierka je patrnd z obrazku 25. Plat

e(AP)=2¢e(AP)=4.c(AP) = 8¢ (A.\P) = 16 £ (4.,P).
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VSeobecne ¢ (PA;) = 21 e (PA) pre lubovolné celé i, j, ak
Ay je 1-bod prlslucha)ua hodnote i na l-mierke. Dodajme,
Ze existuji dve orienticie. Zdmena A; — A charakterizuje
prechod od jednej ku druhe;.

66. RieSenie patrné z priloZzeného obrazku je zaloZené na
konstrukcii I-stredu — pozri priklad 3.

67. Obidve konStrukcie su patrné z obrizku 28. Oznac-
mePep,0Qeq,P £ H £ Q; Uresp. V je prieseCnik £*
a e-priamky AC resp. BC. Potom podla ulohy 64 existuja
prava dva rozne l-body D,, D, a prave jeden l-bod E,
pri¢om a) D, je priese¢nik e-priamok UB a g, D, je priesec-
nik e-priamok AV a g, b) Ak A leZi medzi B a P potom
E je prieseCnik e-priamok UD, a p. Dokaz tvrdenia je
jednoduchy. Z e-rovnobeZnosti e-priamok p, g vyplyva
€(CQ) : e (D,Q) = ¢ (AP) : e (BP) = & (DyQ) : ¢ (CO) =
= ¢ (EP) : ¢ (AP)avzhladom na (12) potom A (CD,) =
= A(AB) = 1(CD,) = 1 (AE), im je ddkaz prevedeny.
Dodajme, Ze v pripade e-rovnobeZnosti e-priamok 4* a AC
resp. #* a BC bude s k* e-rovnobeZna aj BD, aj ED,
resp. AD,. Nepresne povedané, a-bod U resp. V' ,,unikne
do nekonecna“.

68. Nech ¢ je l1-priamka druhého druhu idica 1-bodom
A. Nech p’ = {U, V}. PrieseCnik e-priamky UB s l-priam-
kou ¢ oznaéme C. Ak Y je I-stred 1-asecky AC (priklad 3),
potom hladané 1-body X,, X, st priese¢niky l-priamky p
s e-priamkami UY a V'Y,

69. PodTla prikladu 4 (obrazok 29) je 1 (SA) = A (SM) =
= A(SB).

70. a) Zostrojime e-kruZnicu iddcu danymi troma bodmi.
b) Nech p je 1-priamka druhého druhu idica l-bodom S.
Ak X ep,mstro;imel -bod Yeptak,Ze X = Y, 21 (XS) =
= 4(YS). V opatnom pripade vedieme l-pnamku g bod-
mi § a X (td je nume prvého druhu) a pomocou
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a-bodov U, V € ¢’ kon$truujeme I-body 4, B ako na
obrazku 30.

71. V situdcii nakreslenej na obrazku 31 je l-bod C vo-
leny tak, Ze e-priamka S,C je e-rovnobeZna s k*, S, je
e-stred kruZnice k. Ozna¢me l-priamky AC =ba BC =a
(su urcite prvého druhu) a oznaCme eSte U = S(a),

B
3 c
KN a
. g
U v
Obr. 31

V = S§(b). Potom ¢ (< US,V)=90° a preto je (<
< UCV) <90° a preto tiez A (£ ACB) = ¢ (X UCV) <
< 90°. AB je zrejme l-priemer kruZnice k.

72. Pri oznaceni ¢ (UA) = ¢ (UC)= ¢ (VC) = ¢(VB) =

~uae(WA)=e(WB)=viee (UW) = Vué—ae2(AW) -

) ,
= & (AU) + & (UW) tj. 02 = u? + -’% = % @, od-

kial v=ul/%. Dalej je cos e (X AUV) = 0; cos e (X

¢ CUP) = ]/_lé; cos e (X BWV)= —cose (X AWV) =

= ip=1: VE. PodIa (14) a znameho vztahu zg 12‘_ =

)2
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1 — cos
V 1 + 05 potom;el(AC)—|log;g__e({AUV)__

— log tg—— € (q CUV)| = |log 1 — log (J2 — 1)| =

= log (JJ2 + 1), A(AB) = |log tg%s (£ AWV) — log

1 . V341 2
tg7e(%(_BWV)I = ‘log 7z — log 75+ 1
= log (1/3——2}_1)— = log 2 + }/3) ateda 22 (4C) +

+ 22(BC) = 2 log? (/2 + 1) a tiez 22 (4AB) = log® (2 +
+ 3). Pozadovand roznost 42 (AC) + 4% (BC) # A2(A4B)

vyplyva z nerovnosti 2 Jog? (V§ +.1) <log® (2 + ]/3_),
ktoré je ekvivalentné s nerovnosfou (}/2 + 1)z < 2 +_V3-
Trpezlivym vypo&tom (binomicky rozvoj dokézeme (J/2 +

+ 1) < (2 + |/3)", odkial vzhladom na vztah |2 < %

je (J2 + nz(< )2+ 1)¥<2 + /3 ateda )2 log (J2 +
+ 1) < log (2 + |/3) &0 sme chceli dokézat.
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73. l-priamku AU oznalme p, S(p) = War n b* = Q;
obr. 33. Nech 4 je zvonka a tj. ¢ (AQ) > & (RQ). Nech T
je e-stred e-Gseky AU. Potom WT je e-vyska v e-troj-
uholniku AUW a e-trojuholniky AQU a WTU st po-
dobné, lebo (<X AQU)=e(Xx WTU)=90° a e(<
X AUQ) = ¢ (x TUW). Preto je ¢ (X UAQ) = ¢ (<X

{UWT)——l—e({ U‘WA)——I—A({ UAR) = 2. Z e
trojuholnika AQU vyplyva

_ £(4Q) _ £(40)
corg T (0Q) T = (RQ)’

odkial

d= logcotg%‘.

N

N
aq .
h

U o %

Obr. 33

Skoro rovnakym spdsobom dokiZeme tento vztah aj v pri-
pade, Ze A4 je vnitri 5 tj. € (AQ) < ¢ (RQO).

74. Situicia bola popisand v ulohe 62 (pripad A). Podla
(14) je
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zg%e({MUR)
d= A(AR) = |log -
18 5 £(X MUA)

2
2

log log cotg

s

75. Oznaéme S(r) = P, ¢ (< APR) = B,¢ (X RPU) =
= y a priesecnik e-priamok AU a PR nech je Q. PretoZe
e-priamky RQ, UQ su dotyCnice e-kruZnice g, je ¢ (RQ) =
= ¢ (QU) a teda (obr. 34)

Obr. 34
_e(QU) 1 |
8y = e(UP)  cos(B+y) cosy
lebo
e(QU) = e(RQ) = & (RP) — ¢(QP) = ¢ (AP) — £ (QP) =
¢ (UP) ¢ (UP)

~cos(Bty)  cosy
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Potom plati

Y Y
cos — — sin =
cos y 2 2
cos(B+y)= =
1 +siny —I—sm%
a preto
Y ¥
1_cos—z— sin
s L 1 sin
phty 1@y P2t )
2 14+cos(B+y) cosl—sml 2
S R 3
cos——}—sm;

diZe
w Bt
2 —] Cotg &;—_—y_.
[
2
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Podla (14), vzhlTadom na rovnost A(<x RAQ)=¢ (<
X APU) je
gL 8
A(AR) = |log b log cotg =
tg 7

log cotg % ’ .
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