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3. kapitola

MNOZINY SE DVEMA OPERACEMI

Nejvétsi dileZitost pro nds budou mit mnoZiny, v nich?

jsou definoviny dv& operace. Jednu z téchto operaci bu-
deme nazyvat s¢itdni a druhou ndsobeni.

Definice 7. Necht jsou v mnoZiné M definovany operace
® a O, které maji tyto vlastnosti:

1. Pro kaZdé [x,y] e M X Mexistue x dyeMix o
oyeM.

2. Ob& operace jsou komutativni a asociativni.

3. Operace O je distributivni vzhledem k operaci @.

Pak se operace @ nazyvd scitdni a operace © se nazyva
ndsobenf v mnoZiné M.

Neutrélni prvek s¢itdni se nazyvé nulovy proek a neutrlni
prvek nisobeni se nazyva jednotkovy proek. Inverzni prvek
séitdni se jmenuje opaény prvek a inverzni prvek ndsobeni
se jmenuje pfevrdceny proek.

MnoZina M, v ni? je definovino séitini a ndsobeni, se
nazyvé polookruh.

Pro takto definované operace jsme zavedli symboly @
a O, aby nidm to pfipominalo b&Zné uZivané symboly + a .
pro s¢itdni a ndsobeni &isel. Uvedené operace viak nemusi
mit se s¢itdnim a nidsobenim &isel nic spoledného.

Polookruh miiZe byt grupou vzhledem k séitini ®, miZe
byt také grupou vzhledem k ndsobeni ©, ale nemus{ tomu
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tak byt, protoZe nemusi obsahovat ani nulovy prvek, ani
jednotkovy prvek a také ke kaZdému prvku polookruhu
nemusi existovat ani opalny prvek, ani pievriceny prvek.
O existenci t&chto prvki se v definici 7 nic nepfedpoklada.
PoZadavky uvedené v definici 7 miiZeme rozepsat takto:
Pro kazdé x € M, pro kazdé y € M a pro kazdé z e M je

xDy=y®x X0y =y0x
xdyoz=xd(ye@z), x0Yoz=x0(yO02),
x®yoz=(x02®(yo2).

Pro uplnost miZeme poznamenat, %e se v n&kterjch
knihdch komutativnost a asociativnost ndsobeni nepfed-
pokldda a pak se polookruh, v némz je ndsobeni komuta-
tivni, oznauje nizvem komutativni polookruh a polo-
okruh, v ném?Z je ndsobeni asociativni, ndzvem asociativni
polookruh. My se viak budeme zabyvat pouze polookruhy,
které jsou komutativni a asociativni, a nebudeme si proto
zbyteén& komplikovat nazvoslovi.

PFiklad 12. Mnozina N, viech pfirozenych &isel (vEetné
nuly) s obylejnym sCitdnim a ndsobenim, jak je zniame ze
$koly, je polookruh, nebot ke kazdé dvojici [x, y] € Ny X N,
jsou definovina &isla x 4 y € Ng, xy € N, a pro libovolna
&isla x, y, 2 mnoZiny N, je

xt+y=y+% Xy = yx,
xt+ty+z=x++2), (z==xy2),
(x + )z = xz + y=.

Nulovym prvkem je tu &islo 0 a jednotkovym prvkem je
Cislo 1, nebot pro kazdé x € N, je

x+0=0+x=x,x.1=1.x=2x.
Opatny prvek existuje pouze k &islu 0 a je )i.m zase Cislo 0;
pfevriceny prvek existuje pouze k &islu 1 a je jim zase
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islo 1. Také mnoZina N vSech pfirozenych &isel (bez
nuly) je polookruh. Ten viak nemd nulovy prvek; jednot-
kovym prvkem je opét Cislo 1. Rovn&Z mnoZina S vSech
sudych ptirozenych ¢isel (bez nuly) je polookruh; v ném
viak neexistuje ani nulovy, ani jednotkovy prvek. Také
mnoZina C viech celych &isel, mnoZina Q viech racionil-
nich &isel, mnoZina R viech redlnych &isel a mnoZina K
viech komplexnich ¢&isel jsou polookruhy. Ve vSech t&chto
polookruzich je nulovym prvkem ¢&islo 0 a jednotkovym
prvkem dislo 1.

Ukéazeme si jesté dva piiklady polookruhii, v nichZ jsou
operace @ a O definoviny jinak neZ obvykle.

Pfiklad 13. BudiZ L mnoZina vSech lichych kladnych
Cisel. V mnoZiné¢ L budeme definovat operace @ a ©
takto:

tdy=x+y+1, xoy=3(x+1D(»+4+1)—L
Méme ukdzat, Ze mnoZina L s takto definovanym s¢itdnim
a nisobenim je polookruh.

Ke kazdé dvojici [x, y] e L x L pkislusi ¢&isla x @ y,
x Oy, kterd patfi také do L. To je zfejmé, nebot soucet
x + ydvoulichych &isel jesudélisloa x @y =x+y + 1
je tedy liché &islo; Cisla x + 1, ¥ + 1 jsou obé& sud4, jejich
soulin je ndsobek &tyf a polovina tohoto souinu je nédso-
bek dvou, takZe &islo xoy=3(x+ 1Dy +1)—1 je
liché. Jsou-li dile Cisla x, y kladnd, jsou i &isla x @y,
x O y kladna a patfi tedy do L.

Operace @ a © maji i dal$i vlastnosti uvedené v de-
finici 7.

a) Komutativnost: Plati

x@y=x+y+1, yox=y+x+ 1.

Odtud vsak je vid&t, Ze pro kazdd dve Cisla x, y mnoZiny L
jex ®y =y @ x. Podobné
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x0y=4x+DH+D-1
yox=3(Qy+DEx+1—1,
takZe pro kazd4 dv& &isla x, y mnoZinyL jex 0y =y 0 x.
b) Asociativnost: Plati
oy)oz=+y+D+2z+1,
x@(y@)=x+@+z+1)+1,
takZe pro ka%da tfi &isla x, y, zmnoZiny L je (x @ y) @ 2 =
= x @ (y @ 2). Podobn¢
xoyoz=(3+DH+D-1+1E+1) -1,
x0(02)=3C+DE@+DE+D-1+1)—1

a odtud po velmi snadné dpravé vyplyva, Ze pro kazd
tfi ¢isla x, y, z mnoZiny Lje (x 0 y)0 2 =x0(y© 2).
¢) Distributivnost operace © vzhledem k operaci @:

Plati xey)oz=3@x+y+1+D@E+1)—-1,
(xo02)0(yo2)=3x+DE+1)~1+
+3+DE+1)—-1+1L

Lehko ovéfime, Ze obé tato {isla jsou si rovna, takZe pro
ka%d4 tfi &isla x, y, z mnoZiny L je (x @ y) 0 z =
=xo2®(yo 2).

Je tedy vskutku operace @ scitdni a operace © nasobeni
v mnoziné L. Podle nasi definice je tedy napf. 3 ® 5 =9,
565=1,305=11,505=17atd.

Nulovy prvek v polookruhu L neexistuje, nebot ne-
existuje takové n € L, aby pro vieckax e Lbylox @ n = x,

cili x+n+1=x

Jednotkovym prvkem polookruhu L je &islo 1, nebot pod-
minku x © n = x, neboli

1+ D+ —-1=uy
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miZeme upravit na tvar
x4+ 1Dn-—-1)=0,
coZ plati pro » = 1 a pro kaZdé x € L.

MozZn4, %e by &tendfe zajimalo, jaky rozumny smysl
miZeme dit operacim @ a © v mnoZin€ L. PonévadZ je
&islo 1 jednotkovy prvek polookruhu L, hraje &islo 1 v polo-
okruhu L tutéZ dlohu jako ¢&islo 1 v polookruhu N viech
pfirozenych ¢&isel (bez nuly). Pon&vad: dile 1 @1 =
=1+ 1+ 1= 3, m4d &slo 3 v polookruhu L tutéZ dlohu
jako ¢islo 1 + 1 = 2 v polookruhu N. Z toho, Z2e 3 ® 1 =
= 341+ 1 =5, soudime, Ze &islu 5 € L odpovida &islo
2 + 1 =3 e N atd. Matematickou indukci se d4 dokézat,
Ze kazdé &islo x = 2u — 1 € L odpovida &islu € N. Ob-
dobné &isloy = 2v — 1 € L odpovid4 &islu v € N. Pak také
&islo

x@y=x+y+1=2u—-14+20—-14+1=
=2m+v)—1lel
odpovidd &islu u + o € N a ¢&islo
x0y=3x+ D+ D-1=
=3Q2u—14+1DRvo—14+1)—1=2uw—1€l

odpovid4 &slu uv € N. MnoZina L tedy vznikne z mnoZiny
N pouhym pfejmenovénim prvki: misto # € N piSeme
2u — 1 € L. Ob& mnoZiny se li§{ pouze oznaCenim svych
prvki. Kdyby se byl historicky vyvoj matematiky odehral
tak, %e by se k zapisovani pfirozenych &isel uZivalo pouze
znaki, jimiz dnes zapisujeme prvky mnoZiny L, museli
bychom pocitat podle pravidel platnych v polookruhu L.
Pak by vypolty 3@5=9, 5@5=11, 305= 11,
50 5= 17 znamenaly toté% jako nase obvyklé vypolty
24+3=5,3+3=6,2.3=6, 3.3 =9 atd. Nahléd-
neme to napfiklad z tabulky
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N 1,2]34ls5]| 6| 7| 8] 9|10]...

L 11 3|5|7(9[11]13/15{17|19]...

v niZ jsou pod sebou uvedeny ty prvky mnoZin N a L,
které si navzijem odpovidaji. Podle ni miZeme kaZdy vy-
pocet v mnoZiné N ,,pfeloZit do mnoZiny L tak, Ze prvky
mnozZiny N nahradime odpovidajicimi prvky mnoZiny L
a operace + a . v mnoZiné N operacemi ® a © v mnoZiné&
L. M4 tedy vypolet 2 + 3 = 5 v mnoZiné N tyZ vyznam
jako vypocet 3 ® 5 = 9 v mnoZiné L apod.

Umluva. V daldim textu budeme zapisovat s&itdni v po-
lookruhu M znakem + a nidsobeni znakem . (popf. budeme
znak ndsobeni viibec vynechdvat). Nulovy prvek budeme
oznaCovat znakem 0 a jednotkovy prvek znakem 1. Opalny
prvek k prvku a budeme oznafovat — a a pfevraceny prvek
k prvku a budeme oznacovat a-1.

Tohoto oznafeni budeme uZivat i tehdy, nebude-li mit
s¢itdni a ndsobeni v polookruhu M nic spoleéného se sitd-
nim a ndsobenim &isel. Kdyby vSak mohlo nastat nedoro-
zuméni, vratime se k dosavadnim znakim @ a ©.

PFiklad 14. Budiz M mnoZina sklddajici se z prvki 0, 1,
tj. M= {0,1}. V mnoZiné¢ M budeme definovat s¢itdni
a nisobeni takto:

04+0=0,0+1=1+0=14+1=1,
0.0=0.1=1.0=0,1.1=1.
Abychom mohli tvrdit, Ze mnoZina M s takto definovanym
s¢itdnim a ndsobenim je polookruh, musime ovéfit, Ze jsou
splnény viecky poZadavky z definice 7.
Oba vykony jsou definoviny pro viecky dvojice [x,
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y] € M x M, jak je patrné z jejich zavedeni. Také komuta-
tivnost sCitdnf i nidsobeni odtud bezprostfedn& vyplyva.
Asociativnost téchto operaci ovéfime tak, Ze vy3etfime
postupné viecky piipady, které mohou nastat:

0+0)+0=04+0=0,0+0+0)=0+0=0,
0+0+1=0+1=1,0+(0+1)=0+1=1,
0O+1)+0=1+0=L0+(1+0)=0+1=1,
14+0+0=140=1,140+0=1+0=1,
O+N+1=14+1=1,04+(1+1)=0+4+1=1,
14+0+1=14+1=1L14+0+1)=14+1=1,
14+D+0=14+0=1141+0=14+1=1,
I+D+1=14+1=L14+(0+D=14+1=1
Obdobné bychom ovéFili i asociativnost nasobeni. JeSte je
tfeba ukdzat, Ze ndsobeni je distributivni vzhledemke s¢i t:in i:
0+ 0).0=0.0=0, 0.0+00=0+0=0,
(04+0).1=0.1=0, 0.1+-0.1=04+0=0,
0+ 1).0=1.0=0, 0.0+1.0=0+0=0,
(14+0.0=1.0=0, 1.04+0.0=0+0=0,
oO+D.1=1.1=1, 0.1+1.1=0+4+1=1,
14+0.1=1.1=1, 1.140.1=14+0=1,
1+ 1.0=1.0=0, 1.041.0=04+0=0,
Qd4+1).1=1.1=1], 1.14+1.1=141=1L

Uvedeny postup jsme mohli ponékud zkritit, nebot tu
jde o komutativni operace a neni tfeba znovu provadét
vypolty, které vzniknou pouhou zdménou prvki; tspora
takto vznikld viak je jen nepatrnd. To tedy znamend, Ze
mnozina M je opravdu polookruh, v némZ je operace
séitdni a operace . niasobeni. (Bylo by moZné také ukazat,
%e v polookruhu M je s€itini distributivni vzhledem k niso-
beni, ale to nds v tomto okamZ¥iku nezajim4.)
Prvek 0 je nulovym prvkem polookruhu M, nebot

0+0=0,1+0=04+1=1,
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a prvek 1 je jeho jednotkovym prvkem, protoZe
0.1=10=0,1.1=1

Opaény prvek existuje pouze k prvku 0 a timto opanym
prvkem je zase prvek 0, nebot 0 4+ 0 = 0, takZe — 0 = 0.
Pfevriceny prvek existuje pouze k prvku 1 a timto pfevra-
cenym prvkem je zase prvek 1, nebof 1.1 = 1, takZe
1-1 = 1. K prvku 1 neexistuje opaény prvek a k prvku 0
neexistuje pfevriceny prvek, protoZe neexistuje Zidné
x € M tak, aby 1 4 x = 0, popf. 0.x = 1.

Ctendf se asi ptd, jaky smysl ma toto podivné poitni.
Oznalme Z né&jakou mnoZinu vyroku (pravdivych i ne-
pravdivych), kterd ma tu vlastnost, e ke kazdym dv&ma
vyrokim A, B z mnoZiny Z patfi do Z i jejich alternativa
A nebo B a konjunkce A a ziroveii B. MnoZinu Z mi-
%eme rozloZit do dvou tfid: do jedné, kterou oznalime
symbolem 0, zaFadime vSecky nepravdivé vyroky z mnoZiny
Z a do druhé, kterou oznaime symbolem 1, zafadime
viecky pravdivé vyroky z mnoZiny Z. Oznalme ddle
M = {0, 1}. Patfi-li vyrok A do tfidy xe™M a vyrok B
do tfidy y € M, patfi vyrok A nebo B do tfidy x +-y e M
a vyrok A a zéroveii B do tfidy xy € M. Uvedené definice
s¢itdni a ndsobeni v mnoZiné M nejsou nic jiného neZ
pravidla zndma4 z logiky:

Jsou-li dva vyroky nepravdivé, je i jejich
alternativa nepravdivi,
je-li aspoii jeden ze dvou vyrokii pravdivy,
je jejich alternativa pravdiva;
je-li asponi jeden ze dvou vyroku nepravdivy,
je jejich konjunkce nepravdiva,
jsou-li dva vyroky pravdivé, je jejich konjunkce pravdiva.

Zavedené politini nim dovoluje zcela mechanicky roz-
hodnout o pravdivosti &i nepravdivosti kaZdého vyroku zce-
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la libovolné sloZeného z alternativy a konjunkce vyroki.

UkaZme si to na této tloze: Jednoho cestovatele zajali
divo$i a uvéznili ho v mistnosti se dvéma vychody pod
dozorem dvou straZcl. NaCelnik kmene fekl zajatci: ,,Jeden
vychod vede na svobodu a druhy na smrt. Tvoji striZci
védi, kam ktery vychod vede, a miZes se jich na to zeptat.
Smi viak poloZit jen jedinou otdzku a jen jedinému z nich
a nesmi§ se ptat, co by fekl ten druhy. Ale upozoriuji t&,
Ze jeden ze striZct mluvi vidycky pravdu a druhy stile
1Ze.* Cestovatel chvili pfemyslel, pak vyslovil otidzku a na
zakladé odpovédi, kterou dostal, spolehliv& rozhodl, ktery
vychod vede na svobodu. Jak znéla ta otizka?

VZijme se do situace ubohého cestovatele. Zajima ho
pravdivost dvou vyrokii:

A: Tento vychod vede na svobodu.

B: Ty mluvi§ pravdu.
Z téchto vyrokii musi sestavit takovy sloZeny vyrok X,
aby kladnd odpovéd na otizku: ,,Je pravda, Ze X ?“ zna-
menala, %e vyrok A je pravdivy, a aby zdpornd odpovéd
znamenala, Ze vyTok A je nepravdivy, a to bez ohledu na
pravdivost ¢i nepravdivost vyroku B. Sestavi-li vSecky
moZnosti, které mohou nastat, do pfehledné tabulky,
dostane:

A B | X* X
1 1 1 1

o | o
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Ve sloupcich oznacenych A, B jsou zapsiny pravdivostni
tfidy, do nichZ patfi vyroky A, B, ve sloupci oznaeném
X* je uvedena odpovéd, kterou cestovatel dostane (znak 1
znadi ,,ano0“, znak 0 znadi ,,ne“) a ve sloupci nadepsaném
X je uvedena skuteénd pravdivostni tfida, do niZ patii
vyrok X. Kromé vyrokd A, B zavedeme je§t& dva dalsi
vyroky, které jsou jejich negacemi:

A’: Tento vychod vede na smrt.
B': Ty lzes.
Potom tloze vyhovuje tento vyrok X:
(A a zdrovei B) nebo (A’ a zirovei B').

Oznadime-li pravdivostni ttidy vyroka A, B, A’, B, X
po fadg pismeny aq, b, o', b, x, pak
x=ab+ a'b';

pfitom pro a=1 je a’ =0, pro a =0 je a’' = 1, pro
b=1jed = 0aprob=0jed = 1. Lehko se pfesvéd-
¢ime, Ze takto vypodtena tfida x splfiuje podminky vyjadfe-
né vyse uvedenou tabulkou. Otdzka, kterou cestovatel po-
loZi, zni tedy takto: ,,Je pravda, Ze tento vychod vede na
svobodu a ty pfitom mluvi3 pravdu nebo Ze vede na smrt
a ty pfitom lZe§ >‘*)

Podle véty 1 existuje v ka?dém polookruhu M nejvyse
jeden nulovy prvek 0 a podle véty 2 existuje ke kazdému
prvku a € M nejvyse jeden opaény prvek — a € M. Mezi
viemi polookruhy jsou nejdilezitéjsi takové, v nichZ existu-

*) Podminku, Ze se nesmi ptit Ziddného ze striZci na to, co by
fekl druhy strdZce, polozil na&elnik cestovateli proto, aby mu zabrénil
polozit otdzku: ,,Co by mi odpovédél tvidj kamaridd, kdybych se ho
zeptal, vede-li tento vychod na svobodu?*‘ Odpovéd na tuto otdzku
totiZ vyjadfuje negaci skuteéného stavu bez ohledu na to, kterému
straZci byla poloZena, nebot jeden z nich — lhostejno ktery — mluvi
pravdu a druhy lZe.
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je pravé jeden nulovy prvek a v nich? ke kaZdému prvku
existuje pravé jeden opalny prvek, tj. polookruhy, které
jsou vzhledem ke s¢itdni (komutativnimi) grupami.

Definice 8. Polookruh M, ktery je (komutativni) grupou
vzhledem k séitdni, se nazyva okruh. Tato grupa se jme-
nuje aditivni grupa okruhu M.

Podle véty 3 existuje ke kazdym dvéma prvkim a, b
okruhu M privé jeden prvek x € M, pro ktery plati

a+x=5b
a v disledku komutativnosti s¢itdni také x + a = b. Tento
prvek miZeme podle téZze véty vyjadfit v tvaru
x=b+(—a),
kde — a je opaény prvek k prvku a. '

Definice 9. Prvek x, pro ktery plati
a+ x=2b,
oznafujeme nizvem rozdil prvku b, a (v tomto pofidku)
a pifeme x=b—a.

Operace, kterd k prvkiim b, a mnoZiny M pfifazuje nej-
vy3e jeden rozdil b — a € M, nazyva se odéitdnd.

Z véty 3 tedy vyplyvd, Ze ke kaZdym dvéma prvkim b, a
okruhu M existuje jediny rozdil 6 — a e M a Ze

b—a=b+(— a),
takZe rozdil prvki b,  miZeme nahradit souétem prvku b
a opa¢ného prvku — a. Je-li b = 0, plyne odtud
0—a=04+(—a)= —a;
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miZeme tedy opaény prvek — a povaZovat za rozdil 0 — a.
Je-li b = a, pak
a—a=a+(—a)=0;
rozdilem dvou sobé rovnych prvki tedy je nulovy prvek 0.
Na zdklad¢ v&ty 4 miZeme Fici toto: Existuje-li ke kaz-
dym dv&ma prvkim b, a polookruhu M irozdilb —a e M,
péa-;t1 polookruh M je okruh tj. je to grupa vzhledem k s&in
JestliZe polookruh neni okruh, miZe se stt, Ze k n&kte-
rym jeho prvkam &, ¢ rozdil & — a neexistuje, popf. neni
urlen jednoznalné.

Priklad 15. MnoZina C vSech celych &isel je okruh, nebot
ke kazdym dv€ma jeho prvkum b, a existuje rozdil b —
— a € C. Tento rozdil je jediny a plati

b—a=0b+4 (—a).

Obdobné tvrzeni miZeme vyslovit i 0 mnoZin& Q vsech
raciondlnich ¢&isel, o mnoZin€ R vSech redlnych (isel
i o mnoZing K viech komplexnich &isel. Naproti tomu
mnoZina N, vSech pfirozenjch &isel (vEemé nuly) neni
okruh a v ném existuje rozdil b — a pouze tehdy, je-li
b 2 a, ale v piipad€ b < a rozdil b — a neexistuje. Ani
mnozina M = {0, 1} z piikladu 14 neni okruh; je sice
0—0=0,1—0=1, ale rozdil 0 — 1 neexistuje, pro-
toZe neexistuje %4dné x € M, pro které by bylo 1 + x = 0,
a rozdil 1 — 1 neni v mnoZiné M urlen jednozna¢ng, pro-
toZe podminku 1 + x = 1| spliuje x = 0ix = 1.

Vé&ta 5. Pro kady prvek x okruhu M plati
0.x=0; )
pfitom 0 je nulovy prvek okruhu M.
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Dikaz. Zvolme né&ktery prvek a € M. Podle definice
nulového prvku je
a+0=a

Odtud na zikladé¢ distributivnosti ndsobeni vzhledem
k sditdni vyplyvé, Ze pro kazdé x e M je

ax =(a+ 0)x =ax + 0.x,
O.x=ax —ax=0.

To tedy znamend, Ze souin dvou prvka okruhu M,
z nichZ aspon jeden je nulovy, je roven tomuto nulovému
prvku. Nesmime se viak nechat svést k ukvapenému zivéru,
Ze také obricené z rovnosti

xy=20

vyplyvd, Ze musi byt bud x = 0, nebo y = 0. Existuji
okruhy, v nichZ xy = 0 pfesto, Ze x # 0 i y # 0. DHve
viak, nez uvedeme ptiklad takového okruhu, vyslovime
definici:

takze

Definice 10. Prvky x # 0, y # 0, pro né% je
xy =0,
nazyvaji se délitelé nuly.

PFiklad 16. Budiz C mnoZina viech celych &iselam > 1
pfirozené ¢{islo, které budeme nazyvat modul. Délime-li
libovolné ¢islo x € C modulem m, dostaneme netplny
podil ¢ a zbytek r, pfiCemZ

x=mqg+nr,0=r<m,
kde g, r jsou &isla z mnoZiny C. Uvedenymi podminkami
jsou Cisla ¢, r stanovena jednoznatné. VSech moZnych
zbytki je celkem m; jsou to &isla

0,1,2,3,...,m-- 1
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V8ecka celd (isla, kterd pfi déleni modulem m dévaji tyZ
zbytek r, tvofi mnoZinu, kterou budeme nazyvat zbytkovd
t¥{da podle modulu m. Viech zbytkovych tiid podle modulu
m je pravé tolik, kolik je riznych zbytki, tj. m, a kazdé
celé Cislo patfi pravé do jedné z nich. Zbytkovou tfidu,
do niZ patfi Cislo x, budeme oznalovat {x}; tento symbol
znamena mnoZinu vSech celych Cisel, ktera pfi déleni
modulem m davaji tyZ zbytek jako Cislo x. Dava-li ¢islo
x pti dé€leni modulem m zbytek r, pak Cisla x,, x, patfi do
tridy {x} pravé tehdy, existuji-li takova cela Cisla g¢,, ¢s,

xy=mq +71, %, =mq, + 1,
a to nastane pravé tehdy, kdy2

X, — X = m(gy — gs) = mq,
kde ¢ je celé é&islo, ¢ili kdyZ je jejich rozdil nisobkem
modulu m.

Vezmeme-li nyni dvé zbytkové tiidy {x}, {y} a zvolime-li
libovolnd ¢isla x, € {x}, x, € {x}, y, €{¥}, ¥, €{y}, pak
podle toho, co uZ vime, jsou rozdily x; — x5, ¥; — ¥, Da-
sobky modulu m, tj.

Xy — Xy =mg, y1 — Y, = mq’,
kde g, ¢’ jsou vhodna cel4 &isla. Odtud vychazi
(1 +31) — (X2 +32) = (01— %) + (5 —32) =
=mq+mq =m(q+ ¢
tak¥e &isla x, + y,, x, + y, patii také do téZe zbytkové
tfidy podle modulu m. Podobné dostaneme
=) — (e =)= (01— %) — ()1 — ) =
=mg—mq =mq— q)
a proto i &isla x, — y,, x, — ¥, patfi do téZe zbytkové tfidy
podle modulu 7. A kone¢né
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X1 — %Yy = (%) — Xy + X1 — y2) =
= mgy, + xymq’ = m(qy, + ¢'%s),
a to znamend, Ze Cisla x,y,, x,y, patfi rovné&z do téZe zbyt-
kové tfidy podle modulu m.

Odtud plyne: Zvolime-li zbytkové t¥idy {x}, {y} a vy-
bereme-li zcela libovolné v kazdé z téchto tfid po jednom
Cisle, pak zbytkové tfidy, do nichZ patfi soucdet, rozdil
a soufin téchto vybranych ¢isel, zavisi jen na volb& zbyt-
kovych tfid {x}, {y} a nezdvisi na tom, kterd &isla z tfid
{x}, { y} jsme zvolili k vypoltu. Soulty x; + y;, x2 + »
patfi oviem do téZe tfidy jako soudet x + y, tj. do tfidy
{x + y}, a podobni tvrzeni plati i o rozdilu a soudinu.

To ndm umoZni definovat v mnoZin& C, viech zbyt-
kovych tfid podle modulu m operace takto:

{2} + {3} = {x+} {x} {3} = {x -y} {x} {3} = {}-
MutZeme Fici, Ze soultem zbytkovych tfid {x}, {y} podle
modulu 7 rozumime tu zbytkovou tfidu podle modulu m,
do niZ patfi souCet x + y, a podobné maZeme interpretovat
1 dalsi napsané definice operaci. S&itdni a ndsobeni t¥fid ma
vlastnosti poZadované v definici 7, jak se d4 snadno ovéfit.
To tedy znamend, Ze¢ mnoZina C, s uvedenym scitdnim
a nasobenim je polookruh. PonévadZ dile ke kazdym dvéma
zbytkovym tfidim podle modulu m existuje i jejich rozdil,
je mnoZina C, s uvedenymi operacemi dokonce okruh;
fikdme mu okruh zbytkovych tiid podle modulu m.
Nulovym prvkem je tfida {0}, nebot pro kazdou tfidu

b je () + {0} = {x + 0) = {x).
Viimnéme si nyni dé&liteld nuly, tj. ptejme se, za jakych
podminek miZe v okruhu C,, byt

{x} {3} = {0}

To lze pfepsat v tvaru

{xy} = {0},
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ktery ik, Ze &islo xy musi patfit do t¥idy {0}, tj. musi ddvat
pti déleni modulem m zbytek 0 a musi tedy byt ndsobkem
modulu m, takZe xy = myq,

kde ¢ je vhodné celé &islo. Mohou nastat dva pfipady:

a) Je-li m prvocislo, pak aspofi jedno z &isel x, y musi byt
nasobkem disla m,*) a to znamend, Ze bud {x} = {0}, nebo
{y} = {0}.V okruhu zbytkovych t¥id podle prvociselného
modulu tedy neexistuji délitelé nuly.

b) Je-li viak m sloZené d&islo, tj. je-li m = mym,, kde
1<m <my 1 <my, <m, miZe se stit, Zze Cislo x je
nisobkem ¢isla m; a &islo y ndsobkem é&isla m, a 24dné
z nich neni nisobkem modulu m. Pak {x} + {0}, {y} + {0},
a pfitom {x} {y} = {0}, takZe ob¢ tfidy jsou déliteli nuly.

Okruh C, zbytkovych t¥id podle modulu 2 obsahuje dvé
tfHdy {0}, {1}. T¥idu {0} tvofi viecka sud4 &isla a tfidu
{1} vSecka lich4 Cisla. S&itini a ndsobeni v okruhu C, je
definovéno takto:

{0} + {0} = {0}, {0} + {1} = {1} + {0} = {1},
{1} + {1} = {0},
{040} = {OK1} = {1}{0} = {0}, {1}{1} = {1}
Tyto rovnosti oviem neznamenaji nic jiného neZ znima
pravidla: Soucet dvou sudych d&isel je sudé &islo, soucet
dvou disel, z nichZ jedno je sudé a druhé liché, je liché
Cislo atd. Pon&vad? je &islo 2 prvodislo, neexistuji v okruhu
C, délitelé nuly. Prvek {0} je nulovym prvkem a prvek
{1} jednotkovym prvkem okruhu C,, takZe — {0} =
= {0}, — {1} = {1}, {1}7* = {1}, ale pfevriceny prvek
k prvku {0} neexistuje.

*) PouZivime tu zniamé véty: je-li soudin xy dvou celych &sel
nésobkem prvodisla m, pak aspoil jedno z &sel x, y je ndsobkem prvo-
&sla m, tj. bud x = mgq,, nebo y = mg,, kde ¢;, q, jsou celd dsla.

44



UkdZeme jesté ptklad okruhu C, zbytkovych tfid podie
modulu 6. Tento okruh m4 3est prvkd, jejichZ s¢itini a na-

sobeni je ddno ndsledujicimi tabulkami.

{x} + {3}

N
{x}Qf

{0}

{1

{2

{3}

{4

{5}

{0}

{0}

{1}

{2

3

{4}

{5}

{1}

{1}

{2}

{3}

{4}

{5}

{0}

{2}

{2

{3}

{4

{3}

{0}

{1}

{3}

{3}

{4

{5}

{0}

{1}

{2}

{4}

{4}

{5}

{0}

{1}

{2}

3}

{5}

{5}

{0}

{1}

{2

{3}

{4}

{x} {y}

7

{0}

{1}

{2}

{3}

4

{5}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{1}

{0}

{1}

{2}

3}

{4}

{5}

2

{0}

{2

{4}

{0}

{2

{4}

{3}

{0}

{3}

{0}

{3}

{0}

{3}

{4}

{0}

{4}

{2}

{0}

4}

2

{5}

{0}

{5}

{4}

{3

2

{1
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Odtud je vidét, 2e v okruhu C, zbytkovych tfd podle
modulu 6 je {2} {3} = {0}, {3} {4} {0}, takZe tHdy {2},
{3}, {4} jsou délitelé nuly v tomto okruhu. Také v okruhu
Cq je prvek {0} nulovym prvkem a prvek {1} jednotkovym
prvkem; proto — {0} = {0}, — {1} = {5}, — {2} = {4},
- {3} =03 — {4 =1{2, - 5} = {1, 1) = {1y,
{5} = {5} a pfevricené prvky k prvkam {0}, {2}, {3}, {4}
neexistuji. Z toho je vidét, Ze v okruhu miZe podminku
a = — g spliiovat i jiny prvek neZ nulovy a podminku
a = a~' i jiny prvek neZ jednotkovy.

P¥iklad 17. Mame zjistit, pro ktera celd Cisla » je islo
3n% 4 2n + 7 niasobkem péti. Ulohu miizeme formulovat
tak, Ze se ptame, je-li moZné, aby Cislo 3n? 4 2n 4 7 pattilo
do zbytkové tfidy {0} podle modulu 5, ¢ili aby {3n* +
+ 2n 4+ 7} = {0}. Podle pravidel o poéitini v okruhu C;
zbytkovych tfid podle modulu 5 je

{(3n* + 2n + T} = 3} {n}* + (2} {n} + {2}.
Dosadime-li sem za {n} postupné viecky zbytkové tfidy
podle modulu 5, dostaneme

{3}{0}* + {2} {0} + {2} = {0} + {0} + {2} = {2},

{3H{1}2 + {2} {1} + {2} = {3} + {2} + {2} = {2},

{3}{2)> + {2} {2} + {2} = {2} + {4} + {2} = {3},

{3} {3} + {2} {3} + {2} = {2} + {1} + {2} = {0},

B+ 8 +{2=03+ {3+ {2} =3}
Odtud je vidét, Ze ulohu Fesi viecka celd &isla n € {3}, tj.
viecka Cisla n = 5k + 3, kde k& je celé &islo.

Pfiklad 8. Znali-li pismeno 7n libovolné celé (Cislo,
mime dokazat, Ze z Cisel #3 — 1, n3, n® + 1 je privé jedno
nisobkem sedmi. Budeme vySetfovat, do které zbytkové
thidy podle modulu 7 patf ¢&isla 72 — 1, #3% »® + 1.
Ponévad#

{m*— 1} = {n3 - {1}, (n®} = (n}3, (B® + 1} = (n}® + {1},
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stall za {n} brit postupné viecky zbytkové tHdy podle
modulu 7:

{0}3 = {0}, {0}° — {1} = {6}, {0}> + {1} = {1},
13 = {1}, {1}* — {1} = {0}, {1}* + {1} = {2},
{21 = {1}, {21* — {1} = {0}, {2}* 4 {1} = {2},
{312 = {6}, {3)° — {1} = {5}, {31* + {1} = {0},
{412 = {1 },{ 22— {1l = {0, {4 + {1} = {2

1>
{512 = {6}, {5} — {1} = {5}, {5} + {1} = {0},
16} = {6}, {6}° — {1} = {5}, {6}* + {1} = {o}.

Patfi-li tedy cislo » do zbytkové tiidy {0}, je &islo #2 na-
sobkem sedmi; patfi-li &islo n do n&které ze zbytkovych
tiid {1}, {2}, {4}, je Cislo »* — 1 ndsobkem sedmi; patfi-li
Cislo 7 do nékteré ze zbytkovych td {3}, {5}, {6}, je Cislo
n® + 1 ndsobkem sedmi.

Definice Il. Okruh, v némZ neexistuji délitelé nuly, se
nazyva obor integrity.

PFiklad 19. MnoZina C vSech celych &isel, mnoZina Q
viech raciondlnich Cisel, mnoZina R v3ech redlnych &isel
i mnoZina K v3ech komplexnich &isel jsou obory integrity,
nebot jsou to okruhy, v nichZ je podminka xy = 0 splnéna
jen tehdy, kdyZ bud x = 0, nebo y = 0. MnoZina S viech
sudych ¢isel (kladnych, zépornych i nuly) je rovnéZ obor
integrity. Také kaZdy okruh C, zbytkovych tfid podle
prvodiselného modulu p je obor integrity. Oborem integrity
neni napfiklad mnoZina N, viech pfirozenych &isel (vietné
nuly), nebot to neni okruh, nebo okruh C, zbytkovych
tfid podle sloZzeného modulu m, nebot v ném existuji déli-
telé nuly.

V oboru integrity plati tato véta:
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Vé&ta 6. Jsou-li x, y prvky oboru integrity a je-li ¢ £ 0,
pak z rovnosti

vyplyva rovnost

Dukaz. Rovnost ax = gy muZeme pfepsat v tvaru
ax — ay = 0 a tu zase podle cvi. 22¢) na str. 52 v tvaru
a (x — y) = 0. Ponévadz jde o obor integrity, v némZ ne-
existuji délitelé nuly, a ponévadZ podle predpokladu je
a # 0, musi byt x — y == 0, &li x = y.

Véta 6 neplati v okruhu, ktery neni oborem integrity,
nebot tam se miZe stt, Ze prvek a je délitelem nuly, a pak
miZe byta (x —y) =0,1i kdyZx — y # 0.

Vétu 6 Casto formulujeme v tvaru: V oboru integrity lze
rovoost ,kritit“ nenulovyim prvkem tohoto oboru in-
tegrity.

Vratme se vSak zase k polookruhtim. Podle véty 1 existuje
v ka¥dém polookruhu M nejvyse jeden jednotkovy prvek 1
a podle véty 2 existuje ke kaZdému a € M nejvyse jeden
pfevriceny prvek a—! € M. ZvliStmi pozornost si zasluhuji
polookruhy, v nichZ existuje pravé jeden jednotkovy prvek
a v nichZ ke kazdému nenulovému prvku existuje pravé
jeden pfevriceny prvek, tj. polookruhy, jejichZ nenulové
prvky tvofi vzhledem k nisobeni (komutativni) grupu.
Ptitom oviem do pojmu polookruhu zahrnujeme i okruhy.

Definice 12. Tvofi-li vSecky nenulové prvky polo-
okruhu M (komutativni) grupu M’ vzhledem k nésobeni,
nazyvé se tato grupa multiplikativni grupa polookruhu M.
Okruh, jehoZ nenulové prvky tvo¥ multiplikativni grupu,
nazyva se téleso.
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Multiplikativni grupu polookruhu M budeme oznalovat
M’
Podle véty 3 existuje ke ka’dym dvéma prvkim a, b

multiplikativni grupy M’ polookruhu M pravé jeden prvek
x € M', pro ktery plati

ax =b
a v disledku komutativnosti nisobeni také

xa =b.
Tento prvek miZeme podle téze véty vyjadfit v tvaru
x = ba’l,

kde a-! je pfevriceny prvek k prvku a.

Definice 13. Prvek x, pro ktery plati
ax = b,

oznatujeme nazvem podil prvka b, a (v tomto pofidku)
a piSeme

x= %nebotakéxz b:a.
Operace, kterd k prvkim b, a polookruhu M pfifazuje

nejvyse jeden podil % € M, nazyva se délent.

Z véty 3 tedy vyplyvi, Ze ke kaZdym dvéma prvkam b,
e multiplikativni grupy M’ polookruhu M existuje jediny
n b ‘o
podil — € M’ a Ze
* b

— -1
= bal,
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takZe podil prvki b, ¢ miZeme nahradit souinem prvku b
a pfevriceného prvku aL. Je-li b = 1, plyne odtud

1

—=1l.g!=al
a
mitizeme tedy pfevriceny prvek a—! povaZovat za podil —
Je-li b = a, pak

a

—=a. -1 —1:

” a.a 1;
podilem dvou sob& rovmych prvki tedy je jednotkovy

prvek 1.
Je-li M obor integrity a je-li b =0, pak pro kaidé

a #0je % = 0, nebot podminku ax = 0 v oboru integrity
spliiuje jediny prvek x = 0. Aviak i v mnohych polo-
okruzich, které nejsou obory integrity, je% = 0 pro kazdé

a # 0. Naproti tomu pro a = 0 podil % nedefinujeme

v zddném polookruhu pro Zidné b.
Je-li M t&leso, pak z pfedchézejicich uvah vyplyvd, Ze

v ném existuje podil gkter}"chkoh' dvou prvki b, a # 0.

Je-li @ — 0, podil g neexistuje.

Na zdklad€¢ véty 4 muZeme fici toto: Existuje-li ke

kazdym dv&ma prvkim b, a # 0, polookruhu M podil %,

pak nenulové prvky polookruhu M tvol multiplikativni
grupu, a je-li M okruh, je to téleso. Kazdé té&leso tedy
obsahuje dv€ grupy: jednak aditivni grupu, kterou tvok
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viecky jeho prvky bez vyjimky, jednak multiplikativni
grupy, kterou tvofi v3ecky jeho nenulové prvky. Kaidé
téleso T obsahuje nulovy prvek O a jednotkovy prvek 1,
ptiemZ 0 = 1; kdyby bylo 0 =1, pak by pro kaZdé
x €T bylo x = x.1 = x.0 = 0 a multiplikativni grupa by
neexistovala, nebot téleso T by v tomto pfipadé obsahovalo
jediny prvek 0 a po jeho vynechini bychom dostali
prizdnou mnoZinu, ktera viak nemtZe byt grupou.

Pfiklad 20. MnoZina Q viech raciondlnich {isel, mno-
Zina R v3ech redlnych Cisel i mnoZina K vSech komplexnich
isel s obvykle definovanym séitdnim a ndsobenim jsou
télesa, nebot jsou to aditivni grupy a vSechny jejich nenu-
lové prvky tvofi multiplikativni grupu. MnoZiny Q' vech
nenulovych raciondlnich &isel, R’ véech nenulovych redl-
nych ¢&isel a K’ viech nenulovych komplexnich <{isel
nejsou télesa; jsou to sice multiplikativni grupy, ale nejsou
to aditivni grupy, nebot v nich chybi nulovy prvek 0.
TotéZz plati i o mnoZin& Q+ viech kladnych raciondlnich
gisel a o mnoZing R+ viech kladnych (redlnych) &isel.
Mnozina C viech celych &isel rovn&Z neni téleso; je to sice
aditivni grupa, ale po vynechdni nulového prvku z ni ne-
vznikne multiplikativni grupa. MnoZina C, viech zbyt-
kovych tfid pole modulu 7 je téleso, nebot je to aditivni
grupa a vynechdnim nulového prvku {0} vznikne multipli-
kativni grupa (viz cvi¢. 27 na str. 53). TotéZ plati pro
kaZzdou mnoZinu C, viech zbytkovych tfid podle prvo-
iselného modulu p. Naproti tomu mnoZina Cg viech
zbytkovych tfid podle modulu 8 neni t&leso, nebot po vy-
nechdni nulového prvku {0} nevznikne multiplikativni
grupa (viz cvic. 28 na str. 53), TotéZ plati o kaZdé mnoZin&
Cnm zbytkovych tfid podle sloZeného modulu m.

Vé&ta 7. V télese neexistuji délitelé nuly.
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Dukaz. Necht pro prvky x, y télesa T je
xy =0,

kde 0 je nulovy prvek. Je-li y = 0, nejsou prvky x, y déli-
telé nuly. Je-li y +# 0, existuje k nému pfevriceny prvek
y~L Pak
x=x.1=x(yy =@y '=0y"1=0

takZe x, y nejsou délitelé nuly ani v tomto pfipadé.

To vSak znamend, Ze kaZdé téleso je také oborem in-
tegrity a Ze tedy okruh, ktery neni oborem integrity, ne-
miiZe byt télesem.

Cvi&eni. 21, Za pfedpokladu, Ze existuji napsané sym-
boly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky x, y libovol-
ného polookruhu:

A—E+y=>0x+(—
b)—(x—»=(—x+y
Qx(—y)=(—2)y=—(), H(—»D(—y)=x.
22. Za pfedpokladu, Ze jsou jednoznaéné definoviny

napsané symboly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky
x, ¥, 2 libovolného polookruhu:

Ax+y)—z=x+(—2)
b)x—(y+2)=x—-3—2
Ax——2)=@x—3+2
dE+2)—+a)=x—y x(y—2)=x — 1z
23. Za pfedpokladu, Ze existuji napsané symboly, do-
kate nasledujici rovnosti pro prvky x, y libovolného
polookruhu:
a) ()t =x"7, b)(x: )t =xy, )(—x):y=
—xi(—)=—(x:3), (=H:(—»==x:y.
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24. Za ptedpokladu, Ze jsou jednoznalné definoviny
napsané symboly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky
%, ¥, z libovolného polookruhu:

a)(xy):z2=x.(y:2), b)x:(y2)=(x:3):3
Ox: (y:2)=(x:y).2, d)(x2):(y2)==x:)y.
25. Za pfedpokladu, Ze jsou jednoznatné definoviny

napsan¢ symboly, dokaZte nasledujici rovnosti pro prvky
X, ¥, u, v libovolného polookruhu:

* _ % prs - Ly _vitw
a) o= v,pravé kdyZ vx = uy, b) » + 0 =
x VX — U x x x xXv_ox
c);—%= Y @t LY oY _2?_7
uv u v u v uy w

26. Ovétte, Ze operace definované vzorci {x} + {y} =
= (x + 9} {x} — {9} = {x — ¥} {#} {3} = {xy} v mno-
ziné C,, viech zbytkovych tfid podle modulu m (viz str. 43)
jsou opravdu séitdni, od¢itani a nasobeni.

27. V télese C, zbytkovych tfid podle modulu 7 najdéte
a) nulovy prvek, b) jednotkovy prvek, c) ke kaZdému
prvku opacny prvek, d) ke kazdému nenulovému prvku
pievriceny prvek a ovéfte tak, Ze C; je téleso.

28. Pokuste se o totéz v okruhu C, zbytkovych tfid
podle modulu 8 a ukaZte, Ze Cq neni téleso.

29. Dokazte, Ze Cislo n® + n + 2 neni pro Zidné celé
Cislo » ndsobkem patnicti.

30. Necht mnoZina M je komutativni grupa vzhledem
k operaci ® (sCitini). Definujeme-li v mnoZin¢ M dalsi
operaci O vzorcem x Oy =0 pro kaZdé xeM a pro
kazdé y € M, je operace © ndsobeni. DokaZte.

31. V intervalu N = (0,10 ) jsou diny operace max
(sCitdni) a min (ndsobeni) — viz cvil. 8 na str. 14. Najdéte
nulovy a jednotkovy prvek tohoto polookruhu. Je tento
polookruh okruhem ¢
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32. V mnoZiné M viech podmnoZin mnoZiny Z jsou dany
operace U (s¢itdni) a n (nasobeni) — viz cvi¢. 9 na str. 14.
Najdéte nulovy a jednotkovy prvek tohoto polookruhu. Je
polookruh M okruhem?

33. V mnoZin& N vSech pfirozenych (isel (bez nuly) jsou
diny operace: nejvétsi spole€ny délitel (s¢itini) a nejmensi
spoleény nisobek (ndsobeni) — viz cvi¢. 10 na str. 14.
Vysetfte existenci nulového a jednotkového prvku tohoto
polookruhu.

34. V mnoZiné C vSech celych &isel jsou ddny operace @
(stitdni) a O (ndsobeni) vzorci: x®@y=x+y+ 1,
x0y=uxy+ x+y. UkaZte, Z¢ mnoZina C s takto
definovanymi operacemi je obor intengrity. Najdéte jeho
nulovy a jednotkovy prvek.

35. Opakujte cvi¢. 34 pro mnoZinu Q vsech racionalnich
Cisel a pro operace ® a © dané vzorci: x @y =x+y —
—1L,x0y=x+y— xy. Je mnoZina Q s operacemi
® a O téleso? Ktery je jeho nulovy a jednotkovy prvek?

36. Jak je tfeba definovat s¢itini a ndsobeni v mnoZiné&
M, kterd ma prdvé dva rizné prvky, aby vznikl obor in-
tglgrity? s jednotkovym prvkem? Je tento obor integrity
téleso

37. Jak je tfeba definovat s¢itdni a ndsobeni v mnoZiné
M, kterd m4 prévé tfi rizné prvky, aby vznikl obor in-
tglgrity? s jednotkovym prvkem? Je tento obor integrity
téleso

38. Reste obdobnou tilohu pro mnoZinu M, kterd mi
pravé &tyfi navzijem rizné prvky.

39. Ukaite, Ze jednoprvkovd mnoZina M = {0}, v niZ je
definovano s&itdni 0 + 0 = 0 a ndsobeni 0.0 = 0, je obor
integrity. Pro¢ to neni té&leso?

40. Jsou-li a, b raciondlni &sla, pak mnoZina M viech
&sel tvaru a + b |/2, v niZ je definovdno séitini a nisobeni
obvyklym zpusobem, je téleso. DokaZte.
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