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4 . k a p i t o l a 

BOOLEOVA ALGEBRA 
A JEJÍ MODELY 

S h r ň m e p ř e h l e d n ě v š e c h n y z á 
d e f i n o v a n ý c h n a m n o ž i n á c h 1 
v e 3 . k a p i t o l e . 

J e d á n a m n o ž i n a M v š e c h 
p o d m n o ž i n n e p r á z d n é 
m n o ž i n y M. 

N a M j s o u d e f i n o v á n y b i -
n á r n í o p e r a c e s j e d n o c e n í 
a p r ů n i k . 
K a ž d á z t ě c h t o o p e r a c í j e 
k o m u t a t i v n í a a s o c i a t i v -
n í . 

O p e r a c e p r ů n i k j e d i s t r i -
b u t i v n í v z h l e d e m k o p e -
r a c i s j e d n o c e n í a t a k é 
o p e r a c e s j e d n o c e n í j e 
d i s t r i b u t i v n í v z h l e d e m 
k o p e r a c i p r ů n i k . 
V z h l e d e m k o p e r a c i s j e d -
n o c e n í e x i s t u j e p r á v ě j e -
d e n n e u t r á l n í p r v e k — 0 . 
V z h l e d e m k o p e r a c i p r ů -
n i k e x i s t u j e p r á v ě j e d e n 
n e u t r á l n í p r v e k — M. 

ě r y o v l a s t n o s t e c h o p e r a c í 
r a H, k n i m ž j s m e d o s p ě l i 

J e d á n a m n o ž i n a H = 
= { 0 , 1 } p r a v d i v o s t n í c h 
h o d n o t v ý r o k ů . 
N a H j s o u d e f i n o v á n y 
b i n á r n í o p e r a c e — „ s č í -
t á n í " a „ n á s o b e n í " . 
K a ž d á z t ě c h t o o p e r a c í j e 
k o m u t a t i v n í a a s o c i a t i v -
n í . 

O p e r a c e n á s o b e n í j e d i s -
t r i b u t i v n í v z h l e d e m k o -
p e r a c i s č í t á n í a t a k é o p e -
r a c e s č í t á n í j e d i s t r i b u -
t i v n í v z h l e d e m k o p e r a c i 
n á s o b e n í . 
V z h l e d e m k o p e r a c i s č í -
t á n í e x i s t u j e p r á v ě j e d e n 
n e u t r á l n í p r v e k — 0 . 
V z h l e d e m k o p e r a c i n á s o -
b e n í e x i s t u j e p r á v ě j e d e n 
n e u t r á l n í p r v e k — 1 . 
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N a M je definována unár-
ní operace „doplněk". 

Platí: M # 0 Platí: 1 ^ 0 
N a H je definována unár-
ní operace „doplněk". 

Z našeho přehledu je vidět, že uvažované množiny 
s příslušnými operacemi mají mnoho podstatného spo-
lečné. N a obou j s o u d e f i n o v á n y d v ě b i n á r n í ope-
r a c e a j e d n a o p e r a c e u n á r n í , k t e r é m a j í „ s t e j n é " 
v l a s t n o s t i , ke k a ž d é b i n á r n í o p e r a c i e x i s t u j e 
p r á v ě j e d e n n e u t r á l n í p r v e k . 

Množinu M spolu s příslušnými binárními operacemi 
a unární operací označujme v dalším ( M , (J> H> ') a n a " 
z ý v e j m e množinová algebra. 

Množinu H spolu s operacemi sčítání, násobení a do-
plněk budeme označovat (H, + , ., ') a nazývat algebra 
pravdivostních hodnot výroků, s t ručněj i j e n o m algebra 
pravdivostních hodnot. 

Vytvořme nyní jistou a b s t r a k t n í n a d s t a v b u nad 
oběma algebrami, definujme tzv . Booleovu algebru. 

Mějme dánu neprázdnou, jinak zcela libovolnou, mno-
žinu B, v níž je definována rovnost jejích prvků a na které 
jsou zavedeny dvě binární operace, ,,sčítání" a „násobení", 
a jedna unární operace „doplněk". Množinu B spohi 
8 příslušnými operacemi budeme nazývat Booleova algebra 
právě tehdy, když platí: 
Každá, z binárních operací je komutativní a asociativní. 
Dále je operace „násobení" distributivní vzhledem k ope-
raci „sčítání" a také operace „sčítání" je distributivní 
vzhledem k operaai „násobení". Ke každé z binárních 
operací existuje právě jeden neutrální prvek; přitom jsou 
tyto neutrální prvky vzájemně různé. Unární operace 
splňuje všechny požadavky definice operace „doplněk" 
z 3. kapitoly. 
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Prvky Booleovy algebry budeme označovat malými 
písmeny a,b, c, ..., x, y, z. Pro rovnost prvků budeme 
užívat obyčejného rovnítka. Symboly pro jednotlivé 
binární operace si „vypůjčíme" z číselné algebry. Ope-
raci sčítání budeme symbolicky označovat „u = x + y 
na B" (stručněji „u = x+y"), operaci násobení „u = 
= x.y na B" nebo „u = xy na B" (stručněji ,,u = x.y:! 

nebo „u = xy"). Jsou-li x, y prvky množiny B, budeme 
„x+y" nazývat součet prvků x, y, „xy" součin prvků 
x, y. Operaci doplněk budeme označovat „u = x' na B" 
(stručněji „u = x'"), doplněk k prvku x symbolem x'. 
Neutrální prvek operace sčítání označíme 0 (čtěte nula), 
neutrální prvek operace násobení symbolem 1 (čtěte 
„jedna"'). Takto zvolená symbolika se ukáže při „boo le -
o v s k ý c h v ý p o č t e c h " nejvhodnější. 

Musíme mít ovšem stále na paměti, že v našem případě 
n e j d e o běžné s č í t á n í a n á s o b e n í r e á l n ý c h č íse l ; 
n e u t r á l n í p r v k y 0 a 1 j s o u p r v k y m n o ž i n y B 
a obvykle nejsou rovny číslům 0 a 1. 

N a základě předchozích úmluv můžeme definici Boole-
ovy algebry vyslovit také takto: 

Mějme dánu neprázdnou množinu B, v níž je definována 
rovnost, existují v ní vzájemně různé prvky 0,1 a jsou na 
ní definovány binární operace „u = x+y", „u = xy" 
a unární operace „u - x'". Množinu B spolu s přísluš-
nými operacemi budeme nazývat Boóleova algebra, právě 
když pro všechny prvky x, y, z množiny B platí: 

(1) x+y = y + x 

(3) (x+y) + z = x+(y + z) 

(5)x.(y+z) => (x.y) + 
+ (x.z) 

x.y = y.x (2) 

(x.y).z =x.(y.z) (4) 
x+(y.z) = (x+y). (6) 
.(x+z) 
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(7) x+0 =x 

(9) x+x' =1 
X. 1 = X 

x.x' = O 
(8) 

(10) 

Takto zavedenou Booleovu algebru budeme označovat 

O rovnosti definované v B budeme předpokládat, že je 
„rovností vůči booleovským operacím"-, to znamená, že 
pro všechny prvky x, y, z množiny B platí: je-li x = y, pak 
platí x-j-z = y+z, x.z - y.z, x' = y'. 
Poznámka-. Pozorný čtenář si jistě všiml, že druhá z defi-
nic Booleovy algebry je „slabší" než první. V systému 
axiómů*), který jsme uvedli, se sice zaručuje existence 
neutrálních prvků jednotlivých binárních operací, 
n i k o l i v v š a k j e j i c h j e d n o z n a č n o s t (axiómy (7), 
(8)). T u lze ale velmi snadno z axiómů (1)—(10) do-
kázat. Naznačme důkaz pro neutrální prvek operace 
sčítání. 
Předpokládejme, že existuje takový, pro nějž 
platí: pro každé x e B je x+ 0X = x. Pak je tedy speci-
álně 
0 + 0X = 0 a zároveň 
0 + Oj = 0j + 0 = 0X (podle (1) a (7)) 
Odsud plyne 0X = 0. 
Obdobně lze provést důkaz jednoznačnosti neutrálního 
prvku operace násobení. 

O „povaze" prvků množiny B se v definici Booleovy 

*) Volně řečeno, a x i ó m y urč i t ého obo ru (sys tému) j sou v ě t y , 
k t e r é se v t o m t o oboru n e d o k a z u j í z j i ných vě t , p o v a ž u j í se za 
p r avd ivé . P o d r o b n ě se m ů ž e t e s p r o b l e m a t i k o u t ý k a j í c í se 
p o j m u a x i ó m seznámi t nap ř ík l ad v knížce ,,M. K a t ě t o v : J a k á 
je logická v ý s t a v b a m a t e m a t i k y ? " (edice Cesta k věděn í , 
J Č M F , I I . v y d á n í 1950). 

(B, +, .,'). 
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algebry (B, + , ') nic bližšího neříká, právě tak ab-
straktně pojaté jsou všechny operace i oba neutrální 
prvky. Známe ale už dva konkrétní příklady Booleovy 
algebry. 

Zvolme za B konkrétně m n o ž i n u M všech p o d -
m n o ž i n n e p r á z d n é m n o ž i n y M. Operace „sčítání", 
„násobení" a „doplněk" konkretizujme postupně jako 
operace sjednocení, průnik a doplněk na M. Pak pro 
všechny prvky množiny M axiómy (1)—(10) zřejmě 
platí. Říkáme, že množinová algebra (M , (J, f ) . ') je 

modelem Booleovy algebry. Roli neutrálních prvků 0,1 
hrají množiny 0 a M. 

Představme si dále namísto množiny B konkrétně 
m n o ž i n u H p r a v d i v o s t n í c h h o d n o t v ý r o k ů , ope-
race sčítání, násobení a doplněk na B konkretizujme 
jako operace sčítání, násobení a doplněk definované 
na H. Pak opět pro všechny prvky množiny H jsou 
axiómy (1)—(10) splněny. Říkáme, že algebra prav-
divostních hodnot (H, +, ., ') je modelem Booleovy 
algebry. 

Ve cvičeních budete mít příležitost seznámit se s řadou 
dalších m o d e l ů Booleovy algebry (B, + , ., '). Př i ově-
řování, zda nějaká neprázdná množina s dvěma binár-
ními a jednou unární operací je modelem Booleovy 
algebry, musíte postupně prozkoumat platnost axiómů 
(1)—(10) pro všechny její prvky. 

Na základě definice Booleovy algebry můžeme nyní 
vyslovit a dokázat celou řadu vět, které budou př i „boo-
leovském počítání" velmi důležité. Předtím však ještě 
proveďme jednu úvahu, jež se ukáže při důkazech těchto 
vět užitečná. 
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Uvažujeme-l i libovolný z axiómů (1)—(10) a prove-
deme-li v něm záměny 

+ . 
• ^ ~T~ 

0 • i 
1 • o , 

dospějeme opět k některému z axiómů, a to k tomu, jenž 
je zapsán ve stejném řádku jako původní. Odsud plyne 
tento důležitý závěr: Jestliže na základě axiómů (1)—(10) 
a z nich odvozených vět dokážeme nějakou další větu 
a přepíšeme-li j i zcela formálně pomocí našeho „seznamu 
záměn", získáme opět pravdivou větu, tzv. duální větu 
k dané větě. V tomto smyslu mluvíme o tzv. principu 
duality v Booleově algebře. 

Obdobně jako v „číselné algebře" a v algebře pravdi-
vostních hodnot umluvíme se i zde psát místo ,,(xy) + 
+ (xz)" jenom „xy+xz", místo ,,x+(yz)" stručněji 

pouze „x + yz" atd. Jestliže však chceme k dané větě 
vytvoř i t větu duální, musí být její zápis uveden v n e -
z k r á c e n é f o r m ě , se všemi závorkami (promyslete toto 
konstatování např. na axiómech (5) a (6)). 

Uveďme a dokažme nyní některé důležité věty o prv-
cích Booleovy algebry (B, +, ., '). 

Věta: Pro každý prvek x e B platí : 

( l l ) a ; + a;=a; x.x = x (12) 

Důkaz (11): x + x = (a; + ®).l = (x+x).(x + x') = 
= x+x.x' — »+0 = x 

P ř i důkazu jsme postupně použili axiómy (8), (9), (6), 
(10), (7). 
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Platnost druhé části věty plyne z principu duality Boo-
leovy algebry a z (11). Můžete si však přesto provést 
podrobný důkaz. Porovnejte pak jednotlivé kroky dů-
kazů (11) a (12). 

Poznámky: 

1. Z uvedené věty plyne, že v B o o l e o v ě a l g e b ř e n e m á 
v ý z n a m z a v á d ě t p ř i r o z e n é n á s o b k y p r v k ů a n i 
m o c n i n y s p ř i r o z e n ý m e x p o n e n t e m , což v „číselné 
algebře" jsou naopak pojmy značně důležité. 
2. N a tomto místě už můžeme ilustrovat užitečnost 
uvedené definice Booleovy algebry. Z úvah o modelech 
Booleovy algebry a shora dokázané věty plynou ihned 
tyto závěry: 
a)Pro každý prvek A e M platí: A U A = A a záro-
veň A fi A = A. 

b) Pro každý prvek h e H platí: h + h = h a zároveň 
h.h = h. 

P l a t í - l i n ě j a k á v ě t a v B o o l e o v ě a l g e b ř e (B, +, ./) 
p a k p l a t í i v k a ž d é m j e j í m m o d e l u . 

V důkazeoh dalších vět už nebudeme obvykle zdůvod-
ňovat jednotlivé kroky. Prověřujte je podrobně sami! 

Věta: Pro každý prvek x e B platí: 

(13) a;.0 = 0 x+1 = 1 (14) 

Důkaz (13): x.O = ÍC.O+O = x.O+x.x' = x.(0+x') = 
— x.x' = 0 

Druhá ěáat věty plyne,ihned z principu duality a z (13). 
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Víta: Pro každý prvek x e B platí 

(15) (x')' = x 

Důkaz: Podle definice operace doplněk a podle axiómů 
(1) a (2) lze psát x' + x = 1 a zároveň x' .x = 0. Odtud 
ihned plyne, že x je doplňkem k x', t j . x = (x')'. 

Věta: Pro všechny prvky x, y množiny B platí: 

(16) (x+y)'=x\y' {x.y)'=x' + y' (17) 

Důkaz (16): Naším úkolem je dokázat, že x'.y' je 
doplňkem k prvku x + y, t j . musíme ověřit, že platí 

1) (x',y').(x-\-y) = 0 a zároveň 
2) x'.ý + (x + y) = 1 

Nejprve dokažme 1): 
(x'.y').(x + y) = (x'.y').x+(x'.y').y = (x' ,x).y' + z'. 
• (y'-y) = o.y'+x'.o = o + o = o 
Dokažme dále 2): 
x'.y'+(x + y) = (x' + (x + y)) .(ý + (x + y)) = ((*' + x) + 

+ y ) . ( ( y ' + y ) + « ) = ( l + ž / ) . ( l + ar) = 1 . 1 = 1 

T í m je důkaz (16) proveden. 
Poznámka: Mnozí z vás jistě znáte (16) a (17) v modelu 
množinové algebry pod názvem „de M o r g a n o v y 
z á k o n y " . 

Věta: Pro všechny prvky x, y množiny B platí: 

(18 )x+xy = x x.(x+y)=x (19) 
Důkaz (18): x + xy = x . 1 + xy = x . ( l + «/) = x . l = x 
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Věta: Pro všechny prvky x, y množiny B platí -. 

( 2 0 )x + x'.y=x + y x.(x' + y)=xy (21) 

Důkaz(20): x + x'.y = (x+x').(x + y) = 1 . (x + y) = 
= x + y 

Věta: Necht x, y jsou libovolné prvky množiny B. Pak 
platí: 

(22) x + y = 0, právě když je x = 0 a zároveň y = 0 

(23) x.y = 1, právě když je x = 1 a zároveň y = 1 

Důkaz (22): a) Nechť je x = 0 a zároveň y = 0. Pak je 
podle (7) x+y = 0. 
b) Nechť jex + y = 0. Pak je x + (x + y) = (x + x) + y = 
= x + y = 0 a zároveň x+(x + y) = a; + 0 - x. Odtud 
plyne x = 0. Zcela obdobně zjistíme, že je také y = 0. 
T í m je důkaz (22) proveden. 

Věta: Necht jsou x, y libovolné prvky množiny B. Pak 
platí: 

(24) x = y, právě když je xy'+x'y = 0 
(25) x = y, právě když je (»+ y') ,(x' + y) = 1 

Důkaz (24): a) Nechť je x = y. P a k xy' = yy', čili 
xy' = 0, a zároveň také x' .y = 0. Podle (22) je tedy 
xy' + x'y = 0. 
b) Nechť je nyní x ^ y. Chceme dokázat, že potom platí 
xy' + x'y ^ 0. Předpokládejme, že existují p rvky x, y 
množiny B, x pro něž je xy' + x'y = 0. Podle (22) 
je pak xy' = 0 (a) 
a zároveň x'y = 0 (b) 
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Z (a) plyne dále xy' + y = y a podle (20) je x+y = y. 
Z (b) obdobným postupem dostaneme x+y = x. Odtud 
plyne x = y, což je spor s předpokladem x ^ y. 
T í m je důkaz (24) proveden. 

Užijme nyní dokázaných vět k řešení několika pří-
kladů, naučme se „ b o o l e o v s k y p o č í t a t " . Ve všech 
příkladech značí a, b, c, d, e prvky Booleovy algebry 
(B, + , . , '). Vždy si podrobně zdůvodňujte jednotlivé 
kroky řešení podle axiómů a vět (1)—(25). 

Příklad 15: Dokažte, že pro všechny prvky a, b, c, d platí 
( a + 6 ) . ( c + d) = ac+bc + ad+bd 

Ěešení: (a + b).(c+d) = ( o + 6 ) . c + {a+b).d = 
= ac + bc + ad + bd 

Příklad 16: Zjednodušte zápis prvku 
abc+[b'. (a'+ c)]' 

tak, aby obsahoval co nejméně symbolů. 
Řešení: abc+[b'.(a' + c)]' = abc+{b'Y + {a' + c)' = 
= abc + b+(a')'.c' = b + ac' 

Příklad 17: Zjednodušte zápis prvku 

{ab+de)' .(d+e) ,ca.(c' + b') 

tak, aby obsahoval co nejméně symbolů. 
Řešení: {ab + de)'.(d+e).ca.(c' + b') = (ob)'.(de)'. 
.(d+e).ca.(c' + b') = a.(ď+ b').(ď+ e').(d + e).c. 
.(c' + b') = (aa' + ab').(ďd + e'd + ďe+e'e).(cc' + cb') = 
= ab' .(e'd+ďe).cb' = ab'c.(de' + ďe) 
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Poznámka: V 1 . k a p i t o l e ( p ř i k l a d 3 ) j s m e u k á z a l i , ž e p r o 
v š e c h n y p r v k y A, B m n o ž i n y M p l a t í (A' f ) B')' = 

= A U B. V e c v i č e n í 4 a ) k e k a p i t o l e 2 j s t e m ě l i m o ž n o s t 
d o k á z a t , ž e p r o v š e c h n y p r v k y X , Y z d a n é m n o ž i n y 
v ý r o k ů p l a t í ( X ' A Y ' ) ' » ( X V Y ) ; z t o h o t a k é v y p l ý -
v á , ž e p r o v š e c h n y p r v k y r, « m n o ž i n y H p r a v d i v o s t n í c h 
h o d n o t v ý r o k ů j e ( r ' . « ' ) ' = r + a . 
O d s u d p l y n e , ž e B o o l e o v u a l g e b r u j e m o ž n o z a v é s t 
i j i n ý m z p ů s o b e m , n e ž j s m e u v e d l i z d e . M ů ž e m e 
v y j í t z n e p r á z d n é m n o ž i n y B, n a n í ž j s o u d e f i n o v á n y 
o p e r a c e n á s o b e n í a d o p l n ě k , u v e d e m e v h o d n ý s y s t é m 
a x i ó m ů p r o t u t o „ a l g e b r u " a t e p r v e p o t é d e f i n u j e m e 
o p e r a c i s o u č e t n a z á k l a d ě z a v e d e n ý c h o p e r a c í n á s o b e n í 
a d o p l n ě k . 
M á - l i č t e n á ř c h u ť , m ů ž e s e t í m t o p r o b l é m e m z a b ý v a t 
h l o u b ě j i . 

C v i í e n I 

1. J e d á n a m n o ž i n a K , j e j í m i ž p r v k y j s o u u z a v ř e n é i n t e r v a l y 

<—, 3 ) a <2, 3>. D e f i n u j m e n a K b i n á r n í o p e r a c e s j e d n o c e n í 
2 

a p r ů n i k a u n á r n í o p e r a c i „u = x"' t a b u l k o u : 

X 3> 
2 

<2,3> 

x' <2, 3> 
4 » 

R o z h o d n ě t e , z d a ( K , U , D , ' ) j e m o d e l e m B o o l e o v y a l g e b r y . 

2. J e d á n a ú s e č k a A B , A / B . U v a ž u j m e m n o ž i n u O, j e j í m i ž 
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p r v k y j sou p r á z d n á čás t ú sečky O u , b o d y A, B a úsečka A B . 
D e f i n u j m e n a O operace t a b u l k a m i t a k t o : 

«>|<y: 

x \ 
0 U A B A B 

x \ OU A B A B 

OU O u A B A B OU OU o„ ou OU 
A A A A B A B x Oy: A OU A OU A 
B B A B B A B B OU ou B B 

A B A B A B A B A B A B o„ A B A B 

x 0 U A B A B 

x A B B A O u 

D o k a ž t e , že ((?, >|<, O , je mode l em Booleovy a lgebry . 

3. P o k u s t e se sami k o n s t r u o v a t da lš í m o d e l y Booleovy a lgebry 
o b d o b n ě j a k o v p ředchoz ím p ř ík l adě . V y j d ě t e nap ř ík l ad 
z t ě c h t o geome t r i ckých ú t v a r ů : t r o j ú h e l n í k ; č tve rec ; č t y ř s t ě n ; 
k rych le . Vol te př í s lušné m n o ž i n y ana log icky j a k o m n o ž i n u G 
v p ř í k l a d u 2. 

4. Zvo lme m n o ž i n u G — {1, 2, 3, 6). D e f i n u j m e n a C b i n á r n í 
ope race „ t v o ř e n í n e j m e n š í h o společného n á s o b k u " , „ t v o ř e n í 

6 
ne jvě t š ího společného dě l i t e le" a u n á r n í operaci „u = —". 

x 
D o k a ž t e , že G s t a k t o d e f i n o v a n ý m i operacemi j e mode l em 
Boo leovy a lgebry . 

5. U v a ž u j m e m n o ž i n u T = {2, 3} a d e f i n u j m e n a n í b iná rn í 
operace „u = m a x (x, y)", „u = m i n (x, y)" (viz cvičení 3, 
3. kap i to la ) a u n á r n í operaci „ u = x " t a k t o : 

x 2 3 

3 2 
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D o k a ž t e , že m n o ž i n a T spo lu s u v e d e n ý m i operacemi je mode-
lem Boo leovy a lgebry . 

6. Zvo lme m n o ž i n u U všech u s p o ř á d a n ý c h dvo j i c [x,y], k d e x 
a y p a t ř í množ ině {2, 3}. D e f i n u j m e n a U r o v n o s t a b i n á r n í 
ope race „u= x y", „w = x O y" t a k t o : 
P r o v š e c h n y p r v k y [x^ [x(,</a] m n o ž i n y U je 
[>!, Ví] = [®i, Vii p r á v ě t e h d y , k d y ž a z á r o v e ň yx = yt\ 

2/i] * 2/2] = [ m a i (xu x2), m a x (yu y2)]; 
[«1.2/i] 0 !>«» Vtl = [min «a), min (ylt y2)]. 

Dále d e f i n u j m e n a U u n á r n í operaci „ w = x " t a k t o : 
P r o k a ž d o u dvojioi [xu x a] e U j e [x l ( xt] = [xx xt], k d e p ro 
i = l , 2 j e . ř | = 2 p r á v ě t e h d y , k d y ž Xj = 3 (a t e d y xj = 3 p r á v ě 
t e h d y , k d y ž j e X [ = 2). 
D o k a ž t e , že (U, ^c, O , j e m o d e l e m Boo leovy a lgeb ry . 

7. Nechť n je l ibovolné p ř i rozené číslo. U v a ž u j m e m n o ž i n u V 
všech u s p o ř á d a n ý c h n - t i c [x l f x2, . . . , x n] , k d e xlt x2, . . . , xu 

p a t ř í do m n o ž i n y {2, 3}. 
D e f i n u j t e n a V r ovnos t , b i n á r n í ope race „u = x >|< y", „u — 
= x O y" a u n á r n í operaoi „u = x" o b d o b n ě j a k o v p ř ík l adě 6. 
R o z h o d n ě t e p a k , z d a (V, >|<, O , je m o d e l e m Booleovy 
a lgeb ry . 

8. U v a ž u j m e m n o ž i n u F všeoh r e á l n ý c h f u n k c í j e d n é reá lné 
p r o m ě n n é , j e j i chž def iniční obor j e m n o ž i n a všech r e á l n ý c h 
fiísel B a p r o něž p l a t í : p r o k a ž d é f e F a k a ž d é z e R je 
/(z) = 2 n e b o /(z) = 3. 
D e f i n u j m e v F r o v n o s t f u n k c í t a k t o : p r o všeohny p r v k y / , g 
m n o ž i n y F j e f r o v n o g ( symbol icky „ / = g") p r á v ě t e h d y , k d y ž 
p r o k a ž d é z G Jí j e f(z) = g(z). 
Z a v e d m e dále n a F b i n á r n í operace ,,u = xýcy" a „u= x O y": 
P r o v š e c h n y p r v k y / , g z m n o ž i n y F je 
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f ^ g r o v n o funkc i h, p r o niž p l a t í : p r o k a ž d é z e R je h(z) = 
= m a x (j(z), g(z)); 
/ O g r o v n o f u n k c i k, p r o niž p l a t í : p r o k a ž d é z e R j e k(z) = 
= min (/(z), g(z)). 
D e f i n u j m e n a F u n á r n í operaci „u= x" t a k t o : P r o v š e c h n a 
/ e F je / f u n k c e , p r o niž p l a t í : p r o k a ž d é z e R je J(z) = 2 
p r á v ě t e h d y , k d y ž /(z) = 3 (a t e d y J(z) = 3, p r á v ě k d y ž /(z) = 2). 
D o k a ž t e , že (F , O , je mode l em Booleovy a lgebry . 

9. D o k a ž t e , že p r o v š e c h n y p r v k y o, b, c, d Booleovy a lgeb ry 
( B , + , . , ') p l a t í : 

a) a.(b+c+d)= ab+ac+ad b ) o + 6 c d = (a+b). ( a + c ) . ( a + d ) 
c) ( a + 6 + c ) ' = a'b'c' d) (abc)' = a'+V+c' 

10. Z j e d n o d u š t e záp isy p r v k ů Booleovy a lgebry t a k , a b y obsa-
h o v a l y co n e j m é n ě s y m b o l ů : 

a.) a+a'b+ab'+a'b' b) (a+b'+c') ,(a+b'c) 
c) abc'+a'b'c'+a'bc'+abc d) a + c ' + & . ( a + c ' ) ' - | - (a+c ' ) . (a+b+c ' ) 
e) ({ab+cY+ab+d)' f ) ( a6c+o6 '+6c ' ) ' 
g) 6. ( a + c + d ) . ( o + e ) . 6. ( e + d ) . (bd)'. (e+c+d) 
h) ( a + e ) . (dg)'. (aby. (d+ď). (f+g). c'. (ad)'. (de)' 

11. Ř í k á m e , že s y s t é m a x i ó m ů j e nezávis lý , k d y ž ž á d n ý 
z a x i ó m ů t o h o t o s y s t é m u nelze d o k á z a t z o s t a tn í ch . 
P o k u s t e se u k á z a t , že s y s t é m a x i ó m ů Booleovy a lgebry , uve -
dený v t é t o kapi to le , je závis lý . Může te n a p ř í k l a d d o k á z a t , že 
a x i ó m y (3) a (4) lze odvod i t pomocí a x i ó m ů (1), (2), (5)—(10) 
a vě t , jež b y l y v t é t o kap i to l e d o k á z á n y bez použ i t í a x i ó m ů 
(3) a (4). 
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