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3. k a p i t o l a 

TEÓRIA GRAFOV — 
JEDNA Z NAJVIAC APLIKOVANÝCH 

DISCIPLÍN 

V posledných desaťročiach čoraz viac vystupujú do po-
predia aplikácie matematiky na riešenie problémov orga-
nizácie a riadenia. Vážnu úlohu tu hrá právě teória gra-
fov. Táto sice nie je súčastou povinnej matematiky na 
gymnáziách (i keď aj o tomto sa uvažuje), ale váčšina 
éitatelbv, i mladých, sa s ňou už asi střetla pri iných prí-
ležitostiach, napr. v Rozhledoch, v krúžkoch, na akciách 
JČSMF apod. 

3.1. Z á k l a d n é po jmy tcór ie g r a fov 

Grafom nazývame dvojicu (V, H), kde V je nějaká 
množina a H je podmnožina množiny V2 všetkých dvojíc 
(i>1; v2), kde vx e V, v2 e V. Množina V sa volá vrcholová 
množina grafu a my o nej budeme predpokladat, že je 
konečná. Jej prvky sa volajú vrcholy grafu. Množina H 
sa volá hranová množina grafu a jej prvky sa volajú 
hrany grafu. 

Ak chápeme hranu h = (v1, v2) ako usporiadanú dvo-
jicu, voláme ju orientovanou hranou, vrchol vx voláme 
jej začiatoóným a vrchol v2 jej koncovým vrcholom. Ak 
nám naopak pri hrané h nezáleží na poradí vrcholov vx, 
v2, voláme h neorientovanou hranou a vltv2 voláme jej 
koncovými vrcholmi. Graf, ktorý obsahuje len oriento-
vané hrany sa volá orientovaný, graf, ktorý obsahuje len 
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neorientované hrany sa volá neorientovaný, graf, ktorý 
obsahuje hrany oboch druhov sa volá čiastočne oriento-
vaný. 

Graf často znázorňujeme v rovině, a to tak, že každé-
mu vrcholu přiřadíme v rovině krúžok, pričom tieto 
krúžky sú navzájom disjunktně, t j . nemajú spoločné 
body. Ak vx, v2 je orientovaná hrana, narýsujeme v rovi-
ně šípku z krúžku vx do v2. 

Ak («j, v2) je neorientovaná hrana, spojíme krúžky vx 
a v2 úsečkou, alebo oblúkom. Obrázok 7a a ďalšie sú 
príkladmi znázornenia grafov v rovině. 

Na danom grafe & = (V, H) voláme vrcholy vx a v2 
susednými, ak (wlf v2)eH, alebo (v2, vJeH. Navzájom 
rozne hrany hx, h2 voláme susednými, ak majů spoločný 
vrchol. 

Vidíme, že graf je matematická štruktúra, ktorá vy-
jadřuje istý vztah medzi dvojicami prvkov množiny V, 
čiže binárnu reláciu na množině V. V praxi sa často stře-
táváme právě s potřebou študovat množinu prvkov 
s binárnou reláciou, a preto má teória grafov také široké 
uplatnenie. 
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Uvážme například neorientovaný graf z obr. 7a. 
Tento graf može mať mnoho róznych významov, ako 
například 

3.1.1. Vrcholmi sú niektoré európske štáty (C — Čes-
koslovensko, S — Sovietsky zváz, A — Rakúsko, M — 
Maďarsko, J — Juhoslávia a R — Rumunsko), hranou sú 
spojené susedné štáty. 

3.1.2. Vrcholmi sú televízne vysielače I. programu. 
Dva vysielaóe spojíme hranou, ak na niektorom mieste 
možno přijímat signál s oboch vysielačov. 

3.1.3. Vrcholmi grafu sú šiesti žiaci (Cyril, Stáno, 
Andrej, Martin, Juraj a Roman) a hranou sú spojení tí 
dvaja, ktorí sa spolu priatelia. 

3.1.4. Vrcholmi grafu sú objekty, ktoré má strážit 
vojenská strážná jednotka (centrálny sklad, strelnica, 
autopark, muničný sklad, južný sklad a radarová stani-
ca). Dva objekty sú spojené hranou, ak je medzi nimi 
priama viditelnost. 
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Niekedy připisujeme ̂ hranánfgrafu číselné ohodno-
tenia, ako například na obr. 7b. Tieto čísla móžu mať 
rózny zmysel, například 

3.1.5. Tento graf móže vyjadřovat šesť homogénnych 
rovnic pře šesť neznámých A, C,J, M, R, S, ktoré dosta-
neme tak, že pre každý vrchol grafu napíšeme rovnicu, 
v ktorej označenie vrcholu je na lávej straně rovnice 
a na právej straně je súčet, ktorého členmi sú označenia 
susedných vrcholov násobené ohodnoteniami hrán, sme-
rujúcich do vybraného vrcholu: 

A = 3 1 C + 44 J + 38M 
G = 3 1 A + 30 M + 15 S 
J = 44.4 + éOM + 28 R 
M = 384 + 30 C + 40J + 36iř + 32<S 
R = 2 8 J + 36 M + 245 
S = 1 5 O + 32 M + 24R 

3.1.6. Vrcholy grafu móžu znamenat mestá v niektorej 
oblasti, pričom hranou sú spojené susedné mestá a číselné 
ohodnotenie znamená vzdialenosť v kilometroch (při-
padne v hodinách jazdy, alebo v nákladoch na prepravu 
jednej tony). 

3.1.7. Vrcholmi grafu sú dopravné uzly; dva uzly sú 
spojené hranou, ak medzi nimi vedie priama dopravná 
tepna, ktorá už neprechádza žiadnym dalším uzlom. 
Číselné ohodnotenie tu znamená priepustnosť, kapacitu 
dopravnej tepny. Priepustnosťou rozumieme maximálně 
množstvo dopravných jednotiek, ktoré móžu tepnou 
prejsť za jednotku časovú (napr. počet vozidiel za mi-
nútu apod.). 
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3.2. Na jSas t e j š i e ap l ikované metody 
teor ie g ra fov 

Příklady, ktoré sme si uviedli, nám ukazujú, aké roz-
manité situácie možno opísat pomocou grafov, ba do-
konca aj pomocou toho istého grafu. Opis tu však býva 
len začiatkom, zriedkakedy konečným cielom práce. Zvy-
čajne sa pomocou niektorej metódy teórie grafov hladá 
odpověď na istú praktickú otázku. V dalšom texte si 
preberieme niektoré úlohy teórie grafov i připadne 
s metodami na ich riešenie, ktoré sa častejšie vyskytujú 
v praktických aplikáciách. 

3.2.1. Farebná úloha. Uvážme část mapy Európy, na 
ktorej je Československo, Sovietsky zváz, Rakúsko, 
Maďarsko, Juhoslávia a Rumunsko. Úlohou je nájst 
minimálny počet farieb, ktorými možno túto mapu vy-
farbit, a to tak, že celé územie jedného štátu je jedno-
farebné, ale územia susedných štátov sú vyfarbené 
róznymi farbami. Riešenie tejto úlohy by sme sa sice 
mohli pokúsit nájst priamo na spomínanej mape, uká-
žeme si však lepšiu grafickú pomócku. Je ňou graf z obr. 
7a. Pře nás je totiž zaujímavé len to, aké prvky má mno-
žina skúmaných štátov a ktoré z nich sú susedné. Ako 
sme si už uviedli v příklade 3.1.1, tieto skutočnosti vy-
jadřuje právě graf z obr. 7a. 

Naša úloha je špeciálnym prípadom všeobecnej fa-
rebnej úlohy pre vrcholy grafu, ktorá je nasledovná: 

Pre daný graf & = (V, H) nájst množinu farieb 
F<$ = {/i, . . . , / » } a zobrazenie / množiny V do Fy 
také, že 

1. pre všetky (v, w)eH platí f(v) ^ /(w), 
2. číslo n je minimálně. 
Ak existuje riešenie tejto úlohy, ktoré spíňa tieto 
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podmienky, hovoříme, že na vyfarbenie grafu třeba 
minimálně n farieb čiže, že graf je w-farebný. Ak sa 
splní len podmienka 1, hovoříme, že na vyfarbenie grafu 
stačí n farieb. 

Algoritmy, ktoré poznáme na riešenie všeobecnej fa-
rebnej úlohy sú málo uspokojivé. Počet počtových vý-
konov, ktoré sú potřebné na ich vykonanie, prudko 
rastie s rastúcim počtom vrcholov a hrán grafu a je te-
mer porovnatelný s počtom výkonov pri „absolútnom" 
algoritme preskúmania vsetkých variantov. Jeden 
z algoritmov si popíšeme neskór. 

6 

Obr. 8 

V našom konkrétnom případe je vsak zřejmé, že štyr-
mi farbami je možné graf vyfarbiť (obr. 8), kým tri farby 
nestačia, čo si móžeme dokázat nepriamo: Predpokla-
dajme, že by tri farby stačili na vyfarbenie tohto grafu. 
Označme si farby, priradené vrcholom M, C, S po rade 
h, / „ / „ t j . f(M) = u, m = u, m = / , . potom 
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nutné f(A) = f3, f(R) = /2, a teda susedné vrcholy 
vrcholu J majů farby , f3, f2, čiže žiadnu z týchto farieb 
nemožno přiřadit vrcholu J , čo je spor s predpokladom. 

Citatelia si iste uvedomujú, že farbenie máp je úloha 
velmi špeciálna a v praxi tak zriedkavá, že by sa sotva 
oplatilo o nej hovořit, keby neexistovali iné, významnej-
ěie aplikácie farebnej úlohy. Jedna z nich súvisí s príkla-
dom 3.1.2. 

Na našom území máme už postavených, alebo pláno-
vaných, niekolko stovák vysielačov rózneho výkonu pre 
I. televízny program. Ak z nich zostavíme graf podobné, 
ako v 3.1.2 a podaří sa nám ho zafarbit menej, ako 12 
farbami, potom, ak považujeme každú z farieb za niekto-
rý vysielací kanál, nájdeme vysielacie kanály pre všetky 
vysielaóe tak, aby sa navzájom nerušili. Hovoříme o me-
nej, ako 12 farbách preto, že k dispozícii je len 11 kaná-
lov, hoci na televizore ich je 12. Třetí kanál sa používá 
pre VKV rozhlas. 

Teraz si opíšeme jeden z algoritmov na riešenie všeo-
becnej farebnej úlohy. Jeho přesnou úlohou je zistiť, či 
možno pre daný graf a dané n vystačit s n farbami. Viac-
násobne opakovaným použitím tohto algoritmu nako-
niec zistíme minimálně n. 

1. krok: Pre každé v e F a t = 1, . . . , n definujme 
premennú xvi (tzv. binomickú), ktorá móže nadobúdat 
len hodnoty 0, 1. 

2. krok: Riešme systém rovnic a nerovnic 

2®.i = l (veV) 

Xň + á 1 ((v,w)eH , i = 1, . . . , » ) 

Ako sa takýto systém rieši, si povieme v 4. kapitole. 
Ak riešenie neexistuje, nemožno graf vyfarbit n far-
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bami. Ak áno, tak n farieb na to stačí a x^ = 1 znamená, 
že M = U -

3.2.2. Úloha o vnútornej stabilitě. Představte si, že by 
sme zo žiakov, ktorých spomíname v příklade 3.1.3, 
potřebovali vybrat předsedu a pokladníka triedneho vý-
boru. Bolo by přitom žiadúce, aby neboli blízkými pria-
telmi. Existuje takáto dvojica? Na grafe z obr. 7a vidí-
me, že ich existuje niekolko, napr. Cyril—Juraj, Cyril— 
Roman, atď., spolu 5 dvojíc. Ak by sme však chceli vy-
brat troch žiakov tak, aby žiadni dvaja neboli blízkými 
priatelmi, už sa nám to nepodaří. Ak na grafe z obr. 7a 
vyberieme akúkolvek množinu troch vrcholov, vždy sa 
medzi nimi nájdu aspoň dva spojené hranou. Číslo 2 má 
teda pre tento graf istý význam, ktorý móžeme všeobec-
ne formulovat takto: 

Majme graf & = (V, H). Množina W(Z V sa volá vnu-
torne stabilná, ak žiadne dva jej vrcholy nie sú susedné 
(spojené hranou). Najváčšie číslo v<g, ku ktorému v grafe ^ 
existuje vnútorne stabilná množina s počtom prvkov Vgt 
sa volá číslo vnútornej stability grafu 'S. 

Algoritmus na vyhladanie vnútorne stabilnej množiny 
s maximálnym počtom prvkov, je popísaný v Bergeho 
knihe [4], Táto úloha, připadne úlohy k nej příbuzné, 
možu mať aplikácie tam, kde ide o tvorenie kompletov 
z viacerých zložiek, pričom niektoré dvojice zložiek 
nesmú byť obsiahnuté v jednom komplete. Čitatelia sa 
móžu vlastnou úvahou presvedčiť, že úloha o rozmiestení 
maximálneho počtu dám na šachovnici tak, aby žiadne 
dve se nemohli navzájom zobrať (tento maximálny po-
čet je 8), je tiež úlohou o maximálnej vnútorne stabilnej 
množině. 

3.2.3. Úloha o vonkajgej stabilitě. Uvážme strážené 
objekty, ktoré spomíname v příklade 3.1.4. Predpokla-
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dajme, že netřeba obsadit strážným všetky objekty, ale 
že stačí, ak na každý neobsadený objekt je vidno 
z niektorého obsadeného. Stačilo by teda například 
obsadit objekty C a J , ale nestačilo by H a S. Zvlášt-
nosťou grafu z obr. 7a (iné grafy túto vlastnost nemusia 
mať) je, že vrchol M je susedný všetkým ostatným vrcho-
lom a teda stačí obsadit M, ostatné sú z neho vidno. 
Úloha, o ktorej sme teraz hovořili, je špeciálnym prípa-
dom nasledovnej všeobecnej úlohy, ktorá sa volá úlohou 
o vonkajšej stabilitě: 

Majme graf ^ = (F, H). Množinu WCZV voláme na-
vonok stabilnou, ak pre každý vrchol ve (V — W) platí, 
že je susedný k niektorému w e W (čiže každý vrchol 
grafu alebo padne do W, alebo je k tejto množině sused-
ný). Najmeněie číslo wg, ku ktorému existuje v grafe S? 
navonok stabilná množina W s počtom prvkov wg, sa 
volá číslo vonkajšej stability grafu 

S algoritmami na vyhladanie najmenšej navonok sta-
bilnej množiny je situácia podobná, ako pri farebnej 
úlohe; sú velmi zdlhavé. Aj túto úlohu možno riešiť 
použitím binomických premenných: 

Ku každému v eV definujeme binomickú premennú 
xv (x„ = 1 bude znamenat, že v e W, xv = 0, že v $ W), 
Třeba nájsť minimum tzv. cielovej funkcie 

vev 
na množině, určenej podmienkami 

xv+ 2 ^ 1 (ve V). 
wsus.kv 

Úloha o vonkajšej stabilitě má širšie uplatnenie, ako 
úloha o stabilitě vnútornej. Ukážeme si jeden příklad. 

Predpokladajme, že v istom meste sa chystá nějaká vý-
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znamná akcia (festival, spartakiáda apod.). Nech F je 
množina všetkých jeho križovatiek. Predpokladajme, že 
pře velký počet prvkov v množině V nie je možné každú 
křižovatku v meste obsadit informátorom, ale že by bolo 
žiadúce, aby v případe, že na niektorej křižovatko infor-
mátor nie je, existovala křižovatka ku nej susedná, na 
ktorej už informátor je. Najmenšia množina obsadených 
križovatiek s touto vlastnostou je najmenšia navonok 
stabilná množina v grafe 'S = (V, H), kde (v, w)eH, ak 
sú křižovatky v, w susedné v dopravnom zmysle. 

Iným príkladom takejto úlohy je problém umiestenia 
minimálneho počtu dám na šachovnici tak, aby každé 
pole, na ktorom dáma nestojí, bolo v dosahu niektorej 
z nich. Čitatel sa móže sám presvedčiť, že táto úloha je 
úlohou o minimálnej navonok stabilnej množině. 

3.2.4. Cesty na grafoch. Cestou na grafe = (F, H) 
voláme konečnú postupnost # = (w0, , ťj hn, vn), 
kde v0 a v1 sú rózne vrcholy hrany hlt vx a v2 sú rózne 
vrcholy hrany ht, ..., vn_ t a vn sú rózne vrcholy hrany hn. 

Dóležité je, aby sme si uvědomili, že v případe oriento-
vanej hrany ht nežiadame, aby v0 bol jej začiatočný a vx 
koncový vrchol. Móže to byť aj naopak! 

Na obr. 9 máme příklad cesty & = (v0, , , h2, v2, 
ha, vs) na orientovanom (připadne čiastočne orientova-
nom grafe). 

Ak naviac všetky orientované hrany ht = (Vi_lt 

h 

Obr. 9 
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majů svoje vrcholy i v tomto poradí na ceste hovoří-
me, že <€ je usměrněná cesta. Na obr. 9 je cesta (v3, h3, 
v2, h2, vx) usměrněná. 

Ak pře cestu % platí = vn a všetky ostatně vrcholy 
sú navzájom rózne, voláme ju kružnicou. Ak to platí pře 
usmernenú cestu voláme ju usměrněnou kružnicou. 

3.2.5. Vyhladanie cesty medzi dvoma vrcholmi. Táto 
úloha sa móže zdať čitatelom triviálna, ved kto by mohol 
mať starosti například s vyhladaním cesty z S do A na 
grafe z obr. 7a. Zdanie sa však tento raz myli. Omyl spo-
čívá v tom, že nie vždy máme možnosť „systematické-
ho" pohladu na graf ako celek. Představme si, že by sme 
nemohli kreslit žiadne obrázky, ale mali graf značený 
takto: 

V = {C, A, J, R, S, M} 
h, = (C, A), h2 = (A, J), h3 = (J, R), K = (R, S) 
ht = {S,C), ht = (M,C), h7 = (M, A), h, = (M,J) 
ht = (M,R), h10 = (M, 8) 

(takýmto spósobom by mohol byt graf z obr. 7a zadaný 
například v památi počítača). Při takomto spósobe urče-
nia grafu nevidno cestu z S do A „na prvý pohlad". 

Představme si však, že při takomto spósobe zadania 
by vrcholov nebolo 6, ale 60 a hrán okolo 300. Potom 
vzniká skutočne netriviálna otázka, podia akého algo-
ritmu třeba postupovat (například při riešení na počí-
tači) při hladaní cesty medzi dvoma vrcholmi grafu. 

Takýto istý algoritmus by mohol potřebovat aj spe-
leológ ( = jaskyniar), ked by zablúdil v spleti podzem-
ných chodieb a potřeboval by sa dostat von. Podzemně 
chodby možno totiž považovat za hrany niektorého gra-
fu a křižovatky chodieb za jeho vrcholy. Speleolog při-
tom nielen že nemá celkový pohlad na graf, ale nevidí nič, 
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okrem chodby, ktorou ide a chodieb, ktoré do nej ústia. 
Hoci pre prácu aplikovaného matematika je viac cha-

rakteristická tvorba matematických modelov, ako výběr 
algoritmov, algoritmus pre vyhTadanie cesty na grafe si 
preberieme ako zaujímavú ukázku. Čitatelia si potom 
móžu premysliet, ako by bolo třeba tento algoritmus 
upravit pre hladanie usmernenej cesty na orientova-
nom, připadne čiastočne orientovanom grafe. 

Algoritmus na vyhladanie cesty z vrchola v do w na 
grafe & = (V, H) opíšeme tak, že určíme pravidlá, 
pomocou ktorých sa ďalej predlži cesta, ktorá začala vo 
vrchole v a zatial dospěla po vrchol w: 

3.2.5.1. Nikdy nevybrat hranu, ktorá už raz do cesty 
vybraná bola, v tom istom smere ( = poradí vrcholov), 
ako predtým. Inými slovami, neslobodno íst po žiadnej 
hrané po druhý raz smerom, ktorým sme už raz išli. 

3.2.5.2. Ak je vrchol u ^ v a vrchol u sa na konštruo-
vanej ceste # vyskytuje po prvý raz na hrané (u, u), 
predížime cestu # hranou (u, u) len vtedy, keď niet inej 

Obr. 10 
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možnosti. Inými slovami, hranou, po ktorej sme do 
vrchola přišli po prvý raz, sa slobodno vrátit len vtedy, 
ked nemáme inú možnost. 

Dá sa dokázat (dókaz je například v knihe [4]), že 
po konečnom počte krokov bud dosiahneme vrchol w, 
ktorý sme chceli dosiahnut, alebo skončíme vo vrchole 
v tak, že cestu C nebude možné ďalej predížit bez poru-
šenia pravidla 3.2.5.1. Táto druhá možnost potom zna-
mená, že hladaná cesta na grafe neexistuje. 

Na obr. 10 vidíme příklad cesty z A do R (čiarkova-
nej), ktorú sme predlžovali podia pravidiel 3.2.6.1 
a 3.2.5.2, pričom ak bolo možné vyberat si z viacerých 
možností, vyberali sme si náhodné. 

3.2.6. Vyhladanie najkratSej cesty na grafe. Kým 
predchádzajúca úloha sa v praxi zriedkakedy vyskytuje 
samostatné (skór ako súčast širšieho problému), úloha 
o najkratšej ceste má vela priamych aplikácií. 

Váčšina čitatelov už iste používala automapu nášho, 
alebo cudzieho územia při hladaní najkratšej cesty 
medzi dvoma mestami. Přitom zistila, že najma pre 
vzdialenejšie mestá je to nelahká úloha, (stačí si skúsit 
vyhladat najkratšiu cestu z Popradu do Znojma, alebo 
z Oradey do Giurgiu v Rumunsku). Dopravné závody 
ČSAD, alebo dopravné útvary iných podnikov, však musia 
takéto úlohy riešit temer denne a preto sa na jej opako-
vané riešenie postupné nasadzujú samočinné počítače. 

Všeobecná formulácia úlohy o najkratšej ceste na 
grafe je nasledovná: 

Nech '¡S = (V, H) je graf, na ktorom pre každé 
h e H je dané kladné číslo d(h) (toto ohodnotenie móže 
vyjadřovat dížku hrany h, alebo čas, potřebný na jej 
přechod, alebo cenu za prepravu jednotkového nákladu 
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cez túto hranu). Nech ve V, t o e F . Třeba nájsť takú 
cestu V = (v = va. hlt ..., hn, v„.= w), aby číslo 

d{V) = 2 d(h) 
i = l 

bolo minimálně. 
Výpočtový postup (algoritmus) je typickou ukázkou 

metódy, vhodnej pre použitie na počítači. 
Pri tomto algoritme priradujeme vrcholom grafu po-

mocné ohodnotenia. Postupujeme takto: 
1° Vrcholu v (východisku) přiřadíme ohodnotenie 

f(v) = 0, všetkým ostatným vrcholom přiřadíme ohod-
notenie f(u) = oo, alebo f(u) = m, kde m je nějaké 
velmi velké číslo, například m = 1020 apod. Potom pře-
jdeme ku kroku 2°. 

2° Ak existuje hrana h = (u, u) e H, na ktorej 
/(«) — /(«) >d(h) 

nahradíme /(«) hodnotou f(u) -f- d(h) a vrátíme sa na za-
čiatok kroku 2°. Ak taká hrana neexistuje, přejdeme ku 
kroku 3°. 

3° Ohodnotenia vrcholov, ku ktorým sme dospěli, 
znamenajú minimálně hodnoty pre cesty # z vý-
chodiska do příslušného bodu. Minimálnu cestu & z vý-
chodiska v do vrcholu w potom zostrojíme spatné od 
vrcholu w podia 4°. 

4° Ak už máme zostrojenú koncovú část cesty 
vn_k, v„_*+1, ..., h„, vn = w a platí vn_k ^ v, náj-
deme vrchol i>„_*_i taký, že hn_k = (vn_k_v vn_k)eH 
a platí 

d{hn_k) - f(vn_k) — /(*>„_*_!) 
Cestu potom predížime v spátnom smere na tvar 

hn, v„ = w. Taký vrchol 
Vn-k-i vždy existuje vdaka spósobu, ktorým sme vyko-
nali kroky 1° a 2°. 
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Ak po tomto kroku je už prvým vrcholom na ceste 
vrchol v, sme hotoví. Ak nie, zopakujeme krok 4° 
s predíženou cestou. Po konečnom počte krokov napo-
kon dospejeme k hladanej ceste = {v = v0, v1; ..., 
K, vn = w). 

Ako příklad použitia tejto metódy si ukážeme postup 
(napr. v počítači) pri určovaní vzdialenosti z vrcholu A 
do R na grafe z obr. 7b. Postupujme podia tabulky 2. 

Ohodnotenie 
t J 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
C m m 31 31 31 31 31 31 31 
J m m m 44 44 44 44 44 44 
M m 38 38 38 38 38 38 38 38 
R m m m m m 74 72 72 70 
S m m m m 70 70 70 46 46 

Tab. 2 

Každej zmene pomocných ohodnotení vrcholov tu zodpo-
vedá nový štipec tabulky. Citatelov možno překvapí 
„hlúpy" postup pri určovaní stlpca 5, kde oprava ohod-
notenia f(S) sa vykonala pomocou hrany (M, S), hoci 
„múdrejsie" by bolo urobiť to pomocou hrany (C, S). 
Lenže pozor! Počítač nemá celkový prehlad a použije 
prvú hranu h = (u, u), na ktorú natrafí a pre ktorú 
f[Ů) — /(«) > d(h). Záleží teda potom len od poradia, 
v ktorom má počítač hrany v památi uložené. Ak má 
skór (M, S), ako (C, S), postupuje tak, ako v tomto pří-
pade. 
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3.2.7. Metoda kritickej cesty. Pomocou orientovaného 
grafu móžeme znázornit aj následnosť dielčich činností, 
ktoré sú potřebné pri vykonávaní niektorej práce. 

Představme si, že by sme v niektorej chatovej oblasti, 
kde ešte nie je uzávěr chatovej výstavby, chceli postavit 
chatu niektorého z typov, ktoré ponuka n. p. Dřevina. 
Cesta, ktorú musíme přej st od tohto násho rozhodnutia, 
až po ukončenia hruběj výstavby chaty, sa skládá 
z viacerých nutných činností (etáp). Ich zoznam vidíme 
v tabulke 3. Třetí štipec tabulky obsahuje trvanie čin-

Číslo 
činnosti 

Názov činnosti Trvanie 
činnosti 

Pred-
chádza-

júce 
činnosti 

1 Projektové práce 2 — 

2 Povolenie na výstavbu 2 1 
3 Objednávka a výroba chaty 

u n. p. Dřevina 10 — 

4 Výkop základov 2 2 
5 Nákup a dovoz železa a dře-

va na debnenie 1 2 
0 Debnenie základov a armo-

vanie 1 4,5 
7 Nákup a dovoz kameňa, 

Strku a cementu 1 2 
8 Vybudovanie základov 1 6,7 
9 Montáž chaty 1 3,8 

10 Nákup a dovoz krytiny 1 2 
11 Pokrytie chaty 1 9,10 

Tab. 3 
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nosti v mesiacoch, a štvrtý, veTmi dóležitý, nám ukazuje, 
ktoré činnosti už musia byť ukončené, aby sa niektorá 
činnost mohla začať. Například činnost 8 — vybudova-
nie základov, sa móže začať, až keď sú ukončené čin-
nosti 6 a 7, t. j. debnenie základov s armovaním a dovoz 
potřebného stavebného materiálu. 

Obsah tabulky 3 sa priam ponúka na to, aby sme ho 
vyjádřili pomocou grafu. Prvý možný spósob vidíme na 
obr. 11, kde ide o tzv. sieťový graf vrcholového typu. 
O druhom možnom type, hranovom, si povieme neskór. 

Každá činnost je tu znázorněná vrcholom grafu, ktorý 
je označený zlomkom m/n, kde m je číslo činnosti a n jej 
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trvanie. Vrchol m/m spojíme s pjq orientovanou hranou 
(šípkou), ak činnosti p-tej musí predchádzať m-tá podia 
4. stípca tab. 3. Okrem toho přidáme do grafu pomocné 
vrcholy z (začiatok) a k (koniec) s nulovým trváním. 

V tomto grafe vrcholového typu sú teda činnosti 
znázorněné vrcholmi a nadváznosti hranami. 

Sietový graf nám nielen umožňuje velmi názorné 
vyjádřit nadváznosti jednotlivých činností, ale aj zistit 
niektoré časové relácie. Ak začneme čas počítat v mesia-
coch od začiatku práč, zistíme postupné, že činnosti 1 
a 3 móžu začat v čase 0, č. 2 a 10 v čase 2, č. 4, 5 a 7 
v čase 4, č. 6 v čase 6 atd. až činnost k v čase 12, t. j. 
o 12 mesiacov by sme mali mať chatu v hruběj stavbě 
hotovú. Čísla najskoršieho možného začiatku píšeme 
vlavo hore pri príslušnom vrchole. 

Móžeme si však položit aj ďalšiu otázku: aké sú naj-
neskoršie nutné začiatky jednotlivých činností, ktoré by 
ešte nespósobili predíženie výstavby na čas dlhší, ako 12 
mesiacov. Tieto časy si postupné odvodíme od konca. Pře 
činnost 11 je to 11, pře č. 10 a 9 je to 10, atď. Údaj 
o najneskoršom nutnom začiatku píšeme vpravo hore 
pri príslušnom vrchole. 

Rozdiel medzi nejneskorším nutným a najskorším mož-
ným začiatkom znamená rezervu, o ktorú možno trvanie 
tej ktorej činnosti predlžiť bez toho, že by sa porušil 
konečný termín. Údaje o rezerve píšeme pod vrchol. 
Samozrejme, túto rezervu sme vypočítali za předpokladu, 
že ostatné činnosti prebehnú podia plánu. Ak by sa totiž 
například činnost 2 predížila o 1 mesiac, nebude mať 
činnost 7 rezervu 4, ale už len 3 mesiace apod. 

Činnosti, ktoré nemajú žiadnu rezervu, majů zvláštně 
postavenie, pretože každé omeškanie sa v nich sa prejaví 
predlžením času výstavby. Preto sa usměrněná cesta, 
ktorá nimi prechádza z vrcholu k do z, volá kritická. 
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V našom případe sú na kritickej ceste činnosti 3, 9 a 11. 
Stačí však, aby sme z nějakých dóvodov museli napří-
klad o 2 mesiace predlžiť činnosť 1 (dajme tomu, že 
povolenie na výstavbu přídě o dva mesiace neskór), 
a už sa na kritickej ceste ocitnú aj činnosti 2, 4, 6, 8. 

Metóda, ktorú sme si opísali, sa volá metóda kritickej 
cesty, skrátene CPM, podia anglického názvu „critical 
path method", je najjednoduchšou z metod tzv. sieťovej 
analýzy, ktorá sa zaoberá štúdiom sieťových grafov, 
ktoré vyjadrujú nadváznosti dielčích činností. Tieto me-
tódy sa už bežne používajú při zostavovaní plánov vý-
stavby váčších stavieb, plánovaní výskumu a vývoja 
nových zariadení apod. 

Pri práci so sieťovým grafom z obr. 11 pociťujeme 
jednu nevýhodu, a to že má ohodnotené vrcholy, a nie 
hrany, ako sme boli zvyknutí, čoho dósledkom je aj to, 
že činnosti, ktoré majů poměrně dlhé trváme, sú znázor-
něné vrcholmi, kým okamžiky prechodov medzi čin-
nosťami sú znázorněné hranami, teda útvarmi geometric-
ky dlhšími. Ukážeme si, že od grafu vrcholového typu 
možno prejsť ku grafu hranového typu, kde činnosti 
budú vyjádřené ohodnotenými hranami. 

Vykonajme dva kroky: 
1° Nahraďme každý vrchol, s výnimkou z a k, dvoji-

cou vrcholov, spojených orientovanou hranou (v smere 
zlava doprava). Hrany, ktoré predtým končili vo vrcho-
le, budú teraz končiť v lavom zo spomínaných vrcholov 
a hrany, ktoré predtým vo vrchole začínali, budú začí-
nat v pravom z dvojice vrcholov. Póvodné označenie 
vrchola přiřadíme teraz hrané, ktorou sme vrchol nahra-
dili (obr. 12). 

2° Každú dvojicu vrcholov, spojených neohodnotenou 
hranou, nahradíme postupné jeclným vrcholom, ak sa 
splnia tieto podmienky: 
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2a) nepřidá sa tým do grafu závislost medzi takými 
činnostami, ktoré predtým boli nezávislé, 

2b) nespósobí sa to, že by niektoré vrcholy boli spojené 
viac, než jednou hranou. 

Obr. 13 
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Vrcholy, ktoré po kroku 2° splynu do jedného, sme na 
obr. 12 čiarkovane ohraničili a přidělili sme im abecedné 
označenia. Ich spojením vznikne graf z obr. 13. Vrcholy c, 

Vo,-^- — 
\ 6 / / 

\\ \ 

Obr. 15 

Obr. 10 
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d nemohli splynut vzhladom na pravidlo 2b. Pretože 
v našom přiklade sa neuplatnilo pravidlo 2a, ukážeme si 
případ, kedy sa s ním střetneme. 

Představme si, že na obr. 14 máme část sietového 
grafu vrcholového typu, z ktorej po kroku 1° dostaneme 
graf z obr. 15. Ak by sme tu chybné žlučili tri vrcholy do 
b, porušili by sme pravidlo 2a přidáním závislosti čin-
nosti 5 na činnosti 2, ktorá vo východiskovom grafe nie 
je (obr. 16). Výsledok správného zlúčenia máme na 
obr. 17. 

3.3. Dopravné s ie te 

Hoci teóriu dopravných sietí si uvádzame ako posled-
nú, je svojím významom pre aplikácie prvá a preto jej 
venujeme túto samostatnú část. 

Dopravnou sietou voláme orientovaný graf Ž? = 
= (V, H) bez usměrněných kružnic, v ktorom 

1. každéj hrané heH je priradené ohodnotenie k(h) > 
> 0; toto ohodnotenie sa volá priepustnost, alebo kapa-
cita hrany h, 

2. existuje vrchol p e V, v ktorom nekončí a vrohol 
u e V, v ktorom nezačína žiadna hrana z H. Vrchol p sa 
volá prameň a u sa volá ústie siete. 

Ak graf & splňa len podmienku 1., volá sa zovšeobec-
nená dopravná sieť. 

Tokom v dopravnej sieti voláme funkciu /, ktorá kaž-
dej hrané heH přiřadí nezáporné číslo f(h) ^ k(h), ktoré 
voláme velkostou toku cez hranu h, pričom 

ft = 2 f(v, W) = S f(w, v) = /,-
df (i»:(e.w)6«J (w:(w.9)elf) df 

pre lubovolné ve V — [p, w}. 



Táto podmienka sa podobá na Kirchhoffov zákon, 
známy z fyziky („čo do vrchola priteóie, musí z neho aj 
odtiecť"). 
' Tok / sa volá maximálny v dopravnej s ie t i^ = (V, H, 
k), ak pre každý iný tok g v tejto sieti platí /J ^ gi. 

Dopravnú sieť si móžeme představit ako sieť vodných 
kanálov, do ktorých sa voda dostává z jediného prameňa 
p a z ktorých ústi do jediného ústia u. 

Dopravná sieť s jediným prameňom a jediným ústím 
by sa mohla zdať matematickým modelom příliš špeciál-
nym a preto aj málo aplikovatelným. Ved běžné doprav-
né siete (nie v matematickom zmysle), ako například 
čestná, alebo železničná sieť, majů viac miest, z ktorých 
prúdy vozidiel vychádzajú, alebo kam prichádzajú. 

V nasledujúcom příklade si ukážeme, že matematický 
pojem dopravnej siete má predsa len váčšie použitie, 
než by sa na prvý pohlad zdálo. 

Odberatel 1 2 3 4 5 6 

Zdroj 
\ P o z i a d . 

\ 
\ 

\ 50 00 60 75 35 60 

P o n u k a \ 

A 60 40 0 50 0 0 60 
B 30 0 20 0 0 0 30 
C 50 35 50 0 0 0 0 
D 70 0 65 0 100 0 0 
E 40 0 0 0 40 30. 0 
F 80 0 0 0 80 50 0 

Tab. 4 



3.3.1. Příklad. Předpokladajme, že na jednom břehu 
mora sú zdroje A, B, C, D, E, F niektorej suroviny, 
ktorej odberatelia číslo 1, 2, 3, 4, 5, 6 sídlia na druhom 
břehu. Medzi sídlami zdrojov A—F, a odberatelov 
1—6 premávajú rózne lodné linky, ktoré prevážajú 
připadne cestujúcich, rózne tovary a na prepravu našej 
suroviny móžu vyčlenit kapacitu podia tabulky 4 (kapa-
citu meriame v jednotkách množstva za jednotku časo-
vú). Pri zdrojoch hned uvádzame ponúkané, při odbera-
teloch požadované množstvo. Nula vovnútri tabulky 
znamená, že od dodávatela z příslušného riadku ku od-
běratelovi z příslušného stlpca bud lodná linka nepre-

Obr. 10 
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máva, alebo na prepravu nasej suroviny nemá žiadnu 
volnú kapacitu. Číslo 50 v treťom riadku, druhom štipci 
například znamená, že od zdroja 0 k odběratelovi 2 pre-
máva linka s kapacitou 50 pře přepravu našej suroviny. 

Túto situáciu možeme vyjádřit grafom z obr. 18. 

Obr. 19 

Takýto graf, v ktorom sa množina vrcholov rozpadá na 
dve časti a hrany vedú len z časti prvej do druhej, sa 
v literatuře volá prostý graf. Definícii dopravnej siete 
sice nevyhovuje, ale ukážeme si, ako ho možno jednodu-
chým obratom upravit na dopravnú sieť. 

Pridajme ku množině vrcholov grafu z obr. 18 „umě-
lý" (fiktívny) prameň p a ústie u (obr. 19). Přitom spojme 
vrchol p s každým z vrcholov A, . . . , F orientovanou 
hranou s kapacitou, ktorá sa rovná ponuke odpovedajú-
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čeho dodávatela. Podobné spojíme vrcholy 1, . . . , 6 
s vrcholom u hranami s kapacitami, ktoré sa rovnajú 
požiadavkám odberatelov. Kedže v strednej časti grafu sú 
hrany v smere volných Iodných liniek s kapacitou, kto-
rá sa rovná kapacitě týchto liniek, určuje každý tok 
v tejto sieti svojimi hodnotami v strednej časti grafu 
velkost dodávok od dodávatefov k spotrebitelom. / je 
tok, a preto žiadnej linke sa neurčí přepravit viac, než 
je jej kapacita, do žiadneho z vrcholov A, . .., F neprí-
de, a teda ani z neho neodíde viac jednotiek toku 
( = suroviny), než je kapacita hrany, spojujúcej prameň 
s týmto vrcholom, teda než je ponuka tohto dodávatela. 
Z podobných dóvodov ani žiaden odberatel nedostane 
viac, než je jeho požiadavka. Maximálny tok v tejto 
sieti určí potom maximálně úhrnné množstvo suroviny, 
ktoré možno pri splnění daných podmienok previezť od 
dodávateíov k spotrebitelom. 

3.3.2. Ford-Fulkersonov algoritmus na vyhladanie 
maximálneho toku v dopravnej sieti. Úloha o maximál-
nom toku má vela aplikácií a preto nevyhnutne potřebu-
je efektívny algoritmus, ktorý možno dobré programo-
vat na samočinnom počítači. Obidve tieto vlastnosti má 
Ford-Fulkersonov algoritmus, ktorý si preberieme po-
drobnejšie. 

Pri použití tohto algoritmu vychádzame z nulového 
toku, którý každej hrané heH priraďuje hodnotu f(h) = 
= 0. Po konečnom počte krokov dospejeme ku maxi-
málnemu toku. 

Pri každom kroku sa nejprv rozhodneme, či tok, ktorý 
sme dosiahli, je už maximálny, alebo nie. Ak nie, uká-
žeme si, ako ho zváčšit. 

Predpokladajme, že sme zatial dosiahli tok /, ktorý 
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nie je maximálny, t. j. že ešte existuje niektorý tok g, 
pře ktorý 

9+P = 2 g{p, w)>f;= 2 f{p, «0 
(p.w)eft (j>,w)6 H 

Potom musí existovat aspoň jeden vrchol wlt pre ktorý 

f(p, icj < g{p, wx) ^ k(p, wj 
čiže hranou (p, wx) přitéká do vrcholu wi váčší tok g, 
ako /, a teda 

1. buď existuje hrana (wv w2) eH, na ktorej 
f{wlt w2) < g(wlt w2) < k(w1, w2) 

(t. j. touto hranou aj odtéká váčší tok g, ako /, 
2. alebo existuje hrana (w2, Wj) eH, na ktorej 

f(w2, wj > g{w2, wj ^ 0 

(t. j. touto hranou sa nerovnost z 1. zasa kompenzuje). 
V prvom případe možno vo vrchole w2 zopakovat 

úvahu, ktorú sme vykonali vo vrchole wv 
V druhom případe z vrchola w2 vychádza hranou 

(w2, wx) váčší tok /, ako g, a teda bud to kompenzuje iná 
hrana (w2, w3), na ktorej 

f(w2, w3) < g(w2, w3) ^ k(w2, w3) 

alebo po niektorej hrané (w3, w2) do w2 aj váčší tok vchá-
dza, čiže 

f(wa, w2) > g{w3, w2) ^ 0 

Úvahu, ktorú sme vykonali vo vrchole w2, móžeme 
vykonat vo w3 a definovat w4, atď. Dostáváme tým po-
stupnost vrcholov p = w0, wu w2, . . . , ktorá má tú 
vlastnost, že ak (w^, wt) e H, tak platí 
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f{Wi_lt Wi) < g(wi_í, wt) Sí h{Wi_lt Wi), čiže 
f{u>i-i, wi) < kiWi^, w) 

a ak (wi, Wi_x) eH, tak 

Uvažme teraz množinu W eV vrcholov, do ktorých sa 
takýmito postupnosťami móžeme dostat. Dokážeme si, 
že za nášho předpokladu fp < g*t platí u e W. Postupuj-
me nepriamo. Nech by MG Wc = V — W. Potom pře 
hrany (w, v)eH, w e W, ve Wc by platilo f(w, v) ^ 
S: g(w, v), pretože inak by sme postupnost, ktorou do-
siahneme vrchol w, mohli predížit aj do bodu v a bolo by 
v e W, v f Wc. 

Ďalej je z podobných dóvodov zřejmé, že ak (v, w) e H, 
v e Wc, weW, tak f(v, w) ^ g(v, w). 

Situáciu, ku ktorej sme dospěli, vidíme na obr. 20. 
Obsahuje v sebe spor, pretože toky / a g „vyvierajú" len 
vo vrchole p, všetky ostatné vrcholy množiny W vyšlu 
tolko toku, koTko ho prijmú. Přitom /£ < a aj pře 
přítok z množiny Wc platí 

f{Wi, v>i-i) > g{wu ž 0, čiže 
t(wj, Wi_x) > 0 

Obr. 20 
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2 /(», v>) < 2 g{v,w) 
vewc 

106 w 

Potom ale nevyhnutné 

t>ewc 

we»»' 

2 /(«>. ») < 2 v) weH' 
«6»FC 

čo je v spore s tým, že na všetkých hranách z W do W° 
má platit f(w, v) ^ g(w, v). Předpoklad u e WG teda 
vedie k sporu. 

Tým sme dokázali, že u e W, t. j. že existuje postup-
nost p = v0,vu ..., vn = u, na ktorej 

í/ÍWí.!, Wi) < k{Wi_u Wi) pre (w{_lt w J e H („vpřed") 
\f(Wi, > 0 pre (wt, w^eH („vzad") 

Označme 
d = min {minj^Wi.!, wť) — f(w¡.j, wt)], min f(wit m>í_!)} 

(».• , , »•)€« («7-. MJ. )eH 1-1 i i l—1 

a definujme teraz nový tok / pomocou postupnosti 
p = w0, wu . . w„ = u a čísla d\ 

f(h) + d pre h = (wt_v w{) 
(F) f(h) = ¿-f(h) — d pre h = («*, 

f(h) v ostatných prípadooh 

Ukážeme si, že / je opat tok, váčší, ako /. 
Z definície čísla d vyplývá, že 0 ^ J(h) Si k(h) pre 

všetky heH. 
„Kirchhoffov zákon" sa tiež nenaruší, pretože pre 

vrcholy, ktoré nie sú prvkami postupnosti, sa tok / 
nezmenil, a ak i = 1, . . . , n — 1, tak móže nastat len 
jeden z prípadov z obrázku 21 a v žiadnom z nich sa táto 
podmienka nenaruší. 
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Pretože w0 = p, platí = /J + d a teda tok sa zváč-
' šil. 

Postupnost p, wlt . . . , m>„-i> u nám teda poslúžila na 
zváčšenie toku /. Na zváčšenie toku / však už poslúžiť 
nebude móct, pretože vdaka definícii korekcie d sa jedna 
z nerovností (Ď) stane rovnostou. 

Obr. 21 

Pretože všetkých ciest na grafe s konečnou vrcholovou 
množinou je len konečný počet, po konečnom počte 
krokov už vyřadíme všetky takéto korekčné postup-
nosti. Ford-Fulkersonov algoritmus má teda vždy len 
konečný počet krokov. 

Móžeme teda zhrnúť: 
1. Ak východiskový tok / nie je maximálny, tak 

existuje postupnost vrcholov p = w0, wx, ..., w„ = u 
s vlastnosťou (D) a pomocou nej možno ku / definovat 
nový tok /, váčší, ako /. 

2. Ak / je maximálny tok, tak takáto postupnost 
neexistuje, pretože keby existovala, / by sa dal zváčáiť. 

Cestu s vlastnostami (D) móžeme hladat viacerými 
spósobmi. Například při ručnom spracovaní móžeme 
farebnou ceruzkou vyznačit na jednotlivých hranách, či 
spíňajú podmienku (D) vpřed, vzad, alebo obidvoma 
smermi. 

Pri spracovaní na počítači sa jeden krok Ford-Fulker-
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sonovho algoritmu s východiskovým tokom / vykoná 
takto: 

3.3.2.1. Vrcholu p přiřadíme pomocný index 0. 

3.3.2.2. Ak vrchol v už pomocný index má a vrchol w 
nie, prióom f(v, w) < k(v, w), přiřadíme vrcholu w pomoc-
ný index -j-«. Tým si označíme, že při tvoření cesty 
s vlastnosťou (D) móže za vrcholom v nasledovať w 
v zmysle „vpřed". 

3.3.2.3. Ak vrchol v už pomocný index má a vrchol w 
nie, prióom f(w, v) > 0, přiřadíme vrcholu w pomocný 
index —v („vzad"). 

3.3.2.4. Ak po pridelení pomocných indexov všetkým 
vrcholom, ktorým sa to dá, zostane vrchipl u bez pomoc-
ného indexu, je tok/ maximálny. Ak má vrchol u pomoc-
ný index -\-v, položíme w„ — u, wn_x = v (postupnost 
konstruujeme od konca a číslo n zatial nepoznáme). 
w„_2 bude potom vrchol, vymenováný v pomocnom 
indexe vrchola atd., až sa dostaneme k vrcholu p. 

V případe, že hladáme celočíselný tok, a že aj kapacity 
k(h) sú všetky celočíselné, móžeme súčasne s konštruk-
ciou postupnosti ihned opravovat tok o jednotku takto: 

Ak ma vrchol u = wn index přidáme k f{wn_ 
wn) číslo +1 . 

Ak má vrchol index -\-w{_ít přidáme k f(Wi_lt wt) 
číslo + 1 . 

Ak má vrchol wt index — o d č í t á m e od f(Wi, w ^ ) 
číslo 1. 

Je zřejmé, že po konečnom počte krokov tento postup 
skončí, pretože tok je zhora ohraničený a pri každom 
kroku vzrastie o 1. 
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V případe, že nejde o celočíselnú úlohu v tomto zmys-
le, musíme po skonštruovaní postupnosti vyrátat d 
a opravit tok podia (F). 

3.3.3. Příklad (pokračovanie 3.3.1). Predpokladajme, 
že v sieti z obr. 19 je zatial nulový tok. Vlastnost (D) 
má napr. postupnost p, A, 1, u a móžeme na nej defino-
vat opravu d = 40, ktorú přidáme k toku na hranách 
(p, A), (A, 1) a (1, u). Ďalej móžeme postupovat napr. 
takto: 

Obr. 10 
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Postupnosť p, 
Postupnost p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 

A, 6, u 
B, 2, u 
B, 6, u 
C, 2, u 
D, 2, u 
D, 4, u 
E, 4, u 
E, 5, u 
F, 5, u 

nam 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 

dá opravu 20 
dá opravu 20 
dá opravu 10 
dá opravu 50 
dá opravu 20 
dá opravu 50 
dá opravu 25 
dá opravu 15 
dá opravu 20 

Pri týchto úpravách pri ktorých sme použili smer vpřed 
dojdeme k sieti s tokom na obr. 22. Čitatel zlomku na 
hrané znamená kapacitu, menovatel veTkosť toku. 

Tu už sa nedá nájsť postupnosť s vlasnosťou (D), ktorá 
by používala len smer „vpřed". 

Obr. 23 



Pře vyhladanie korekčnej cesty použijeme pomocné 
indexy a postupné ich pridelíme takto: 
vrcholu p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +C, —1, +A, + 3 

Keďže sme už dosiahli vrchol u, nebudeme přidělovat 
dalšie indexy, hoci by to bolo možné. 

Na korekčnej ceste p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u máme 
d = min {60, 80, 50, 45, 50, 35, 40, 50, 60} = 35 

Toto číslo přidáme k toku na hranách (p, F), (F, 4), 
(D, 2), (C, 1), {A, 3), (3, u) a uberieme na (D, 4), (C, 2), 
(A, 1). 
Dostaneme tok z obr. 23. Pridelíme pomocné indexy 

Obr. 10 
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Odberatel 1 2 3 4 5 6 spolu 
Ne-

Zdroj 
\ P o ž i a d . 

\ 
využ. Zdroj 

\ 
\ 

50 90 60 75 35 60 dodá po-\ 
\ nuka 

P o n u k a \ 

A 60 6 — 35 — — . 20 60 — 

B 30 — 10 — — — - 20 30 — 

C 50 35 15 — — — — • 50 — 

D 70 — 65 — 5 — — 70 — 

E 40 — — — 25 15 — 40 — 

F 80 — — — 45 20 — 65 15 

Spolu 
dostaneme 40 90 35 75 35 40 315 

Neuspoko- Spolu 
jená požia- přepra-
davka 10 — 25 — — 20 vené 

Tab. 5 

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +B, + 6 

a na ceste p, F, 4, D, 2, B, 6, u dostaneme 
d = min {35, 45, 15, 10, 20, 20, 30} = 10 

Po přidaní tohto čísla k toku na hranách (p, F), (F, 4), 
(D, 2), (B, 6), (6, u) a jeho ubraní od (D, 4) a (B, 2) dosta-
neme tok z obr. 24. 

Tu možeme dať pomocné indexy takto 
vrchol p, F, 4, 5, E, D 
index 0, +p, +F, +F, —4, —4 
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a žiadne dalšie. Vrchol u teda index nedostane, čiže tok 
je maximálny. 

Znamená to potom rozdelenie dodávok jednotlivými 
linkami podia tabulky 5. (například z A do 1 dodávka 5, 
z A do 3 dodávka 35 atď.). Vidíme, že ponuka zdrojov 
sa využila temer úplné, kým požiadavka odberatelov 
(ktorá bola váčšia, než ponuka) zostala u niektorých 
z nich čiastočne neuspokojená. 

3.3.4. Úloha o pridelení praeovníkov na pracoviská. 
Predpokladajme, že niektorý podnik rozšiřuje počty 
svojich praeovníkov, například preto, že zakúpil nové 
stroje a potřebuje robotníkov na ich obsluhu. Predpo-
kladajme, že ku strojom třeba dovedná šest praeovníkov 
na pracovně miesta č. 1, 2, . . . , 6 a že podnik přijal šest 

Obr. 10 
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nových robotníkov Adama, Blažeja, Cyrila, Dušana, 
Emila a Floriana, ktorých skrátene označíme A, B, C, 
D, E, F. Predpokladajme, že ide o pracovníkov kvalifi-
kovaných a skúsených, pričom 

A má předpoklady zastať miesto 1, 3, 6 
B —,,— miesto 2, 6 
C —,,— miesto 1, 2 
D —,,— miesto 2, 4 
E —,,— miesto 4, 5 
F —,,— miesto 4, 5 

Vedúci by týchto pracovníkov rád rozmiestil tak, aby sa 
každý pracovník dostal na miesto, na ktoré už má před-
poklady (kvalifikáciu, zapracovanie apod.), aby ho ne-
bolo třeba školil 

Obr. 10 
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Pretože pracovníkov je poměrně málo, po istej náma-
he by sa (například postupným preberaním všetkých 
variantov) vedúcemu podařilo nájsť najlepšie rozmieste-
nie. Ak by ich však bolo povedzme tridsať, úloha by bola 
nad jeho sily. Tu móže pomoct matematika, presnejšie 
dopravné siete. 

Áno, dopravné siete, hoci v zadaní úlohy o žiadnu 
dopravu nejde. Dostaneme sa k nim takto: 

Je celkom prirodzené znázornit pracovníkov a pra-
covně miesta vrcholmi grafu (obr. 25) a spojit každého 
pracovníka orientovanou hranou s tými pracovnými 
miestami, pře zastávanie ktorých má předpoklady. Úlo-
ha, ktorú třeba riešit, je vybrat čo najváčší počet hrán 
tohto grafu tak, aby žiadne dve z nich nemali spoločné 
vrcholy. Táto úloha sa volá úlohou o párovaní vrcholov 
prostého grafu. No a k dopravným sietám je už len kró-
čik. Stačí přidat ku grafu z obr. 25 fiktívny prameň p 
a ústie u (obr. 26), předpokládat, že všetky hrany majů 
kapacitu 1 a hladat maximálny celočíselný tok. 

Každý celočíselný tok / v tejto sieti móže na hranách 
siete nadobúdat len hodnoty 0, alebo 1. Hrany v stred-
nej časti grafu, na ktorých / = 1, sú isté také, že žiadne 
dve z nich nemajú spoločný vrchol (nemóžu to byť 
například hrany (A, 1) a (A, 3), pretože podia „Kirch-
hoffovho zákona" by muselo byť f(p, A) ;> 2 čo je spor 
s tým, že kapacita hrany (p, A) je 1). 

Cím váčší je tok /, tým viac je vybraných hrán 
( = dvojíc) na ktorých / = 1. Maximálny tok nám po-
tom dá aj maximálnu vybránu množinu. 

Riešme teraz našu úlohu vyhladaním maximálneho 
toku v sieti z obr. 26. Postupným výberom korekčných 
ciest {p, A, 1, u), {p, B, 2, u), (p, D, 4, u), (p, E, 5, u) 
dostaneme tok /, pre ktorý /J = 4, pričom hrany h, na 
ktorých f{h) = 1 označíme čiaročkou. Tento tok sa už 
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cestami „len vpřed" nedá zváčšiť, použijeme preto po-
stupnosti, ktoré idú aj „vpřed" aj „vzad" a hladajme 
ich pomocou pridavných indexov. Tak postupné přidě-
lí me tieto indexy: 

vrchol p, C, 1, A, 3, u 
index 0, +p, +C, —1, +A, + 3 

Obr. 27 

Čiže přidáme jednotku toku na (p, C), (C, 1), (A, 3), 
(3, u) a uberieme ju na (A, 1) — obr. 27. 
Potom podobné 

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +B, + 6 
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čím dostaneme tok (už maximálny) na obr. 28. Ten nám 
určuje, že pracovníkovi A třeba přidělit miesto 3, 
B—6, C—1, D—2, E—5, F—4. Existuje aj riešenie 
v ktorom namiesto E—5, F—4 je F—5, E—4. 

Obr. 28 

3.3.5. ťíloha o tunrasoch dopravných prostriedkov. 
Táto úloha na rozdiel od predchádzajúcej, je dopravného 
charakteru, ale uplatnenie dopravných sietí v nej bude 
i tak založené na prekvapujúcom obrate. 

Predpokladajme například, že istá obec má staré 
centrum i so žel. stanicou — označíme ho C, dalej nové 
sídlisko — S, závod — Z a školu — Š, (ktorá je mimo 
centra i sídliska, pretože slúži aj deťom zo susednej 
obce). Jazdné doby autobusov medzi týmito miestami 
sú vidno z obr. 29. Vzhladom k tomu, že robotníci v zá-
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vode pracujú od 6,00, administratívni pracovníci tamže 
o 6,45, v centre od 7,15, vlak odchádza o 6,30 a v škole sa 
začína dopoludnajšia směna o 7,30, je potřebné, aby 
chodili tieto autobusové spoje: 

Obr. 29 

Spoj. č. 1: centrum 53a závod 560 

Spoj. č. 2: sídlisko 540 závod 5B0 

Spoj. č. 3: sídlisko 600 centrum 620 

Spoj. č. 4: sídlisko 640 centrum 700 

Spoj. č. 5: centrum 604 sídlisko 624 závod 634 

Spoj. č. 6: centrum 6" sídlisko 708 škola 724 

Otázka je, aký minimálny počet autobusov je potřebný 
na obslúženie týchto spojov. 

Pri riešení tejto úlohy (nielen tejto konkrétnej, ale aj 
všeobecnej úlohy v turnusoch vozidiel), hrá dóležitú 
úlohu binárna relácia na množině spojov. Dva spoje sú 
v tejto relácii, ak jeden dopravný prostriedok po obslú-
žení jedného spoja stihne obslúžiť aj druhý (táto relácia 
je zrejme nesymetrická, druhý spoj je vždy v časovej 
následnosti za prvým). 

Jedna možnost na využitie grafov sa tu priam núka. 
Zostrojme orientovaný graf, ktorého vrcholmi budú spo-
je s a orientované hrany budú vyjadřovat reláciu, o kto-
rej sme si už hovořili. Niektoré hrany však móžeme 
z grafu vynechat, a to tie, ktoré i tak vyplývajú z tran-
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zitivity našej relácie. Například ak pře tri spoje platí 
sx -*• s2 a s2 -»• s3, zrejme aj ->- s3, ale túto hranu mó-
žeme pre jednoduchost a prehladnost vynechat z grafu. 
Pře náš konkrétny příklad máme tento graf na obr. 30. 
Postupnost vrcholov s^ s2, . . ., taká, že každá dvojica 
(«;_!, sť) je hranou grafu, určuje poradie spojov pre jed-
notlivé vozidlo, čiže jeho turnus. 

Obr. 30 

Úlohou je pokryt celú vrcholovú množinu najmenším 
možným počtom takýchto postupností. Ak by niektorý 
vrchol ( = spoj) bol vo viacerých postupnostiach, jedno-
ducho ho vynecháme zo všetkých postupností, okrem 
jednej. 

Riešit túto úlohu na grafe z obr. 30 je velmi jednodu-
ché. Na prvý pohlad nám stačia dve postupnosti, napří-
klad 1, 3, 4 a 2, 5, 6. 

V skutočných úlohách z praxe sa však uvažujú 
desiatky, ba stovky spojov a tam sa už na intuiciu spo-
liehat nemožno. Třeba mať algoritmus, ktorý zaručene 
vedie k optimálnemu riešeniu, čiže k minimálnemu počtu 
potřebných vozidiel, a to taký, ktorý by sa dal použit 
aj na počítači. 

Žial, priamo pre úlohu v tom znění, o akom sme dosial 
uvažovali, algoritmus nepoznáme. Tu přídě fígel o kto-
rom sme už hovořili a ktorým úlohu prevedieme na 
dopravné siete. 
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Najprv si uvedomíme, že pře riešenie nasej úlohy 
nemusíme poznat celý spoj, od odchodu z východiska, 
cez přechod všetkými zastávkami až po příchod do cielo-
vej stanice. Stačí nám poznat ho v dvoch momentoch: 
pri odchode a pri příchode. Namiesto jedného spoj a s 
stačí nám uvažovat jeho odchodovú charakteristiku s0 
(čas odchodu a východisko) a príchodovú charakteristi-
ku sP. Co keby sme teda každému spojů nepridelili jeden 
vrchol grafu, ale dva — příchodový a odchodový. Po-
dobné, ako v grafe na obr. 18 móžeme dat „příchodové" 
vrcholy do lavého a odchodové do pravého stlpca. 
Přitom spojíme sp hranou s vrcholom S0, ak jedno vozidlo 
po vykonaní spoj a s móže vykonat spoj š. 

Uvážme teraz úlohu o párovaní v tomto grafe. Ak 
vyberieme pár, čiže hranu (sv, S0)T znamená to, že to isté 
vozidlo vykoná spoj s a po ňom S. 

Predpokladajme, že spojov je dovedná m. Ak by sme 
z grafu nevybrali žiadnu hranu, potřebovali by sme 
toTko vozidiel, korko je spojov, čiže TO. Vybráním každej 
hrany sa potřebný počet vozidiel zníži o jedno, pri vy-
bere n hrán je potřebný počet vozidiel m—n. Maximál-
nym možným počtom vybraných hrán minimalizujeme 
potřebný počet autobusov. 

Ak máme vybrané hrany, turnusy už vytvoříme lahko. 
Vyhíadáme taký vrchol 8™, do ktorého neústi žiadna 
hrana. Ten nám určí, že spoj s(1) bude prvým v turnuse 
pre niektoré vozidlo; ak z s^' nevedie vybraná hrana do 
žiadného sj,2', vykoná toto vozidlo len jeden spoj s(1). Ak 
vedie vybraná hrana do sj,21, vykoná vozidlo po spoji 
s(1) spoj s(2). Podobné postupujeme dalej. 

Vidíme, že úlohu o optimalizácii turnusov sme pre-
viedli na úlohu o maximálnom párovaní vrcholov 
prostého grafu. No a o tejto úlohe sme si už ukázali, že 
přidáním fiktivneho prameňa p, ktorý teraz spojíme 
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s každým s„ a ústia u, s ktorým teraz spojíme každý 
vrchol s0, dostaneme dopravnú sieť, v ktorej kapacitu 
každej hrany předpokládáme jednotkovú. Maximálny 
tok v tejto sieti nám určí maximálně spárovanie a tým 

Obr. 31 

aj minimálny počet vozidiel. Pre náš jednoduchý příklad 
dostáváme sieť z obr. 31, na ktorom už je aj optimálny 
tok, ktorý nám vyberá dvojice (lj,, 3„), (2V, 5„), (3„, 4„), 
(5P, 60). Vidíme, že do 10 a 2„ žiadna vybraná (dokonca 
vóbec žiadna) hrana neústi a spoje č. 1 a 2 budú za-
čiatkami turnusov. Ďalej je spojené 1„ 3„ a 3P -*• 4„, 
z čoho vyplývá turnus 1, 3, 4. Zo spojenia 2P ->• 5„ 
a 5P -> 60 vyplývá zasa turnus 2, 5, 6. 
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Cvičenia 

1. Graf voláme rovinným, ak ho možno zakreslit do roviny 
tak, aby sa žiadne dve hrany nepretínali v inom bode, ako vo 
vrchole grafu. Nájdite najmenšie n tej vlastnosti, že existuje 
rovinný graf, ktorý má n vrcholov a ktorého vrcholy nemožno 
vyfarbiť troina farbami tak, aby všetky súsedné vrcholy mali 
rdznu farbu! 

2. Vezmite si autoatlas ČSSR, v ktorom je aj tabulka vzdia-
leností miest. Preverte, či niektoró vzdialenosti v tabulke 
súhlasia so vzdialenosťami podia mapy! Bolo by vo vašich 
silách preveriť všetky ? 

3. Máme daných n tovarov, o ktorých vieme, že niektoró 
dvojice z nich nesmú byt skladované v jednej miestnosti. 
Úlohou je do prvej, najváčšej skladovej miestnosti vybrat čo 
najviac druhov tovarov, ktoré sa móžu spolu skladovat. Ktorú 
známu úlohu teórie grafov tu možno využit ? 
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