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4. kap i to la 

PODMIENENÁ PRAVDEPODOBNOSŤ 

Vraťme sa k příkladu 3.6. V urně sme mali 7 bielych 
a 9 modrých guliek. Pravděpodobnost P(MX) vytiahnu-
tia modrej gulky (pri prvom ťahu) je teda 9/16. Ak vsak 
vytiahneme prvú bielu gulku a nevrátíme ju, pri dru-
hom ťahu sa pravděpodobnostně poměry menia. Pravdě-
podobnost, že bude vytiahnutá modrá gulka (za před-
pokladu, že prvá vytiahnutá gulka bola biela) je o niečo 
váčsia — 9/15. 

V příklade 3.6 sme, pravda, vypočítali P(i?i) = 7/16, 
P(M2) = 9/16 . Ale M2 je udalosť spočívajúca v tom, že 
druhá vytiahnutá gulka je modrá, bez ohladu na to, aká 
bola prvá. (Základný priestor Q pozostáva z dvojíc 
tahaných guliek a obsahuje celkom 16.15 prvkov.) Tých 
9/15 je pravděpodobnost události M2 podmienená tým, 
že sa uskutočnila událost B x \ označme ju znakom 
P(M2\BX). čím je charakterizovaná? Ako ju definovat, 
resp. vypočítat ? 

V příklade 3.6. sme zistili, že 

P(B1 fl Mt) = = • = P(BJ PíMJLBJ . 

A právě túto rovnost použijeme na definíciu podmiene-
nej pravděpodobnosti. 

Deflnícia 4.1. Nech A, Bsúlubovdné události, P(B) > 0. 
Potom definujeme 
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píi\fí\ - n b) 
P(A\B) P{B)~ 

Číslo P(A\B) nazývame podrnienenou pravdepodobnosťou 
události A za podmienky, ze nastala událost B. 

Příklad 4.1. Mladé dievča má 20 potenciálnych pyta-
čov. Vie porovnať vlastnosti každých dvoch z tých, 
ktorí ju už popýtali o ruku. Ak sa rozhodne vydat sa, 
berie si posledného z tých, ktorí ju pýtali (odmietnutí 
pytači už neprichádzajú do úvahy), a to vtedy, ak je 
najlepší zo všetkých dovtedajších pytačov. Povedzme, 
že siedmy pytaó v poradí bol úspěšný. Aká je pravdě-
podobnost toho, že si za muže vzalo najlepšieho spo-
medzi všetkých dvadsiatich ? 

Riešenie. Nech A je událost — dievčina si vybrala naj-
lepšieho spomedzi dvadsiatich mládencov, B — vybrala 
si najlepšieho spomedzi prvých siedmich. Vieme teda, 
že B nastala a pýtáme sa na P(A\B). 

Sedem prvých pytačov možno usporiadat celkom 7! 
spósobmi. Přitom, ak je siedmy pytač najlepší, pre-
došlých 6 pytačov móžeme usporiadat 6! spósobmi. 
Preto 

Podobné 

Uvažme ešte, že A (\B = A, (Najlepší spomedzi dvad-
siatich je najlepším aj spomedzi siedmich.) Teda 

1 

P(A\m - P(A n i ? ) - - 7 P(A\B) - p{B) - - j - - — • 

7 
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CviSenia 

4.1» Na Prírodovedeckej fakultě studuje 30 % poslucliáčov 
matematiku, 20 % matematiku a j fyziku. Aká je pravděpo-
dobnost toho, že Student Studujúci matematiku bude študovat 
a j fyziku ? 

4.2. Hráč vytiahol 4 karty spomedzi 52 kanastových kariet; 
všetky sú Červené. Aká je pravděpodobnost toho, že všetky 4 
budu srdcové alebo všetky čtyři budú kárové ? 

4.8. Dané sú pravděpodobnosti P{A) = 1/2, P(B) = 1/3, 
P(Af)B) = 1/6. Vypočítajte P ( 4 | £ ) , P(B\A), P {A'\B'), 
P(B' \A'). 

4.4. Dané sú pravděpodobnosti P(A f ) B). 
Vypočítajte P(A\B). 

4.5. Vypočítajte P(B\A) v případe, že A C B. 
4.6. Vypočítajte P(B\A) v případe, že A fi B = 

Příklad 4.2. Z města X do města Y sa možno dostat 
dvomi cestami podia priloženej mapy. Automobilista, 
ktorý nepozná cestu sa vydá správným smerom, ale na 
každej križovatke sa rozhoduje náhodné; všetky mož-
nosti sú rovnako pravděpodobné. Aká je pravděpodob-
nost, že automobilista príde do města Y ? 

Riešenie. Označme znakom A událost — automobi-
lista príde do Y, Bx — automobilista sa vybral po dolnej 
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(právej) ceste, B2— po hornej (Tavej) ceste. Podia pod-
mienok úlohy, P(5X) = -P(-Bí) = 1/2. Ak sa ale vydal po 
hornej ceste, potom pravděpodobnost, že najde Y je 
1/3 (má 3 rovnako pravdepodobnosé možnosti), teda 
P(A\B2) = 1/3. Podobné dostaneme, že P(^4|5x) = 1/2. 
Uvážme, že 

A = (A OB,) \J (A D B2) 
Skutočne, ak ( o g A (automobilista prišiel do Y), tak 
alebo (oeB1 f) A (prišiel do Y po dolněj ceste), alebo 
(oeB2 f ) A (prišiel do Y po hornej ceste), teda A C 
C(A C)Bi) U (A 0 B2); podobné sa dokáže opačná 
inklúzia. Pretože A f j Blt A f ) B2m navzájom vyluču-
jú (cesty Bl9 B2 sa pretnú až v F), máme 

P(A) = P(A n -Bi) + P(A n Bt) = 
= P(BJ P{A\Bl) + P{Bt) P(A |B2) = 

1 1 1 1 5 

Postup, ktorý sme použili v přiklade 4.2 možno zo-
všeobecniť. Nech 

A CzljBi, Bx 0 Bi = 6 ( » # / ) . 
i=l 

Potom 

A = (A ftBJ \J (A ()B2)\J ... \J (A C\Bn), 
teda 
P(A) = P(A n B t) + P ( A f ) B g ) + . . . + P{A n Bn) = 

- P(Bl) P{A\Bt) + P(BS) P(A\Bt)+ ... + 
+ P(Bn) P(A\B„) , 
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alebo krátko zapísané 

P{A) = 2 P ( 5 , ) P ( i á | £ , ) . 
1 = 1 

Příklad 4.3. Matematický pavilon v Mlynskej dolině 
v Bratislavě stojí na dosť neznámom mieste M. Aká je 
pravděpodobnost, že študent motorista ho najde? Při-
tom z hlavnej cesty na vedlajšiu odbočuje s pravde-
podobnosťou 1/3; pri križovatke ciest rovnakóho význa-
mu má každá z možností rovnakú pravděpodobnost. 
Študent začne hladat pri Lafranconi L smerom von z měs-
ta (L —> V) a přestane hladat, ak přejde dvakrát po 
tom istom mieste, alebo ak přídě na Pražskú cestu (P)y 
Devínsku cestu (D), pred televízne štúdio (T7) alebo na 
cintorín v Slávičom údolí (C). (Prirodzene přestane hla-
dat aj vtedy, ked nájde Matematický pavilón M.) 

B 

L> 

i > 

B 

L> 

H 

S 
Obr. 8(Hlavnými su cesty LVSP a LVBD.) 

Riešenie. Študent má dve možnosti Bl9 B2. Bud pojde 
vlavo (F, B), alebo vpravo (F, S). Ak sa dá po ceste Bí9 

pravděpodobnost, že nájde M je * • ^ = (najprv 
o m o 

odbočuje na vedlajšiu cestu pri botanickej záhradě B, 
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potom prechádza křižovatkou H ciest rovnakého význa-
mu). Ak sa dá po ceste B2y pravděpodobnost, že nájde 

M (t. j., že pojde po ceste S, K, Hy M) je — . —• y = — . 

Preto (označme nájdenie M na prvý pokus znakom Mx) 
P(MX) = P[BX) P(MX\BX) + P(B2) P(M1\B2) = 

_ 1 1 1 1 1 
~~ ~2 z ' TŠ^ ~9~" 

Uvedený výsledok je v súlade s našou skúsenosťou. 
Nájsť Matematický pavilón v Mlynskej dolině je dost 
ťažké. 

Příklad 4.4. Povedzme, že po uvědomění si neúspechu 
študent pokus nájsť M zopakuje podia tých istých pra-
vidiel. Aiá je pravděpodobnost toho, že študent nájde 
Matematický pavilón pri týchto dvoch pokusoch? 

Riešenie. Označme znakom M2 udalosť: študent nájde 
M pri druhom pokuse. Potom 
P(M2) = P(M2 n p) + P(m2 n T) + P(M2 n o) + 

+ P(M2 0 D) + P(M2 f)L) = 
= P(P) P(M2\P) + P(T) P(M2\T) + ... + 

+ P(L)P(Mt\L). 
(Do L sa dostává, ak pri prvom pokuse přejde dvakrát to 
isté miesto t. j. F. V tom případe odchádza k L a otočí 
sa.) Vidno, že třeba najprv vypočítať pravděpodobnosti 
P, T, <7, D, L (pri prvom pokuse). Podobné ako pri vý-
počte P{MX) dostaneme 

v ' 2 3 2 3 2 3 2 12 9 

L,V,S,P L, V, B,H,K, S,P 
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L,V,S,K,T L,V,B,H,K,T 

K ' 2 3 2 3 3 2 2 72 

L,V,B,D L,V,S,K,H, B,D 

2 3 2 3 2 ' 2 3 3 2 2 36 

L, F, Hy K, S, F L, F, S, iT, # , tf, F 

(Všimnime si, pře kontrólu, že P ( i f ^ + -P(P) + .... + 
+ P{L) = 1.) Počitajme teraz podmienené pravděpo-
dobnosti 

p w p ) = 1 4 4 + 4 4 4 4 = 1 . 

p ( j f , i T ) = p m o = 1 4 + 1 4 4 4 4 = » , 

„ . . . . ^ 1 1 , 2 1 1 1 1 5 
P t J f j z » = y . T + T . T . y . T . T = — , 

ninr i r \ 1 1 1 1 , 1 1 1 1 
P W L ) = y y y y + y y y = y 

Po dosadení dostaneme 

D , „ . 25 1 1 13 1 13 
¿ W = ^ 7 2 - y + "Í2 ' 7 2 + 1 2 -72 + 

25 5 1 1 • A 

+ 7 2 - 2 7 + 8 8 " » = ° ' 1 3 5 -
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Při dvoch pokusoch (Mx f ) M2 = 8) je teda 
P(Ml U M2) = Ó , í l l + 0,135 = 0,246 . 

Přiklad 4.5. Předpokladajme teraz, že student pod-
nikne len jeden pokus, ale nekončí ho v případe, že pre-
chádza dvakrát po tom istom mieste. Aká je pravdě-
podobnost toho, že nájde M ? 

Riešenie. Študent má v podstatě dve možnosti: Točit 
sa v smere hodinových ručičiek a přitom hladat My 
alebo točit, sa naopak. (Predpokladajme, že nemóže 
otočit automobil do protisměru.) Pravděpodobnost jed-
nej lavotočivej otáčky (začínáme medzi H a B) je 

1 1 1 1 1 _ 1_ 
I 7 T 7 ~šT ~ ~Í2' 

Podobné pravděpodobnost jednej pravotočivej otáčky 
(začneme medzi i ř a i f ) je-

1 X J. 1 _ 1 
" j P ' T ' T " 3 T ~ "72 ' 

Preto 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 P(M,) 1 -- + y v 2 3 3 2 ~ 2 3 3 2 72, 

, í 1 l 1 ( 1 V - ii •. • •— > —•— • — • • - i i . . . 
.2 a 3 . 2 172 J 

j r ' ^ ' 

l l l - l l l l , 
•+• . . —l— • • • —•— 4-

2 3 2 2 3 2 72 

+ I . I . Í . Í 1 L 
• 2 3 2 v. 72.J 
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36 l 1 + 72 + 72* + " ' 

+ ~Í2 [ l + ~T2 + 72« + ' ) = 
1 1 1 1 __ 

36" _ 1 h ~12 _ 1 Í T ' 

Vidíme tgda, že pravdepodobnosť úspěchu sa zvýši 
celkom nepatrne. Neoplatí sa teda motat dvakrát 
(dokonca nekonečne velakrát) po tom istom mieste. 

Cvičenia 

4.7. Majme 4 urny. V prvej sú 3 biele a 2 Čierne guločky, 
v druhej 2 biele a 2 čierne, v tretej 1 biela 4 čierne a vo štvrtej 
5 bielych a jedna Čierna. Náhodné vyberieme jednu urnu 
a z nej gulóčku. Aká je pravdepodobnosť toho, že bude biela? 

4.8. Prvý stroj vyrába 50 % výrobkov určitého druhu, dru-
hý stroj 30 % a třetí stroj 20 %. Z toho chybných výrobkov 
je u prvého stroja 3 %, u druhého 4 %, u tretieho 6 %. Aká je 
pravdepodobnosť toho, že náhodné vybratý výrobok bude 
chybný ? 

Příklad 4.6. Predpokladajme, že v určitom mieste po-
čas sezóny patinu dní prší, inokedy je pekne. Predpoved 
dážďa býva chybná v polovici prípadov, predpoved 
pěkného počasia v desatine prípadov. Aká je pravde-
podobnosť toho, že predpoved počasia na niektorý deň 
bude správná ? 

Riešenie. Nech událost Ax znamená, že prší, A2— je 
pekne, Bx — predpovedali dážď, B2 — predpovedali pěk-
né počasie. Máme vypočítat 0 C\B2)) = 
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P{AX 0 ^i) + n Bz). Přitom vieme, že P{AX) = 
= 1/5, P{A2) = 4/5, PiA^BJ = 1/2, P ^ J ^ ) = 1/10, 
P^l-Ba) = 9/10 . Zře jme 

P(Al) = P(A1 0 + 0 Bt) = 
= P^Ji?,) P(BX) + P(AX\B2) P(B2) = 
= P (AX\BX) P(BX) + P(A1\B2)(1-P(B1)), 

teda 

Odtiar dostáváme 

= p(B2) = i — J - - T -

Preto 

P[AX n BJ = P(BX) P{AX\BX) = 
1 

T 
1 

. 
2 

1 
" T ' 

P(A 2 n b2) = P(B2) P(A2\B2) = 
3 
4 

9 
10 

27 
~~ 40 ' 

P(AX n b j + p(a2 n b2) = i - + 
27 
40 

4 

Příklad 4.7. V herni hrá hráč, ktorý má 50 Kčs. Pri 
každej hře móže s rovnakou pravdepodobnosťou vyhrát 
resp. prehraf 1 Kčs. Zaumienil si hrať dovtedy, kým ne-
bude mať 100 Kčs. Aká je pravděpodobnost toho, že 
přídě o všetky peniaze? 

Riešenie. Nech p(x) je pravděpodobnost toho, že hráč, 
ktorý má x korún príde pri daných pravidlách (a predsa-
vzatí mat 100 Kčs) o všetky. Zrejme p(0) 1, p(100) = 
= 0. 
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Pri prvej hře sú dve možnosti. Bud vyhrá 1 Kčs 
(potom má x + 1 Kčs) a vtedy je pravděpodobnost 
bankrotu p(x + 1), alebo prehrá 1 Kčs a pravděpodob-
nost bankrotu je p{x — 1). Vzhladom na to, že pravdě-
podobnost výhry i prehry je 1/2, máme 

= \ v ( x + l ) + y P(x — l ) • 

Riešenie tejto rovnice nájdeme skusmo: každá lineárna 
funkcia p(x) = cx + d je jej nesením. Z podmienok 
p(0) = 1, p( 100) = 0 dostáváme 

1 = d , 0 = 100c + 1 , 
teda 

50 1 
V našom případe je x = 50, teda p(50) = 1 — 

100 2 

Příklad 4.8. Opitý člověk stojí krok od priepasti 
a pohybuje sa po jednej priamke (kolmej na směr prie-
pasti), pričom pravděpodobnost toho, že urobí krok 
k priepasti je p (p < 1/2). Aká je pravděpodobnost toho, 
že spadne do priepasti ? 

Riešenie. Označme znakom Kx resp. K2 událost spo-
čívajúcu v tom, že opitý spadne do priepasti, ak je jeden 
resp. dva kroky od nej. Máme vypočítat P(i£\). Pretože 
pravděpodobnost toho, že opitý urobí krok k priepasti 
resp. od priepasti je p resp. 1 — p, máme 

pík,) = p + ( i - p ) p(Kt). 
K2 sa móže uskutočnit len tak, že opitý sa dostane zo 
vzdialenosti 2 krokov do vzdialenosti 1 kroku od prie-
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pasti (pravděpodobnost čoho je taká istá ako P(.Ki)) 
a potom zo vzdialenosti 1 kroku do vzdialenosti 0 krokov 
(to je událost Ki), teda 

P{Kt) = P(K ,) P(K J . 

Odtial dostáváme kvadratickú rovnicu 

p(K1) = p + (i—p) (P(Kt)r 
alebo 

( l - p ) (P(K1))*-P(K1) + p = 0. 

Jej riešenie je 

= 1 ± V(l — 2pY = 1 ± |1 — 2p\ 
2(1 - p) 2(1 - p) 

Pretože p < 1/2, platí 11 — 2p\ = 1 — 2p, teda 

_ l ± ( l - 2 p ) _ / 1 

».a - 2 ( 1 _,p) - \ y 
i — p 

Pravděpodobnost toho, že opitý spadne do priepasti je 
pl( 1 - p). 

Rozmanité úlohy možno riešiť aj pomocou tzv. Baye-
sovej formule. Skór ako by sme ju odóvodnili vo všeobec-
nosti vysvetlíme ju na příklade. 

Příklad 4.9. Na fakultě študuje 60 % dievčat. Spo-
medzi chlapcov študuje matematiku 25 %, spomedzi 
dievčat 10 %. Aká je pravděpodobnost toho, že náhodné 
vybratý student matematiky bude dievča ? 
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Riešenie. Vieme, že P(D) = 0,6, P(Ch) = 0,4, 
P(M\Ch) = 0,25, P(M\D) = 0 , 1 . Máme vypočítat 
P(D\M). Vyjdeme z rovností 

P(D n M) = P(M) P(D\M), 
P(D n M) = P(D) P(M\ D) . 

Odtial 
P(T)\M\ = P(D) PW\D) = ° . 6 - 0 , l _ 0,06  

K { ' P(M) P(M) P(M) ' 
Pravděpodobnosti P(M) vypočítáme obvyklým spóso-
bom. 

P(M) = P(D n M) + P(Oh n M) = 
= P(D) P(M\D) + P(Ch) P(M\Ch) -
= 0,6.0,1 + 0,4.0,25 = ,0,16. 

Preto 

Uvedenú úvahu móžeme urobit aj vo vseobecnejsom 
n 

případe. Nech M C U A > pričom A sú navzájom 
i=i 

disjunktně. (V predošlom příklade bolo n = 2, Dx = D, 
D2 = Ch.) Potom 

P m M ) = J5ej^QAL, 
pričom 

P(M) = 2 P(M n A ) = 2 P(A) P(M\Di), 
i-1 t=1 

teda 

P(Dj\M) = /(A)PWA) , 
2 P(Di)P(M\Di) 

1 = 1 
* 

A to je už Bayesov vzorec. 
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Cvičenia 

4.9. Majmc 3 urny. V prvej sú 3 biolc a 2 čorvunó guTky, 
v druhej 1 biela a 4 červené, v tretej 2 biele a 3 červené. Ná-
hodné vyberieme gulku z niektorej náhodné vybratej urny. 
Vidíme, že je biela. Aká je pravděpodobnost toho, že bola vy-
tiahnutá z prvej urny ? 

4.10. Prvý stroj vyrába 50 % výrobkov určitého druhu, 
druhý stroj 30 %, třetí 20 %. Chybných výrobkov sa na prvom 
stroji vyrobí 3 %, na druhom 4 %, na tretom 5 %. Vyberieme 
jeden výrobok a zistíme že je chybný. Aká je pravděpodobnost 
toho, že bol vyrobený na prvom stroji ? 

4.11. V určitej oblasti je 60 % žien. Vyšších ako 180 cm 
je přitom 4 % mužov a 1 % žien. Niektorá osoba je vyšáia 
ako 180 cm. Aká je pravděpodobnost toho, že je to žena? 

4.12. V urně sú tri gulky. Sú biele a čierne, ale nevieme, kto-
rých je korko. VŠetky hypotézy (3 biele, 2 biele a 1 čierna, 
1 biela a 2 čierne, 3 čierne) sú rovnako pravděpodobné. Vy-
tiahneme jednu gulku a vidíme, že je biela. Aké sú podmienené 
pravděpodobnosti jednotlivých hypotéz ? 

4.13. Při vyšetřovaní pacienta je podozrenie na tri na-
vzájom sa vyluČujúce choroby s pravdepodobnostou výskytu 
0,3 resp. 0,5 resp. 0,2. Laboratórna skúška dáva kladný vý-
sledok u 15 % chorých na prvú chorobu, u 30 % na druhů 
a 20 % na tretiu. Aké sú pravděpodobnosti jednotlivých 
chorób po "vykonaní laboratórnej skúšky s kladným výsled-
kom? 

4.14. Riešte podobnú úlohu ako v 4.13 s tým rozdielom, že 
laboratórna skúška je urobená pátkrát a dáva v Štyroch pří-
padoch kladný v jednom záporný výsledok. 
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