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I I . k a p i t o l a 

L A T I N S K É P R A Y O U H O L N Í K Y 
alebo 

O PRÁSKOCH NA SPANIE 

Představme si, že máme k dispozícii velký počet ludí 
trpiacich nespavosťou a že vo výskume bolo připrave-
ných 7 druhov prášku na spanie, ktorý sú tieto osoby 
ochotné na sebe vyskúšať. Vzniká otázka, akým spósobom 
máme usporiadať experiment. Jedna z možností je táto: 

Rozdelíme ludí do 7 přibližné rovnakých skupin 
a experiment rozvrhneme do 7 časových období (napr. 
týždňov) s použitím latinského štvorca (3). Obdobia 
budú zodpovedať riadkom, skupiny osob stlpcom a práš-
ky členom latinského štvorca. Napr. v prvom týždni 
1. skupina bude užívat prášok číslo 6, 2. skupina prášok 
č. 2 atd., v zhode s prvým riadkom latinského štvorca 
(3). V druhom týždni vymeníme prášky, ktoré majů 
používat jednotlivé skupiny podia druhého riadku la-
tinského štvorca: 1. skupina bude skúšať prášok č. 1, 
2. skupina prášok č. 3 atd. Po siedmich týždňoch bude-
me mat dostatok materiálu na to, aby sme zistili, ktorý 
prášok priniesol najlepšie výsledky. 

Móže sa však stať, že experiment budeme musieť pře-
rušit už po 6. týždni. V tomto případe priebeh pokusu 
bude zodpovedať schéme 

"6 2 7 1 4 5 3" 
1 3 6 6 7 4 2 
5 7 4 6 3 2 1 
2 1 3 7 5 6 4 
7 6 1 4 . 2 3 5 
3 4 6 2 6 1 7 
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ktorú dostaneme z latinského štvorca (3) vynecháním 
posledného riadku. Kedže má obdlžnikový tvar, 6 riad-
kov a 7 stlpcov, hovoříme jej latinský obdížnik typu 
6 x 7 (nad množinou {1, 2, 3, 4,( 5, 6, 7». 

Menej spolahlivé výsledky dostáváme, ak experiment 
musíme skončit už po troch týždňoch, podia latinského 
obdížnika typu 3 x 7 : 

(15) [6 2 7 1 4 5 31 ' 
1 3 6 5 7 4 2 

[5 7 4 6 3 2 1J 

Příčinou nespolahlivosti nie je len malý počet riadkov 
(teda týždňov), ale aj ich nevhodná skladba; napr. v 1. 
a 4. štipci sú tie isté prvky 1, 5, 6, t. j. prvá a štvrtá 
skupina osob skúša tie isté prášky. Tento druhý nedosta-
tok sa dá odstrániť tým, že si zvolíme latinský obdížnik, 
ktorý takúto nevýhodu nemá, napr. 

(16) [1 2 3 4 5 6 71 
2 4 6 5 7 1 3 

1.3 6 5 1 2 7 4 j 

ktorého štipce majů tú zaujímavú vlastnost, že obsahujú 
všetky dvojice utvořené z prvkov 1, 2, . . . , 7 (tzv. 
kombinácie druhéj triedy zo siedmich prvkov), a to ktÉdú 
právě raz (zatial, čo latinský obdížnik (15) obsahuje 
napr. dvojicu {2, 3} dvakrát — v 2. a 7. štipci, zato napr. 
dvojicu {1,4} ani raz v niektorom štipci) — je to tzv. 
steinerovský systém trojíc zo 7 prvkov, pomenovaný 
podia nemeckého geometra J a k o b a S t e i n e r a (1796— 
1863), ktorý sa r. 1853 takýmito systémami zaoberal. 

Niekedy budeme potřebovat aj spoločný názov pře 
latinské štvorce a latinské obdížniky. V zhode s geomet-
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rickým názvoslovím budeme ich volat latinské pravo-

Aby sme mohli pojem latinského pravouholnlka presne 
definovat, povieme si najprv niekolko základných po-, 
znatkov z teorie matic. Potom budeme mócť dat pres-
nejsí význam takým pojmom, ktoré sme doteraz „ile-
gálne" používali, napr. riadok a štipec; slovo „schéma" 
budeme mócť nahradit presnejším výrazom „matica". 
Aby čitatel mal už vopred představu o tom, čo chceme 
definovat, uvedieme příklady matic: 

Prvá matica má typ 2 x 3 , druhá 3 x 3 , tretia 5 x 1 
(pokuste sa na tomto základe definovat, čo budeme 
rozumieť pod typom matice!). Formálně tieto matice 
vyzerajú ako tabulky, ale nebudeme ich definovat ako 
tabulky, lež ako furďtcie (zobrazenia), ktoré usporiada-
ným dvojiciam (o ktorých sa neskór ukáže, že označujú 
pořadové číslo riadku a stlpca) priradujú nějaké prvky, 
ktoré sú na tom-ktorom mieste. Napr. prvá z horeuvede-
ných matic priraduje usporiadanej dvojici [2, 1] číslo 5 
(lebo v prvej matici je v 2. riadku a 1. štipci číslo 5), 
druhá matica prvok 1 a tretia prvok b. 

Teraz móžeme vyslovit definíciu mafcic§: 
Nech sú dané prirodzené čísla, m, n a množina M. 

Maticou typu m x n nad množinou M rozumieme funk-
ciu A, ktorá každej takej usporiadanej dvojici j] pri-
rodzených čísel, že i < m, j < n, priraduje prvok mno-
žiny M. Tento prvok budeme označovat znakom 
A(i, j). Maticu A budeme zapisovat takto: 

uholníky. 

5 —6 ]/2 
1 3 3,14 
6 5 1 

a 
d 
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(17) A =rA( 1, 1) ¿ (1 ,2 ) . . . ¿ ( l , n ) - | 
¿(2 , 1) ¿ (2 ,2 ) . . . A(2,n) 

.A(m, 1) A(m, Ť) ... A(m, n). 

Ak m ^ n, matica ¿ sa nazýva obdízniková matica 
(typu m x n). Ak m = n, m a t i c a ^ sa nazývá štvorcová 
matica (rádu n). Prvky ¿( i , j), priradené uspóriadaným 
dvojiciam [i, j], sa nazývajú členy matice A. 
Napr. 

(18) A = [ 3 8 7 5 1 
1 1 3 4 

L3 6 7 9 j 

je obdížniková matica typu 3 x 4 nad množinou 
M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} — nie je dóležité, že 
niektoré prvky množiny M (a to 2 a 10) nie sú členmi 
matice A. (Pochopitelné, za množinu M by sme mohli 
vziať tiež napr. množinu {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8_, 9} alebo hoci 
aj množinu věetkých reálných čísel.) Cleny ¿(1, 1), 
¿(2, 3) a ¿(3, 1) sa rovnajú 3 atd. 

Uvedme pre informáciu čitatela ešte niekolko pozná-
mok, ktoré mu móžu byť užitočné pri štúdiu dalšej lite-
ratúry: 

1. V literatuře sa často pri zapisovaní matic v tyare 
(17) namiesto hranatých zátvoriek [ ] používajú okrúhle 
zátvorky ( ) alebo dvojité čiary || | |. 

2. Je samozřejmé, že ak maticu označíme znakom B, 
jej členy budeme označovat symbolmi B(i, j). V litera-
túre namiesto A(i, j), B(i, j) a pod. sa často používá 
®Í.Í> KI A^D. 

3. Namiesto slova „rád" (štvorcovej matice) sa po-
užívá aj „stupeň". Namiesto „člen matice" sa často 
hovoří jednoducho „prvok matice". 
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Ako sme už predtým poznamenali, riadky a s tip ce 
móžu byt definované bez použitia trochu nejasného 
pojmu „schémy". Napr. ¿-tým riadkom matice (17) 
budeme rozumieť funkciu, ktorá sa dostane z funkcie A 
zúžením jej definičného oboru na uspóriadané dvojice 
[i, j], kde na prvom mieste stojí (pevne zvolený) prvok 
¿ 6 ( 1 , 2 m}. Podobné možno definovat j-tý štipec 
matice A. Napr. druhý riadok matice (18) je funkcia, 
ktorá priraďuje usporiadanej dvojici 

[2, 1] číslo 1, 
[2, 2] číslo 1, 
[2, 3] číslo 3, 
[2, 4] číslo 4 

a inde nie je definovaná. 
Teraz už móžeme pristúpiť k definícii latinského pra-

vouholníka. 
Nech sú dané prirodzené čísla m, n a množina M, 

ktorá má právě n prvkov (skrátene: n-prvková množina). 
Latinským pravouholníkom typu m y. n nad množinou M 
rozumieme ~maticu A typu m X n nad množinou M, 
pričom platí: 

1. v žiadnom riadku matice A nie je ten istý prvok 
priradený róznym usporiadaným dvojiciam; 

2. v žiadnom štipci matice A nie je ten istý prvok pri-
radený róznym usporiadaným dvojiciam. 

Podmienku 1 (resp. 2) možno stručné vyjádřit takto: 
každý riadok (resp. štipec) matice A je prostá funkcia. 

V případe m <n latinský pravouholník typu m X n 
nazývame latinským obdížnikom. V případe" m = n ho 
nazývame latinským štvorcom rádu n (čím spť8sřuijeme 
definíciu z I. kapitoly). Eahko vidiet, že nemóže existo-
vat latinský pravouholník typu m x n, kde m > n\ 
takýto pravouholník by musel obsahovat štipce zložené 
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z m členov, čo je nemožné, lebo k dispozícii máme len » 
prvkov množiny M, takže štipce nemóžu obsahovat 
viac než n navzájom róznych prvkov množiny M. 

Latinský pravouholník typu; 1 x n (teda s jediným 
riadkom) jednoznačne odpovedá poradiu prvkov vybra-
ných po jednom z množiny M. Keďže M má právě n 
prvkov, existuje právě n\ latinských pravouholníkov 
typu 1 x n nad množinou M. 1 

Jestvuje jednoduchá metóda ako zostrojiť latinský 
obdížnik typu m X n (při m < n): najprv zostrojíme 
latinský štvorec rádu n a použijeme m jeho riadkov 
(ostatně riadky vynecháme). Možno však namietnuť, že 
táto metóda příliš připomíná známu metódu, ako chytit 
leva (chytit tri levy a dva vypust i t . . . ) . Preto sa za-
oberajme radšej obrátenou otázkou: kedy latinské 
obdlžniky možno přidáním dalších riadkov doplnit na 
latinské štvorce? Dá sa dokázat prekvapujúci fakt, že 
to ide vždy. Dokonca platí: 

Teoréma 2. Ku každému latinskému obdlžniku typu 
m x n možno aspoň (n — m)! spósobmi přidat ďaléí ria-
dok tak, aby vznikol latinský pravouholník typu (m + 1) X 
X n. 

D o k a ž je poměrně náročný, preto ho vynecháváme, 
čitatel ho nájde napr. v knihe M. H a l la [3], teferéma 
5.1.5. Uvedieme však niektoré dósledky tejto teorémy 
a dokážeme ich za předpokladu, že teoréma platí. 

Ddsledok 1. Nech p, q, n sú také prirodzené čísla, že 
1 < p < q <, n. Potom platí: Káždý latinský pravouhol-
ník typu p x n možno aspoň 

(n — p)\(n — p— l)!(ra — p — 2) ! . . . 
... (n — q+ 2)!(b — q+ 1)! 
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spósobmi doplnit na latinský pravouholník typu q x n 
Speciálne, každý latinský pravouholnik typu p X n možno 
aspoň 

{n — p)\(n — p—\)\{n — p—2)\.. .2!l! 
spósobmi doplnit na latinský štvorec rádu n. 

Dok a z. Prvé tvrdenie vyplývá z teorémy 2 jej 
(q — p)-násobným použitím, a to pře m = p, p + 1, 
p + 2 , . . . , q — 2, q—1. Druhé tvrdenie vyplývá 
z prvého pre q = n. 

DOsledok 2. Pre lubovólné také prirodzené čísla m, n, že 
m <,n, existuje aspoň 

n\{n— — 2) ! . . . (» — m + 2)\(n — m + 1)! 

latinských pravouholníkov typu m x n nad množinou 
{1,2, . . . , n } . 

Ddkaz . Pre m = 1 tvrdenie platí, lebo existuje presne 
n\ latinských pravouholníkov typu 1 x n nad množinou 
{1,2, . . . , n). Ak m > 2, podia dósledku 1 pre p = 1, q = 
= m každý z n\ latinských pravouholníkov typu 1 x n 
nad množinou {1,2, . . . , n} možno aspoň 

(n— — 2)\...(n — m + 2 )\(n — m+ 1)! 

spósobmi doplnit na latinský pravouholník typu m x n. 
Z toho vyplývá naše tvrdenie. 

DOsledok 3. (M. H a l l 1948). Pre lubovolné prirodzené 
číslo n existuje aspoň n\ (n — 1)!(7i — 2) ! . . .2 ! 1! latin-
ských štvorcov rádu n nad množinou {1,2, ...,»}"! "' 

Ddkaz . Tvrdenie vyplývá z dósledku 2, ak položíme 
m = n. 
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DOsledok 4. Pre lubovolné prirodzené číslo n o počte Ln 

latinských štvorcov rádu n nad, množinou {1, 2, ..., n} 
platí: 

n(n — l)2 (n — 2)3 (n — 3)4 . . , 3B"2 2»-1 1" < Ln < 
< n(n — l)3 (n — 2)5 (n — 3)7 . . . 32"-5 22»-« l2n_1. 

Dokaž . Dolný odhad (t. j. prvá nerovnost) je len 
iným spósobom prepísaný dósledok 3. Horný odhad 
lahko dokážeme, ak latinský štvorec tvoříme postupné 
po riadkoch a při napísaní každého člena ohraničíme 
zhora počet možností, ktorými to možno urobit; nako-
niec počet týchto možností vynásobíme. 

Latinský pravouholník typu m X n nazývame nor-
malizovaný, ak jeho prvý riadok je 

[1 2 3 . . . n]; 
ak okrem toho jeho prvý štipec je 

" 1 -
2 
3 

_m _ 

latinský pravouholník nazývame redukovaný. Napr. 
latinský obdížnik typu 2 x 4 %l 

* 

1 2 3 41 
3 4 2 l j 

je normalizovaný, ale nie je redukovaný. 

Teoréma 3. Nech m a n sú 'prirodzené čísla, m <n. 

Nech R(m, n) označuje počet redukovaných, N(m, n) — 
počet normalizovaných a L(m, n) — počet všetkých latin-
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ských pravouholníkov typu m x n nad množinou {1, 2, 
..., n). Potom platí: , 

(19) L(m, n) = n\N(m, n) , 

(20) N ( m ' n ) = (n — m)! E ( m ' n ) ' 

(21) L(m, n) = 

P o z n á m k a . Z (21) při m = n dostáváme tvrdenie 
teorémy 1. 

D ó k a z teorémy 3. Z každého normalizovaného la-
tinského pravouholníka typu m x n móžeme permutá-
ciou jeho s tip cov utvořit n\ róznych latinských pravo-
uholníkov rovnakého typu, pričom z róznych normalizo-
vaných latinských pravouholníkov zře jme vzniknu 
opat rózne latinské pravouholníky. Zrejme každý la-
tinský pravouholník móže vzniknúí permutáciou stlpcov 
právě z jedného normalizovaného latinského pravouhol-
níka. Preto platí (19). 

Keďže z (19) a (20) vyplývá (21), stačí dokázat (20). 
Zrejme (20) platí v případe m = 1. Preto predpokladaj-
me, že m > 2. 

Z každého redukovaného latinského pravouholníka A 
typu m x n móžeme dostat 

normalizovaných latinských pravouholníkov ťjrpu m x 
X n takto: " 

Zvolíme usporiadanú skupinu fca, . . . , m — 1 róz-
nych čísel vybraných z čísel 2, 3, . . . , n (to je tzv. 

(22) ( w _ i) (» —2) . . . (n — m + 1) = 
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variácia (m — l)-ej triedy z prvkov 2, 3, . . . , n bez opa-
kovania). Zrejme kt možno zvolit n — 1 spósobmi, k3 

n — 2 spósobmi, atd. až km možno zvolit n — m + 1 
spósobmi, takže celú usporiadanú skupinu možno zvolit 
počtom spósobov (22). Utvořme poradie fc2, . . . , km, 
km+l, . . . , kn] čísel 1,2 n takto: položme kx = 1; k% 

až km ponechajme ako doteraz; za km+1 až k„ zvolme 
ostatné z čísel 1 ,2 n, v poradí od najmenšieho po 
najváčšie. Nahraďme teraz v A všetky dvojky číslom k2, 
trojky číslom k3 atď., až všetky čísla n číslom k„. Dosta-
neme nový latinský pravouholník. Vhodnou permutáciou 
jeho stípcov vznikne normalizovaný latinský pravouhol-
ník. Eahko zistíme, že týmto postupom vznikne každý 
latinský pravouholník typu m x 11 nad množinou 
{1, 2, . . . , n} právě z jfedného redukovaného (spatný 
postup je totiž jednoznačný). To dokazuje teorému. 

Zrejme platí pře Iubovolné prirodzené čísla m a n : 
R(m, n) = 0, ak m > n, 
R(n, n) = Rn (počet redukovaných latinských 

štvorcov rádu n), 
iř(l , n) = 1. 

Eahko sa tiež zistí, že pře n > 1 platí: 
R{n — 1, n) = Rn . 

Vzhladom na (20) miesto vzorcov pre R(m, n)«itačí 
nájst vzorce pre N(m, n). V dalších dvoch kapitolách 
uvedieme vzorce pre N(2, ti) a N(3, n). Podia (20) 
platí 

n — i 

*(S.n) = ( n _ 1 } ( n _ 2 ) , 
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takže potom budeme mať vlastně aj vzorce pře E(2, n) 
a B(3, n). 

Značnú pozornost pri výskume latinských pravouhol-
níkov věnovali matematici otázke, kedy možno danů 
maticu A typu r x s rozšířit přidáním dalších riadkov 
a stípcov na latinský štvorec predpísaného rádu n. 
Zrejme nutnou podmienkou je to, aby boli splněné obi-
dva body z definície latinského pravouholníka. To však 
ešte nestačí. Napr. lahko zistíme, že maticu 

1 2 3 41 
2 3 1 5 
3 1 4 2] » 

nielen, že nemožno rozšířit na latinský štvorec rádu 4 
(čo je samozřejmé, lebo obsahuje 5 róznych členov) ale 
ani na latinský štvorec rádu 5 a 6. Možno ju však rozší-
řit na latinský štvorec rádu 7, napr. takto: 

"1 2 3 4 5 6 7" 
2 3 1 5 7 4 6 
3 1 4 2 6 7 5 
4 5 6 7 3 1 2 
5 6 7 1 4 2 3 
6 7 2 3 1 5 4 

_7 4 5 6 2 3 1_ 

Všeobecné kritérium pře „vnorenie" matíc^do latinských 
štvorcov predpísaného rádu vyzerá takto: 

Teoréma 4. (H. J . R y s e r 1951). Nech sú dané*prjrod-
zené čísla r, s, n (pričom r <n, s <n) a matica A typu 
r x s nad n-prvkovou množinou ply pt p„. Nech 
žiaden riadok ani štipec matice A neobsahuje dva rovnaké 
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prvky ako Sieny. Pre i e {1, 2, . . . , n) označme znakom 
V (i) počet výskytov prvku pi v matici A. Potom platí: 
Maticu A možno přidáním dalších riadlcov a stípcov do-
plnil na latinský štvorec rádu právě vtedy, ked 

(23) F(i) > r + s — n 

pre každé i = 1, 2, ...., n. 

D o k a ž vynecháme, ukážeme si však jíoužitie teorémy 
na horeuvedenom přiklade, kde bolo r = 3, s = 4. Ak 
položíme n = 5, dostáváme: 

r + s — n = 2 , 
F(l) = 3 , 
F(2) = 3, 
F(3) = 3, 
V (4) = 2, 
F(5) = 1. 

Podmienka (23) teda nie je splněná pře i = 5. 
Ak položíme n — 6, máme: 

r + s — n — 1, 
F(6) = 0. 

Teda (23) nie je splněné pre i = 6. 
Koneéne, ak položíme n = 7, platí £ 

•i 

r + s — n = 0, 

takže (23) je zrejme splněné pre každé i = 1, 2, . . . , 7. 
Uveďme niektoré dósledky teorémy 4: 

v 
DOsledok 1 (M. H a l l 1945). Každý latinský obdlžnik 

typu m x n (kde m < n) možno doplnit na latinský štvo-
rec rádu n. 
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Dókaz . Stačí v teoréme 4 položiť r = m, s = n 
a uvážit, že podmienka (23) má tvar V(i) > m, čo je 
zrejme splněné, lebo platí dokonea F(t) = m pre každé 
t = 1, 2, . . . , n. 

Tento dósledok nám však hovoří menej, než vieme 
z dósledku 1 teorémy 2 — tam sme mali odhadnutý aj 
počet spósobov doplnění na latinský štvoreo. Zaují-
mavejší je další dósledok: 

DOsledok 2. Nech sú dané prirodzené čísla r, s, n, pri-
6om r + s <, n. Potom platí: Každá matica typu r x s 
(špeciálne každá itvorcová matica rádu k, kde 2k <, n) 
nad n-prvkovou množinou neobsahujúca riadok ani štipec 
s dvoma rovnakými Slenmi sa dá rozšlrit na latinský štvorec 
rádu n. 

Dókaz . Pre každé i e {1, 2, . . . , n) je podmienka (23) 
splněná, lebo F(i) ^ 0 > r + s — n. 

P o z n á m k a . V dósledku 2 móžeme dokonea předpo-
kládat, že daná matica je neúplná, t.j. niektoré jej členy 
chýbajú (nie sú definované). Stačí ju totiž doplnit lubo-
volným spósobom tak, aby sme přitom použili len prvky 
danej w-prvkovej množiny a nenarušili podmienku, že 
žiaden riadok ani štipec neobsahuje dva rovnaké členy 
(lahko zistíme, že to vždy ide) a úloha je převedená na 
případ uvedený v dósledku 2. Zdá sa, že takýto výsle-
dok (v případe štvorcových matic) uvádza ako prvý 
T. E v a n s r. 1960. ' ' 

DOsledok 3. Nech k a n sú prirodzené čísla, pricom 
k < n. Latinský štvorec rádu k možno rozšírit na thtinský 
štvorec rádu n právě vtedy, keď n 2k. 

Dókaz . Ak n > 2k, tak podia dósledku 2 latinský 
štvorec rádu k možno rozšířit na latinský štvorec rádu n. 
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Obrátene, nech latinský štvorec A rádu k možno roz-
šířit na latinský štvorec B rádu n nad množinou 
(Pl p2 Pn}- Kedže k < n, existuje ölen pi matice B, 
ktorý sa nevyskytuje v matici A. PodTa teorémy 4 platí: 

0 = V(i) >k + k — n = 2k — n, . 

odkial n > 2k. i 

Cviöenia 

4. Kolkými spósobmi možno doplniť nasledujúce latinské 
obdlžniky na latinské štvorce rádu 4 T 

a) [1 2 3 4] b) [1 2 3 4l 
[2 3 4 l j [2 1 4 3J 

6. Uvedte příklad latinského obdlžnika typu 4 x 6 , ktorý 
možno 8 spósobmi doplnit na latinský štvorec rádu 6. 

6. Dokažte (napr. pře i = 1), že podmienka V(i) > r -f- « — 
— n v teoréme 4 je nutná; inými slovami, ak maticu typu 
r x a nad n-prvkovou množinou {pu p„ . . pn} možno roz-
šířit na latinský štvorec rádu n, tak F(l) > r + a — n. 

'1 
V 
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