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I V . k a p i t o l a 

LATINSKÉ PRAVOUHOLNÍKY TYPU 3 x n 
a lebo 

AKO ROZSADIŤ HOSTÍ PRI STOLE 

S latinskými pravouholníkmi typu 3 x n súvisí násle-
duj úca úloha o hostoch známa pod francúzskym názvom 
„le probléme des ménages": 

Dané je prirodzené číslo n > 2. Na večierok bolo 
pozvaných n manželských párov. Kolkorakým spóso-
bom možno týchto 2n hostí posadit okolo okrúhleho 
štola s 2n stoličkami tak, aby sa muži a ženy pravidelne 
striedali a aby žiaden muž nesedel vedTa svojej man-
želky? 

Lahko zistíme, že pre n = 2 úloha nemá rieáenie a pre 
n = 3 má právě 12 riešení, z ktorých každé je určené už 
rozsadením mužov. Ak sú muži označení A, B, C a ich 
manželky v danom poradí a, b, c, sú to tieto rozsadenia: 

A A B B C C 
b c c b a c c a a b b a 
C B B C C A A C B A A B 

a a b b c c 

b c a c a b 
J A B A C B A B B C A C 
a c a b b c b a c .i c a 
B G A C A B 

Prv, než sa zoznámime s riešením úlohy o hqs^och, za-
vedieme jeden pomocný pojem: Latinský pravoúlťolník 
typu 3 x n nazveme silné normalizovaný, ak má tvar 

44 



(36) r i 2 3 . . . n — 1 n 1 
I n 1 2 . . . n — 2 n — 1 
L^i Z3 . . . Z«-i z„ J 

I)alej pře n > 2 označme znakotn C/„ počet silné norma-
lizovaných latinských pravouholníkov typu 3 x n. 
Keďže neexistuje latinský pravouholník typu 3 x 2 , 
platí U 2 = 0, Dalej existuje jediný silné normalizovaný 
latinský pravouholník typu 3 x 3, a to 1 

L2 3 l j 

a právě dva typu 3 x 4 : 
1 2 3 41 a [1 2 3 4"| 
4 1 2 3 4 1 2 3 
2 3 4 l j |.3 4 1 2J 

Teda Ua = 1, XJx = 2. Ako neskór uvidíme, bude vý-
hodné položit U0 = 1, Ux = —1, aj keď tieto čísla ne-
majú priamy súvis s počtom silné normalizovaných la-
tinských pravouholníkov. Teraz už móžeme vyslovit 
teorému: 

Teoréma 9. Pre každé prirodzené číslo n > 2 platí : 
Úloha o hosfoch má právě ý-

2 n\Un 

ríešení, kde U„ je počet sílne normalizovaných latinských 
pravouholníkov typu 3 x n. 

Dókaz . Aby sme si úlohu o hosťoch zjednodušili, 
predpokladajme, že stoličky uložené okolo štola sú 
striedavo hnědé a čietne a že muži sú už určitým spóso-
bom rozsadení. Zrejme bud všetci sedia na hnědých 
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stoličkách (a takéto rozsadenie možno urobit n! spósob-
mi) alebo všetci na čiernych stoličkách (opat je TI! 
spósobov). Celkový počet rozsadení mužov je 

n\ + n\ = 2nl: 
Ak majů muži pevné určené miesta, pře n žien ostává n 
stoličiek, ktoré móžu byt obsadené v podstatě n\ spó-
sobmi. V danej úlohe však ich počet zmenšuje podmien-
ka, že manželia nemajú sedieť vedla seba. Aby sme mohli 
tieto možnosti rozobrať, očíslujme mužov, tak ako sedia 
vedla seba, číslami 1,2 n (pričom číslovanie pióže-
me začat od ktoréhokolvek muža a okolo štola postu-
pujeme napr. v smere hodinových ručičiek). Očíslujme 
volné stoličky při stole taktiež 1,2, a to tak, aby 
po právej straně muža s číslom i bola vždy volná stolička 
číslo i (pře i = 1, 2, . . . , n). Nakoniec očíslujme ženy 
rovnakými číslami ako majů ich manželia. 

Podia podmienok úlohy na volnú stoličku s číslom 1 si 
nesmie sadnút žena s číslom 1 ani s číslom n, na stoličku 
2 žena 2 ani žena 1 atď., až na miesto n si nesmie sadnút 
žena n ani žena n— 1. Predpokladajme, že v súlade 
s týmito pravidlami si na stoličku 1 sadně žena, kťorú 
označíme zv na stoličku 2 si sadně žena z2 atď. až na 
stoličku n si sadně žena z„. 

Eahko sa presvedčíme, že potom (36) je silné normali-
zovaný latinský pravouholník typu 3 x n. Žena totiž 
sedí vedla mužov l a n , teda nesmie mať číslo 1 ani n. 
Podobné žena z2 sediaca medzi mužijii 2 a 1 nesmie mat 
číslo 2 ani 1 atd. To je však právě 'podmienka, aby 
žiaden štipec matice (36) neobsahoval dva rovnaké 
členy. Ďalšie podmienky, aby (36) bol silnéjiormalizo-
vaný latinský pravouholník, sú zrejme splněné.' 

Obrátene, každému silné normalizovanému latinské-
mu pravouholníku typu 3 X n zodpovedá riešenie našej 
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úlohy (při danom rozsadení mužov). Kedže týchto sme 
mohli rozsadiť 2n\ spósobmi, je počet riešení úlohy 
o hosťoch daný číslom 2n\Un, čo sme mali dokázat. 

Ukážeme si, akým spósobota možno vypočítat čísla Un : 

Teoréma 10 (J. T o u c h a r d 1934, I. K a p l a n s k y 
1943). Pre každé prirodzené číslo n platí: 

U - 2 ní 1 - 2 - - - ( 2 " ~ 1 ) -2.3 ,..(2w—2) 
(.(» + 1) (» + 2) . . . 2» n(n+l) . . . (2n—2) 

3.4 . . . (2n— 3) 
( » — 1 ) » . . . (2» —4) " " 

, k(k + 1) . . . (2n - k) 
' (n^-k+2)(n — k + 3)...(2n — 2k+2)^~ 

D ó k a z nevykonáme, kedže je zdlhavý a poměrně 
obťažný. 

P ř í k l a d . Biešte úlohu o hosťoch pře 5 manželských 
párov. Riešenie: Podia teorémy 10 

2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 
Č7» = 10 — '4 h 6 l. 6 .7 .8 .9 .10 5 . 6 . 7 . 8 ? ^ 

3 .4 .5 .6 .7 4 .5 .6 5\ 
^ 4 .5 .6 ~~3A~ + ~ 2 ) ~ 

= 10^12 — 2 4 + 21—10 + - | - j — 2 = 13. 

Podia teorémy 9 úloha o hosťoch má 
2.5!. Ut = 2.120.13 = 3 120 

riešení. 
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Aj při výpočte čísel Un možno s výhodou použit reku-
rentný vztah: 

Teoréma 11 (A. Cay ley 1878). Pre každé prirodzené 
číslo w > 3 platí: 

TT r,TT 4- n U»~* + H—1V"1 

u n = nUn^ + — , 
pričom U1 = —1, U2 = 0. 

D ó k a z pře jeho komplikovanost opat vynecháváme. 
S použitím teorémy 11 Iahko móžeme postupné vypo-

čítávat čísla U3, Ut, U6, . . . , vychádzajúc z hodnot 
Ut = —1, Ut = 0: 

4 
1 U 3 = 3 Ut + L = 1( 

U. = 6 Ut + 6U*~á = 80, 

U7 = 1U,+ 7 C / s
5

+ 4 = 579, 
f • 

Ut = 8 U, + 8U"~4c = 4738, 

Ut = 9Í78 + 9 U \ + 4 = 43 387, 
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U10 = 10C/9 + 1 0 t 7 g
8 * = 439 792 

atď. 
Zhrňme čísla Dn známe z úlohy o stretnutiach a čísla 

U% z úlohy o hosťoch do tabulky: 

n 0 i 2 3 4 5 6 7 • 8 9 10 

Dn i 0 1 2 9 44 265 1854 14 833 133 406 1 334 961 

u n i -1 0 1 2 13 80 579 4738 43 387 439 792 

Čísla Un (pře n > 2) vyjadrujú počet silné normalizo-
vaných latinských pravouholníkov typu 3 x n. Pomo-
cou čísel D„ a U„ však možno vyjádřit aj počet N(3, n) 
všetkých normalizovaných latinských pravouholníkov 
typu 3 x n: 

Teoréma 12 (J. B i o r d a n 1944). Pre každé prirodzené 
číslo n platí: 

N{3, n) = DnD0Un + ^D^DJJ^ + 

+ + ... + Dn_mDmUn_^, 

kde m je najváčšíe z celých čísel x, ktoré splňajú vztah 
, n 

x < —. 
2 

P o z n á m k a . Číslo m sa nazývá „celá čast" čísla 

a označuje sa symbolom 
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D ó k a z teorémy 12 zasa vynecháme pre jeho obťaž-
nosC. 

J . R i o r d a n r. 1945—46 dokázal, že pre velké n sa 
JV(3, n) přibližné rovná číslu (n!)^ - 3 , kde e = 2,718.. . . 
Tento výsledokzovšeobecniliP. E r d ó s a I . K a p l a n s k y 
r. 1946 a K. Y a m a m o t o 1951 a ukázali, že počet 
N{m, n) normalizovaných latinských pravouholníkov 
typu TO x » sa přibližné rovná číslu 

( n ! r V ( ? > , 

čiže počet L(m, n) všetkých latinských pravouholníkov 
typu m X » nad množinou {1,2, . . . , n} sa přibližné rov-
ná číslu 

ak TO je „malé" vzhladom na n; zhruba povedané, ak 

TO < yn. 
Pre TO = 2 dostáváme výsledok, ktorý sme už spomí-

nali v I I I . kapitole: číslo N(2, n) = D„ sa přibližné rovná 
TOÍe-1, teda L(2, n) sa přibližné rovná (w!)2e-1. 

P ř í k l a d . Určete počet normalizovaných latinských 
pravouholníkov typu 3 x 7 . 

Riešenie: 

N(3, 7) = Q D,D0U, + (J) D^Ut + (*) D,D,ÚM + 

+ Q-D4A>£ /i = 1.1 854.1.579 + 7.265.0.T3 + 

+ 21.44.1.1 + 35.9.2.(—1) = 1 073 760. 
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K.eby sme použiti Řiordanov odhad, dostali by sme 

JV(3, 7) = (7!)2e—3 = 25 401 600.0,049 787 067 = 
= 1 264 671. t 

Poměrně velká odchylka od správného výsledku nepře-
kvapuje, keďže m = 3 nie je „malé" v porovnaní s n — 

= 7; dokonca neplatí ani podmienka m, < 

Na základe doterajších výsledkov z I.—IV. kapitoly 
móžeme vypočítat hodnoty N{m, n) pře m < 7, n < 7, 
ktoré sú uvedené v nasledujúcej tabulke: 

n 1 2 3 4 5 6 7 

N(l,n) 1 1 1 1 1 1 1 

N(2, n) 0 1 2 9 44 265 1 854 

N(3, n) 0 0 2 24 552 21 280 1 073 760 

N(4, n) 0 0 0 24 1 344 

N(5, n) 0 0 0 0 1 344 1 128 960 

N(6, n) 0 0 0 0 0 1 128 960 12 198 2Sff 600 

N{1, n) 0 0 0 0 0 0 12 198 297 600 

Napr. N(6, 6) sme vypočítaly pomocou (20) a (12) 
takto: 

5' 
JV(6,6) = 6) = 120ÍČ, = 120.9 408 = 1 128 960. 
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Ak použijeme vzťah (20) z teorémy 3, móžeme z pred-
chádzajúcej tabulky vypočítat příslušné hodnotyR (m, n), 
t. j. počty redukovaných latinských pravouholníkov 
typu m x n. Takýmto spósobom móžeme vypočítat 
hodnoty z nasledujúcej tabulky: 

n 1 2 3 4 5 6 7 

R{l,n) 1 1 1 1 1 1 1 

R{2,») 0 1 1 3 11 53 309 

R(3,«) 0 0 1 4 46 1 064 35 792 

R(4, n) 0 0 0 4 56 

R(5, n) 0 0 0 0 56 0 408 

R(6, n) 0 . 0 0 0 0 9 408 16 942 080 

Jř(7,») 0 0 0 0 0 0 16 942 080 

Cv ičen ia 

12. Nájdite všetky riešenis úlohy o hosťoch pre n = 6 při 
pevnom rozsadení mužov. 

18. Vy počítá jte číslo N( 3, 8). 

14. Zostiojte tabulku hodnot L(m,n) pre m <" 6, n < 0, 
[», »] * [4, fl]. ' » • , 

15. Vypočítajto čísla R(2, n) a íí(3( n) pře n < 10. 
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