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IV. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY TYPU3 X n
alebo
AKO ROZSADIT HOSTI PRI STOLE

S latinskymi pravouholnikmi typu 3 X = sivisi nasle-
dujica #loha o hostoch znima pod francizskym nazvom
,»1e probléme des ménages*:

Dané je prirodzené &fslo n > 2. Na vedierok bolo
pozvanych n manzelskych pdrov. Kolkorakym sp6so-
bom moZno tychto 2n hosti posadif okolo okrdhleho
stola s 2n stoli¢kami tak, aby sa muZi a Zeny pravidelne
striedali a aby %fiaden muZ nesedel vedla svojej man-
Zelky ?

Lahko zistime, Ze pre n = 2 iloha nem4 rieSenie a pre
n = 3 m4 prave 12 riefeni, z ktorych ka%dé je urdené uz
rozsadenim muZov. Ak st muZi oznageni 4, B, C a ich
manzelky v danom poradi a, b, ¢, sd to tieto rozsadenia:

A A B B c C
b ¢ ¢ b a c¢c ¢ a a b b a
CB BC CA AC BA AB
a a b c c
b c a c a b
JA BA CB AB BC AC
a ¢ a b b c¢c b a c¢cb ¢ a
B C A c A B

Prv, nez sa zozndmime s rieSenim tlohy o hqs_ﬁoch za-
vedieme jeden pomocny pojem: Latinsky pra.vou}tolnik
typu 3 x n nazveme silne normalizovany, ak ma tvar
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n 1 2 ... n—2 n—1
2, 2y Z3 ... Zny 2n

(36) [l 2 3 ... n—1 n ]

Dalej pre n > 2 oznadme znakom U, poéet silne norma-
lizovanych latinskych pravouholntkov typu 3 X =.
Kedze neexistuje latinsky pravouholnfk typu 3 x 2,
plati U, = 0, Dalej existuje jediny silne normahzova.ny
latmsky pravouholnik typu 3 x 3,a to '

1 2 3
3 1 2
2 3 1

a prave dva typu 3 X 4:

1 2 3 47 a 1 2 3 4
4 1 2 3 4 1 2 3
2 3 41 F 4 1 2

Teda Uy =1, U, = 2. Ako neskér uvidime, bude vy-
hodné poloiit U, = 1, U, = —1, aj ked tieto &isla ne-
maji priamy sdvis s podtom silne normalizovanych la-
tinskych pravouholnikov. Teraz uZ moéZeme vyslovif
teorému:

Teoréma 9. Pre katdé prirodzené &islo n > 2 plati
Uloha o hostoch md prdve ,~
201U, '
riesent, kde U, je polet silne normalizovanych latmskych
pmvouholmkov typu 3 X n.

Doékaz. Aby sme si vlohu o hostoch zjednodusili,
predpokladajme, Ze stolitky uloZené okolo stola sid
striedavo hnedé a &ierne a Ze muZi si uZ urditym spéso-
bom rozsadeni. Zrejme bud vdetci sedia na hnedych
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stolitkéch (a takéto rozsadenie mozZno urobit »! spdsob-
mi) alebo vsetci na d&iernych stolitkich (opat je n!
spdsobov). Celkovy podet rozsadeni muzov je

n! 4+ n! = 2n!’

Ak maji muZi pevne uréené miesta, pre n Zien ostiva n
stolidiek, ktoré mdzu byt obsadené v podstate n! sp6-
sobmi. V danej tilohe viak ich podet zmensuje podmien-
ka, e manZelia nemajd sedief vedla seba. Aby sme mohli
tieto moZnosti rozobrat, odislujme muZov, tak ako sedia
vedla seba, éislami 1, 2, ..., n (pritom é&islovanie moze-
me zadat od ktoréhokolvek muZa a okolo stola postu-
pujeme napr. v smere hodinovych rudidiek). Odislujme
volné stolitky pri stole taktiez 1, 2, ..., n, a to tak, aby
po pravej strane muza s ¢islom ¢ bola vidy volna stolitka
dslo 2 (pre ¢ = 1, 2, ..., n). Nakoniec odislujme Zeny
rovnakymi éfslami ako maja ich manzelia.

Podla podmienok tlohy na voIni stoli¢ku s &islom 1 si
nesmie sadniif Zena s ¢islom 1 ani s &islom n, na stolicku
2 Zena 2 ani Zena 1 atd., aZ na miesto n si nesmie sadnut
Zena n ani Zena n — 1. Predpokladajme, Ze v silade
s tymito pravidlami si-na stolitku -1 sadne Zena, ktorid
oznaéime z,, na stolitku 2 si sadne Zena 2z, atd. aZ na
stoliéku » si sadne Zena z,. :

Lahko sa presveddime, Ze potom (36) je silne normali-
zovany latinsky pravouholnfk typu 3 x n. Zena z, toti
sedf vedla muzZov 1 a n, teda nesmie mat ¢islo 1 ani n.
Podobne Zena z, sediaca medzi muZmi 2 a 1 nesmie mat
&slo 2 ani 1 atd. To je viak prive ‘podmienka, aby
Yiaden stipec matice (36) neobsahoval dva rovnaké
dleny. Dalsie podmienky, aby (36) bol silng pormalizo-
vany latinsky pravouholnik, si zrejme splnené. ‘

Obratene, kaZdému silne normalizovanému latinské-
mu pravouholniku typu 3 X n zodpoved4 rie§enie nasej
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ulohy (pri danom rozsadeni muZov). KedZe tychto sme

mohli rozsadif 2n! sposobmi, je poéet rieSeni tdlohy

o hostoch dany éfslom 2n!U,, &0 sme mali dokéazat.
UkéZeme si, akym spésobom moZno vypoditat éisla U,:

Teoréma 10 (J. Touchard 1934, I. Kaplansky
1943). Pre ka%dé prirodzené &islo n plati:
1.2...(2n—1) 2.3...(2n—2)
m+Dn+2)...2n nntl)..(2n—2)
3.4...(2n—3)
+ mn—Dn...2n—4) s
Ek+1)... (2n—Fk)
n—k+2)(n—k+3)...(2n — 2k + 2)

4 (=12 (n—lg""i”'i‘ 1) 12 ]+2(_1)n

+

U, = 2'n(

+ (—1p +

Dékaz nevykonime, ked%e je zdlhavy a pomerne
obtainy.

Priklad. Rieste ilohu o hostoch pre 5 manZelskych
parov. Riedenie: Podla teorémy 10

1.2.3.4.5.6.7.8.9 2.3.4.5.6.7.8

Us = 10( 6.7.8.9.10  5.6.7.8% +
3.4.5.6.7 4. 5 6 ..
T %56 )

= 10[12—-24 + 21 f10‘+—2-]—2 = 13.

Podla teorémy 9 iloha o hostoch ma

2.5!.U; = 2.120.13 = 3 120
rieSeni.

47



Aj pri vypodéte ¢isel U, mozno s vyhodou pouiif reku-
rentny vzfah:

Teoréma 11 (A. Cayley 1878). Pre kaZdé prirodzené
éislo n > 3 plati :

Un = nl, + 2o 2 AU

n—2

priéom U, = —1, U, = 0.

Dékaz pre jeho komplikovanost opidf vynechdvame.

S pouzitim teorémy 11 Iahko méZeme postupne vypo-
titavat &isla U,, U,, U, ..., vychidzajic z hodndt
Uy=—1U,=0:

U,=3U2+iq¢i=l,

1
U4=4U,+4—U’2——4=2,
U,=5U.+5U’T+4=13,
U,=6U5+(3U“1——4=80,
U, = U, + 7U++4=‘579,
U, — 8U, + 3?:4738,
U, = U, + &’7&= 43 387, i
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lOUu h— 4
8

U, = 10U, + — 439 792
atd.

Zhriime ¢isla D, zname z ﬁlﬁhy o stretnutiach a &fsla
U, z tlohy o hostoch do tabulky:

nlo|1]2(3]4]5] 6 741 8 9 10

.

Da|1] o]1]|2]9)44]265]|1854 |14 833[133 496/1 334 961

Un.1]{-1]0]1|2]|18]| 80| 579 | 4738 43 387] 439 792

Cisla U, (pre n > 2) vyjadrujd podet silne normalizo-
vanych latinskych pravouholnikov typu 3 X n. Pomo-
cou &fsel D, a U, viak moZno vyjadrif aj poéet N(3, n)
vietkych normalizovanych latinskych pravouholnikov

typu 3 X n:

Teoréma 12 (J. Riordan 1944). Pre kaidé prirodzené
tslo n plati :

N(3,n) = [3] D.D,U. + (’l‘] D..,D.U,_, +
n n
+[2]D,._2D2U,._. ot [m] Du-nDnUs-sg;
kde m je najvilsie z celych &isel x, ktoré splﬁa,jd‘ vzlah
n
r < ? .
Poznémka. Cislo m sa nazyvh ,.celd &ast" éisla,%

a oznaduje sa symbolom [ —g] .
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Doékaz teorémy 12 zasa vynechame pre jeho obtai-
nost,

J. Riordan r. 1945—46 dokazal, %e pre velké n sa
N(3, n) priblizne rovna &islu (n!)?e3, kde e = 2,718. .. .
Tento vysledok zovseobecnili P. Erd6s a I. Kaplansky
r. 1946 a K. Yamamoto 1951 a ukizali, Ze podet
N{(m,n) normalizovanych latinskych pravouholnikov
typu m X n sa pribliZzne rovna &slu

(n)™"e"@,

tiZe podet L(m, n) vietkych latinskych pravouholnikov
typum X nnad mnoZinou {1, 2, ..., n} sa pribliZne rov-
né &fslu

(nl)™e™@),
ak m je ,,malé’ vzhladom na n; zhruba povedané, ak
m < |n.
Pre m = 2 dostavame vysledok, ktory sme u spomi-

nali v III. kapitole: éfslo N(2, n) = D, sa pribliZne rovna
nle™, teda L(2, n) sa priblizne rovné (n!)2e™.

Priklad. Urdete podet normalizovanych latinskych
pravouholnikov typu 3 x 7.

Riegenie:

N(3,7) — ((7)] D,DU, + [Z) DU, + [;] DD,U, +

3
+21.44.1.1 4 356.9.2.(—1) = 1073 760 .

+(7]D4D,,U1 =1.1854.1.579 4+ 7.265.0.13 -}
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Keby sme pouzili Riordanov odhad, dostali by sme
N(3,T) = (7!)%™® = 25 401 600.0,049 787 067 =
= 1264 671.

Pomerne velké odchylka od spravneho vysledku nepre-
kvapuje, kedze m = 3 nie je ,,malé‘’ v porovnani s n =

- ._—
= 7; dokonca neplati ani podmienka m, < Vn

Na zéklade doterajsich vysledkov z I.—IV. kapitoly
moézeme vypoditat hodnoty N(m,n) pre m <7, n <7,
ktoré sii uvedené v nasledujicej tabulke:

n |12 3| 4| 5 6 7
vaw [1fi|e] 1| s 1 1
N2, ) o T?|_9| 14 265 1854
N3, n) |o|o]2]24| s52| 21280 1073 760
N(4,n) [o|o]o|24]1344
N,m) [ofo] o] of1344]1128960
N6,n) |0]o|o| o] ofi 12896012198 207 600
N, |o|o|of o] o 0| 12 198 297 600

Napr. N(6, 6) sme vypoditali; pomocou (20) a (12)
takto:

!
N(6,6) = %i—R(G, 6) = 120R, = 120.9 408 = 1 128 960.
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Ak pouZijeme vztah (20) z teorémy 3, moéZeme z pred-
chidzajice] tabulky vypoéitat prislusné hodnoty R (m, n),
t. j. poéty redukovanych latinskych pravouholnikov
typu m x n. Takymto spdsobom mdéieme vypoéditat
hodnoty z nasledujuicej tabulky:

n 11231 4 b 6 7
R,n) |1frf1]1] 1 1 1
R2,n) [o|lr]1]3] 1 53 309
R(3, n) 0]0| 1] 4] 46 1 064 35 792
R(4,n) [o|o|o]4] 56
R(B, n) 01]0]0] 0] 56 9 408
R(6, n) 010J]O0]O 0 9 408 16 942 080
R(1,n) |o|oflo|o] o 0| 16942080

Cviédenia

12. Né4jdite vietky rieenia ilohy o hostoch pre n = § pri
pevnom rozsadeni muZov.

»

18. Vypoditajte &islo N(3, 8).

14, Zostiojre tabulku hodnét L(m,n) pre m < 6, n < 6,
[m, n] # (4, 6]. T,

15. Vypoditajto disla R(2, n) a R(3, n) pre n < 10.
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