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VÝSLEDKY A ŘEŠENÍ 
NĚKTERÝCH ÚLOH 

P.l. 
Budiž a < 0. P a k je /? = 1 — a > 1; píšeme-li v (P . l ) /? mís to 

a a — mís to t (í > 0), m á m e platnou nerovnos t 
t 

( 1 V-" 1 
I f J - ( i - » ) T + ( i - » ) - u o . 

Po úpravě (vynásobení této nerovnosti Číslem t > 0) dostává-
me nerovnost (P.l) pro a < 0. 

1 
Budiž 0 < a < 1. P a k je p = — > 1 ; píšeme-li v (P . l ) 0 

a 
místo a a í1"* místo t, m á m e platnou nerovnos t 

((i//S)/J _ pt1^ + jS — 1 S O . 
P o ú p r a v ě (vynásobení t é to nerovnost i číslem — a < 0) dostá-
váme nerovnos t (P.2). 

1.1. 
Nechť p la t í (1.12). U t v o ř m e z vek to ru * n o v ý vek tor y = 
= (2/i> 2/s, • • •> Vn) t a k . že číslo n a h r a d í m e číslem yl = g 
a číslo xn nah rad íme číslem yn = («jxn)/g; o s ta tn í složky po-
necháme beze změny : yť = xt, i = 2, 3, . . . . n — 1. Geometric-
ký p růměr se nezmíní: 

G.(r) = Q«(x) = 9, 
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zatímco pro aritmetický průměr platí 

(•) AJy) á An(x) . 

J e tot iž (podle vě ty 1.1) a^ ^ g g xn čili xn — g ž 0 a 
g — x, S: 0; a od tud m á m e 

1 

— («„ — — xi) = x1 + »„ — £• 
ff 0 

= *1 + — žil — Vn 
čili xí + xn S 2/i + 2/n- O d t u d už p lyne nerovnos t (*). Opaku -
jeme-li t e n t o p o s t u p ( t j . sestrojíme-li k vek to ru y ana logickým 
způsobem vek tor z a td . ) , do jdeme — podobně j ako u č tv r t ého 
důkazu nerovnost i (AG) — k vek to ru w = (g, g g); p ř i t om 
b u d e 

An(x) > An(y) S ... ž An(w) = <7 = Gn(x), 

což je nerovnos t (AQ). 

1.2. 
Označme 2p d a n ý obvod t ro júhe ln íka , a, b, c délky jeho ne-
známých s t r an . Podle H e r o n o v a vzorce je obsah t ro júhe ln íka 
d á n výrazem 

P = 1lp(p - a)(p — b)(p — c) . 

Užijeme-li nerovnost i (AG) pro n = 3, xx = p —a, a?a = p — 
— b a ®j = p — c, b u d e 

8 (P — a) + (p — 6) + (p — c) 
]/(P — a)(P — b)(p — c) 

_ 3p — (a + b + c) _ p_ 
~ 3 ~ 3 

čili 

(») (p — a)(p — b ) ( p - c ) á 
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číslo P bude největší tehdy, bude-li největší číslo (p — a). 
.(p— b) (p —c). To je odhadnuto shora v (*), současně však 
nas tane podle věty 1.1 v (*) rovnost právě pro p — o = p — 

— 6 = p — c čili pro a = b = c — , takže maxima 

bude dosaženo v případě, že trojúhelník je r o v n o s t r a n n ý 

1.3. 

Především lze snadno zobecnit (1.40): jsou-li x ( ] ) , x(2), . . . , 
* (m) vektory o n složkách, * ( i ) ¡g 0, pak plat í 

(*) <7»(*<i) + *(») + ••• + *(„,)) ^ 
*(m)) 

(dokažte to indukcí podle to!). Nerovnost (1.51) je pak už jen 
speciálním př ípadem nerovnosti (*): stačí volit n = 2 a 
*«) = » = 1» 2, .... m. 

Nerovnost (1.62) je vhodné zapsat ve tva ru 

m ( S xk) ( 2 yk) 
/ ̂  41 \ ^ fc ^ A*—1 A;=l ^ 

T-1 XI. + VI. ~ M M 

t-1 i -r w ( 2 ířjt) + ( £ yk) 
k=1 fc=l 

t u to nerovnost pak můžeme dokázat indukcí podle m. Př ípad 
m = 2 lze dokázat př ímo ověřením (je to poněkud pracnější), 
dále postupujeme t ak to : Především je 

" v 1 X]i!k
 = £ ' 

fc=l + 2/fc fc=l xk + yk
 xm+i + 2/m+i 

Použijeme indukčního předpokladu a první sčítaneo vpravo 
odhadneme podle (*•) (pro m); bude pak 
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m »rt 
m+l ( £ ( 2 ^ 
"V1 VkVk < = l t^l Xm+lVm+í 
k=l + = ™ , , , v « + 2/m+i ' 

( S xk) + ( L j/fc) 
fc = l k-l 

A nyní použijeme nerovnosti (**) pro m = 2, kde ovšem vo-
ru 771 

líme za xl výraz £ íCj., za s 2 číslo xm+l, za y , výraz £ yk 
k=l ft-l 

a za 2/a číslo ym + 1 , a dostaneme (**) pro m + 1. 

1.4. 
Tato úloha byla zařazena do I I I . kola MO v roce 1073 a účast-
níci tohoto kola ji řešili různým způsobem. Jednou z možností 
(nikoliv nejelegantnější) je použití indukce. 

1.5. 
Také tu to úlohu je možno řešit přímo např . pomocí indukce. 
Lze však t aké použít vz tahu (1.8) a výsledku úlohy 1.4: Z ne-
rovnosti (1.55) plyne, že 

log (z*-izfc+i) = log xk-1 + log ^ 2 log xk . 
Označíme-li log xk jako yk, je to nerovnost (1.53) pro posloup-
nost yu y2 yk a je t edy podle (1.54) 

log x1 + ... + l o g l o g xl + ... + log xn+x ^ 
n— 1 n + 1 

^ log xx + . . . + log xn 

" n 
čili podle (1.8) 

log Gn_r + log O n + 1 ž 2 log On 

neboli 
log G„_i<?»+, ž log Ol ; 

od tud už plyne (1.56). 
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1.6,1.7,1.8 
Použijeme nerovnosti (AG) pro n = 2 [neboli nerovnosti 
(1.18)]: v první úloze pro = tga , x, = ootg a., ve druhé 
t ř i k r á t pro dvojice (a, b), (6, c) a (c, a), ve t ře t í pro dvojici 

V 1.7 nas tane rovnost pro o = 6 = c, v 1.8 pro 

1.9 
Nerovnost můžeme po úpravě zapsat ve tva ru 

F 1 »1 o , o , 
O, + &! 

1 
o , + 6 , a , + 6, 

1 6, 6, 

+ 

poslední nerovnost dokážeme t ím, že na oba sčítance na levé 
s t raně použijeme nerovnosti (AG) pro n = 3. 

1.10 

Použijeme nerovnosti (AG) pro vektor ( , "~1 , 
l »» xn 

J' 
1.11 
Použijeme nerovnosti (AG) pro vektor (1, 2, 3, . . . , n) a vzorce 

1 
1 + 2 + 3 + . . . + n = — n(n + 1) . 

¿t 
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LIŽ 
Je to v obou případech ótverec. Použijeme nerovnosti (AG) 
pro n = 2. 

1.13 
J e to Čtverec. Použ i j eme nerovnost i (AG) pro n = 2, nej lépe 
ve t v a r u (1.17). 

1.14 
J e to rovnos t r anný t ro júhe ln ík ; viz úlohu 1.2. 

1.15 
Nerovnos t (1.57) obsahu je j a k o speciální p ř ípad nerovnos t 

(1.42): t u dos taneme, volíme-li px = p% = ...= pn = —. 
n 

P o k u s t e se p ro to nerovnos t (1.57) dokáza t pomocí vě ty 1.3 úp ra -
vou pos tupu , j ímž jsme z t é to vě ty odvodili nerovnos t (1.42). 

11.1 
Za y zvol te 1 = (1, 1 1). 

11.2 
Uži j t e (II .8) p ro n = 3 a * = (1, a, a ' ) . Rovnos t na s t ane jen 
p ro o = 1. 

n.3 
Uži j t e ( H . l ) p ro n = 3 a vek to ry * = (x, y, z), y = (y, z, x). 
P ř i d ů k a z u nerovnost i (1.48) použ i j t e toho, že — opět podle 
( I I . 1) nebo (II .2) p ro n = 3 a p ro v e k t o r y x = (x, y, z), 
y = ( j / j /z , y ^ z , y®2/) — je 

X yyz + y ]/xz + z ]/xy ^ y(a;» + y% + z*)(yz + xz + xy). 
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n . 4 

Využijte toho, že zkyk = (xk ]/ak ) , a použijte Cau-
l ]lak ) 

chyovy nerovnosti pro vektory x | /o a y . (viz označení 
y° 

na str. 14). 

11.5 
Využijte toho, že xk = I I Vyk , a použijte Cauchyovy 

V l/V* > 

nerovnosti pro vektory , ]/y . 
VY 

11.6 
Užijeme Cauchyovy nerovnosti: nejprve pro dvojici vektorů 
x . y a z a pak pro dvojici vektorů x2 a y2. 

11.7 
Užijeme Cauchyovy nerovnosti (II.1): nejprve pro dvojici 
vektorů w.x a y .z a pak ještě dvakrát pro dvojice w2, x2 

I I .8 
Použijeme věty 1.3, kde položíme ak = xk, bk = yk, m = 

m(y) M(y) 
, M = . Nerovnost, která tak vznikne z ne-M(x) m(x) 

rovnosti (1.43), sečteme se zřejmou nerovností 

Lř *=1 \ M(x) m(x) \ = 1
 k> \ 

a po úpravě dostaneme (11.17). 
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n.9 
V tomto případě je pravá s t rana v (11.26) rovna nule, kdežto 
na levé straně je nezáporné číslo. 

11.10 
P r o n = 1 je (11.30) ekvivalentní a nerovností (x0yí — a*iž/o)'< 
< 0, k te rá neplatí . — Uvažu jme n — 2. Pro dvojici x = (0,1, 
0), f = (0,0,1) plat í (11.29) i (11.30); pro dvojici * = (1,1,e), 

1 
f = (1,6,1), kde je 0 < e < — , plat í jen (11.29). Pro n > 2 

3 
viz poznámku II .7 . 

i i . i l 
Prvn í nerovnost v (11.33) plyne z nerovnosti (11.13) v úloze 
I I .6 : stačí t a m zvolit místo xk a xk + y\ místo yk. Druhou 
nerovnost dostaneme z nerovnosti (1.52): stačí se uvědomit , že 

x2y2 i 
2
 k k

 2 = — Ht(x\ , y l ) , kde £T, je harmonický p růměr . 
xk + Vk 2 

m.i 
n n 

J e | E x ^ k I < £ [ Xj/yk | ; p ravou s t ranu odhadneme pomocí 
fc=l A;=l 

Holderovy nerovnosti (III.6), k terou ovšem použijeme pro 
vektory ( | x1 |, | x, \ , ..., | xn \), (]¡2/, |, | 1, ..., | yn \). 
Znaménko nerovnosti v ( I I I . 11) nelze pro p < 1 -obrá t i t , 

n 
neboť např . pro n = 2, x = (1, i), y = (1, i) je I E x ^ k 1 = 0 , 

fc=1 
2 2 

kdežto E \xk\f = E \yk\" = 2. Z nerovnosti (III.9) lze 

ovšem za jistých předpokladů odvodit nerovnost 

1^1»)'^. ( S 12/t | 9 Ylq • 
k=1 
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ra.2 
Případ p = 1 je zře jmý; pro p > 1 použijeme (III.11), kde po-
ložíme n = 2, * = (u, v) a y = (1, 1). 

rn.6 

Př ípad p = 1 je zřejmý. Pro p > 1 využijeme toho, že 

= ,*'„ •yív~1),p' 
Vk p 

a použijeme nerovnosti (111.12), kde oviem zvolíme 
x)<tyk~v)lv m í 8 t o xk a 2/is_1) /p místo 

in.7 
Zaměníme-li v ( I I I . 14) role vektorů x a y a píšeme-li t a m r 
místo p (r > II), dostaneme p l a t n o u nerovnost 

„ r ( S y*Y 
^ Vk ^ k—1 . . -rf— i — " = 1 ( S 

4=1 

Budiž nyní p < 0 a oznafime r = 1 — P a k je r > 1 a 
r — 1 = —p a nerovnost (111.14) (pro p < 01) plyne ihned 
z (*). Nerovnost (III.14) lze ovšem takó pro p < 0 dokázat 
s te jně jako v úloze I I I .6 , neboť jsme použili nerovnosti 
( I I I . 12), a t a plat í i pro p < 0 (viz str . 76). Je-li 0 < p < 1, 
pos tupujeme opět zcela stejně jako v úloze I I I . 6 ; použijeme 
jen nerovnosti ( I I I . 12a). 

III.8 
Platí-li (III.25) pro n = 2, je 

(*) afb? + a$bl < (o4 + a,)a (bx + 6,)' . 
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Pak je 
°?6f + °ř6f + s 

=S (o, + (61 + + o,«6? á 
^ [(o. + o,) + o j m + 6.) + 6,]" , 

což je (111.25) p ro n = 3; p ř i tom j sme použili d v a k r á t nerov-
nost i ( • ) — ne jp rve př ímo, a pak t a k , že j sme kladi a j + a , 
mís to a 1 a a , mís to a 2 a analogicky pro 6{. I n d u k č n í k rok od 
n k n + 1 se provede podobně . Z b ý v á t e d y dokáza t , že (*) 
sku tečně pla t í . T u t o nerovnos t zapíšeme t a k t o : 

( «» r r y . r yí >» r ^ x . 
i o, + o j U i + *> J U i + « J U i + 6. J ~ ' 

p la tnos t posledního v z t a h u dokážeme dvo j ím použ i t ím v ě t y 

I I I . l . Stačí to t iž v ( I I I .2) položit — = a , — = /? a xt = 
P ? 

Oi bi . . = — , = = 1, 2). o, + a, o, + o, 

ra.9 
P o ú p r a v ě můžeme (113.31) zapsa t t a k t o : 

0„(1 + x) > 1 + 0n(x) = <?„(í) + Gn(x) ; 
tato nerovnost plyne z (1.40), volíme-li tam y = (1, 1 1). 

m.io 
Nerovnos t (HI .9) lze zobecnit jen t ehdy , učiníme-li něk te ré 
speciální p ředpoklady . T a k nap ř . p la t í 

(*) 2 W * ^ ( S af)»'» ( Z y?)»'« ( 2 , 
fc=1 fc=l A=1 A=1 

1 
je-li * > 0 , y > 0 , * > 0 , 0 < js < I, j < 0, r < 0 a 1-
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-f ——I- — = 1. Nerovnost (*) lze dokázat t ak to : Označme 
q r 

1 = — , s < 0, a použijme nerovnosti (III.9) pro dvojici 
q r 8 

vektorů x a y . z a pro dvojici pa ramet rů p a s ; bude pak -

(*») E XWM ž ( E x*kyb ( s (y^kyy". 
fc=1 fc=1 k=1 

q r 1 1 
D á l e o z n a č m e p * = — , g * = — ; j e p * > l , g * > l a - 1- — = 

8 8 p* q* 
= 1 a můžeme použít Hólderovy nerovnosti (III .6) pro dvo-
jici vektorů y*, z* a pro dvojici paramet rů p* a q*: 

(•*•) Sy^šlS yť*y>>* ( £ zf*yh* = 
fc=l k=1 fc=l 

= ( S yiyt* ( S zrk)>l< . 
k=l k=1 

Protože je « < 0 a tedy i — < 0 , plyne odtud 
8 

( 2 y'A)V' ^ ( s yj?)1'« ( s zj)1'' ; 

z té to nerovnosti a z nerovnosti (**) už plyne (*). — Je-li 
opět 0 < p < 1, ale q > 0 a r < 0 , nemůžeme tohoto postupu 
použít , protože místo (III.6) musíme použít (III .9) (je totiž 
p * < 0, g* > 0) a místo (***) dos táváme o b r á c e n o u ne-
rovnost . Lze však ukázat , že v t omto druhém případé ne-
rovnost (*) ani n e m ů ž e obecně plat i t a že neplat í ani ne-
rovnost obrácená: stačí zvolit n = 2,p = •— , q = 1 ,r = , 

2 2 
y = (1, 4), z = (1. 1). Volíme-li nyní x = (1, 4), dos táváme 
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nerovnost (*), volíme-li x = — J , dos táváme obrácenou 

nerovnost . 

m.n 
Pro n = 2 má nerovnost (111.32) t v a r 

<*) [(«1 + yi)v + (». + y iW* á (af + + (ž/i + 2/?)l/j> • 
K případu n = 3 přejdeme t ak to : 

L„ = {(*, + y , ) ' + (x, + y,)» + (as, + y»)®}1^ = 
= {([(*i + yi)" + + ya)v]llp)p + (*, + y»)v}1,v . 

Výraz v h rana té závorce odhadneme podle (*); bude pak 
L t SS {((z? + + (yf + ylY1*)*. + (ar, + y,)»}1 '». 

Zde odhadneme pravou s t ranu opět podle (*), kde však polo-
žíme (x\ + ajf)1'" místo xu (yf + y\Y,v místo y1 á xa, y , místo 
x l t y, . Dostaneme pak 

Lt [((*? + + a ^ ® + [((y? + yf)1 '")" + y?]1'» = 
= (x\ +x\+ x%y!v + (yf + yf + , 

což je (111,32) pro n = 3. 

m . i 2 

n n 
J e E I a;j. + y t 1» E (I I + I yk I)® ; pravou s t ranu odhad-

neme pomocí Minkowského nerovnosti (111.32), k terou ovšem 
použijeme pro vektory ( | x^ | , | x, | | xn | ) , (| y , | , | y21, 

13/« [)• 

ra.i3 
Můžeme postupovat indukcí podle poč tu vektorů. Pro t ř i 
vektory rozšíříme Minkowského nerovnost pomocí téže ne-
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rovnosti pro dva vektory — ve tva ru (111.35) — tak to : J e 
(* + y + x)» = [(* + y) + z]» a t edy pro p > 1 

[¿„([x + y + z?)]1/" = [¿„([(x + y) + i]»)]«'» g 
á [An[[x + if)Y>* + [An(f)yi* ž 

g [Anwyi* + + lAn(*)V'». 

111.14 
Protože Sn(xv) = n.An(k*), stačí použít výsledků poznámky 
I I I .8 . 

m . i 5 
Využijeme toho, že Sn(y) = nvln(y), a pos tupujeme s te jně 
jako při důkazu věty I I I .6 . 

m . i 6 
Nerovnost (III.46) dokážeme t ak to : Sčítance (zlomky) na 
pravé straně označíme a? ab* a vy jádř íme Sn{xz) resp. Sn(yx) 
pomocí a resp. b. P a k bude 

[S„((* + y)x)P = [a(Sn(x»-i))"» + b(Sn(y*-*))*l'p . 

pravou s t ranu odhadneme pomocí Holderovy nerovnosti (pro 
n = 21) a dostaneme 

[S,((x + y)z)]» + bms n {x l > - l ) ) 1 ' l v - i ) + 

Výraz v h rana té závorce vpravo odhadneme pomocí Minkow-
ského nerovnosti shora (užijeme totiž Minkowského nerov-
nosti pro p — I I ) výrazem Sn((x + y)p-1) a dostaneme 
(III.46). Zde bylo podsta tné, že je 0 < p — 1 g 1 čili 
1 < p < 21, 
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Nyní už stačí zvolit v (III.40) za z ten vektor s vlastností 
Sn{*>) = 1, k te rý je podle úlohy I I I . 15 přiřazen vektoru 
x + y, a užít nerovnosti (111.45); levá s t rana se díky volbě 
vektoru z n e z m ě n í , neboť [<S„((x + y)z)]» = Sn((x + y)J>), 
pravá s t rana se nezmenší, neboť [5n(x.z)]» <; Sn(xV), 
[<9„(y.z)]i> g Sn(y») a dostáváme tak ihned (111.47). 

m.i7 
Užijeme jednak nerovnosti (III.43) pro p, jednak nerovnosti 
(111.44) pro p — 1 (jo p g 2 a tedy p — 1 g II). Nerovnosti 
(111.47) a (III.48) dáva j í pro 1 g p š 2 horní a dolní odhad 

výrazu E (xk + yk)'l £ (xk + yk)v-x . 

ra.i8 
Pos tupu jeme s tejně jako v úloze I I I .16 . Nejprve ukážeme, že 
t aké v nerovnosti (III.46) se změní znaménko; př i tom použi-
jeme Hólderovy nerovnosti pro n = 2 a pro p ^ 1, t j . musí-
me užít t va ru ( I I I . 12a). P a k dokážeme — opět použit ím 
o b r á c e n é Hólderovy nerovnosti — stejně jako v úloze 
I I I . 15, že t aké v nerovnosti (111.45) se pro 0 < y g 1 změní 
znaménko nerovnosti , a důkaz dokončíme jako v úloze 
I I I . 16 speciální volbou vektoru z. 

in . i9 
Především je t řeba si uvědomit , že pro p = 2 m á nerovnost 
(111.60) tva r 

(•) »oVo — S xkyk ž 1/ ®o — E • 1/ i/g — 2 3/jfc, 
fc-i r k~ i i fc-i 

kdežto ve větě I I .2 jsme dokázali nerovnost 
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(.*•) - E x^kY ž (x\ - 2 x\)[yl -ly\). 
1 fc=1 k=1 

J e ihned vidět, že když bude splněna jen jedna z podmínek 
(III.49) (pro p = 2), nemusí mí t nerovnost (*) vůbec smysl, 
neboť na pravé s t raně může b ý t komplexní číslo. Požadavek 
(111.55) je tedy pro pla tnost nerovnosti (*) — a t ím i nerov-
nosti (111.60) — pods ta tný ; nerovnost (*•) je naprot i t omu 
splněna automat icky, je-li jedna z nerovností v (III.49) obrá-
cená. 

111.20 
Můžeme postupovat analogicky jako při důkazu nerovnosti 
(III.60), t j . dokázat (111.57) pro n = 1 pomocí Minkowského 
nerovnosti (111.32) a odtud pak dokázat (III.67) pro libovolné 
přirozené n > 1. Zde však uvedeme důkaz, k te rý využívá ne-
rovnosti (111.50) a je obdobou důkazu Minkowského nerovnosti 
(III .32) (viz str . 88): Užijeme toho, že pro p > 1 je 

(®o + y.)p — 2 (xk + i/*)» = 

= [».(*. + J/.)"-1 — 2 xk(xk + yjt)""1] + 
k=l 

+ o + y*)v~l — s yt(xk + 2/t)"-1] • 
fc=i 

Oba výrazy v h rana tých závorkách odhadneme pomocí 
(III.60), kde ovšem pro první výraz volíme místo vektoru f 
vektor 2 = (< + 9)v~1 a pro d ruhý výraz pak volíme místo 
vektoru it vektor f a místo vektoru f vektor i ; dostaneme 
t ak nerovnost 

(*) (*o +y,)v— 2 (xk + yk)* > 
fc=1 
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£ K*8— Ž *£)«/«• + ( j / g - E 
k=1 k-1 

•[(«o + Vo)T — £(«* + ykW-1)l* • 
k=1 

Musíme ovšem ukázat , že jsou splněny předpoklady (111.56) 
pro odpovídající vektory. Pro vektory 2 a jř to plyne z pod-
mínek (III.56), pro vektor i to ukážeme pomocí Minkowské-
ho nerovnosti (III.32) a pomocí podmínek (III.56): 

(•*) 2 (xk + yk)> sS [( £ xiy'* + ( £ yiylpy sS (s, + 2/,)». 
ft-l fc=l fc=l 

Druhý součinitel v (*) je tedy nezáporný. Je-li kladný, plyne 
(III.57) z (*) ekvivalentní úpravou; je-li nulový, musí b ý t 
x ~ y (věta I I I .5) a v (III.56) musí plat i t rovnosti a tudíž 
(111.57) zřejmě platí . — Rovnost v (111.57) nas tane tehdy 
a jen tehdy, je-li Jt ~ f. — Je-li p = 1, plat í (III .57) pro 
libovolné nezáporné vektory i , f . 

in.21 
Nerovnost (III.67) v tomto případě nemá smysl, neboť n a 
pravé s t raně stojí komplexní číslo. 
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