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V Ý S L E D K Y C V I Č E N Í 

1.1 P(32) = 32.31 2.1 
00 80 88 

1.2 a) 7(4, 90) = 90.89.88.87, b) K(3, 90) = — : :— = 
3 .2 .1 

= 117480 
1.8 P(35) = 36.34 2.1 
1.4 K(2, 5) = - ^ i = 10 

1.5 F(2, 3714) = 3714.3713 
49.48.47.46.45.44 

" X ( 6 ' 4 9 ) 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1 
1.7 7(4, 7) = 7 . 6 . 5 . 4 = 840 
1.8 P(8) = 8.7 2.1 = 40320 

7 .6 .5 
1.® K(3, 7) 35 

3 .2 .1 
1.10 7(3, 6) = 6 . 5 . 4 = 120 
1.11 čtverefiky považujme přirozeným způsobem za souřadni-

covou soustavu. Ten z bodů, který není více vpravo než 
druhý bod, považujeme Za počátek, druhý bod má pak 
souřadnice [m, n]. Je-li n < 0, neexistuje žádná cesta, 
je-li « ^ 0, existuje právě K(n, m + n) cest. 

1.12 [0, &] a [1, k] pro všechna nezáporná celá k. 
1.18 Logaritmbváním zjistíme, že 7(35, 50) má 53 číslio 

a K(3S, 50) má 13 číslic. 
2.1 7! = 5040, = 14190, = = 1028790 
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2.2 1 6 15 20 15 G 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 

1 8 28 56 70 56 28 8 1 
2.8 «! + (n — 1)! n2 = (n — 1)! (n + re») = (n — 1)! 

n(n + 1) = (n + 1)! 
2.4 2 

» ( " ) 
2.6 5 
2.7 Druhé 
2.8 První je rovno n\ [1 + (n + 1) (n + 2) (n + 3)], zatímco 

druhé jen n! [(n + 1) + (» + 1) (» + 2)] = n! [(» + 1) 
(n + 3)]. 

kde k = , 
2 

2.10 b) Rozdělte množinu všech g-prvkových kombinací 
z čísel 1, 2 p na disjunktní podmnožiny podle nej-
většího čísla, které obsahují. 

2.11 c) Rozdělte množinu všech dvojic čísel 1, 2, . . ., k + 1 
na disjunktní podmnožiny podle většího z čísel, které 
obsahují. 

2.12 b) Ke každé r-prvkové kombinaci z p prvků postupně 
přidejte všeohny (q — r)-prvkové kombinace z ostatních 
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p — r prvků. Dostanete tak vSechny g-prvkové kombina-
ce z p prvků, každou K(r, g)-krát. 

2.18 31 

2.14 Jsou-li čísla kladná, je jejich součin dělený číslem j! 

roven kombinačnímu číslu í \ 1 , kde k je největší z nich. 

Vzhledem ke svému kombinatorickému významu 

celé čislo. Je-li některé z čísel rovno 0, je součin také 0 
a je dělitelný jakýmkoli přirozeným číslem. Jsou-li čísla 
záporná, je jejioh součin dělený číslem j\ - až na znaménko 

v případě lichého j - opět roven ^ j , kde k je absolutní 

hodnota nejmenšího z nich. 

8.5 Součet kombinačních čísel ^ ^ j je pro lichá k roven součtu 

prvků (n — l)-tého řádku Pascalova trojúhelníka. Totéž 
platí pro sudá k. 

8.6 a) 2"-1 

b) (—1)" 
8.7 a) (o + 6)m+" = (o + 6)® (o + b)m 

b) Množinu všech »»-prvkových podmnožin (m + p)-
prvkové množiny rozdělte podle toho, kolik z určitých p 
prvků obsahují. 

8.8 (o + 6)» = (6 + o)» 

8.9 3« j = 153090, ano 

8.10 í" — 6 l / J í " u + 45<iaM« — 60 j/F ?u» + 135í«m4 — 

- 64 y i ť u ' + 27M' 
8.11 (10 + 1)" — 1 
8.12 1 
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8.13 Pravá strana jsou první dva členy mnohočlenu na levé 
straně, ostatní jeho členy jsou nezáporné. 

8.14 2®—1 = 511 
8.15 2730 = 2 .3 .6 .7 .13 , 25 = 32 dělitelů 

(Prázdné množině odpovídá dělitel 1.) 
8.16 d) Jde o součet počtů prvků všeoh podmnožin »-prvkové 

množiny. Jeho dvojnásobek dostaneme tak, že ke každé 
podmnožině přidáme její doplněk a počty prvků sečteme; 
vyjde M 2". 

8.17 Vepsáním nul vzniklo číslo (10fc+1 + 1)'. Jeho druhá od-
mocnina vznikne vepsáním k nul do každé mezery mezi 
číslicemi čísla 121. 

4.2 Uspořádejme prvky fc-prvkové množiny. Její podmnožiny 
si vzájemně jednoznačně odpovídají s uspořádanými 
&-ticemi znamének + a — tak, že na j-tém místě je + 
právě když j-tý prvek množiny je obsažen v přísluSné 
podmnožině; je jich Vt{k, 2) = 2*. 

4.4 Platí až na to, že pro k = 0 není pravá strana vzorce (12) 
definována. 

í k 1 Jfcl 
4.5 K(j, k) = 1 . 1 = -rr-r, rrr = -Po(Í. & — } ) • Za situace 

U j Jt(fc—í)! 
popsané v řešení 4.2 si j-prvkové kombinace odpovídají 
s uspořádanými fc-ticemi znamének obsahujícími právě j 
znamének + . 

35! 
4.6 P„(17, 8, 6, 4) 

171 81 61 41 
4.7 F„(6. 26) = 26« 

4.8 Pro n ^ 4 si průsečíky úhlopříček vzájemně jednoznačně 

odpovídají se čtveřicemi vrcholů a je jich tedy | " j . 
4.9 4 . 6 . 3 . 2 3 . 4 . 6 . 2 . 1 2 = 794880 
4.1« F,(12, 3) - 3» = 631441 
4.12 Přihlížíme-li k pořadí vagonů, F0(6, 3) = 3' = 243. 
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4.18 i£0(10,4) = ( J o ] = 286 
351 

4.14 P0(5, 6, 6, 6, 5, 5, 5) = (51)' 

(Pi + Pt + • • • + Pil 
I disjunktních 

Pi J 
skupin podle toho, na kterých místech se vyskytují 
prvky 1. druhu. Je tedy 

Pt(Pi,P Pk) = 
+ - + * ) P.CP 

Opakováním tohoto postupu dostaneme vzorec ze cvič. 
4.10. Ten přejde ve vzorec (13) zkrácením faktoriálů. 

4.17 a) K0(n, &) = ^ * ^ * ^. Řešeni x„ x xk si totiž 

vzájemně jednoznaěně odpovídají s n-prvkovými kom-
binacemi s opakováním z prvků m lf m mk, v niohž 
se pro každé ť6{l , 2 k] prvek m( opakuje právě 
«i-krát. 
b) Ekvivalentní rovnice 

(«i — ci) + — c.) + • • • + (** — «5») = 
= n — Cj — c, — . . . —Cic 

má v daném oboru právě tolik řešení jako rovnice 
yi + y. + • • • + Vk •= » — — o, — ... — ek 

v oboru nezáporných celýoh čísel, totiž 

(n + f c — Cx — c, — . . . — ck— 1\ 

^ j I v případě c, + 
+ c, + . . . + Cj ^ n a žádné v případě + c, + 
+ . . . +C* > n. 
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c) Právě tolik jako rovnice 
*i + «i + . . . + Xje + Xi^i = » 

' ( n A- k\ v oboru celých nezáporných čísel, tedy podle a) I ^ I. 

4.18 Věta se dokazuje analogicky k důkazu binomioké věty, 
jejímž je zobecněním: Roznásobíme-li nm členů 
(ot + a, + . . . + am) (ax + o, + . . . + am) . . . (o, + 
+ o, + . . . + om), dostaneme sčítanec a1

k<ai
k' . . . am

km 
tolikrát, kolik je pořadí s opakováním prvků au kt 

n! 
prvků o km prvků am, totiž — — — -krát. 

fc.l • • • km\ 
f r i + m - n 

Vpravo je I I sčítanců. 

4.10 a) Jde o součet vSech počtů pořadí s opakováním k̂  
prvků 1. druhu, kt prvků 2. druhu, . . . , km prvků m-tého 
druhu, čili o počet všeoh (kx + + • • • + km) -prvkových 
variací s opakováním z m prvků. 
b) Dosaďte do multinomické věty = o, = . . . = am = 1. 

4.20 Vzhledem ke kombinatorickému významu je 
(oi + «« + • •. + q,)t j 

oxlo,l . . . o„l 
4.21 j-prvkové variace s opakováním z prvků množiny 

M = {»»!, m„ . . . , m/c] jsou právě prvky kartézského 
součinu M x M x . . . x M . 

j-krát 

6.1 jr0(7, 3) K0(6, 3) = [ g ) ( g ) = 7 6 6 

6.2 P{5) K(2, 32) X(3, 32) = 51 ( " j ^ J ) 

6.8 P,(8, 6, 4, 4, 3, 3, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1) JT(6, 38) = 
301 

8151(4!)« (3!)» (21) 
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5.4 P(3>P(5) + K(2, 4) P(3) P(5) = 31 61 + 31 61 - 6040 

5.5 a) nezmění se, 
b) bude poloviční. 
P(k) kí 

5.6 •= V(k — 3, k) = — (k je počet závodníků) 

5.7 Metodou matematické indukce. 
5.8 Označme an počet vlajek, které se nezmění obrácením. 

Hledaný počet bude a„ + (vn — sn) = -i (vn + «„)• 

Pro sudá n je an = vn a pro lichá n je a = vH_t + 
2 - 1 

+ W«Z1_ = v«+l-
2 2 

5.9 V prvním případě je každá Šestice počítána čtyřikrát 
a ve druhém případě třikrát. Výsledek má tedy být 

5.10 Jf(2, 4) K(4, 7) + K(3, 4) K(3, 7) + K(4, 4) K(2, 7) -

- ( ¡ ) ( : m ; ) ( : M : H : ) — 
5.11 Není. Vybereme-li nejprve Petru a Pavlu a pak k nim 

přidáme Janu, Karla, Frantu a Vaška, dostaneme totéž, 
jako když nejprve vybereme Pavlu a Janu a pak k nim 
přidáme Petru a ty tři chlapce. 
P(20 + 4) 241 

5.12 
P(4) 4!. 

5.18 K(4, 10) — K(2, 8) = ~ ( = 182" 

r(3 5.14 P0(2,1, 1,1, 1,1) P„(2, 2) K(4, 8) = 7 ' 4 ! 

2! (21)' 
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PIS)* P( 6)* 17(8!)' 
5.15 — + 7(2, 8)» = — -

2"P(4) 1 ' 2* P(3) 2« 41 > 
5.16 V úvahu přicházej! případy FaTaFoTaFaTaF nebo 

TaFaTaFaTaFaT, kde a označuje Angličana, F blok 
Francouzů a T blok Turků. Hledaný počet bude 

P(8)P(7) P(10) [X(3,6) £(2,9) + K(2,6) X(3,9)] -
6,7,10,[(3)(2) + (2)(3)]-6,7ll0!198° 
, 3) K( 11, 33) F0(2: 

5.17 K{ 1, 3) Jř(ll, 33) F0(22, 2) — 2P0(11, 11, 11) = 
331 

(11!) 

Jiné řešení: 
10 

P(3) S P„(11,m, 22— w) +P , (11 , 11, 11) = 
u-0 

= 6 2 3 3 ! 

11!«! (22 — «)! 
5.18 1568 
5.19 (4!)' 
5.20 Číslic neobsahujících pětku; je jioh 9' = 531 441. 
5.21 Pro n sohodů označme počet způsobů «„. Zřejmě = 1, 

a, = 2, = 4. Pro n > 4 platí rekurentní vzoreo 
*= ®»-i + + ®n-a-

Odtud po několika krocích dostaneme 
a10 = 274. 

5.22 a) Je jich právě tolik, jako je všech řádků složených z j 
znamének + a k — j znamének —, přičemž žádná dvě + 

j j 11 

nejsou vedle sebe. Podle úlohy 6 je jich I I pto 

2/ ^ & + 1, 0 jinak. 
b) Podobně jako v a) převedeme problém na úlohu 7. 
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5.28 Pro n ž k právě ř " ] řešeni, jinak žádná. 
V ^ — 1 J 

a) Řešeni si vzájemně jednoznačně odpovídají s «-prvko-
vými kombinacemi a opakováním z k prvků, v nichž ae 
každý prvek opakuje alespoň jednou. Ty si vzájemně 
jednoznačně odpovídají se všemi pořadími s opakováním 
n teček a 1 — 1 čárek takovými, že žádné dvě čárky 
nejsou vedle sebe. Dále viz úlohu 0. 
b) Ve cvič. 4.17b) položíme c2 = o, = . . . = Cjt = 1. 

5.24 Je-li k = 1, žádné takové řešení neexistuje. Pro k = 2 
existuje jediné takové řešení. Dále bud k > 2. Řešeni, 
pro něž Xx < xk, je stejný počet jako těoh, pjo něž x t > 

> xk. Všech řešeni je právě ^ i j cvi^. 4.17). 

Určíme, pro kolik z nich je xt = xk. Uvažujme rovnioi 
*,+ ... + = 2(n — z) 

o neznámých xt, . . . , To má pro každé oelé 
s6{0 , 1, . . . , n} právě 

( 2(n — x) + k — 3 ^ 
l * - 3 J 

řešení. Počet všech řešení, pro něž xt = xk, je tedy 

2(n — x) + k — 3 1 
k — 3 J ' 

Hledaný počet je pak 
± V2n + k— _ » ( 2 ( n — x) + k — 3 VI 
2 Ll 4 — 1 J « - o l * — 3 . JJ" 

— > r n r n 
min (ni, n) 

b) S (m — r + 1) (n — r + 1) 
r-l 

253 

J í 
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- 0 0 
5.27 Pokud a + 1 < 6, budeme psát a b. 

Jestliže 
1 ^ Ol O, « . . . < o , Š 49, 

potom 
1 ž o , < o , — 1 < . . . < o , — 5 S 44. 

Obrácená : Jes t l iže 
1 š 6X < 6 , < . . . < 6, á 44, 

i® 
1 ^ « 6, + 1 < • • • < 6 . + 5 ž 49. 

fieetio, k t e r é v y h o v u j i podmínce , j e t e d y p r á v ě to l ik 
( 44^ 

jako víeeh šestio z {1, 2, . . . , 44}, totiž I g I ' 
5.28 Je jich právě tolik jako vdech desetiprvkovýoh kombi-

naci s opakováním z n prvků (nulu ale nepočítáme), tedy 

r n -
T a k é j e t o v idě t z o b r á z k u (s rovnej cviS. 1.11). 

9-
8-

? r , 
5 
4 
3 • 
2 
7 —i 1 1 1-

1 2 3 4 

r 
466,7 
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6.1 u Mt U • • • U MkI = litf^ + |JI/,| + ... + \Mk\, 
všechny ostatní členy vypadnou. 

6.2 Pro & = 1 je tvrzení triviální. Pro k = 2 princip platí. 
Bud ra > 1 přirozené číslo a předpokládejme, že pro n 
množin vzorec (15) platí. Dokážeme, že pak platí i pro 
n + 1 množin: 

\MX U Mt U • • • U Mn U M n + 1 | = |(Jlf, U M, (J • . • 
. . . U Mn) u Mn+1\ = \M1 U Mt u • • • U Mn\ + 
+ | j f . + 1 | — kjií, u m í u . . . u Mn) n M n + l i = 

= \M, U Mt U • • . U Mn\ + |Af„+1| — 
— Km1 n M n + l ) u (m, n Mn + 1) u . . . 

. . . u (Mn n M n + l ) r 

Podlo indukčního,předpokladu odtud dostaneme 

|Ařt U Mt U • • • U Mn+11 = S(—1)'+ ' I M h n Mit n . . . 

. . . n M i f i + |m b + 1 | — s ( — \ y + i \ ( M h n Mn+X) n 

n (Af„ n M„+1) n . . . n (M,-, n M„+1)\ , 
kde se sčítá přes všechny 0 # {ji, ji jr} C {1, 2, . . . 
. . ., «}. Vzhledem k tomu, že 

(M h n M n + l ) n (M i t n m„+1) n . . . n (m í t n M n + l ) = 

= M h n M h n . . . n m k DM b + 1 , 
dostáváme 

\M, U Mt u • • • U Mn+11 = S ( - l ) ' + i \Mh n 

n Mit n . . . n Mir\, 
kde se sčítá přes všechny 0 # {ju j„ .. ., jT) C {1, 2, . . ., 
. . . , n + 1), což jsme měli dokázat. 

6.3 Bud m BMX U M% U • • • U Mk. Všechny z uvažovanýoh 
množin, do nichž prvek m patří, budte MQl, Mq% Ařía. 
Na pravé straně J e prvek m započten právě v těch sčí-
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tancích, které odpovídají podmnožinám {jlf j t , ... . , ]r) 
majícím neprázdný průnik s množinou {qlt q„ . .., qv}. 
Každá taková podmnožina je tedy sjednocením ne-
prázdné podmnožiny PC(qlt g„} a podmnožiny 
P' C {1, 2 k} — {glt qt a obráceně. Prvek m 
je tedy na pravé straně započten právě v (2®— 1) 2k~v 

sčítancích, vždy se znaménkem (—ljl^l + l*"! + R o z d ě -
líme-li množiny P,P' podle počtu prvků, vidíme, že 
příspěvek prvku m k pravé straně tedy je 

kde se sčítá přes všechny uspořádané dvojice (i, j) takové, 
že »€{1, 2, . . ., v] a 1 k — «}. To přepíšeme 
a upravíme: 

k-v ( L. ® f 
p(m) = E (-1)' I I ^ (-l)H . J = 

v t k — 
= s (—iv.i . • 

j-o i. 3 ) 
Poslední sčítanec je roven nule s výjimkou v = k (tj. me 
eAřt n M, n • • • n Mk,), kdy je roven 1. Tím je důkaz 
proveden. 
Jiné řešení: Všechny sčítance na pravé straně rozvineme 
podle principu inkluze a exkluze. Analogickými úvahami 
jako předtím zjistíme, že se pak všechny členy tvaru 
| MQl n Af«a n . . . n A/gJ vyruší s výjimkou členu 

n mz n . . . n Mt\. 

Ještě jiné řešeni dostaneme, postupujerne-li matematic-
kou indukcí analogicky ke cvič. 6.2. 

" f n \ (2n — r)) 
6.4 2« S (— 1)' - — 

»-o U J 2n_r 
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6.6 V úloze 10 bude k = 4, j — 10, ct = 3, c, - 1, CÍ = 1Ů, 
c« = 19, vyjde 

6.7 Plyne ze vzorce (17) pro 
a) Ci = c, = . . . = ck = 1. 
b) c, = c, = . . . = ck = 0. 

6.8 a) Právě tolik, kolik je n-prvkových kombinací s opako-
váním z k prvků, přičemž se žádný prvek neopakuje více 
než devětkrát. Podle vzorce (17) je hledaný počot 

— o,) + (a:, — o,) + . . . + (xk — ak) = 
= n — (o, + o , + . . . + a k ) 

v daném oboru. Stejný počet řešení má rovnice 
2/i + ys + • • • + Vk = n — (o, + o, .+ . . . + ak) 

v oboru nezáporných celých čísel takových, že 
Ví ^ &i — Oi, 2/» ěí &a — o2, . . ., yk S 6t — o*. 

Těch je právě tolik jako všech — 2 AT J -prvkových 

kombinací s opakováním z k prvků, přičemž pro každé 
¿6(1, 2, . . ., k} se i-tý prvek opakuje nejvýše (b( — at)-
-krát. 
Podle vzorce (17) je jich 

b) Právě tolik, kolik řešení má rovnice 

S(—1) 1*1 
n — Eoť — 26, 

ieJtf' íeM iSM 
k—l 

\M\ •+ k — 1 
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kde 8<t sčítá přes všeohny M C ( 1 , 2, . . ., k) takové, že 
|Ař| + So, + 26, ^ n 

leM' ieAf 
(symbolem M' jsme označili množinu {1, 2 k) — M). 

fl.9 Označme Mlt Mlt . .., Mlt množiny žáků v kroužcích. 
Podle podmínek v úloze je |Af, U • • • U = 

iir«i ž i5, i Mi c\ Mi n -Vfci ž - i , i Mi n ^ n Mk n 
pj Mi\ = 0. Podle principu inkluze a exkluze je U 

u • • • u = - si Mi n m,\ + si M{ n Mf n 
Q Mk\ (ostatní členy jsou nulové). Je tedy 

54 2: 11.15 — S|Af« O Mj\ + ( g1] . 1 
a odtud 

Vlevo je ^ y j = 85 sčítanců a aspoň jeden z nich tedy 

musí být větší než 5. 
7.1 Ze vzorce (19) je patrno, že se obě strany Uší tím, že na 

levé straně jsou činitele j ve druhé mocnině, právě 

když se prvočíslo p vyskytuje v rozkladech obou čísel m, 
n na prvočinitele. Protože uvedený činitel je menší než 1, 
platí dokazovaná nerovnost. Rovnost nastane, právě 
když jsou čísla m, n nesoudělná. 

7.2 Plyne ze vzorce (19). 
k jb k 

Je-li n = pt' p,' .. . ph
h, můžeme ho totiž přepsat na 

tvar 
?(») = P? * P? 1 • • Pk

h
h 1 (Pi — 1) (J>. — 1) • • • (Ph — 1). 

Je-li n > 2, vyskytuje se v rozkladu čísla n lichý prvoči-
nitel a činitel pi — 1 je sudý. 

Jiné řešení: Je-li k přirozené číslo, k < n a čísla k, n 
jsou nesoudělná, jeO < n — k < n a čísla n — k, k jsou 
také nesoudělná a přitom různá. Z toho vidíme, že počet 



přirozených čísel menších než n a zároveň nesoudělných 
s n je sudý. 

7.8 Číslo 1 je mocninou jen sebe sama a tak je můžeme vyne-
chat. Označme M( množinu všech i-tých mocnin mezi 
čísly 2, 3, . . . , 100 000. Vzhledem k tomu, že 2M < 
< 100 000 < 2", jsou od M„ počínaje množiny M{ prázd-
né. Je-li přirozené číslo mocninou jiného přirozeného 
čísla, je též prvočíselnou mocninou nějakého přirozeného 
čísla. Úloha se tedy redukuje na spočteni \M, U Mt U 
U M, U M, U M n U Ještě si uvědomme, že pro 
navzájem různá prvočísla p, q, .. ., r platí Mv O Ma O 
n . . . n M, = Mvq,. ,r. Zkusmo nebo pomoci logaritmic-
kých tabulek zjistíme 
|Jř,| = 315, = 45, |M,| = 9, \M,\ - 4, |Jřu | 1, 
1*1.1 - 1, 
|Mt n Jf , | - |Jf,| - 5, |Af, O M.| = |Af„| = 2, 
|Af, n M,\ - |JlfM| - 1, |Af, n M,\ = |M„| = 1, 
a ostatním kombinaoím prvočísel odpovídají prázdné 
množiny. Podle principu inkluze a exkluze je hledaný 
počet 
316 + 45 + 9 + 4 + 1 + 1 — 5 — 2 — 1 — 1 - 366. 

7.4 a) Je-li n = Í>í13»i" • • • pj* rozklad na prvočinitele, jsou 
nenulové právě sčítance ti(Pj1Pit • .. Pjr), kde 0 $4 {/„ 
jt, . ..,jr} C (1, 2, . . ., fc> a /»(l) = 1. Pro každé r6{ l , 

2, . . . , fc} d o s t á v á m e s č í t a n c ů rovných (—l)r, celkem 

b) Jiný tvar vzorce (18). 
c) Jiný tvar vzorce (20). 
d) Analogicky jako u vyšetřování funkce n[n) dostaneme 

n — 1 = E(—ljr+J 2 ] , 
[ PhPit PiT\ 
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kdo se sčítá přes všechny 0 & {jlt jIt . . ,,jr} C {1, 2, . . . 
. . . , 71 (w)}. To je jiné forma dokazovaného vztahu. 

8.1 a) pt = s, — | j s3 + ^ j s„ kde = 7 + 18 + 3 + 

+ 9 + 5 = 42, s„ = 5 + 2 = 7 a s, = 0, tedy p, = 21 

b) o, s, — ^ j s, + ^ j «« = 28 

8.2 a) M( budte televizory s i-tou vadou. Známe = 10, 
Si = 7 + 5 + 4 = 16 a pt = 1 + 1 + 2 = 4. Hledáme 
p , ( = = sa). Z rovnic 

®i —• sa + 
Pi =• s» —• 

dostaneme sečtenlnj 
1 

= Y («! — <»!—pa) = 1. 

• • b) Afj budte televizory s poškozenou skříni a ¿-tou další 
vadou (pro i 6{1, 2}). Známe p, = l + 2 = 3 a z a ) 
p, = 1. Odtud al = Pí + pt = 4. Každý ze čtyř televi-

• zorů s poškozenou skříní měl tedy ještě nějakou další 
vadu, takže pouze poškozenou skříň neměl žádný tele-
vizor. 

8.3 Podle (24), (22), (3) a (2) dostáváme 

si - Pi + (^ y 1 ) Pi+1 + ''' + ( y ) Pk = (o' ~~ a'+l) + 

+ +3 ^ (0'+I ~ + " ' + ( k ) = + 
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+ ( J + ; ) «,» + - í )*-•» + (í) %« + 
8.4 Označme M ( množinu tlumočníků, kteří znají ť-tý jazyk 

(Í6{1, 2, 6}). Známe = 36 + 32 + 31 + 30 + 
+ 28 + 26 = 183, o, = 63, o, = 24, o, = 9, o , = 3 
a a, = 1, hledáme ax. Podle cvič. 8.3 je 

a1 = «i — oa — a3 — at —• a 6 — a, = 93. 
8.5 Rovnají se, pokud f(m) = 1 pro všechna mQM1 U M, U 

U • • • U Mu. 
8.6 Obsah (objem) množiny M budeme nyní raději značit 

o(M). Pro každou 0 * {jlt j jr) C (1, 2 
označme -M* • • • ir množinu všech bodů roviny (prosto-
ru), které leží právě ve všech množinách Mfl, Mj Mjf 

(a ne v ostatníoh). (Pro koláčovité množiny Mit jaké se 
ve škole obvykle pro názornost malují, odpovídají mno-
žiny Mj j . . . jf jednotlivým políčkům, na něž se rozpadá 
obrázek). V těch, které jsou neprázdné, zvolme bod 
Bj . . . ,r a položme/( í? ,^. . . ,f) = . . . ,f). Názorně: 
do bodů B... je soustředěn obsah (objem) množiny M . . . 
podobně jako ve fyzice hmota tělesa do hmotného bodu. 
Pro každou množinu T CMt U M% U . . . U Mk definuj-
me jako T' množinu všech B... GT a položme/(I") = 
= £ Í(B). 
(Všimněte si, žo množiny T' jsou konečné a že pro mno-
žiny M(, jejich průniky a sjednocení platí f(M') = o(M).) 
Vzorce platí podle cvič. 8.6. 
Poznamenejme ještě, že místo s body B . . . jsme mohli pra-
covat přímo s množinami M,,,' a chápat je jako prvky 
množin 2". 
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8.7 a) První matico je matice soustavy lineárních rovnic vy-
jadřujících čísla Sj pomocí čísel a„ a„ . . . , a t . Druhá 
matice je maticí soustavy lineárních rovnic vyjadřujících 
čísla Oj pomocí čísel s„ sv . . ., sk. Obě matice jsou proto 
inverzní. 
b) Skalární součin p-tóho řádku první matice a 9-tého 
sloupce druhé matice je zřejmě pro p > q roven 0 a pro 
p = q roven 1. Pro p < q jo roven 

•(;=;)(::!)-

9.1 <f„ 
9.2 360! 
9.8 2n\dn 

9.4 z l ^ * j d , p r o k ^ z 

9.6 n! d"-1 

n 
9.6 Užijte rekurentního vzorce z 2. řešení úlohy 11. 
9.7 Vzoroc plyne z (28) i z odvozených rekurentních vzorců, 

z nichž je pro numerický výpočet nejvýhodnější. 

9.8 E ( - I ) ' ' ;)! 

9.9 Rozdělme uvažovaná pořadí na disjunktní skupiny podle 
toho, kde v nich jsou prvky m„ mt. Jsou-li na 2. a 1. 
místě, dostáváme dk_2 pořadí, jsou-li na 2. a 3. místě, 
dostáváme podle principu inkluze a exkluze 
Jfc— 3 / fc 3 
2 ( - 1 ) ' . ( f c - 2 - j ) ! 

i-o K J J 
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pořadí, a pro každou z dalších 2(k — 3) možností opět 
podle principu inkluze a exkluze 
*-* (k — 4̂ 1 
S ( - H . ( t — 2 - j ) ! 

i - o l 3 ) 

+ 

pořadí. 
Celkem 

M Í T W T ) 
+ 2(k — 3 ) ^ " 7 4 ] ] (k — 2—j)\ + (—l)*'3 (k — 2) 

pořadí. 
9.10 Je-li knížek n, e„ způsoby. 
9.11 Plyne to srovnáním výsledků úloh 11 a 12. Pokuste se 

o kombinatorické vysvětlení. 
9.18 z{k, p) 
9.14 a) Na obou stranách je z(p, p). 

b )z{p,p + 1) = 0. 
9.15 Použijte vzorce (30). 
9.16 Označme p, q počty prvků množin P, Q. 

a) g® 
q-

b) pro p š ? 
(? — PY-

c) z(p, q) 
d) p! pro p = q 
e)(q + 1)"—1 

U J (9—1)! U J (4 — 2)1 
+ ... + 

+ I I 7—~—77 ' k d e m = min(?>. i) \m) (q — m)\ 
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+ í ) prop ^ q 

p! 
h) — pro p ž ? 

(p — qY 
».17 Vyjde k>. 

9.19 V případě u ^ v m! [( " ^ " ) ~ ( " + i )] 

způsoby. 
9.21 Pro n = 1 je jen jedna mezera mezi dvěma židlemi. 
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