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KAPITOLA 1

A. YYMEZENI ZAKLADNICH
POJMU A VZTAHU g

Ptedmétem naSich tivah budou dtvary v dvojrozmérném
prostoru pfedstavovaném rovinou m,. Tuto rovinu bu-
deme n3gdile poklidat za zdkladni mnoZinu bodd. V ni
zvolme kruZnici, nejlépe jednotkovou, & = (O; 1). Tim
jsme zakladn{ mnoZinu boda rozloZili na t¥i navzijem
disjunktni podmnoZiny K, K’ a K", kde K je mnoZina
viech bodl na zvolené kruznici, K’ mnozZina viech bodit
naleZejfcfch do vnitinf oblasti & K” mnoZina viech bodu
naleZejicfch do vnéjs{ oblasti kruZnice k.

Uvaime nynf, Ze kterékoliv tf¥i libovolné zvolené
a navzijem rizné prvky mnozZiny K, napiiklad body
X, Y a Z, jsou vrcholy trojtihelniku, protoZe Zidné tfi
navzéjem rizné body na kruZnici nelez{ v pfimce.
Oznaéme mnoZinu vech takto vytvofenych trojiheln-
ka M;. :

V mno#iné My, kterd mé ziejmé nekoneénd mnoho
prvki, definujme bindrnf relaci p C (M, x M) takto:

Definice 1. Dvojice navzajem riznych trojihelnikd
AABC a AA,B,C, je prvkem relace p podle pélu P, kdyz
o jejich vrcholech plati soudasné:

1.{4,B,C} C KA{A,, B, C,} C K;

2. pHimky AA4,, BB,, CC, prochizeji tymZ bodem

PeK'.

Umluva. Vztah uvedeny v definici 1 budeme zapisovat
takto:
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AABC p NA,B,C, podle P, nebo
[AA-BC) AAIBICI] ep pOdle Pv

pfitemz doloZku ,,podle P vynechime, nebude-li ne-
bezpedi omylu. Je totiZ mozné, Ze p¥islusny pdl nebude
oznaden P, ale napifklad S. Potom pijde o relaci p
podle 8.

Z definice ptimo vyplyvaji nékteré vlastnosti relace p:
1. Relace p je symetrickd, nebof podmfinky uvedené
v definici jsou splnény, i kdyZ zameénime oznaden{
vrchold 4, B, C za A,. By, C, a naopak. (1.1)
2. Relace p je zobrazenim v mnozind My, nebotf dvojici
bodid A £ B odpovida dvojice 4, £ B,, takZe je také
AABC # ANA\B,C,. (1.2)
3. Toto zobrazeni je stfedové kolineace se stfedem P,
nebof trojahelniky 4 BC a A4,B,C, le#i tak, Ze pfimky
spojujici sobé odpovidajicf vrcholy prochdzejf tymz
bodem, tj. stfedem kolineace P. (1.3)

Privé jsme v podstaté citovali vétu dobfe znidmou
z projektivni geometrie jako vétu Desarguesovu o troj-
thelnfcich. Formulace véty Desarguesovy i dukaz jeji
pravdivosti jsou uvedeny v Dodatku. Tam jsou z obr.
D 8 zfejmé i vlastnosti stfedové kolineace, v nfZ odpo-
vida trojihelnfku 4 BC trojihelnik KLM.

Pfipomerime si, %e stfedové kolineace je dana stfedem,
osou kolineace a dvojici sob8 odpovidajicich bodi, které
le¥{ na p¥{mce jdoucf stfedem kolineace. Déle vime, Ze
dvojice piimek sobé odpovidajicich se protinajf na ose
kolineace. Je-li ddn trojihelnik 4BC, stfed kolineace,
osa kolineace a bod K odpovidajicf bodu A, snadno
sestrojime zbyvajici dva vrcholy AKLM.

Napiiklad: ptimky AC a KM se protinajf na ose koli-



neace » v bodé H a piimka SM prochiz{ bodem C.
P#fmka BC se s pfimkou LM protne v bodd @ rovnéz na
ose kolineace atd.

Vedle vlastnost{ vyplyvajicich ze stfedové kolineace
mé relace p jestd dalsf duleZitou vlastnost, jak hned
dokéZeme.

Yéta 1. Je-li dvojice trojihelniks AABC a AA,B,C,
v relacs p podle P, potom bod P je stfedem kolineace
a osou kolineace je poldra bodu P vzhledem ke spoletné
kruZnici témio trojuhelnikam opsané.

Obr. 2

Dikaz (obr. 2). Podle vzpomenuté véty Desarguesovy
o trojihelnfcich (1.3), prochézeji-li pfimky 44, BB,
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a CC, tymZ bodem P, lezf body 4, = (BC ( B,C,),
B, = (AC N A,C,) a C, = (AB (N A,B,) na téie ptim-
ce, kterd je osou stfedové kolineace.

UvaZovana dvojice trojihelnikii ma vsak jesté navic
spolednou kruZnici opsanou k a to znamena, Ze pf{fmka
p = A,B, = B,C, je nejenom osou kolineace, ale také
polarou bodu P vzhledem ke kruZnici k. Toto posledn{
tvrzenf vlastnd nenf tfeba zvlast dokazovat. Jeho prav-
divost vyplyvd ze samotné konstrukce poliry bez
pouZiti teden vedenych z pdlu k uvafované kruZnici.
Spriavnost konstrukce je dokdzana v Dodatku. Zde je
uzitedné si jesté viimnout toho, Ze na obr. 2 se na polife

protinaji jesté daldf t¥i dvojice piimek, a to: [4B,;, Eﬁ],
< <~

[ﬁ,, Bla)], [6'21, OIZ], coZ je v dobrém souladu s difve
uvedenym tvrzenim.

Z toho vieho vyplyv4, Ze relace p podle P je zvldStni

pfipad stfedové kolineace podle stfedu P, kde vzor
a obraz maji spoleénou kruzZnici opsanou. Tato zvla&t-

C

B,I:A / B=A,

C

)
Obr. 3
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nost spodfvd pravé v tom, Ze sobd odpovidajici dvojice
bodd lezi na této kruZnici, co% obecné o stfedové koli-
neaci neplati. Je proto zcela na mifsté, e naddle nebudeme
mluvit o stfedové kolineaci, ale o relaci p podle P.

Za zmfinku jisté stoji jesté pFipad vyobrazeny na
obr. 3.

Zde pdl P je vnitinf bod strany 4 B trojihelnfku A BC,
takie je A = B, A B = A,. 1 v tomto pfipads jsou splné-
ny podminky uvedené v definici 1, a proto i zde miiZeme
Hei, %e trojihelniky AABC a AA,B,C, jsou v relaci p
podle P.

Na kartézském soudinu (M, X My) miZeme dile
utvotit relaci obdobnou relaci p podle P s tim rozdflem,
ze pFisluSnym pélem bude bod @Q leZicf ve vnéjsf oblasti
kruznice k uvaZovanému trojihelniku opsané, tedy
QeK'.

Deflnice 2. Dvojice navzdjem riznych trojthelnfki
ABC a A,B,C, je prvkem relace q podle pélu @ leZicfho
vnd kruZnice témto trojihelnfkiim opsané, kdyz o jejich
vroholech plat{ soudasné:

1.{4, B, C} C KA {4,, B,, C,} C K; pfidemZ mnoti-
ny {4, B, C} a {4,, B,, C,} majf nanejvys dva spoleéné
prvky.

2. Pfimky AA,, BB, a CC, prochézeji tymZ bodem
QeK".

Umluva. Vztah uvedeny v definici 2 budeme symbo-
licky vyjadfovat takto:

AABC q AA,B,C, podle @, nebo
[AABC, N4,B,C,] eq podle Q.

Dolozku ,,podle @ i zde vynechéme, nebude-li ne-
bezpedf omylu, jako v pfipadd relace p podle P.
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Vlastnosti relace g, které vyplyvajf pfimo z definice 2,
jsou zcela analogické vlastnostem relace p uvedenym
v (1.1), (1.2) a (1.8), takZe je nemusime znovu zdivodiio-
vat. Podle toho je i relace q symetrickd, jde o zobrazeni
v M, a to o stfedovou kolineaci se sttedem Q. Plat{i véta
obdobna v&té 1.

Véta 2. Je-li dvojice trojihelnika NABC a AA,B,C,
v relaci q podle Q, potom bod Q je stiedem kolineace a osou
kolineace je poldra bodu Q vzhledem ke spoleéné krufnici
témio trojuhelnikam opsané.

Obr. 4

Diikaz (obr. 4). PH{mky AA4,, BB, a CC, majf spoleény
bod @, a proto se podle véty Desarguesovy protfnaji
na jedné piimce odpovidajici si strany A ABC a
A A,B,C,. Tato ptimka pak, protoze body A4, B, C,
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A,, B,, C, leZi na téZe kruZnioi, je polirou bodu @ vzhle-

dem ke kruZnici k. Také zde se na uvedené polafe proti-
“——> €«> ——> «——>

najf dvojice pHmek [AB, 4,B,], [BC, B,C,), [C4, 0,4,]
e = & “«—> > —

a oviem i dvojice [AB,, A,B), [BC,, B0, [(4,, C,4].

Je tedy relace q podle Q rovnéZ zvldstni pipad stie-
dové kolineace, kde vzor a obraz majf spolednou kru-
nici opsanou. Je ovSem tfeba mit stile na paméti, e
slotkami obou uvaZovanych relac{ jsou trojihelniky,
nikoliv jejich prvky. Na rozdfl od relace p ma relace q

Obr. 5

jednu zvliStnost, coi koneén& prozrazuje u% odlidné
formulace podmink 1 v definici 2. PHpady, kdy mno#i-
ny {4, B, C} a {4,, B,, C3} maji jeden nebo dva prvky
spoledné, nastanou tehdy, jestlize pél @ leZf na nékteré
z teden vedenych ke kruZnici k¥ v jednom nebo dvou
vrcholech AABC, jak ukazujf obr. 5—17.

Na obr. 5 leZ{ pél @ na tednd sestrojené ke kruZnici &
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opsané AABC v jeho vroholu A4, takie je A, = A. Na
obr. 8 je pél @ priseéfkem tefen vedenych ke kruZnici
opsané AEFG v jeho vrcholech E a F, takZe je £ = E,
& soudasnd F = F,. Na obr. 7 je pél @ priisedfkem tedny

Obr. 7
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vedené ke krunici opsané AABC v jeho vrcholu C
s prodlou%enim jeho strany AB za bod B, takfe je C' =
=0(,, A = B, a B = A4,. Viechny tyto tfi zvlastni pii-
pady jsou v souladu s definicf 2 privé tak jako zcela
zvl4stnf p¥ipad zobrazeny na obr. 8.

M=M, Q

Obr. 8

Zde je pdl @ nevlastni bod roviny m,, tak¥e stfedovi

kolineace pfechézf v afinitu, nebot pHmky ﬁ, I MM N
jsou tednami kruZnice opsané AKLM, ktery je pravo-
thly a body L a M jsou krajni body jeho pfepony.

Z toho, co jsme zatfm uvedli o vlastnostech relacf
P a q, je zfejmé, Ze tvar trojtihelnfkdt v uvaZovanych
dvojicich je zavisly na poloze péli P nebo Q. Nasgkyté se
proto otézka, je-li moZno tuto polohu urdit konstruktiv-
né tak, aby uva¥ované dvojice trojihelniki mély pie-
dem dané vlastnosti. Pfedpoklédejme, Ze to moZné je.
Pak oviem musf platit tato véta: ‘
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Véta 8. Je-li ddn jeden z dvojice trojuhelntka NABC p
P ANAB,C, nebo NABC q AA,B,C,, potom druhy troj-
whelnik je uréen prdv€ dvéma navzdjem nezdvislyma proky,
priéemZ pély P a Q dané polohou maji hodnotu dvou tako-
vyjch prokia.

Dikaz. Véta obsahuje dvé tvrzeni:

a) Obecnd plati, Ze trojtihelnik je uréen tfemi navza-
jem nezivislymi prvky. AvSak dvojice trojihelnfku,
které jsou v relaci p nebo q, majf vidy jeden prvek spo-
ledny, totiZ velikost poloméru spoleéné opsané kruZnice.
Proto je druhy trojihelnfk urden pravé dvéma dalSfmi
najr“zit:jem nezavislymi prvky, jakmile prvnf trojihelnfk
je .

b) Pravdivost druhého tvrzenf vyplyva z definic 1 a 2.
Dané pély P nebo @ uréujf spolu s vrcholy daného troj-
thelnfku jednoznaéné pfimky AP, BP, CP, poptipadé
A,P, B,P, C,P, nebo AQ, BQ, CQ, p¥padné 4,Q, B,Q,
C,Q, a tim jsou rovnéZ jednoznaénd urdeny polohy bodi
4, B, C, poptipadd 4,, B,, C, nebo A4,, B, C, na kruz-
nici &,

Vénujme nyn{ pozornost velikostem vnit¥nich whld
uvaZovanych dvojic trojihelnfkidi. Lze predvidat, Ze
existuje takové podmnoZina mnoZiny My, jejiZ prvky
jsou v relaci p nebo q s danym trojahelnfkem a pfitom
maji jeden uhel shodny, tj. pfedem dané velikosti. Dvé
véty (véta 4 a 5), jejichZ pravdivost dokdZeme, nejenom
potvrzuji existenci takovych podmnoZin, ale udédvaji
soudasné névod, jak lze sestrojit mnoZinu vdech p¥-
sluSnych pdla P nebo Q.

Véta 4. Md-li AABC vnitini uhly dangch velikosti «, f,
y, @ mnokina trojihelntkd, které jsou 8 nim v relaci p, vnitf-
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ni vhel < A,CB, dané velikosti y’, potom mnoinou véech
prislusnijch polic P je oblouk kruZnice mezi body A a B
takovy, Ze obvodovy ihel piislusny k tomuto oblouku
(XAPB = ¢) md velikost:

a)p =y 4y, jeli y + 9 < 180° a oblouk AB le}

v poloroviné ABC,
b)¢p_360° y+ ), 7elzy+y >180°aoblouk

AB le#i v poloroviné opaéné k ABC (ABC ABC *).

Obr. 9

Dakaz. aj Predpoklddejme nejdifve, Ze pél P lezf v po-
—
loroviné ABC, a to bud uvnit¥ AABC nebo vné (obr. 9).
V obou piipadech vyplyva z vlastnostf obvodovych
dhla:
LB AP = 4B A4, = 4B,C, 4, =y, (14)
JAB,P = SAB,B = SACB = y. (1.5)
Uhly 4B,AP a < AB,P jsou vnitinf dhly AAB,P,
jehoZ vnéjsi thel p¥i vrcholu P je <APB. Je tedy veli-
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kost <xAPB rovna soudtu velikost{ dhld <xB,4AP
a XAB,P, takie podle (1.4) a (1.5) je XAPB =1y + ',
coz také znamena

y + 9" < 180°. (1.6)
LeZi-li bod P na strand 4B AABC, je oviem
y + y' = 180°. (1.7)

Podle pfedpokladu majf dhly ¢ a 9’ dané velikosti,
takZe jejich soudet je staly, a probiha-li bod C oblouk
— —>
AB kruZnice AABC opsané v poloroviné ABC, pro-
bih4 pél P oblouk kruZnice mezi body A a B takovy, Ze
pfislusny obvodovy tihel <xAPB m4i velikost ¢ =y +

+ ¢’, rovné% v polorovind ABC. Body tohoto oblouku
bez krajnich bodt 4 a B jsou prvky hledané mnoZiny
viech pFislusnych péli P.

Je-li pél P vnitini bod tGsedky 4B (viz obr. 3), potom
je podle (1.7) y 4 9" = 180° a oblouk AB prechézf
v tisetku AB.
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b) Umfstime-Ii pél P vné A4 BC, napt¥iklad do poloro-

viny ABC*, padnou do této poloroviny i vechny t¥i
vrcholy AA,B,C,, a to tak, Ze (obr. 10)

JAC,B < ¥A4,0,B, = ¥'. (1.8)

Proto¥e je soudasné <AC,B = 180° — XACB =
= 180° — y, dostaneme po dosazeni do (1.8)

180° — y < 9', neboli y + y' > 180°.
V tétivovych &tyidhelnicich 44,C,B, a ACBB, je
{AIA‘BI = {PABI = :I.SO° - {AIOI‘BI =

= 180° — ¢/,
XAB,B = XAB,P = 180° — SACB =
= 180° —y. (1.9)

Uhly <PAB, a XAB,P jsou vnitinf thly APAB,,
jehoZ vnéjsf Ghel pti vrcholu P ma velikost

XAPB = 4PAB, + <AB,P
a po dosazen{ podle (1.9)
JSAPB = (180° — ¢') + (180° — )
a po Gpravé:
XAPB = ¢ = 360°—(y + 7').

Také zde je podle ptedpokladu soudet y 4 o' stily,
takZe prvky hledané mnoZiny viech péli P dané vlast-
nosti tvoi'i oblouk kruznice mezi body 4 a B tekovy, Ze
piislusny obvodovy tihel ma velikost ¢ = 360° — (y 4

')
Velikosti thld XBPC = a + o’ a XCPA =8+ §
se pak v tomto pfipadé #{di disti a) dukazu.
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Dokazali jsme pravdivost obou tvrzeni véty 4 pro
dvojici dhli velikosti y, y’. Cyklickymi zaménami dojde-
me k obdobnym tvrzenim pro dvojice « a a’, § & §'.

Véta 6. Md-li AABC vnitint ihly velikosti a,‘ B, v
a mnofina vdech trojihelntki, které jsou s nim v relaci q,
vnitint dhel <X A,C,B, dané velikosti y’', potom mnoZinou
vdech poli Q je oblouk krunice mezi body A a B takovy, %e
obvodovyj ihel pFislusnyg k tomuto oblouku (X AQB = ¢)
md velikost:

e = |y — y'|, pFiemé oblouk AQB le%i
—
a) v poloroving ABC, kdyzy —y' =0, .
—>
b) v poloroviné ABC*, kdyz y — y" < 0.
Dikaz provedeme zvlast pro polorovinu ABC a zvlast
—_
pro ABC*.

V poloroviné 4 BC musime rozliSovat ¢tyFi razné polo-
hy pélu @, z nichZ t¥i jsou zobrazeny na obr. 11, 12 a 13,

B Obr. 11
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Te&na ¢ vedend ke kruznici opsané AABC v bodé B
—
rozdéluje ABC na dvé &isti. Na obr. 11 leZf pdl Q v pri-
niku polorovin ABC N iZ, na obr. 12 na teénd ¢ a na
—_) 9
obr. 13 v priniku ABC () tA*.
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Ve viech tfech pfipadech je

JAA,B = SACB =y (1.10)
(jde o obvodové 1hly) a také
X4,BQ = XxA4,0,B, =9'. (1.11)

Tvrzenf (1.11) oviem musime dokazat.

V prvnim p#padd jsou dhly XA4,BQ a <X A4,C.B,
obvodové tihly ptslusné k oblouku A,B,,

v druhém piipadd je < 4,BQ tdsekovy ihel pisludny
k oblouku 4,B,, takie je <xA4,BQ = xA4,0B,,

ve tfetim piipadé pak je uhel <xA4,BQ vedlejsi
k < A,BB,a ten mé velikost 180° —y’, nebof je proti-
lehly k XA,C,B, v tétivovém ¢&tyfihelniku 4,BB,C,.

Ve viech t¥ech pripadech je <AA4,B vnéjsi Ghel troj-
dhelnfku 4,BQ pti vrcholu 4,. Oznadime-li <4,9B =
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= g, potom je ¢ = SAA,B— ¥A4,BQ a podle (1.10)
& (1.11) konedénd

e =9y—9', neboli y =9' + ¢, (1.12)
coZ znamena, Ze je vétsi nez y’.
B=B,

——-
—
-
—
—
—
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Lezi-li pél @ na prodlouZeni strany AB za bod B, je
y =y, neboli y — ' = 0.
—
V poloroviné opaéné k A BC jsou mo#né tii rizné polo-
hy pélu @ zobrazené na obr. 14, 15 a 16.
— —
Na obr. 14 je @ e (ABC* (tA*), na obr. 15 @ €¢, na
— —
obr. 16 je @ € (ABC* NtA). Ve viech tfech piipadech

jev AAB,Q
X4B,Q =y, (1.13)
IB,AQ = 180° — . (1.14)
V prvnim pfipadé je xAB,Q = <AB,B = SACB=
=y (obvodové thly), soudasné <XB,AQ = 180° — 4/,
protoze je ve {&tyfihelniku A4B,C,4, protilehly
k &xB,C,A4,,
v druhém phpade je <AB,Q tsekovy thel piisluiny
k obIouku AB, takie je XAB,Q = JACB = v, sou-
tasné L B,AQ = 9’ jako v piipadé prvnim,
ve tietim pitipadé konetné je <AB,Q vedlejsi
k < AB,B a ten ma velikost 180° — 9, nebof je protilehly
k XACB v tétivovém &tyfuhelniku ACBB, a obdobné
XB,AQ je vedlejsi k <xA,AB, = XA,C,B, =y'.
Oznaéime-li v AAB,Q <AQB, = &, bude ve viech
tiech pi{padech
e = 180° —[<XB,AQ + <AB,Q]
a podle (1.13) a (1.14)
e = 180° — (180° — 9’ 4+ y) = y’ — y, neboli.
Y =v+e, (1.15)
coZ znamend, %e y’ je vétdf nei y.
Tim je dokazano i tvrzenf b) véty 5 a podle (1.12)
a (1.15) je
e=y—9|.
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I zde oviem musime vzit v dvahu cyklické zamény,

podle nich? je ¥BQC = |a — «'| & XCQA = |8 —f'|.

Priavé dokizané véty 4 a 5 maji pro nase daldi dvahy
zakladnf vyznam, a proto uspofadiame jejich obsah do
tabulek:

L . . .| Odkaz na
Velikosti Ghla: Poloha pélu P: obr. 17:
—_—
y + p’ < 180° PeABC L1I
lr—d
y + 9’ > 180° P e ABC* IIL, IV
y+v = 180° PecAB \
tab. 1
_ Craa , . Odkaz na
Velikosti thlua: Poloha pélu @: obr. 17:
—
y > Qe ABC I, III
y <y Qe ABC* I, IV
«—>
y =y QeAB VI
tab. 2

Rimské &fslice v tabulkich odkazuji na obr. 17, kde
jsou zobrazeny polohy obloukil zobrazujicich mnoziny

viech pdla P nebo @ pro ruzné vztahy mezi velikostmi
ahla y a y'.
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Plati i véty obracené k vétdm 4 a 5. Jejich dikazy
jsou zafazeny do cvidenf na konci kapitoly.

K vlastnimu provadéni konstrukef je tfeba pfipome-
nout jesté toto:

Pti sestrojovani kruhovych oblouki podle vét 4 a 5
je vidy nutno peélivé uvéZit, ve které poloroviné bude
pifslusny oblouk leZet. K tomu slouZi uvedené tabulky
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a cyklické zamény z nich vyplyvajici. Konstrukei si pak
zpravidla usnadnime tim, Ze vyuZijeme vlastnosti use-
kovych uhla. Chceme-li napiiklad sestrojit mnoZinu
viech pola P k dané dvojici dhld y a ', je vyhodné
sestrojit v nékterém krajnim bodé tseéky 4B tednu ke
kruZnici AABC opsané (obr. 18).

Tato tedna tvoii s isetkou AB tvsekovy uhel velikosti
y, nadez graficky pfi¢teme thel velikosti y’. Kolmice
na rameno souétu y + y’ vedens piislusnym krajnfm

Obr. 19

bodem tselky AB uréuje spolu s osou tsedky AR stied
hledaného oblouku. Mame-li sestrojit mnoZinu vsech
péla P s odpovidajicim obvodovym dthlem velikosti
360° — (y + ¢), bude postup obdobny jako v piededlém
pHpadé (obr. 19), avSak volime opadénou polorovinu
a v ni sestrojime thel velikosti (y + 97).

Zcela obdobné budeme postupovat p¥i konstrukefch
mnoZin véech péla Q. Zde se viak miiZe stat, Ze pfesnost
konstrukce bude ohroZena, zvlasté kdyZ rozdil y — '
bude mit p¥fli§ malou absolutni hodnotu. V tom pifpadé
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bude nutno pouzit zndmych konstrukei na omezené na-
kresné, konstrukef pfimek spojujicich dva velmi blizko
sebe lezici body na kruzZnici a podobné. Dal§f moZnosti
takovych pomocnych konstrukef ndm poskytnou i dva-
hy zafazené do druhé &asti prvnf kapitoly.

Ukézali jsme jiZz (véta 3), Ze k uréeni dvojice trojihel-
nfka z relaci p nebo q, je-li jeden z trojuhelnika dan,
postadi dva dalsf navzijem nezdvislé prvky. Mohou to
tedy byt napiiklad vedle velikosti poloméru spoleéné
opsané kruZnice velikosti dvou vnitfnich dhla, pokud
oviem splﬁuii nutnou podminku

a4+ B < 180°A o’ + B < 180°.

Podle vét 4 a 5 miiZeme predpokladat Ze takto zadané
tilohy budou mit vidy pravé jedno ¥efeni, protoze pii-
slusné pély miizeme vidy urdit jako priseéiky dvou kru-
hovych obloukii s obvodovymi thly velikosti (a + a’)
a (8 + B’). Logickou cestou dojdeme k zdvéru, Ze takto
uréenym bodem bude prochézet i t¥eti oblouk geometric-
kého mfsta s obvodovym tihlem velikosti (y + y’). Sprav-
nost této ivahy nynf dokdzeme:

Vé&ta 6. Necht dvojice trojihelnika [ AABC, AA B C,]
€ p maji vnitini 1ihly velikosti po fadé «, B, y @ o, ﬂ Y,
potom kruhové oblouky BPC, APC a APB uréujici polohu
polu P wvzhledem k wvelikostem uhle (ax + &), (B + B'),
(y + 9'), maji vedle vrchola NABC prdvé jeden dalsi
spoleény bod, totiZ pdl P.

Dikaz provedeme sporem.
a) Predpoklidejme, Ze pél P je vnitini bod AABC a Ze

oblouky BPC, APC a APB neprochizeji jednim bodem
(okr. 20).
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Protoze tyto oblouky podle véty 4 prochazeji vidy po
dvou tymZ vrcholem AABC, mohou mit praveé jesté je-
den dalsi spoleény bod. Oznadme tyto dalsf priseéiky
Py, Py, Py

Obr. 20

Podle predpokladu majf oblouky AP,P,B, BP,P,C’
O'PsPlA vlastnosti hledanych mnoZin podle véty 4. To
znamena, Zze < AP,B ma velikost (y + y'), <AP,C ve-
likost (B + f). Vypottem zjistime, ¢ <<CP,B ma ve-
likost

360° — (y +y)—(F+ 8) =180°— (B +») +
4+ 180°— (' +9')=a + «'.

Avsak tuto velikost maji dhly BPC, pokud podle
pfedpokladu pél P, leZf na oblouku CPB. Mimo né %4dny
jiny bod roviny. N4§ pfedpoklad byl tedy nespravny
a vSechny tfi oblouky prochézejf jedinym bodem.

Zcela obdobny vysledek dostaneme pro pél P lezicf

vné AABC, ovSem uvnitf kruZnice AABC opsané
(obr. 21).
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Jistd neni nutné znovu opakovat cely myslenkovy
pochod, stadf, uvedeme-li zavéredny vypodet:

XBP,A = $AP,C 4+ XBP.C = (a + f) +
+ («' 4+ B),

neboli

(180° — y) + (180° — y') = 360° — (y + »').

C

Obr. 21

Také zde prochézeji viechny t¥i oblouky jedinym
bodem.

Diive ne% odvodime obdobnou vétu pro pdl @, doka-
Zeme platnost uZitedné pomocné véty.

V&ta 7. Necht dvojice trojihelnika [ AABC, AA,ByC,)
eq md vnitint 1hly velikosti po fadé «, B, y a &', f', ¥/,
a soutasné jeden vnitini dhel AABC je vét§i nef jemu od-
povidajict vnitint dhel NA,B,C,, potom aspoti jeden, nej-
vyde viak dva dalst vnitind whly NABC jsou mendi neZ jim
odpovidajict whly NA,B,C,.
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Ditkaz. a) Piedevsim je vylouden p¥pad, kdy viechny
tfi dhly AABC jsou vétsf neZ vnitfni dhly AA4,B,C,
V tom piipadé by platilo soudasnd:

a>a,f>py>y

a po seéteni téchto nerovnic
at+fty>a+§+y

neboli 180° > 180°.
b) Pfedpoklidejme, Ze plati

a>a ANf>f,

odtud plyne a 4 f > a' + f’, coZ miZeme psit také
takto:
180° — y > 180° — 9, takie

— 4y > —y',neboliy < y".

¢) Zaménfme-li v predchizejicim textu znaménka
,,vété"‘ za ,,mensi‘ a naopa.k dostaneme potvrzeni
“platnosti druhé &isti tvrzenf, e mohou dva Wdhly byt
mensf a to — v souladu s Vysled.kem prvni &asti dika-
zu — nejvyse dva.

Zde je na misté pfipomenout tabulku 2 uvedenou za
vétou 5. UZijeme-li véty 7, snadno provedeme cyklické
zémény k tabulce 2 a tim uréime spolehlivé polohu pélu
@ vzhledem k velikostem vnitinich dhla trojdhelnika
AABC a AA,B,C, z relace q.

Vita 8. Necht’ dvojice trojihelntka [ NABC,
AAzBaO’,] eq md vnitint whly velikosti st _po fadé a, By

a o, B, v'; potom kruhové oblouky BQC, AQC a AQB
urcuyic( polohu Pllu Q vzhledem k velikostem wihli o — o),
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B— B, ly — y'| maji vedle vrcholis \NABC prdvé jeden
dal$it spoleény bod, totiz pol Q.

Ditkaz provedeme opét sporem.

Obr. 22

a) Predpokladejme nejdfive (obr. 22), Ze pél Q lezf

v priniku ABC* () <ACB. V tom ptipadsé je podle vét
5a7

Y >y = J4QB =y'—v,
o' <a = IBQC =ax—a,
p<B = 54QC =p—p.

Pifsludné oblouky takto uréené necht se protfnaj{
v bodech @, =# @, # Q,. Podle véty 5 pak plat{

SAQC =B —p A <BQ,C = a —a'.
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Soudet téchto dvou thld mé velikost

YA4QB = (a —a') + (f— ) = (« + B) —
— (o' + ) = (180° —y) — (180° — ') =
=y —v. -
Podle tohoto vysledku leZf pél @ na oblouku 49,Q,B,

tak?e pfedpoklad @, # @, =£ @, je nesprivny a viechny
t¥i oblouky prochdzejf tymZ bodem @.

b) Umistime-li pél @ do dhlu vrcholového k XBAC,
potom bude (obr. 23)

Y >y = JAQB =y’ —y,
f<p => x4QC =p—¢#,
a >a = ¥BQC = o’ — a.
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Oblouky takto ur&ené se protnou v bodech @, = @,
# Q. Dalsi ivahy pak jsou shodné s divahami z prvn{
¢asti dikazu se stejnym zivérem, Ze viechny t¥i oblouky
prochazeji tymZ bodem, tj. plem Q. Zde se na prvni
pohled zd4, %e dikaz jesté nenf dplny, protoZe jsme ne-

vzali v dvahu polohy pélu @ v polorovind ABC. To vSak
neni nutné, protoZe cyklickymi zdménami bychom
dodli ke stejnym z4avérim pro poloroviny ACB* a BCA*,
¢imZ je celd rovina aZ na vnitfek AABC vyderpina.
P61 Q ovéem podle definice 2 v této &asti roviny leZet
nemiiZe.

Véty 6 a 8 majf jeden zajimavy disledek. Uvazime-li
totiZ, Ze relace p a q, jak jsme diive ukézali, jsou sy-
metrické, mizeme v dikazech vét 6 a 8 zaménit ozna-
denf vrcholi trojihelnfka z uvaZovanych dvojic [ AABC,
AAB,Clepa [AABC, NA,B,C,]eq. Potom pélem
P prochizeji dalsi t¥i oblouky, a to A,PB;, B,PC,
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a C,PA,, s phisluSnymi obvodovymi thly velikostf
(v +7) B + 8)a (a + a) (obr. 24).

Obdobné pak pdlem ¢ prochazeji rovnéZ tii dalsi
oblouky 4,QB,, B,QC, a C,QA, s psluinymi obvodovy-
mi dhly velikost{ Jy — 9|, |B—F'| a |« — &'| (obr. 25).

Vyéet vlastnosti relacf p a q uzavieme dikazem dalsi
véty, ktera se tyka polohy vrcholi uvaZovanych dvojic
trojihelnfkd na spoleéné kruznici opsans.

Obr. 25

Véta 9. Méjme dvojice trojuhelnikt [ AABC,
NAB,C,\]ep podle P a [ANABC, AA,B,C,]eq podle
Q takové, Ze ani pdl P ani pol Q nelezt na nékieré strané
AABC nebo na jejém prodlouZeni, potom o vzddlenostech
vrcholi uwvaZovanych trojuhelntks plati:
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AB, BC, CA,

AB, BC, CA, _ _ _ 3
CB, 4C, B4, ~

CB, AC, B4, — L.

1,

Dakaz. a) Na obr. 26 je v trojthelnfcich AAB,P
a ABA,P

<XAPB, = XBPA, (lihly vrcholové)
XAB,P = {BA,P (Ghly obvodové),

a proto AAB,P ~ ABA,P, takZe je

AB, AP
B4, ~ BP (1.16)
Obdobné je ABC,P ~ ACB,P a také
BC, BP

0B, ~ CP (1.17)



a koneénd ACA,P ~ AAC,P, takie
c4, oOP
AC, ~ AP

Vynésobime-li nyni rovnosti (1.16), (1.17) a (1.18),
dostaneme:

4B, BC, CA, AP BP CP
BA, CB, AC; BP CP 4P’
Na pravé strané se vykrati velikosti Gsedek AP, BP,

CP, takZe vyraz na levé strané se rovné 1. Po tpravé pak
odtud dostaneme dokazovany vztah:

AB, BC, 04, _
CB, 4C, B4, =

b) Na obr. 27 je v trojthelnfcich AAB,Q a ABAQ
XA4QB, = ¥BQ4,,

(1.18)

1.

Obr. 27
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nebot jsou totozné,
<ABQ = ¥BALQ,
protoze
' <J4B,Q = <AB,B = 180°— JXAA,;B
(dhel protilehly ve &tytiuhelnfku tétivovém AB,BA,).
ProtoZe ithel <AA4,B je vedlejsf k <<BA,Q, je
<A4B,Q = XBA4,Q.

Trojihelnitky AAB,Q a ABA,Q maji tedy dva uhly
shodnych velikosti, takie je AAB,Q@ ~ ABA,Q.
Z podobnosti trojihelnikd pak plyne

%§§=h%%- (1.19)
Obdobné je ABC,Q ~ ACB,Q, odkud

g_g: _ % (1.20)
a konetné i ACA,Q ~ ANAC,Q a odtud

Z‘é: = j—g. (1.21)

Vynésobenim (1.19), (1.20) a (1.21) a po obdobnych
dpravach jako v pFedeslé ¢asti diitkazu dostdvame:

AB, BC, C4,

CB, AC, BA

Podle pfedpokladu nelezi p6l P na Zadné strané

AABC. V tom pfipadé by bylo napiiklad 4 = B, A
AB = A,, takie AB, = B4, = 0 a do dokazovaného

=1.
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vztahu se dostavd neurdity vyraz % a vyraz pozbyva
smyslu. Obdoba platf i pro pél Q.

Dosud poznané vlastnosti relaci p a ¢ nés jiZ dosta-
tedné vyzbrojuji k Feden{ iloh. Zde nékolik ptikladi:

Piiklad 1. Je ddin AABC s vnitinimi dhly velikost{
a = 100°, # = 30°. Urdete polohu péla P a @ tak, aby
AA,B,C, a ANAyByC, 7z relaci p a q byly trojihelnfky
rovnostranné.

a.)ORozbor. Podle zadani je y = 180° — (100° + 30°) =
= 50°,
o =f =y = 60°
Dale plati:
a 4+ ' = 100° - 60° = 160°,
B+ B = 30°L 60°= 90°
y+ 9 = 50°+ 60° = 110°

Véechny tfi soudty jsou mensf nez 180°, a proto pél P
je vnitini bod AABC.

a—a’ = 100° — 60° = 40° = Qe BCA,

B—f = 60°—30°=30° = QeACB*,
——>

y—9y = 60°—50°=10° = QeABC*.

—> -

Podle toho lezi pdl @ v priniku BCA (y ACB*
(Y ABC*.

b) Konsirukce. Nejdfive sestrojime AABC: Na krui-

nici k¥ = (0; 4) zvolime bod 4, v ném sestrojime teénu
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ke kruZnici % a tsekové thly velikostf § = 30°ay = 50°.
Ramena tsekovych hlt uréf na kruznici £ body B a C.
Potom sestrojime pi{sludné oblouky zobrazujicf mnoziny
hledanych péli. Volime oblouk APC, protoZe k nému
piisluiny obvodovy iihel mé velikost g 4 g = 90°,
talze stfecibblouku je stfedem tsedky AC.

Obr. 28

_Podle rozboru je vyhodnéjsi zvolit jako druhy oblouk
APB s pfisludnym obvodovym thlem velikostiy + ' =
= 110°, Konstrukce je provedena na obr. 28.

V druhé &4sti dlohy (obr. 29) obdobnym postupem
uréime polohu pélu @ jako prisetiku oblouki BQC
s obvodovym thlem velikosti « — a’ = 40° a oblouku
CQA s obvodovym thlem velikosti 8 — g = 30°. Tyto
oblouky jsou vyhodnéjsf, protoZe rozdfl y' —y = 10° je
piili§ maly. V obou p¥ipadech opét uZijeme ke konstrukei
piislusnych dsekovych thla.
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c) Dikaz vyplyva z uZitych vét a popisu konstrukce.

d) Diskuse. V8echny tfi trojihelniky (AABC,
AA4,B,C, i AA,B,C;) jsou urdeny velikostmi dvou
vnitinich Ghli a poloméru kruZnice opsané, tedy jedno-
znadénd. Obé ¢4sti tlohy proto maji po jednom fefend.

Obr. 29

Piiklad 2, K danému rovnostrannému trojithelnfku
ABC vepsanému do kruZnice o poloméru r = 4,5 cm
sestrojte trojihelnfky AA,B,C; z relace p a AA4,B,C,
z relace q takové, aby byly pravoiihlé s jednim ostrym
uhlem velikosti 60°.

a) Rozbor. Podle podminek tlohy mtZe o velikostech
vnitfnich dhld hledanych trojihelnfki platit:
o = 90°, " = 60°, B = 90° ' = 60°,
o =90°% " = 60°, » =90° § = 60°,
g =90° a’ =60° ¢ =90° « = 60°
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Obé &asti ulohy proto budou mit po Sesti FeSenich,
celkem dvandct Feseni. Zde provedeme pouze dvé z nich.

Zvolme naptiklad «’ = 90°, ' = 60° = y’ = 30°.

b) Konstrukce (obr. 30).

Je-li B’ = 60°, je ' = B, takZe oblouk 4PC bude pro-
chazet stfedem opsané kruZnice, nebot < APC = 2.

.XABC. ProtoZe déle je y 4+ 9’ = 90°, je oblouk APB

obloukem Thaletovy kruZnice nad priumérem 4B. Tfm
se konstrukce pélu P znadnd zjednodusi. Déle pak
postupujeme podle definice 1.

Obr. 30

Zvolime-li stejné podminky i pro sestrojeni druhé
¢asti ulohy (obr. 31), dostaneme:

a’'—a=230°8—p =0°%y—y =30°
takZe podle véty 5 padne pél @ na piimku AC. Bude
proto 4, = C a soudasné C, = 4.
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P¥iklad 3. Je dén A ABC vepsany do kruZnice o polo-
méru r = 4,2 s vnitfnimi dhly <BAC = a = 105°
a XABC = B = 50°. Sestrojte trojihelniky AA4,B,C,
a AA,B,C, z relaci p a q takové, Ze

a) A4,B,C, >~ ANBCA,
b) AA,B,Cy == NABC.

Rozbor (obr. 32). a) V prvnim p¥padé je pfedeviim
y = 180° — (a + ) = 25°. Dale musf pFi plemisténi
platit:

C, =49y =a=105°
A, =B =a =8 = 50°
B =C=>p8 =y= 25
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Mime tedy:

a+ta =a+ f =155°
B+B =f+y= 15
y+9y =y + a=130°

Vsechny t¥#i soudty jsou mensi nei 180°, takZe pdl P
je podle véty 4 vnitini bod AABC. Konstrukce se pro-
vede jako v piedeslych ilohach.

b) Ve druhém piipadé je «a = o', f = ', y = ¥'. Zde
dostavdme zajimavy vysledek, protoZe

a—a' =0 = pdl @ leZi na pfimce BC,

p—p =0 = podl @ lezi na pfimce AC,

y —y' =0 = pdl @ leif na pFimce AB.
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Protoze p¥imky AB, BC, AC mimo vrcholy AABC
jiz Zadné dalsf spoledné body nemajf, zddlo by se, Ze
tiloha nem4 Fedeni. Avéak podminku XAQB = ¥BQC =
= JCQA = 0° spliiujf tFi nevlastnf body roviny, takZe
je (obr. 33)

cQ, | 4Q, = BQ,; B, | AQ: = CQy;
AQ, ” BQy = 0Q,.

Obr. 33

Piiklad 4. Je ddn pravodhly AABC s preponou
AB = 8 cm a dhlem < CAB = 60°. Sestrojte A4 ,B,C, p
P AABC, jehoZ strana A,B; m4 velikost 7 cm a polomér
kruZnice vepsané ¢ = 1,7 cm.

Rozbor. Proto¥e AABC je pravoihly, mé polomér
kruZnice opsané obéma trojihelnfkim velikost poloviny
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pfepony, tj. 4 cm. AA,B,C, je urden tfemi navzijem
nezavislymi prvky, tj. velikostmi poloméri kruZnice
opsané a vepsané a strany A,B,. Pfi konstrukeci budeme
postupovat tak, Ze nejdiive sestrojime zvlist AABC
a zvla3t AA,B,C,, nadei uzitim véty 4 ,,vloifme** troj-
thelntk 4,B,C, do kruZnice opsané AABC.

Obr. 34

Konstrukes AA,B,C, FeSime jako samostatnou tilohu.
Pfedpoklidejme, 7o existuje AA'B'C' ~ AA4,B,C, (obr.
35).

Na kruznici opsané polomérem r = 4 cm kolem stiedu
O’ umistime tétivu 4A'B’ = 7 cm. Oznadme M st¥ed
mensfho oblouku A’B’. Bude-li vrohol ¢’ hledaného
trojithelnfku probfhat vétdi oblouk A’B’, bude stied &’
kruZnice vepsané trojihelnfku A’B’C’ probfhat oblouk
g: kruZnice opsané kolem bodu M polomérem velikosti
MA' = MB’. S dikazem sprivnosti této konstrukce
se setkdame aZ ve druhé kapitole. Soudasné leif bod S’ na
rovnobézce g, se stranou A’'B’ vedené ve vzdilenosti
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¢ = 1,7 em. V naSem piipadé ma tato pomocni kon-
strukce dvé FeSenf.

Nyni jiz zndme velikosti viech t¥{ souéti « 4 a,
B8+ B, v+ 9, tak¥e miZeme uZitim véty 4 pfemistit
AA'B'C?" do kruZnice opsané AABC (viz obr. 34).

Obr. 36

Piiklad 6. K danému trojihelnfku ABC [4AB =8,
BC = 4, CA = 6] sestrojte AA,B,C, z dvojice [ AABC,
AAB,C,] ep podle P takovy, Ze:

a)AB,:CB, =3:4,CA,:BA;, =4:7 a pél P je
vnitinf bod AABC.

b) A4B;:CB, =u6, BC,:AC, =6:7 a pél P
lez{ v poloroviné ABC*.

Redent. V obou p¥ipadech nejd¥ve zjistime velikosti
poméri, které v tilohadch nejsou zadany. PouZijeme véty 9.

) B, VB4, ~ & tT 1?95 =45,"
by ABL.BO 9 6 _, 5 04
CB, 40,1716 71 9= 37 = B4,
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Je vyhodné provést tyto vypodty jesté pfed vlastnim
provedenim konstrukce, protoZe lze vypoéteného poméru
dasto pouzit k zajistén{ vét&f pfesnosti. V daném piipadé
je strana BC = 4 nejmens{ a to, jak uvidime déle, pii-
sob{ pfi konstrukei uréité potiZe.

Zde vyuzijeme v obou pFpadech znamého vztahu, Ze
osa thlu v trojihelnfku délf stranu trojihelniku na dvé
dasti, jejichZ velikosti jsou v poméru velikostf pFilehlych
stran. V daném pi¥ipadé a) napiklad méme sestrojit troj-
uhelnfk 4B,C, jehoZ strany maji velikosti v poméru
3 : 4 (obr. 36).

Obr. 36

Rozdélime proto tsetku AC v udaném poméru a délicf
bod oznaéfime B,. Osa strany AC nechf protne opsanou
kruznici v bod® [B] leffeim na vét§im oblouku ABC.
Piimka [B]B, pak protne mensi oblouk kruZnice mezi
body A a C vhledaném bod$ B,. Ze tomu tak skuteénd
je, snadno dokazeme, nebof jsou-li oblouky A[B] a C[B]
shodné, jsou shodné i k nim p¥islusné obvodové ihly
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XAB,[B] a XCB\[B]. Stejnym zplisobem sestrojime
i dalsf bod, zde nejlépe bod C,, tak?e pfimky BB,
a CC, se protnou v hledaném bods P.

V ptipadé b) postupujeme obdobnd s tim rozdilem, %e

oba body [B] a [C] leZi na oblouku ABC (obr. 87).

Je tieba jesté pfipomenout, Ze pfedchézejici dvé vilohy
4 — >
maji vice feSenf, & to v polorovinidch ABE’)*, CAB*,

—_—
BCA*. Nenf-li vSak dany trojtihelnfk tupoidhly, jako je
tomu v nafem piipad$ b), jsou konstrukce tak obtiZné,
%e nelze zarudit jejich pFesnost, a nemaji tedy prakticky
vyznam.

Priklad 6. Jsou dény tfi dsedky velikosti a, b, c.
Usesku ¢ rozddlte na dvé &sti, jejichz velikosti jsou
v poméru a? : b2,

49



Rozbor. Ke konstrukci uZijeme véty 9. Bude-li totiZ
AB, = BC, =aACB, = AC, = b, bude podle véty 9
AB, BC, C4, a a CA,
CB, AC, B4, b b B4,

a? CAd,
takZe B4, ~ !
CA, b2
a odtud B—Al =5

Konstrukei provedeme podle obr. 38:

Narysujeme libovolnou kruznici % a na nf zvolime bod
B. 0d bodu B naneseme po fadé tétivy BC, = a, C,4 =
= b, AB, = a, B,C = b. Pfimky BB, a CC, se protnou
v bod8 P. Potom pifmka AP uréf na kruznici k bod 4,
a podle véty 9 platf

BA, :,CA, = a? : b2,

Obr. 38 iy
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nate? danou tsedku velikosti ¢ rozdélime v poméru
BA, : CA,.

Pozndmka. Jsou-li dané dsedky a, b piili§ veliké, je
mozno je zmensit ve vhodném libovolné zvoleném po-
méru,

PFiklad 7. Do kruZnice k = (O; 30) vepifte AABC
[AB = 45; <xABC = 120°]. Na polopfimce OA4 urlete
bod M (OM = 80). Bodem M vedte p¥imku m | OA4.
Do kruZnice k pak vepite AA,B,C, tak, aby se dvojice

<> <« <> <« «> <«
pfimek (4B, A,B,), (BC, B,C,) a (CA, C,4,) protinaly
po dvou na p¥imce m.

Rozbor. ProtoZe pifmka m nema s kruZnici &k Zadny
spoleény bod, budou podle véty 1 piimky 44,, BB,
a CC, prochéizet bodem le#fcim uvnitt kruZnice k a pHm-
ka m bude polérou tohoto bodu. Na obr. 39 je to bod P.
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Konstruke: bodu P provedeme tak, Ze nejdfive vede-
me stiedem O kruzZnice & kolmici na pf¥imku m, tj. pHm-
ku OM. Bod M je sdruieny pdl k hledanému pélu P.
Ten pak sestrojime napiklad pomoci teény vedené z bo-
du M ke kruZnici &, jejiz dotykovy bod leZf na kolmici
vedené p6lem P na piimku OM. Potom ném polopifmky

—_s —> —>
AP, BP a CP urd{ na kruinici & hledané vrcholy
AAB,C,.

Takto zadana dloha mé vZdy jedno Feden{, pokud p¥im-
ka m nenf te¢nou kruZnice k. To platf i v tom pfipads, Ze
pfimka m protne kruZnici k. O tom nas presvédéi feseni
dalsf dlohy.

Ptiklad 8. Do kruZnice k = (O; 40) vepiste AABC
[AB = 73; BC = 57]. Na poloptimce OB urdete bod M

m Obr. 40
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(OM = 15) a vedte jim piimku m | OB. Potom vepiste

do kruZnice k trojihelnik A4,B,C, tak, aby se dvojice
> > > —=> > <«

piimek (4B, A,B,), (BC, B,C,) a (CA, C,4,) protinaly

po dvou na pfimce m.

Rozbor. Jde o obdobu ilohy z pfikladu 7 s tim rozdflem,
Ze dany bod M je sdruZenym pélem pélu @ lezfciho ve
vnéjsf oblasti kru¥nice k.

Bod @ sestrojime v tomto pfipadé tak, Ze v priseéi-
cich piH{mky m s kruZnicf ¥ vedeme teény k této kruznici
a ty se protnou v hledaném bodé Q. Potom pHmky QA4,
QB a QC uréf na kru#nici k vrcholy hledaného AA,B,C,.

Také takto zadana dloha mé pravé jedno feseni, pokud
p¥imka m nen{ teénou kruzZnice k.

Na zavér je t¥eba jesté pfipomenout toto:

Podle vysledku ptikladu 4 zfejmé miZeme k danému
trojihelniku umistit do kruZnice jemu opsané trojihel-
nik podobny k libovolné zvolenému trojihelniku tak,
aby spolu s danym vytvotili dvojici z relace p nebo q.

Ve cvidenich, ktera ndsleduji, jsou uvedeny jesté nékte-
ré dalii dlohy jiného typu, ne% je ukdzéno v pfikladech.
Vzhledem k shora uvedené pFipomince je zde volba
a moznost riznych kombinacf nevyderpatelna.

Cvideni

1. Do kruZnice k = (O; 3) vepidte AABC [a = BC = 5,5;
¢ = AB = 4]. Sestrojte AA,B,C, z relace AABCp
p AA,B,C, podle P[AP = 2,5; BP = 2].

2. Do kruZnice o poloméru r = 32 mm vepiste rovnoramenny
AEFG@, jehoi zékladna EF mé velikost 40 mm. Sestrojte
AEF,G,q AEFG podle pélu @, jelli FQ = 40 mm,
GQ = 75 mm.
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8

7

8.

9.

10.

11

b4

Je dén AABC [AB = 6; BC = 3,6; XABC = 60°]. Se-
strojte AA.B,C, z relace g podle pélu @, ktery lezi na
prodlouZeni strany 4B za bod B tak, Ze BQ = 2.
Trojihelnik RUT mé velikosti stran v poméru RU : UT :
:TR = 4:5: 6. Urdete polohu pélu @ tak, aby platilo
ARUT =~ AURT, A ARUT q AR,U,T, podle Q.
Jedén AABC [AB = 5;r = 3; v, = 4), kde r je velikost
poloméru kruZnice opsané a v, velikost vysky pkisludné
ke strand A B. Bod O, (pfipadns C,) puli oblouk AB kruz-
nice AABC opsané a vzdédlenost péld P (pifpadnd @) od

piimky 4B mé velikost d = % v,. Sestrojte AA,B,C,

z relace p podle P (ptipadnd A4,B,C,zrelace q podle Q).
Do kruZnice o poloméru r = 3 cm vepiste pravidelny psti-
tihelnik. Dva jeho sousedni vrcholy oznaéte 4, B a zby-
vajici t¥i vrcholy C,, 4,, B, v libovolném potadi (pijde-li
o relaci q, zménte indexy na A4,, B,). Utvoite viechny
dvojice [AABC, AA,B,C,]J€p, pipadné [AABC,
AALB,C,] tak, aby viechny moZné obmény v pofadi
vrcholi C, 4,, B, nebo C, 4,, B, byly vyserpany. Zapiste
viechna vyslednd pofadf Sesti bodii na opsané kruZnici.
Nelezi-li p6! P nebo @ na #4dné strand A ABC ani na je-
jich prodlouZeni, nele%{ ani na 24dné strand A A,B,C, nebo
AAB,C, z relaci p nebo q ani na jejich prodlouZeni.
DokaZte!

Trojihelnik EFG je dédn velikostmi stran, a to: EF =
= 7c¢m, FG = 6 cm, GE = 6 cm. Pél P leii na strand EF
tak, o EP : FP = 3 : 2. Sestrojte dvojici AE,F,G, p
P AEFQ@ podle P, aniZ narysujete kruZnici A EFG opsa-
nou.

Zékladna rovnoramenného A ABC mé velikost AB = 3cm
a jeho ramena AC = BO = 5 cm. Na prodlouZen{ strany
AB za bod B le%i p6l @ tak, e AQ : BQ = 7 : 5. Sestrojte
dvojici [ A4,B,C,, AABC]€ q podle @, aniZ narysujete
kruznici A ABC opsanou.

Trojihelnfky AABC p AA,B,0, podle P mohou byt na-
vzd)em shodné nebo neshodné, avéak nemohou byt podob-
né s pomérem podobnosti riznym od 1. Oduvodnéte!
Upravte text tlohy 10 takto: Existuje dvojice [ AABC,
AA,B,C,]€p podle P takovd, e AABC ~ AA,B,C,.
UkaZte na rozdily v textu a uvaZte, je-li takto upraveny
vyrok pravdivy.



12.

18.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20

21.

Rovnoramenny AK,L,M, se zdkladnou K,L, = 4 cm je
v relaci q podle pé6lu @ lezictho na pfimce K,L, s AKLM
rovné%: rovnoramennym se zékladnou KL. Sestrojte
vrcholy M a M,.

Trojthelntky AABC a AA,B,C, majf spoleénou kruZniei
opsanou k = (0; 3,5), pfitemz je AB = 5, <XABC = 76°,
A,B, = 7 a velikost vysky piisluiné ke strand A4,B, je
v, = 2,6. Umistéte tyto trojihelniky do kruZnice % tak,

aby pfimky ;1_11),, (ﬁl a 63, prochdzely tymZ bodem
uvnitt spoleéné kruznice opsané.

Ulohu 13 fedte tak, aby spoledny bod p¥fmek H,, Eﬁ,

a8 ((Rg, byl vné kruZnice opsané. Indexy se oviem zméni!

K danému trojthelniku RT'U vepsanému do kruinice k =
= (0; 3,8), jehoz vnitini dhly maj{ velikosti XTRU =
= 120°, XUTR = 45°, sestrojte rovnostranny trojihelnik
a) AR,T,U, z relace p podle P,

b) AR,T,U, z relace q podle Q.

Je dén rovnostranny AA4BC. Sestrojte pravodhly rovno-
ramenny AA,B,C, z relace g podle Q.

Je dén AABC s vnitinimi dhly XABC = § = 40°a
JXAOB = y = 60° vepsany do kruinice k = (0; 3,5).
Narysujte dvojici [ AA,B,C,, AABC]€p podle P tak,
aby bylo <A4,C,B, = a, <A4,B,0, = y. Jaky je vztah
mezi témito trojihelniky ? Zapiste!

Vysetfete mnoZinu viech pélu P urdujicich dvojice troj-
thelnika [ AABC, AA,B,C,]€p podle P takové, Ze vnit¥-
nf dhly AABC majf velikosti &« = 40° & § = 65° & jim
odpovidajici vniténi dhly AA4,B,C, velikosti a’ = 60°,
8 < 90°,

Vy#etfete mnozinu viech p6la @ urdujicich dvojice troj-
vhelnfki [ AKLM, AK,L,M,lcq podle @, vite-li, Ze
KL =6,5; LM =4 a <KLM = 110° a soulasnd je
I K,L,M, = 70°a K,L, = 6,5.

Sestrojte dvojici [ AUHF, AU,H,F,]€p podle P vepsa-
nou do kruinice o poloméru r = 4 cm, jsou-li velikosti
vnitinich ihla SUHF =120°, SUFH = 26°, 4U,H,F =
= 100°, < F,U,H, = 25°.

K trojihelniku KMZ s vnitinimi thly velikost{ X KZM =
= 30°, SZKM = 40° sestrojte AK,M,Z, s vnitinim
tdhlem < K,M,Z, = 130° z relace p podle pélu P, ktery
pilf polomér spoledné kruznice opsané.
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22.

24,

25.

26.

27,

28.

29,

80.

81.
82.

56

Trojihelntk ABC je dén velikostmi stran: AB = 5 cm,
BC = 3 cm, CA = 7 cm. Sestrojte viechny rovnoramenné
AA,B,C, nebo AA,B,C, z relaci p nebo g podle péla P
nebo @ leZicich na pfimce AB.

Opakujte tlohu 22, aviak slova ,,podle péli lezfcich na
piimce 4B* naehradte slovy ,,takové, e 4,B, = AB nebo
A,B, = AB".

Jedén AK,L,M, vepsany do kruZnice o polomérur = 3,5,
jeho? streny maji velikosti K,L, = 4 a LM, = 3. Nary-
sujte AKLM, ktery je s denym trojihelnikem v relaci
p podle F a je pravoihly s odvésnami, jejichZ velikosti
jsou v poméru 3 : 4.

Do kruznice o poloméru r = 4 em vepiste dvojici [ AABC,
AA,B,C,]€q podle @ tak, aby bylo 4,B, = BO = 6,8
cm, B,0y = 1/2 AC = 2,6 cm.

Narysujte dvojici [ AK,L,M,, AKLM]€p podle P, kde
r=3, SKLM = 60°, <LMK = 45° a soudasnd je
K.\L, | KL, L,\M, || LM.

Sestrojte dvojici [ AEFG, AE.F,G,]€p podle P nebo
[AEFQ, AE,F.G,)€q podle Q, vite-li, 26 EF = 48 mm,
JXEFQ@ = 4E,F,G, nebo JE,F,Gy = 60°, JGEF =
= 45° a E,G, | EF nebo E,G, | EF.

K danému AA4ABC, kde AB =4,5; < ABC = 110°, BC = 6,
sestrojte AA,B,C, zrelace p podle P pravoihlys pieponou
B,C, nebo AA,B,0, rovnd% pravoihly s pfeponou B,C,.
K danému trojihelnfkua HJK [HJ =17, JK = 6, KH =
= 5,5] narysujte AH,J,K, z relace p podle P, kde H,J, =
= 51K = 6 8 AH,J,K, z relace q podle Q, kde H,J, =
Je dé.n AA,B C, z relace p podle P [4,B, = 4,6; <4,B,C,
= 60°a polomér opsané kruZnice r = 3] Na sujte ph-
sludny AABO tak, aby bylo AB = 5,6 A AB | A,B,.
Dokazte pravdivost vét obrdcenych k vétdm 4 a 5.

Jsou dédny velikosti nékterych vnitinich dhld dvojice
[AABC, AA,B,0,]€p podle P. Uréete polohu pélu P:
a) a = 40°, 8 = 60°, &' = 60°, B’ = 70°;

b) a = 30° f = 70°, a' = 150°, f' = 20°;

c)a = 80° a' = 110°.

Jsou dény velikosti nékterych vnitfnich dhld dvojice
[ AABC, AA,B,0,]. Urédete polohu pélu Q:

a) a = 80° f = 60°, &' = 50°, B’ = 40°;

b) a = 70° f = 40°, a' = 90°, §' = 60°.



84.

85.
8e.

Je dén AKLM [KL = 6cm, LM = 7cm, <KLLM =
= 60°] & ptimka p 1 KL, jeji2 vzddlenost od vrcholu L
je 4,6 cm. Opiste kruznici AKLM a doni vepiste AK'L'M’
tak, aby se dvojice stran KL a K'L', LM a L'M', MK
a M'K’ protnuly na dané pfimce p.

Do dané kruZnice vepiste pravouhly trojihelnik, jehoZ
odvéeny maji velikosti v poméru 3 : 5!

Vrcholy trojthelnikii 'ABC a A,B,C, leii na spoleéné
kruZnici opsané tak, 2e AB,:CB, = 3:4, CA,: BA, =
= 4 : 7. Urdete pomér BC, : AC,!
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B. SLOZENE RELACE

V prvn{ &isti této kapitoly jsme poznali zikladni vlast-
nosti relaci p a q. Protoze v dvojicich

[A4BC, hAB\Clepa [AABC, AA,B,C,]eq

jsou prvni slozky shodné, miizeme relace p a q sloZit,
a to ve dvou pofadich:

AA,B,C, p NABC q NA,B,C,
nebo

NA.B,C; 9 NABC p NA\B,C,.

Tyto sloZené relace mezi AA,B,C, a AA,B,C, pak
miZeme psat zjednodusensé:

A4,B,C,p O q NA,B,C,,
AA.B,C: q 0 p NA,B,C,
nebo také
[A4,B,C), AA4.ByC;]ep Oq,
[A4,B,C,, AA,B,Ci]eq OPp.
Vime dile, Ze tvar jednotlivych sloZek v relacich p
& q zavisi na poloze péla P a . MiiZzeme proto v mnoZiné
M; utvofit nekoneénd mnoho sloZenych relaci p 0 q
nebo q O p tim, Ze budeme polohy péli P a @ rizné
kombinovat. Tu se pak naskytd otdzka, existuje-li ta-

kové dvojice pdli P a ¢, aby uvaZzované sloZené relace
byly shodnosti

AA,B\C, & NA,B,C,, NA,B,Cy = NA,B,C,.
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Pokud takové dvojice péli P a @ existujf, budou relace
P Oq a q O p zobrazenim v M;. ProtoZe prvky mno-
Ziny My, jsou vSechny trojuhelnifky vepsané do dané
kruZnice k, lze pfedpokladat, Ze uvaZovanym zobraze-
nim bude identita, otadeni nebo stfedova & osovd sou-
meérnost.

UkaZeme, %e v Gvahu pfipadd priavé osovd soumér-
nost.

Véta 10. Je-li danj AABC pront slofkou v relacich
[A4BC, NAB,C\lepa [AABC,
A4,B,Ch] eq,

potom trojuhelniky NABC a N\A,B,C, jsou téhot smyslu
a trojuhelniky NABC a AA,B,C, opainého smyslu.

Diskaz. Véta obsahuje dvé tvrzeni.

a) Na obr, 9 lezf pél P uvnitf AABC, z &ehoZ plyne,
e poloptimka A4, = AP oddsluje body B a C, polo-
pfimka BB, = BP body A a C, poloptimka CC, body
A a B, Le#f tedy vrcholy AABC a AA,B,C, na kruZnici
k v potadf 4 C, B A, C B,, takZe trojihelniky AABC
a AA,B,C, jsou téhoZz smyslu. (1.22)

: —_—
Na obr. 10 lezi pél P v poloroviné 4BC*, takze polo-
-—
pHmka 00, = CP oddéluje body 4 a B, B, a 4,, A a 4,,
B, a B, odkud plyne toto potadi: A C B 4, C, B,, ne-
boli AABC a AA,B,C, jsou opét téhoZ smyslu. (1.23)

Podle (1.22) a (1.23) jsou trojihelniky [AABC,
AA,B,C,l1ep vidy téhoZ smyslu, nebof cyklické za-
mény vedou k stejnym zivérdm.

b) Na obr. 41 vlevo le#i p6l @ uvnité XACB, takZe

polop¥imka O—C)’, = C’—é oddéluje body 4 a B. Proto po-
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—> —> —> —>
loptimky QA = QA, a @B = @B, lezi v opaénych polo-

rovinich QC4 a QCB. Jsou proto mozZnd pravé &tyti
riznd pofadf vrcholi AABC a AA,B,C, na kruinici k:

CA,AC,BB,, CAA,C,B,B, CA,AC,B,B, CAA,C,BB,.
Ve viech étyiech piipadech jsou AABC a AA,B,C,

smyslu opaéného. (1.24)
C A,
B
BJ
2
A?. B?.
A
I' / -
AN IICZ/ "l/’/’ C?.
N 1/ /’#’
AN/ “Q
RQ -
/i Obr. 41

Na obr. 41 vpravo lezf pél @ uvnitt dhlu vrcholového
— —
'k XBAC. Zde poloptimka QA4, = @4 oddéluje body
—> — —>
B a C, takse poloptimky QB, = QB a QC, = QC let

—>
v opaénych polorovindch QAB a 0447‘) Qdtud pak plyne
jediné mo#né potadf vrcholl na kruZnici k: A B, B A, C
C,, neboli AABC a AA,B,C, jsou opatného smyslu
jako v pfipadé (1.24). (1.25)
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Tim je pravdivost véty 10 dokizana. Jaky vSak je
vyznam této véty?! Je-li AABC téhoZz smyslu jako
AA,B,C, a opatného smyslu ne? AA,B,C,, musf byt
trojihelniky AA4,B,C, a AA4,B,C, smyslu opa&ného.
Potom ovSem sloZena relace AA4,B,C, p 0 q AA,B,C,
v My nemizZe byt ani identitou, ani otdfenim nebo stfe-
dovou soumérnosti. Zbyvd proto privé soumérnost
080V,

Nynf uZ jde jenom o to, existuje-li vitbec takova dvo-
jice péla P a @, aby bylo A4,B,C, == AA,B,C,.

Véta 11. Méjme dvojici trojuhelntka NA,B.C, p O q
AA,B,C, takovou, Ze je soutasné NAB,C; =2 NAB,C,;
potom prisludné pdly P a Q jsou sdrutené pdly vzhledem ke
spoleéné krunici témio trojuhelnikam opsané a piimka
PQ je osou soumérnosts uvaZované dvojice trojihelniks.

Dakaz si zjednodusime tim, Ze nejd¥{ve dokdZeme plat-
nost véty obracené.

Na obr. 42 jsou body P a § sdruZené pély vzhledem ke
kruZnici k. Pfimka AP protind kruZnici k¥ v bodd 4,,

ptmka AQ v bods A4,. Dile je p 1 PQ poléra bodu P
vzhledem ke kru’nici & a A, prusedik pimky AA,
s polarou p.

Z vlastnostf sdruzenych péli P a @ plyne
PA, 4,4,
P4 " 4,4

To znamend, e vsetka A4, ]e body P a 4, delena
harmonicky a také polop#mky QA QA " QP a QAo tvoif

(A4, P A,) =—1, neboli = —1.
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harmonickou &tvefinu. Souéasne je-; XPQA, pravy, z &e-
hoZ plyne, Ze polopfimky QP a QA,, jsou osami vedle]-
sich @hld, z nich? jeden je xAQA4,. Polopfimky QA

a QA1 jsou proto soumérné sdruzeny podle osy P
a protoZe osa PQ prochézf stfedem kruznice k, jsou podle
nf soumérné sdruZeny i body 4, a 4,. (1.26)

Obr. 42 .iP

Zobrazime-li takto i zbyvajici dva vrcholy B a C
libovolného AABC, budou podle (1.26) podle osy PQ
soumérné sdruzeny i dvojice vrchold [B;, B,] a [C,, C,)].
Tim jsme dokazali, Ze existuje aspon jedna dvojice pélu
P a Q, kterd spliiuje vétu 11. Zbyva proto dokazat, Ze
vedle dv0]1ce sdruZenych-péli P a @ Zidné jind takové
dvojice jiz neexistuje. Ze tomu tak skute&ns je, to plyne
z vét 6 a 8, protoZe dvojicemi @hl [a, «'], {8, f'] & [y, ¥']
je urden pré,vé jeden pél P a jeden pdl .
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Ptimym dusledkem véty 11 je véta dalsi:

Vita 12, Je-li v mnoZing My ddna trojice trojihelntku
ANA,B,C, p NABC q AA,B,C, takovd, Ze je soudasné
AAB,C, = NAA4,B,C,, potom existuje v mnoziné My také
NA’B'C’, o némZ plati

AA.B,C,p ANA'B'C' q NAB,C, A
A ANA'B'C’ ~ NABC.

Obr. 43

Dikaz (obr. 43). Podle véty 11 jsou polopfimky Q_A)
—9
a QA, soumérnd sdruieny podle osy ﬁa Protina-li

polopfimka Q—Zl kruZnici k& (soumérnou podle téZe osy)
v bodé A4’, jsou i body 4 a A’ soum&rné sdruZeny podle

osy % Na obr. 43 jsou vrcholy B, C, B’, ¢’ pro pfe-
hlednost opét vynechiny. Zfejmé se vSak i na né vzta-
huje véta 11, takZe také dvojice trojuhelnikit AABC
a AA'B'C’ je soumérné sdruzena podle téZe osy. V této
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soumsérnosti je bod P samodruZny, takZe jim prochazeji

——> > > > > <>
dvojice pfimek 4,4’ a AA , B,B’ a BB, C,C’ a C,C.
Rovné% bod @ je samodruzny s obdobnymi dusledky
jako u bodu P.

Véty 11 a 12, protoie jejich pravdivost vyplyvd
z vlastnostf sdruzenych péld, maji nékolik bezprostied-
nich disledkd, jichz lze s vyhodou vyuzit p¥i konstruk-
cich i FeSeni nékterych tloh. Uvedme aspoi ty nejdile-
Zit8j8f:

1. Osa soumérnosti PQ dvojic [ A4,B,C,, AA,B,C,] €
epoqi [AABC, NA'B'C']ep0O q prochizi stfedem
spole¢né kruZnice opsané uvaZované &tvefici trojihel-
nfkd.

2.V prvni &asti této kapitoly jsme se setkavali se
situacemi, kdy bylo obtiZné sestrojit ob]ouky mnozin
viech péla @, kdyz néktery z rozdili |a — a'|, |6 — f'|
nebo |y — y’| byl pfili§ maly, takZe pdl @ padl daleko
mimo ndkresnu. V tom pfipadé je snazs{ sestro] it nejdiive
sdruzeny pdl P uzitim soudtd « 4 a', -+ f' nebo
y + ' & potom teprve AA,B,C, uZitim osové soumér-
nosti.

3. Jiné usnadnén{ konstrukef poskytuji zndmé vztahy
mezi sdruZenymi pély:

a) Plati OP.0Q = r?, kde OP a OQ jsou vzdalenosti
sdruzenych péli od st¥edu kruZnice opsané a r velikost
jejiho poloméru. To plyne z Euklidovy véty o odvésné
(viz obr. 44).

Sestrojime-li k dané kruZnici k a pélu @ sdruZeny pél

P uzitim teden, je XQTO pravy a v pravouhlém

AQTO plati

OP.0Q = OT? = r2. (1.27)
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b) Mocnost pélu P ke kruZnici & je p, = AP.A,P =

= PT? = v kde v znadi velikost poloviny tétivy kruz-
nice %k vedené kolmo na piimku PQ v bodé P (obr.
45). V pravoihlém AOPT je podle Pythagorovy véty

gy = v2 =r2— OP2 (1.28)

Obr. 44

Obr. 45
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¢) Mocnost pélu @ ke kruZnici k je QA4.QA, = QT? = ¢2,
kde ¢ je velikost tedny vedené z pélu @ ke kruznici %
(obr. 46).
V pravoihlém AOQT je

he =2 = 00— 12 (1.29)
A

Obr. 46

d) Podle (1.28) a (1.29) pak je
B — uy = 2 — vt = PQe. (1.30)
e) PA . m_l' =Q4A :Q_Al.
Tento vztah plyne z AAA4,Q (obr. 42), kde <P—Q) je

osou JAQA;, a proto jeho strany AQ a A,Q maji
velikosti v poméru

AP : AP (1.31)

f) Vezmeme-li v Gvahu jesté véty 1 a 2, vidime podle
obr. 47,
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e v trojihelnfofch AABC, AA'B'C’, AA.B,C,

a AA,B,C, se protinaji odpovidajfci si strany na

ttech pfimkach, a to:

—na piimce PQ dvojice z AABC a AA'B(C,
AA,B,C, a NA,B,C,, _

— na polafe p pélu Pz NABC a AA,B,Cy, NA'B'C’
a AA4B,C,,

Obr. 47 f
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— na polafe q p6lu Q z AABC a AA,B,C,, NA'B'C’
a NA,B,C,.

Z mnoha dal§ich sloZenych relaci, které lze v mno#iné
M, utvotit, stoji za zminku je§té jedna, jejichZ vlast-
nost{ vyuzijeme v dalsich kapitolich.

Yéta 13. Je-Ii dvojice [AABC, AA,B,C,]ep, nebo
dvojice [ AABC, NA,B,C,] € q, potom existuje v mnofiné
My takovy AABC, jeho vrchol A je soumdrné sdrufen
8 vrcholem A podle osy usetky B,C, nebo 3202, vrchol B
8 vrcholem B podle osy uselly A,C, nebo A,Cy a vrchol C
8 vrcholem C podle osy tiselky A,B nebo A,B,, pfiem#
pHimlky A, A4, B,B a C,C, nebo A,4, B,B a C,C prochdzejt
tym& bodem.

Dikaz. Zde musime nejdiive dokézat, Ze plat{ véta
obricena k vété 9. Predpokladejme proto, Ze o dvou
trojihelnicich AABC a AA,B,C, se spoleénou kruZnicf
opsanou platf podle véty 9

AB, BC, CA4, _
CB, AC, B4, ~

a soudasnd piimky 44,, BB, a CC, neprochazeji tymZ
bodem (obr. 48). (1.32)

Necht pfimky A A, a BB, se protnou v néjakém bodé
P’. Potom polopfimka CP’ protne kruZnici £ v bod®
C; # C,. Podle véty 9 pak plati:

AB, BC; C4, _
CB, 4C; B4, ~




a podle pfedpokladu (1.32) také
4B, BC, C4, AB, BC, CA, _ 1
CB, AC, BA, CB, AC; BA,
neboli C, = C, a také P = P’, coZ je v rozporu s pred-
pokladem (1.32), takZe plati véta obricend k vé&té 9, a to

v celém rozsahu, protoze v druhém tvrzenf vdty 9 jde
o pouhou zéménu indexi.

3

Obr. 48 Obr. 49

Diéle je na obr. 49 zobrazena trojice trojihelnfki
AABC, NAB,C, a AABC podle véty 13. Z konstrukce
vyplyvi, ze

AB, = AC,, BC, = BA,,CA, = CB,;
CB, = CA,, AC, = AB,, BA, = BC,.
Dosadime-li podle (1.33) do vyrazu
4B, BC, CA, _
CB, AC, BA,

(1.33)

1
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dostaneme
AC, B4, CB, _
CA, 4B, BC,

a po upravé
4B, BC, C4,

coz podle obricenf véty 9 znamend, Ze primky AAI,
BB1 a CC, prochézejf tymz bodem P, nebo p¥imky A A4,,
BB, a CC, bodem Q. Pfitom nevyludujeme mo¥nost, e
bod P le#f vné krusnice AABC opsané, nebo naopak
bod @ uvnitf. Podrobnéji o tom pojednéme a¥ ve ttetf
kapitole. ’
Zde zatim omezime své tivahy na pfipad, kdy pdl P
lezf uvnitf AABC, takZe vSechny tfi trojihelnfky, tj.
AABC, AA,B,C, a AABC, jsou téhoZ smyslu, protoZe
dvojice vrcholii [4, 4], [B, B] a [C, C] le#f pfi kon-
strukei podle véty 13 na tychZ obloucich opsané kruz-
nice omezenych vrcholy AA,B,C,. V disledku toho lez{

i pél P uvnitt AABC.
V tomto omezenf budeme vztah mezi AA4,B,C,

a AABC zapisovat takto:
AABC, p AABC podle P, nebo

[AA.B,C;, AABC]ep podle P
a také
AA,B,C, p NABC podle P, nebo

[AA4,B,C,, ANABC]ep podle P.
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V relacich (AABCp AA,B,C)) a (AA4,B,Cip A
AABC) je opét jedna slozka spoleéna, a proto je miZe-
me sloZit dvéma zpusoby:

AABC p ANAB.C,p ANABC = NABCp o p NABC
podle P,

AABC p AAB.C,p NABC = AABCp o p NABC
podle P.

Druhy zapis slo¥ens relace prozrazuje, Ze jde o symet-
rickou relaci, nebot véta 13 plati, i kdyZz zaménime

oznadeni vrchold AABC za 4, B, C. Vztah mezi veli-
kostmi wnitfnich dhld uvaZované trojice trojtihelniki
pak vyjadiuje véta 14.

Véta 14. Md-li irojice trojihelniki, ze sloZené relace
AABC p NA,B,C,p ANABC podle P
vnilini 4hly po Fad¥ velikosti «, B, v; o', B/, ¥'; &, B, ¥
a pFsludny pdl je vnitfni bod AABC, potom o velikostech
téchto dhlt plati:
& = 180° — (« + '), f = 180°— (8 + B,
y = 180°—(y +¥').
Dikaz. Na obr. 49 je
& = YBAC = YA,AB 4+ XA, AC. (1.34)
Podle véty 13 je
A,B = C,B= XA,AB = ¥C,B,B = JC,B,P,
4,0 = B,C = %4,4C = &B,C,C = ¥B,C,P.
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Dosadime-li tyto hodnoty do (1.34), bude

& = <BAC = <C,B,P + <B,C,P = 180° —
— <B,PC,
a podle véty 4
a = 180° — (a + ).

Zbyvajici dvé tvrzeni véty 14 vyplyvaji z cyklickych
zameén.

Pravé dokazana véta 14 mé dva piimé dusledky:
Lata +a&=180° B+ +5=180°, y+y +
+ 7 = 180°. (1.35)
2. Vnitén{ dhly v AABC maji velikosti (viz obr. 49):

XCPB, = ¥BPC, =& = 180° — (a + a'),
JAPC, = ¥CPA, =B = 180°— (8 + ),
XAPB, = XBPA, =y = 180° —(y + ¥'),
nebof napiiklad X CPB, je vedlej§ik <BPC = « + o,
takie
JCPB; = 180° — (a + a') = &. (1.36)

MozZnosti vytvafeni daldich sloZenych relaci nejsou
dvéma typy uvedenymi v této kapitole jesté zdaleka
vyéerpany. ProtoZe viak pro nasledujicf ivahy s témito

dvéma typy dobfe vystadime, uzavieme kapitolu néko-
lika ptiklady a cvienimi.

Pfiklad 1. VySetfete mnoZinu vSech vngjsich péla

@, jestlize s nimi sdruZeny p6l P probfha poliru pélu @
vzhledem ke kruZnici & opsané danému AABC.
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Redent. Podle zadini sestrojime libovolnou kruZnici
k = (0; r) a piimku % jdoucf stfedem O kruZnice k
(obr. 50). Na té &dsti pf{mky %, kterd je uvnitf kruZnice
k, zvolime bod P # 0. Necht bod P je jednim z dvojice
sdruZenych péli P a Q! Vnéjsi pél @ dostaneme tak,
#e v bod$é P narysujeme poléru ¢ | OP. Jeji praseéiky

Obr. 50

8 kruZnicf k oznadfime T, a T, a v nich sestrojime teény
ke kruZnici k. Prisedfk t&chto teden lezi na piimce A
a je vnéj§im pélem . Popsanou konstrukei nynf zopa-
kujeme pro bod P, £ P zvoleny na piimce g uvnitf
kruZnice k. Bodem P, vedeme kolmici na pi{mku OP,
a ta protne kruZnici ¥ v bodé T,;. Teéna kruZnice k
v bod& T, se protne s pfimkou OP, v bodé @, vné kruz-
nice k.
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Trojihelniky AOT,Q a AOTyQ, jsou podle konstruk-
ce pravouhlé. Plati proto podle véty Euklidovy:

OP.0Q = OT? = 1,

OP,.0Q, = OT} = r*,
takze
OP.0Q = OP,.0Q, a také OP : OP, =

=09, : 0Q. (1.87)

Trojihelniky AOPP; a AOQ,Q majf jesté spoleény
dhel X POP, = <@,00Q, takZe podle (1.37) a véty sus
o podobnosti trojihelnikii jsou podobné. Protoze
AOPP1 je pravoﬁhly, je také A0Q,Q pravouhly s pra-
vym thlem p#i vrcholu Q.

Dospéli jsme k zavéru:

Hledanou mnoZinou vech péli @ je oblouk Thaletovy

kruZnice sestrojené nad primérem 0@, pfitem? oblouk
T,0T, nenf &astf této mnoZiny.

Piiklad 2. Je din rovnostranny AKLM. Sestrojte
étvetici trojihelniki podle véty 12 z relac{ p a g podle
sdruzenych péli P a @ tak, aby wvnéjsi pdl @ lezel na
pfimce rovnobéZné se stranou KL daného trojihelnfku
a ptimky KK, a LL, byly navzijem kolmé!

a) Rozbor (obr. 51). Protoze AKLM z hledané &tve-
fice je dan, jde o to, abychom spravné uréili podle pod-
minek tdlohy polohu aspoii jednoho z dvojice sdruZenych
poli. Vime, %e oba pdly leZi na p¥imce k| KL jdouct
sttedem kruZnjce AKLM opsané. P¥imky KK, a LL,
prochézeji pélem P. ProtoZe maji byt navzéjem kolmé,
bude < KPL = 90°. Zfejmé tedy lezi pél P na Thaletové

kruZnici opsané nad primérem KL a tloha bude mit
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nanejvy§ dve feSenf. Jakmile zndme polohu pélu P, je
hledana &tvefice trojihelnfkd jednoznaéné urdena a mi-
Zeme ji sestrojit (obr. 51 vlevo).

b) Konstrukce (obr. 51 vpravo). Podle zadani sestro-
jime kruZnici k a vepiSeme do ni rovnostranny trojihel-

M

Obr. 51

nik KLM. Jejim stfedem O vedeme pfimku 4 || KL a nad

primérem KL opiSeme oblouk Thaletovy kruZnice.
Jeho prusediky s pfimkou % oznaéime P a P’. Piislusné
vnéjsi pély @ a Q' ani sestrojovat nemusime; vyuZijeme
soumérnosti hledanych ttvard podle osy 4. Predeviim
narysujeme AK'L'M’' soumérnd sdruZeny s AKLM
podle osy k. VSechny ostatni vrcholy hledanych troj-
dhelnfka AK,L,M, a AK,L,M, uréime pomoci pdli
PaP.
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¢) Dakaz. Konstrukce je provedena podle véty 12
a podle definic 1 a 2. Tim je jeji spravnost prokizana.

d) Diskuse. Jiz v rozboru jsme naznadili, Ze iloha miZe
mit nanejvys dvé FeSeni, protoZe piimka % a oblouk
Thaletovy kruZnice nad primérem KL mohou mit na-
nejvys dva spoleéné body. Oznaéme velikost tsetky
KL = a. Potom polomér Thaletovy kruZnice mé veli-

kost % Vzdalenost pimky % od stfedu dsetky KL je
rovna tfetind vysky rovnostranného trojihelnfku, tj.
%-%.V§= %.1,73 ... = 0,29 g, co je méné nez —;’—.
Thaletova kruZnice proto protne pfimku % privé ve
dvou bodech, takZe iloha ma dvé a jenom dvé Fefeni.

Obé dvé ¢&tvefice trojihelnikd ovSem maji dvojici
AKLM a AK'L'M' spoleénou.

Priklad 3. Je din AABC [r = 4cm; y = 60°; v, =
= 5 cm; AC > BC]. Sestrojte dvojici AN4,B,C,p O q
q AA,B,C, podle sdruZenych péli P a @, jejichZ vzda-
lenost PQ = 6cm a pél P je na ose XBAC uvnitt
<XBOC tak, aby dany trojtihelnik byl stfednf sloZkou
slozené relace POgq.

Redent. Tuto tlohu vyfelime nejdfive algebraicky.
Podle (1.27) je OP.0Q = r* a také 0Q = OP | PQ.
Po dosazeni do prvnfho vyrazu dostdvime kvadratic-
kou rovnici: OP.(OP + PQ) = r* a po tlipravé: OP? +
+ OP.PQ — 12 = 0.
Tato rovnice ma dva kofeny
op,, - —Po VzPQ’ + 4

z nichZ vyhovuje prévé ten, ktery je kladny.
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Pi{slusné pomocnd konstrukee je provedena na obr. 52
vlevo, kde APQM je pravoihly s pravym thlem pfi
vrcholu @ a kde QM = 2r = 8 cm, PQ = 6 cm. Diéle
je PQ' = PQ a podle Pythagorovy véty

PM =|PQ* + 4*.

Obr. 52

—1 373

Protote Q'M = PM —PQ, je MN =

— PQ) = OP.
Nyni provedeme vlastni konstrukei (obr. 52 vpravo):
OpiSeme-li kolem stfedu O kruZnici polomérem OP,
protne osu <<BAC ve dvou bodech P, a P,, z nichZ pod-
mfnkdm dlohy vyhovuje privé bod P,, protoZe leZf
uvnitf dhlu BOC. Dalsi postup konstrukce je nasnadé.

Piiklad 4. Je ddn AABC [a =6, r = 5, f = 60°].
Sestrojte AA4,B,C, z relace AABC p AA,B,C, podle

7 (PM—
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pélu P, jehoZ mocnost ke kruinici AABC opsané mé
hodnotu 16, a to tak, aby <xA4,B,C; mél velikost g’ =
= 30°.

a) Rozbor. Predevsim vidime, Ze velikost strany AC je
dana velikost{ poloméru r a p#fsluSného obvodového
ihlu 4ABC. MnoZinou vsech péli P bude oblouk krui-
nice takovy, ze XAPC = § + p’ = 90°.

Dale je podle (1.28) 72 = 16 + OP2. Dosadime-li podle
zaddnf r = 5, dostaneme velikost vzdalenosti pélu P
od stfedu kruZnice opsané OP = 3 (obr. 53).

b) Konstrukce. Sestrojime nejdifve kruZnici opsanou,
tétivu BC a x4 BC. Nad tétivou AC jako nad primérem
opiSeme oblouk Thaletovy kruZnice a kolem stfedu O
kruznici polomérem OP = 3.
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Oblouky, které jsou mnoZinami viech péla P danych
vlastnosti, se protly ve dvou bodech a to jsou hledané
poly. Dalsf postup urduje definice 1.

c) Dikaz vyplyva z rozboru a popisu konstrukce.

d) Diskuse. Podet feSeni jsme mohli stanovit jesté
pfed provedenim konstrukce vypodtem. Protoze jde
o prisebiky dvou kruZnic, musi o jejich polomérech
a stfedné platit:

rntrac= Irl—"'zl-

V daném piipads je r, = 3, r, = 4,3; ¢ = 2,5. Tyto
hodnoty spliiuji nerovnosti v uvedeném vztahu, takze
tdloha ma pravé dvé Fesent.

Piiklad 6. Do kruZnice & = (O; 3) vepiste rovnostran-
ny AABC. Sestrojte dvojici [ AA4,B,C, ¢ AABC] podle
pélu @, ktery lezf na pfimce rovnobéZné se stranou AB
daného trojihelniku a plati-li o vzdélenosti pélu P
sdruZeného s danym pélem @ od stiedu opsané kruZnice

OP — —z-r. Konstrukei viak provedte, aniZ narysujete
pol P.
a) Rozbor (obr. 54). Podle zadani délf bod P primér

Obr, 54
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g s .. PM 3 . .
kruZnice ¥ v poméru PN =T kde MN je pri-

mér rovnobéiny se stranou AB a bod P oddéluje body
M, O. Podle véty o sdruZenych pélech délf pély P a @

primér MN harmonicky, a proto oM _ 3

QN ~ 7’
Tuto podminku spliiuje bod @, o kterém plati
QM — % r=45.

b) Konsirukce. Vyplyva z rozboru.
©) Ditkaz. Jeli OP = =1, jo PM = 3 APy =
7

=—r

b
Potom —%— = —%, protoZe bod P oddéluje body
MaN.
Dile méme %%—=—3—AE_V=2r=>(ﬂV_= 2r 4
+ QM. Dosadime-li tuto hodnotu do g —, bude
QM 3 — 3
o4 Qi — 7 2 odtud QM = 5.

d) Diskuse. Ze zadani OP — % r nevyplyvé, lexi-li bod
P na Gseéce OM nebo ON. To znamend, Ze tloha ma
. wpyw s vy . PN 38 .
jetd jedno feseni, kde N Jsou tedy dvé
FeSeni shodna.
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Pi{klad 6. Zvolte libovolny tupotihly AABC s tupym
uhlem p¥i vrcholu C a opiste mu kruZnici k. Potom nary-
sujte AA4,B,C, z relace AABC p AA,B,C, podle pélu
P, ktery leZf v poloroviné ABC* a AABC z relace
AA,B,C, p AABC podle véty 13. Piimky A,4, BB
a C,C se protinajf v bodé P, ktery lez{ vné kruZnice k.
Zduvodnéte, pro¢ tomu tak je!

Redent (obr. 55). Piimky uvedené v zadani prochazeji
bodem P podle véty 13. To nemusfme znovu zdvodiio-
vat. Podstata vlohy tedy spodiva v tom, e médme doké-
zat, e jde o bod leZici ve vnéj§{ oblasti kruZnice £,
neboli Ze podle véty 10 jsou trojihelniky AA,B,C,
a AABC opadného smyslu.

Z konstrukce vyplyva: A4 || B,C; A BB | 4,C,.

Majf proto lichobéiniky AAC,B, a BBC,A, spoleény
vrchol O, tak¥e p¥mky C,C a C,C oddéluji body 4 a B
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i body A, a B,. Pfi konstrukci podle véty 13 nutné
padne bod 4 do poloroviny CC,A* a bod B do polorovi-

ny CC,B¥*, Tim se pofadi vrchold AABC oproti poradi
vrcholi AABC zméni, takle tyto trojihelniky jsou
opatného smyslu. ProtoZe trojihelnfky AABC a A
AA,B,C, jsou téhoZz smyslu, budou i trojihelniky

AA,B,C; a NABC smyslu opaéného a to jsme privé
potiebovali dokdzat.

Piiklad 7. Je dan tétivovy pétidhelnik A_ACLBF vepsa-
ny do kruZnice k = (0; 4 cm) takovy, Ze A4 = 3 cm,
AC, =2cm, ;B =4,5cm a BB = 4 cm. Na kruZnici
k urcete body 4,, C, C a B, tak, aby platilo

AABC p ANA,B,C, p NABC podle P.

Refeni (obr. 56). Podle véty 13 bude A,C, || BB
a B,C, | AA. Pfimky AA, a BB, se protnou v bodé P,
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p¥imky 44, a BB, v bod$ P, Potom p¥mka C\P protne
kruznici k v bod8 C a pfimka C,P v bodé C.

Pfiklad 8. Do kruZnice k = (0; 4 cm) vepiste AABC
s vnittnimi hly velikosti « = 57°, # = 69° a AABC
s vnit¥nfmi thly velikosti & = 36°, § = 78°, a to tak, aby
tyto trojihelniky byly v relaci AABC p 0 p AABC.

Rozbor. SloZens relace AABC p 0 p AABC vznikla
z relaci AABC p AA,B,C, a ANA,B,C, p NABC podle
véty 13. Musime proto nejd¥ive urdit velikosti vnit¥nich
uhld spoleéné slozky AA,B,C, v hledané sloZené relaci.
UtZijeme pii tom véty 14, podle které je:
& = 180° — (a + «') a po dosazen{
36° = 180° — (57° + «a’),
takie a' = 87°,
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B = 180° — (B + B') a po dosazenf
78° = 180° — (69° + §'),

takze g’ = 33°.

A

Konstrukce. Zname-li velikosti vnitinich Ghlua
A,B,C,, sestrojime dvojici AABC p AA,B,C, uiitim

véty 4 a potom i trojihelnik ABC uzitim véty 13.

8

Konstrukece je provedena na obr. 57.

Cvileni

. Jo déna kruZnice k = (0; 34 mm), jeji tétiva A,B, =

= 45mm a pél Q [@B, | A,B, A QB, = 50 mm]. Vite-li,

Ze usetka A,B, je stranou AA4,B,C, ze sloZené relace

AA,B,C,p NABC q NA,B,Cy, kde AA,B,C, =~

o= AA,B,C,, narysujte:

a) pfisludny pél P a strany 4B, 4,B,,

b) umistéte vrchol C tak, alz& bylo O, = C, a vrchol C
leZel na mens&fm oblouku AB kruZnice opsané.

Usetka KL = 5,6 cm je stranou AKLM vepsaného do

kruznice k = (0; 3,6) na ni% lez{ bod M, [KM, = 6], ktery

je vrcholem AK,L M, zrelace AKLM p AK,L,M,. Déls

je dén pél @ [KQ = 10, LQ = 5]. Narysujte trojici troj-

tGhelnfkd AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, podle sdruZe-

nych pélu P a Q.

Narysujte dvojici AEFG, AE,F,G,[EF = 4,2; SGEF =

= 42°; XGFE = 100°; < E,G,F, = <G,E,F, = 40°].

Nadvod. ProtoZe p6l Q padne daleko mimo nékresnu, se-

strojte nejdiive AE,F,G, podle sdruZeného pélu P.]

4. Le2i-li p6l @ na prodlouZeni strany AB trojahelniku 4ABC

za bod B, potom p#imka obsahujiei stranu 4,B, trojihel-
niku A4,B,C, ze sloZené relace AA,B,C,p 0 q AA,B,C,
podle sdrufenych péla P, @ prochézi pélem Q. Dokaite!

6. Necht vsloZenérelaci AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, jo

AK, LM, >~ AK,L,M, a pfisludny pél P leZi na strand
AB. Potom strana A4,B, prochdzi pélem P. DokaZte!

6. Pravouhly AEFG s pravym thlem pfi vrcholu F je ve-
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7.

8

9.

10.

11.

12

18

14

15.
16.

19,

Zoné gély P a Q leii na pfimee k jdoucl stfedem O tak, Ze

h = 3, OP = 1. Narysujte dvojici AE,F,G,poq
AEF,G, podle danych pdld, aniz sestrojite pél Q.

O dvojici trojuhelniki AK,L,M, [K,L, = 8; L\M, = 6;
MK, = 5,5]a AK,L;M,vime, %e maji spole¢nou kruZnici
opsanou, vrchol K, pili mensi oblouk L, M, & jsou nepfimo
shodné (AK,L,M, =~ AK,L,M,). Umistéte tyto trojihel-
niky tak, aby byly v relaci p o g podle pélu, jehoZ vzdéle-
nost od vreholu K, jed = 5,2.

Je dén AOAQ, kde O je stred kruZnice opsané AABC,
bod A jeho vrchol a bod @ vnéjsi pél. Sestrojte sdruZeny
vnit¥ni pél a provedte diskusi!

V trojuhelniku ROP je R vrchol ARUZ, O stfed kruZnice
ARUZ opsané a P vnitin{ p6l. Sestrojte sdruzeny vndjsi
pdl @ a provedte diskusi!

Vrchol 4 daného A APQ je vrcholem AABC a vrcholy P
a @ sdruZenymi pély z relace AA,B,C,p 0 q AA.B,C,.
Sestrojte body A4, a A, a provedte diskusi.

Je dén AALM. Sestrojte AABC tak, aby pfimka LM
byla osou jeho strany BC a body L, M leZely na pfimkéch
CA a CB. Provedte diskusil

Vrcholy AE,E.E jsou vrcholy trojihelnfki AE,F,G, ~
o~ AE,F,G; ze sloZené relace p O q. Sestrojte pifsludné
pély P a Q a provedte diskusi!

Nargsujte AEF,G, [EF, = 3; F,Gy = 3,6; YEF,G, =
= 100°] a kruZnici jemu opsanou. Necht E je vrchol
AEFG, F, vrchol AE.F,G, a Gy vrchol AE,F,G, ze slo-
Zené relace p 0 q podle sdrufenych péli P a @. Urdete
polohu péli P a @ tak, aby AEFG byl pravothly rovno-
ramenny a X FE,G.F, mél velikost 130°. Pfedem stanovte
potet Fedeni a potom nékteré narysujte.

Vyketfete mnozinu viech vnitinich péla P, jestliZe s nim
sdruzeny pél Q vzhledem k dané kruZnici probfhd pfimku
¢ kolmou na pfimku P@Q jdouci bodem Q.

Do kruZnice £ = (0; 5) umistéte tétivu 44, = 9. Na této
tétivé urdete pél P takovy, aby bylo AP.A4,P = 18.

Do kruZnice k = (0; 4,6) umfistéte tétivu KK, = 7. Na
piimce K K, uréete pél Q tak, aby bylo Q4.QA, = 25.

V dané kruznici & = (O; 32 mm) leZi vnitin{ pél P ve vzd4-
lenosti OP = 20 mm od stfedu kruZnice. Uréete polohu
sdruzeného pélu Q.
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18.
19.

20

21.

22,

28.

24.

25.

26.
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V. danékruZnicik=(0; 42 mm) uréete polohu pélu Ptak, aby
k nému sdrufeny vné;jsi pél byl od stftedu O vzddlen 73 mm.
Narysujte &tyfuhelnik KLQP, kde KI. = 4 je strana
AKLM, LQ = 8, XKLQ = 135°, XLQP = 25° a body
P, Q jsou sdruiené pély vzhledem ke kruznici opsané
AKLM.

Potom urdete polohu bodu M tak, aby trojuhelniky
AK,L,M,, AK,L;M, ze sloZenérelace p O q podle danych
péla P a @ byly pravoihlé s pfeponami K,M, = K,M,.
Je déna piimka & a na ni body P a Q [PQ = 8]. Vrchol 4,
[PA, = 2,7; QA , = 6,6] pati{ trojihelniku z relace
AABC p AA,B,C, podle P, kde AABC je rovnostranny.
Sestrojte AABC, AA,B,C, a AAB,C, tak, aby body P
a @ tvofily dvojici sdruZenych p6ld vzhledem ke kruznici
opsané AABO.

Na dané pfimce h lezi body P a @ [PQ = 7 cm]. Déle je
dén bod K = K,, ktery je spoleénym vrcholem trojihel-
nikt z dvojice AKLM q AK,L,M, podle @ a PK =
= 2,8 cm. Sestrojte trojici AK,L,M,p AKLM q

q AK,L;M, tak, aby body P, @ tvofily dvojici sdruzenych
péla a soudasnd bylo K,L, = L,M, = 4 cm.

Vrcholy trojihelniki AA,B,C, =~ AA,B,C, ze sloZené
relace p O q podle edruzenych pé6li P a @ leZi na spoleéné
kruznici opsané tak, %e tvofi vrcholy pravidelného &esti-
dhelniku. PFitom nenf Zddny vrchol Sestithelniku vyne-
chdn. Pfislusny AABC md velikosti stran v pomsdru
4 : 5 : 6. Stanovte nejdfive potet Fesenf a potom nékteré
narysujte!

Jodén AEFG [EF = 8,56; FQ = 6,4; GE = 5,2]. V sloze-
né relaci AE,F,G,p AEFGq AE,F,G, je AE,F.,G,
rovnostranny a AE,F,G, pravoihly rovnoramenny s pra-
vym dhlem pii vrcholu E,. Sestrojte!

Narysujte trojici AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, podle
P a Q tak, aby viechny tii trojihelniky byly pravouhlé
rovnoramenné s pravymi Ghly pfi vrcholech K, L,, M,.
Na kruZnici & = (0O; 4) zvolte body A4, 4, C, C, B, B
v tomto pofadi a potom sestrojte trojici AABO p
P AA\B,C,p ANABC. _ .
Na kruznici k& = (0; 4,6) zvolte body A4, B, 4, B, C, C
v uvedeném pofadf a potom sestrojte trojici AABC p
P AAB,0, p AABOC.



27, Je-li a" = 37°48’12", § = 79°32'56", = 103°14'42*, y =
= 12°46'27", udejte velikosti zbyvajicfch vnitfnich ahla
z trojice AABCp AA,B,C,p AABC.

28, Jsou dény velikosti dhli a = 66°24/, f' = 108°32', § =
= 49°43'. Zvolte jestd velikost dhlu a’ tak, aby trojice

(a, B, ¥); (&', B, ¥'); (8, B, 7) byly vnitinimi dhly z relace

AABCp AA,B,C,p AABC. MaZeme tuto velikost a'

volit libovolnd ?
29. Vysetfete mnozinu v8ech péld @ sdrufenych s pélem P,
ktery probihd oblouk nad dsedkou 4B s obvodovym
tdhlem <APB = y + 9, jsou-li y a 9’ velikosti vnitinich
1ihla trojdhelnika z relace AABC p AA,B,C, podle P.
Opekujte dlohu 29 pro mnozinu pélu P sdruZenych s pé-
lem @, ktery probihd oblouk nad \ise¢kou AB s p¥isluSnym
obvodovym tdhlem JAQB =y — .

80

87



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T18:05:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




