
Zajímavé dvojice trojúhelníků

Kapitola 1. Vymezení základních pojmů a vztahů

In: Arnošt Niederle (author): Zajímavé dvojice trojúhelníků.
(Czech). Praha: Mladá fronta, 1980. pp. 7–87.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403989

Terms of use:
© Arnošt Niederle, 1980

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/403989
http://dml.cz


K A P I T O L A 1 

A. V Y M E Z E N Í Z Á K L A D N Í C H 
POJMŮ A VZTAHŮ 

Předmětem našich úvah budou útvary v dvojrozměrném 
prostoru představovaném rovinou tr2. Tuto rovinu bu-
deme nadále pokládat za základní množinu bodů. V ní 
zvolme kružnici, nejlépe jednotkovou, k = (O; 1). Tím 
jsme základní množinu bodů rozložili na tři navzájem 
disjunktní podmnožiny K, K' a K", kde K je množina 
všech bodů na zvolené kružnici, K' množina všech bodů 
náležejících do vnitřní oblasti a K" množina všech bodů 
náležejících do vnější oblasti kružnice k. 

Uvažme nyní, že kterékoliv tři libovolně zvolené 
a navzájem různé prvky množiny K, například body 
X, Y a Z, jsou vrcholy trojúhelníku, protože žádné tři 
navzájem různé body na kružnici neleží v přímce. 
Označme množinu všech takto vytvořených trojúhelní-
ků Mt. 

V množině MT, která má zřejmě nekonečně mnoho 
prvků, definujme binární relaci p C [MT x MT) takto: 

Definice 1. Dvojice navzájem různých trojúhelníků 
AABC a A-^I-BÍC?! je prvkem relace p podle pólu P, když 
o jejich vrcholech platí současně: 

1. {A, B, C) C K A {Alt Bu C1} C K; 
2. přímky AAlt BBlt CC1 procházejí týmž bodem 

PeK. 

Úmluva. Vztah uvedený v definici 1 budeme zapisovat 
takto: 
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A ABC p ¿\A1B1C1 podle P, nebo 
[AABC, ¿s,AlB1C1] ep podle P, 

přičemž doložku „podle P" vynecháme, nebude-li ne-
bezpečí omylu. Je totiž možné, že příslušný pól nebude 
označen P, ale například S. Potom půjde o relaci p 
podle S. 

Z definice přímo vyplývají některé vlastnosti relace p: 
1. Relace p je symetrická, neboť podmínky uvedené 

v definici jsou splněny, i když zaměníme označení 
vrcholů A, B, C za At. Blt a naopak. (1.1) 

2. Relace p je zobrazením v množině MTt neboť dvojici 
bodů A B odpovídá dvojice Ax fé Blt takže je také 
AABC ťé A ^ M . (1.2) 

3. Toto zobrazení je středová kolineace se středem P, 
neboť trojúhelníky ABC a A1B1C1 leží tak, že přímky 
spojující sobě odpovídající vrcholy procházejí týmž 
bodem, tj. středem kolineace P. (1.3) 

Právě jsme v podstatě citovali větu dobře známou 
z projektivní geometrie jako větu Desargueaovu o troj-
úhelnících. Formulace věty Desarguesovy i důkaz její 
pravdivosti jsou uvedeny v Dodatku. Tam jsou z obr. 
D 8 zřejmé i vlastnosti středové kolineace, v niž odpo-
vídá trojúhelníku ABC trojúhelník KLM. 

Připomeňme si, že středová kolineace je dána středem, 
osou kolineace a dvojicí sobě odpovídajících bodů, které 
Iev:í na přímce jdoucí středem kolineace. Dále víme, že 
dvojice přímek sobě odpovídajících se protínají na ose 
kolineace. Je-li dán trojúhelník ABC, střed kolineace, 
osa kolineace a bod K odpovídající bodu A, snadno 
sestrojíme zbývající dva vrcholy A KLM. 

Například: přímky AC a KM se protínají na ose koli-
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neace h v bodě H a přímka 8M prochází bodem C. 
Přímka BC se s přímkou LM protne v bodě 0 rovněž na 
ose kolineace atd. 

Vedle vlastností vyplývajících ze středové kolineace 
má relace p ještě další důležitou vlastnost, jak hned 
dokážeme. 

Věta 1. Je-li dvojice trojúhelníků A ABC a A-^I-BI^I 
v relaci p podle P, potom bod P je středem kolineace 
a osou kolineace je polára bodu P vzhledem ke společné 
kruínici těmto trojúhelníkům opsané. 

Obr. 2 

Důkaz (obr. 2). Podle vzpomenuté věty Desarguesovy 
o trojúhelnících (1.3), procházejí-li přímky AAlt BB1 
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a GC1 týmž bodem P, leží body A0 = (BC O -BiCJ, 
B0 = (AC H ^ A ) a C0 = f) ^Mi) na téže přím-
ce, která je osou středové kolineace. 

Uvažovaná dvojioe trojúhelníků má však ještě navíc 
společnou kružnici opsanou £ a to znamená, že přímka 
p = AQBQ = 50C0 je nejenom osou kolineace, ale také 
polárou bodu P vzhledem ke kružnici k. Toto poslední 
tvrzení vlastně není třeba zvlášť dokazovat. Jeho prav-
divost vyplývá ze samotné konstrukce poláry bez 
použití tečen vedených z pólu k uvažované kružnici. 
Správnost konstrukce je dokázána v Dodatku. Zde je 
užitečné si ještě všimnout toho, že na obr. 2 se na poláře 

< — < — > 
protínají ještě další tři dvojice přímek, a to: [ABU AXE\, 
[BCv Bfi], [Ó2lt G^A], což je v dobrém Bouladu s dříve 
uvedeným tvrzením. 

Z toho všeho vyplývá, že relace p podle P je zvláštní 
případ středové kolineace podle středu P, kde vzor 
a obraz mají společnou kružnici opsanou. Tato zvlášt-

Obr. 3 
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nost spoěívá právě v tom, že sobě odpovídající dvojice 
bodů leží na této kružnici, což obecně o středové koli-
neaci neplatí. Je proto zcela na místě, že nadále nebudeme 
mluvit o středové kolineaci, ale o relaci p podle P. 

Za zmínku jistě stojí ještě případ vyobrazený na 
obr. 3. 

Zde pól P je vnitřní bod strany AB trojúhelníku ABC, 
takže je A = Bt A B = Av I v tomto případě jsou splně-
ny podmínky uvedené v definici 1, a proto i zde můžeme 
říci, že trojúhelníky A ABC a A^i-Si^i jsou v relaci p 
podle P. 

Na kartézském součinu (MT x MT) můžeme dále 
utvořit relaoi obdobnou relaci p podle P s tím rozdílem, 
že příslušným pólem bude bod Q ležící ve vnější oblasti 
kružnice k uvažovanému trojúhelníku opsané, tedy 
QeK'. 

Definice 2. Dvojice navzájem různých trojúhelníků 
ABC a A~B 2Ct je prvkem relace q podle pólu Q ležícího 
vně kružnice těmto trojúhelníkům opsané, když o jejich 
vrcholech platí současně: 

1. (A,B,G}C KA B2, Ca} C K; přičemž množi-
ny {Ji, B, C) a {A2, Bt, Ct} mají nanejvýá dva společné 
prvky. 

2. Přímky AA2, BB2 a CC2 prooházejí týmž bodem 
QeK'. 

Úmluva. Vztah uvedený v definici 2 budeme symbo-
licky vyjadřovat takto: 

A ABC q £\A2B2G2 podle Q, nebo 
[A ABC, /\A2B2C^ eq podle Q. 

Doložku „podle Q" i zde vynecháme, nebude-li ne-
bezpečí omylu, jako v případě relaoe p podle P. 
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Vlastnosti relace q, které vyplývají přímo z definice 2, 
jsou zcela analogické vlastnostem relace p uvedeným 
v (1.1), (1.2) a (1.3), takže je nemusíme znovu zdůvodňo-
vat. Podle toho je i relace q symetrická, jde o zobrazení 
v Mt, a to o středovou kolineaci se středem Q. Platí i věta 
obdobná větě 1. 

Víta 2. Je-li dvojice trojúhelníků, A ABC a l\AtB2Ct 
v relaci q podle Q, potom bod Q je středem kolineace a osou 
kolineace je polára bodu Q vzhledem ke společné kružnici 
těmto trojúhelníkům opsané. 

Důkaz (obr. 4). Přímky AA2, BB2 a CC2 mají společný 
bod Q, a proto se podle věty Desarguesovy protínají 
na jedné přímce odpovídající si strany A ABC a 
A A2B2C2. Tato přímka pak, protože body A, B, C, 
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A2, BT, Cg leží na téže kružnioi, je polárou bodu Q vzhle-
dem ke kružnici k. Také zde se na uvedené poláře protí-
nají dvojice přímek [AÉ, AFBFH, [BV, iž2(72], 0 A , 

a ovšem i dvojice \ABT, A^B], 

J e tedy relace q podle Q rovněž zvláštní případ stře-
dové kolineace, kde vzor a obraz mají společnou kruž-
nici opsanou. J e ovšem třeba mít stále na paměti, že 
složkami obou uvažovaných relací jsou trojúhelníky, 
nikoliv jejich prvky. Na rozdíl od relace p má relace q 

jednu zvláštnost, což konečně prozrazuje už odlišná 
formulace podmínky 1 v definici 2. Případy, kdy množi-
ny {A, B, C} a {A2, B2, C4} mají jeden nebo dva prvky 
společné, nastanou tehdy, jestliže pól Q leží na některé 
z tečen vedených ke kružnici k v jednom nebo dvou 
vrcholech A ABC, jak ukazují obr. 5—7. 

Na obr. 5 leží pól Q na tečně sestrojené ke kružnici k 
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opsané ¿\ABO v jeho vroholu A, takže je AT = A. Na 
obr. 6 je pól Q průsečíkem tečen vedených ke kružnici 
opsané &EFQ v jeho vrcholech E a F, takže je E = Et 
a současně F = Ft. Na obr. 7 je pól Q průsečíkem tečny 
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vedené ke kružnici opsané AÁBC V jeho vrcholu C 
s prodloužením jeho strany AB za bod B, takže je C = 
= C2, A = B2 a B == Aa. Všechny ty to tři zvláštní pří-
pady jsou v souladu s definicí 2 právě tak jako zcela 
zvláštní případ zobrazený na obr. 8. 

Obr. 8 

Zde je pól Q nevlastní bod roviny ar2l takže středová 
kolineace přechází v afinitu, nebol! přímky 
jsou tečnami kružnice opsané A K L M , který je pravo-
úhlý a body La M jsou krajní body jeho přepony. 

Z toho, co jsme zatím uvedli o vlastnostech relací 
p a q, je zřejmé, že tvar trojúhelníků v uvažovaných 
dvojicích je závislý na poloze pólů P nebo Q. Naskýtá se 
proto otázka, je-li možno tuto polohu určit konstruktiv-
n ě tak, aby uvažované dvojice trojúhelníků měly pře-
dem dané vlastnosti. Předpokládejme, že to možné je. 
Pak ovšem musí plati t t a to věta: 
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Víta 3. Je-li dán jeden z dvojice trojúhelníků A ABC p 
p /\A1B1C1 nebo A ABC q ¿\A2B2C2, potom, druhý troj-
úhelník je určen právě dvěma navzájem nezávislými prvky, 
přičemž póly P a Q dané polohou mají hodnotu dvou tako-
vých prvků. 

Důkaz. Věta obsahuje dvě tvrzení: 
a) Obecně platí, že trojúhelník je určen třemi navzá-

jem nezávislými prvky. Avšak dvojice trojúhelníků, 
které jsou v relaci p nebo q, mají vždy jeden prvek spo-
lečný, totiž velikost poloměru společné opsané kružnioe. 
Proto je druhý trojúhelník určen právě dvěma dalšími 
navzájem nezávislými prvky, jakmile první trojúhelník 
je dán. 

b) Pravdivost druhého tvrzení vyplývá z definic 1 a 2. 
Dané póly P nebo Q určují spolu a vrcholy daného troj-
úhelníku jednoznačně přímky AP, BP, CP, popřípadě 
AXP, BtP, CxPt nebo AQ, BQ, CQ, případně AtQ, BtQ, 
CtQ, a tím jsou rovněž jednoznačně určeny polohy bodů 
A, B, O, popřípadě Alt Blt Ct nebo A2, Bt, C2 na kruž-
nici le. 

Věnujme nyní pozornost velikostem vnitřních úhlů 
uvažovaných dvojic trojúhelníků. Lze předvídat, že 
existuje taková podmnožina množiny MT, jejíž prvky 
jsou v relaoi p nebo q s daným trojúhelníkem a přitom 
mají jeden úhel shodný, tj. předem dané velikosti. Dvě 
věty (věta 4 a 6), jejichž pravdivost dokážeme, nejenom 
potvrzují existenci takových podmnožin, ale udávají 
současně návod, jak lze sestrojit množinu všech pří-
slušných pólů P nebo Q. 

Věta 4. Má-li A ABC vnitřní úhly daných velikostí «, /?, 
y, a množina trojúhelníků, které jsou a ním v relaci p, vnitř-
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ní úhel ^¡iAyC^Bx dané velikosti y', potom množinou všech 
příslušných pólů P je oblouk kružnice mezi body A a B 
takový, že obvodový úhel příslušný k tomuio oblouku 
(--iiAPB = <p) má velikost: 

a) <p = y + y', je-li y + y' ^ 180° a oblouk AB leží 
v polorovině ABC, 

b) <p = 360° — (y + y'), je-li y + y' > 180° a oblouk 
AB leží v polorovině opačné k ABC (AB C ABC*). 

Obr. 9 

Důkaz, a) Předpokládejme nejdříve, že pól P leží v po-
lorovině ABC, a to bud uvnitř A ABC nebo vně (obr. 9). 

V obou případech vyplývá z vlastností obvodových 
úhlů: 

<ByAP = <BXAA! = šB&A, = y', (1.4) 
^ABXP = ^ABXB = <ACB = y. (1.5) 

Úhly ^BXAP a <^ABXP jsou vnitřní úhly &ABXP, 
jehož vnější úhel při vrcholu P je ~$APB. Je tedy veli-
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kost 3LAPB rovna součtu velikostí úhlů -¡¡iB^P 
a < A B J > , takže podle (1.4) a (1.5) je *£APB = y + y', 
což také znamená 

y + y ' < 1 8 0 ° . (1.6) 
Leží-li bod P na straně AB ¿\ABG, je ovšem 

y + y' = 180°. (1.7) 
Podle předpokladu mají úhly y a y' dané velikosti, 

takže jejich součet je stálý, a probíhá-li bod G oblouk 
AB kružnice A ABC opsané v polorovině ABC, pro-
bíhá pól P oblouk kružnice mezi body A a B takový, že 
příslušný obvodový úhel -$.APB má velikost <p = y + 
+ y', rovněž v polorovině ABC. Body tohoto oblouku 
bez krajních bodů A a B jsou prvky hledané množiny 
všech příslušných pólů P. 

Je-li pól P vnitřní bod úsečky AB (viz obr. 3), potom 
je podle (1.7) y -f- y' = 180° a oblouk AB přechází 

1S 



b) Umístíme-Ií pól P vně A ABC, například do poloro-
> 

viny ABC*, padnou do této poloroviny i všechny tři 
vrcholy A-^I-BI^I, a to tak, že (obr. 10) 

^ACXB < «MA-Bi = y'. (1.8) 

Protože je současně ^AC^B = 180° — <£ACB = 
= 180° — y, dostaneme po dosazení do (1.8) 

180° — y < y', neboli y + y' > 180°. 

V tětivových čtyřúhelnících a ACBBX je 

£AÍABÍ - ^PABt = 180° — = 
= 180° — / , 

^.AB^B = ^ABXP = 180° — <%ACB = 
= 180° — y. (1.9) 

Úhly $iPAB1 a ^.ABJ* jsou vnitřní úhly ¿\PABlt 
jehož vnější úhel při vrcholu P má velikost 

<£APB = ^PAB1 + ^AByP 

a po dosazení podle (1.9) 
<£APB = (180° — / ) + (180° — y) 

a po úpravě: 
APB = <p = 360° — (y + / ) . 

Také zde je podle předpokladu součet y -j- y' stálý, 
takže prvky hledané množiny všech pólů P dané vlast-
nosti tvoří oblouk kružnice mezi body A a B takový, že 
příslušný obvodový úhel má velikost q> = 360° — (y -f 
+ / ) • 

Velikosti úhlů ^BPC = <x + a' a <$.CPA = 0 + /?' 
se pak v tomto případě řídí částí a) důkazu. 

637 



Dokázali jsme pravdivost obou tvrzení věty 4 pro 
dvojici úhlů velikostí y, y'. Cyklickými záměnami dojde-
me k obdobným tvrzením pro dvojice <* a a', (} a /?'. 

Věta 6. Má-li A ABC vnitřní úhly velikostí af y 
a množina všech trojúhelníků, které jsou s nim v relaci q, 
vnitřní úhel <£A2C2Bt dané velikosti y', potom množinou 
všech pólů Q je oblouk kružnice mezi body A a B takový, že 
obvodový úhel příslušný k tomuto oblouku (-$.AQB = e) 
má velikost: 
e = |y — y'\, přičemž oblouk AQB leží 

> 
a) v polorovině ABC, když y — y' 0, _ 

> 
b) v polorovině ABC*, když y — y' < 0. 
Důkaz provedeme zvlášť pro polorovinu ABC a zvlášť 

pro ABC*. 
V polorovině ABC musíme rozlišovat čtyři různé polo-

hy pólu Q, z nichž tři jsou zobrazeny na obr. 11, 12 a 13, 
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Tečna t vedená ke kružnici opsané A ABC v bodě B 
rozděluje ABC na dvě části. Na obr. 11 leží pól Q v prů-
niku polorovin ABC fi tA, na obr. 12 na tečně t a na 
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Ve všech třech případech je 
•$AA2B = ACB = y (1.10) 

(jde o obvodové úhly) a také 
<A2BQ = ^A2G2B2 = / . (1.11) 

Tvrzení (1.11) ovšem musíme dokázat. 
V prvním případě jsou úhly -ifiA^BQ a A2CZB2 

obvodové úhly příslušné k oblouku AÍBÍ, 
v druhém případě je -$LA2BQ úsekový úhel příslušný 

k oblouku ATB2, takže je -^.AJBQ = -^A2G2B2, 
ve třetím případě pak je úhel <£A2BQ vedlejší 

k «í-íá^-Ba a ten má velikost 180° — y', neboť je proti-
lehlý k <$;A2C2B2 V tětivovém čtyřúhelníku A^BBTCT. 

Ve všech třech případech je <%AA2B vnější úhel troj-
úhelníku A2BQ při vrcholu A2. Označíme-li -£A2QB = 

Obr. 14 
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= e, potom je e = •Š.AAJi— -¿¡LAJiQ a podle (1.10) 
a (1.11) konečně 

e = y — y', neboli y = y' + e, (1.12) 

což znamená, že je větší než y'. 
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Leží-li pól Q na prodloužení strany AB za bod B, je 
y - y', neboli y — y' = 0. 

> 
V polorovině opačné k ABC jsou možné tři různé polo-

hy pólu Q zobrazené na obr. 14, 15 a 16. 
Na obr. 14 je Q e (ABC* f j tA*), na obr. 15 Qet, na 

obr. 16 je Qe(ABC* f j tA). Ve všech třech případech 
je v AAB2Q 

<AB2Q=y, (1.13) 
<£B2AQ = 180°— y'. (1.14) 

V prvním případě je <£AB2Q = <$.AB2B = <^ACB = 
= y (obvodové úhly), současně ^B2AQ = 180° — y', 
protože je ve čtyřúhelníku ABtC2At protilehlý 
k <£B2C2A2, 

v druhém případě je AB2Q úsekový úhel příslušný 
k oblouku AB, takže je AB2Q = <$:ACB = y, sou-
časně 'B2AQ = y' jako v případě prvním, 

ve třetím případě konečně je :AB2Q vedlejší 
k •$.AB2B a ten má velikost 180° — y, neboť je protilehlý 
k <£ACB v tětivovém čtyřúhelníku ACBB2 a obdobně 
<B2AQ je vedlejší k ^A2AB2 = <£A2C2B2 = y'. 

Označíme-li v AAB2Q $LAQB2 = e, bude ve všech 
třech případech 

e = 180° — [<£B2AQ + ^AB2Q] 
a podle (1.13) a (1.14) 

e - 180° — (180° — y' + y) = y' — y, neboli. 
y' = y + e, (1.15) 

což znamená, že y' je větší než y. 
Tím je dokázáno i tvrzení b) věty 5 a podle (1.12) 

a (1.15) je 
* = \Y-Y'\-
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I zde ovsem musíme vzít v úvahu cyklické záměny, 
podle nichž je <£BQC = |<x — a <$CQA = \p — 

Právě dokázané věty 4 a 5 mají pro naše další úvahy 
základní význam, a proto uspořádáme jejich obsah do 
tabulek: 

Velikosti úhlů: Poloha pólu P: Odkaz na 
obr. 17: 

y + y'< 180° PeABC I, II 

y + y' > 180° PeABG* III, IV 

y + y' = 180° PeAB V 
tab. 1 

Velikosti úhlů: Poloha pólu Q: Odkaz na 
obr. 17: 

y > y' QeABC I, III 

y < v' QeABC* II, IV 

y =y' QeAB VI 
tab. 2 

Římské číslice v tabulkách odkazují na obr. 17, kde 
jsou zobrazeny polohy oblouků zobrazujících množiny 
všech pólů P nebo Q pro různé vztahy mezi velikostmi 
úhlů y a y'. 
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Platí i věty obrácené k větám 4 a 5. Jejich důkazy 
jsou zařazeny do cvičení na konci kapitoly. 

K vlastnímu provádění konstrukcí je třeba připome-
nout ještě toto: 

Při sestrojování kruhových oblouků podle vět 4 a 5 
je vždy nutno pečlivě uvážit, ve které polorovině bude 
příslušný oblouk ležet. K tomu slouží uvedené tabulky 

Obr. 18 
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a cyklické záměny z nich vyplývající. Konstrukci si pak 
zpravidla usnadníme tím, že využijeme vlastností úse-
kových úhlů. Chceme-li například sestrojit množinu 
všech pólů P k dané dvojici úhlů y a y', je výhodné 
sestrojit v některém krajním bodě úsečky AB tečnu ke 
kružnici A ABC opsané (obr. 18). 

Tato tečna tvoří s úsečkou AB úsekový úhel velikosti 
y, načež graficky přičteme úhel velikosti y'. Kolmice 
na rameno součtu y + y ' vedená příslušným krajním 

bodem úsečky AB určuje spolu s osou úsečky AB střed 
hledaného oblouku. Máme-li sestrojit množinu všech 
pólů P s odpovídajícím obvodovým úhlem velikosti 
360° — (y + y ' ) , bude postup obdobný jako v předešlém 
případě (obr. 19), avšak volíme opačnou polorovinu 
a v ní sestrojíme úhel velikosti (y + y'). 

Zcela obdobně budeme postupovat při konstrukcích 
množin všech pólů Q. Zde se však může stát, že přesnost 
konstrukce bude ohrožena, zvláště když rozdíl y — y' 
bude mít příliš malou absolutní hodnotu. V tom případě 
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bude nutno použít známých konstrukcí na omezené ná-
kresně, konstrukcí přímek spojujících dva velmi blízko 
sebe ležící body na kružnici a podobně. Další možnosti 
takových pomocných konstrukcí nám poskytnou i úva-
hy zařazené do druhé části první kapitoly. 

Ukázali jsme již (věta 3), že k určení dvojice trojúhel-
níků z relací p nebo q, je-li jeden z trojúhelníků dán, 
postačí dva další navzájem nezávislé prvky. Mohou to 
tedy být například vedle velikosti poloměru společné 
opsané kružnice velikosti dvou vnitřních úhlů, pokud 
ovšem splňují nutnou podmínku 

a + 0 < 180° A í ' + J)'< 180°. 

Podle vět 4 a 5 můžeme předpokládat, že takto zadané 
úlohy budou mít vždy právě jedno řešení, protože pří-
slušné póly můžeme vždy určit jako průsečíky dvou kru-
hových oblouků s obvodovými úhly velikostí (a. + a') 
a (P + /?'). Logickou cestou dojdeme k závěru, že takto 
určeným bodem bude procházet i třetí oblouk geometric-
kého místa s obvodovým úhlem velikosti (y + y'). Správ-
nost této úvahy nyní dokážeme: 

Věta 6. Nechť dvojice trojúhelníků [A ABC, A 
ep mají vnitřní úhly velikostí po řadě a, fi, y a a.', ¡i', y', 

potom kruhové oblouky BPC, APC a APB určující polohu 
pólu P vzhledem k velikostem úhlů (a + a'), (/9 + fi'), 
(y + y'), mají vedle vrcholů /\ABC právě jeden další 
společný bod, totiž pól P. 

Důkaz provedeme sporem. 
a) Předpokládejme, že pól P je vnitřní bod /\ABC a že 

oblouky BPC, APC a APB neprocházejí jedním bodem 
(ol?r. 20). 
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Protože tyto oblouky podle věty 4 procházejí vždy po 
dvou týmž vrcholem A ABC, mohou mít právě ještě je-
den další společný bod. Označme tyto další průsečíky 
P 1> P3-

Obr. 20 

Podle předpokladu mají oblouky APXP^B, BPJP3C, 
CPSPXA vlastnosti hledaných množin podle věty 4. To 
znamená, že < A P X B má velikost (y -f y'), -ŠAPXC ve-
likost (/3 + Výpočtem zjistíme, že •$iCPxB má ve-
likost 

360° - (y + y') - (0 + p) = 180° - (0 + v) + 
+ 180° — {p' + y') = « + «'. 

Avšak tuto velikost mají úhly BPC, pokud podle 
předpokladu pól Px leží na oblouku CPB. Mimo ně žádný 
jiný bod roviny. Náš předpoklad byl tedy nesprávný 
a všechny tři oblouky procházejí jediným bodem. 

Zcela obdobný výsledek dostaneme pro pól P ležící 
vně A ABC, ovšem uvnitř kružnice A ABC opsané 
(obr. 21). 
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Jistě není nutné znovu opakovat celý myšlenkový 
pochod, stačí, uvedeme-li závěrečný výpočet: 

<BPyA = ^APXG + ^BPXG = (a + fi) + 
+ (*' + ?). 

neboli 

(180° — y) + (180° — y') = 360° — (y + ý). 

C 

Také zde procházejí všechny tři oblouky jediným 
bodem. 

Dříve než odvodíme obdobnou větu pro pól Q, doká-
žeme platnost užitečné pomocné věty. 

Víta 7. Nechtdvojice trojúhelníků [ A A B C , /\A2B2C2] 
e q má vnitřní úhly velikostí po řadě <x, (i, y a a', /S', y', 

a současně jeden vnitřní úhel A ABC je větší než jemu od-
povídající vnitřní úhel AA2B2G2, potom aspoň jeden, nej-
výše však dva další vnitřní úhly A ABC jsou menší než jim 
odpovídající úhly ¿\A2B2C2. 
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Důkaz, a) Především je vyloučen případ, kdy všechny 
tři úhly A ABC jsou větší než vnitřní úhly A AJi$t. 
V tom případě by platilo současně: 

a > a', p > p', y > y' 

a po sečtení těchto nerovnio 

« + P + Y > + P + / 
neboli 180° > 180°. 

b) Předpokládejme, že platí 

« > ď A P > P , 
odtud plyne a. + P > «' + P'> což můžeme psát také 
takto: 

180° — y > 180° — / , takže 
— y > — y', neboli y < y'. 

c) Zaměníme-li v předcházejícím textu znaménka 
„větší" za „menší" a naopak, dostaneme potvrzení 
platnosti druhé části tvrzení, že mohou dva úhly být 
menší a to — v souladu s výsledkem první části důka-
zu — nejvýše dva. 

Zde je na místě připomenout tabulku 2 uvedenou za 
větou 5. Užijeme-li věty 7, snadno provedeme cyklické 
záměny k tabulce 2 a tím určíme spolehlivě polohu pólu 
Q vzhledem k velikostem vnitřních úhlů trojúhelníků 
L\ABC a A-4tB2(7a z relace q. 

Yíta 8. Nechť dvojice trojúhelníků [ ¿\ABC, 
&AtBzC^\ eq má vnitřní úhly velikostí po řadě a, P, y 
a a', P', y'\ potom kruhové oblouky BQC, AQC a AQB 
určující polohu pólu Q vzhledem k velikostem úhlů |a — a'|, 
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\P — P'\, |y — y'\ mají vedle vrcholů ¡\ABC právě jeden 
další společný bod, totiž pól Q. 

Důkaz provedeme opět sporem. 

a) Předpokládejme nejdříve (obr. 22), že pól Q leží 
> » 

v průniku ABC* f) -&ACB. V tom případě je podle vět 
5 a 7 

ý > y => ŠiAQB = y' — y, 
«'<«=* <BQC = « — «'," 

P' <p => *AQC=p — p. 

Příslušné oblouky takto určené nechť se protínají 
v bodech ^ # $3- Podle věty 5 pak platí 

^AQfi = /? — p' A - íf l&C = <* — <*'• 
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Součet těchto dvou úhlů má velikost 

<£AQB = (a-«') + W — n = (cc + P) — 
— («' + n = (180° — y) — (180° — / ) = 

= / — y- __ 

Podle tohoto výsledku leží pól Q na oblouku AQ2Q3B, 
takže předpoklad Q± ^ Q2 ^ Qa je nesprávný a všechny 
tři oblouky procházejí týmž bodem Q. 

b) Umístíme-li pól Q do úhlu vrcholového k <£BAC, 
potom bude (obr. 23) 

y'>y => -%AQB = y' — y, 

«'>«=» -Š.BQC = «' — <*. 
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Oblouky takto určené se protnou v bodech Qx ^ Q2 já 
Q3. Další úvahy pak jsou shodné s úvahami z první 

části důkazu se stejným závěrem, že všechny tři oblouky 
procházejí týmž bodem, tj. pólem Q. Zde se na první 
pohled zdá, že důkaz ještě není úplný, protože jsme ne-

> 
vzali v úvahu polohy pólu Q v polorovině ABC. To však 
není nutné, protože cyklickými záměnami bychom 

> 
došli ke stejným závěrům pro poloroviny ACB* a BCA *, 
čímž je celá rovina až na vnitřek A ABC vyčerpána. 
Pól Q ovšem podle definice 2 v této části roviny ležet 
nemůže. 

Obr. 24 

Věty 6 a 8 mají jeden zajímavý důsledek. Uvážíme-li 
totiž, že relace p a q, jak jsme dříve ukázali, jsou sy-
metrické, můžeme v důkazech vět 6 a 8 zaměnit ozna-
čení vrcholů trojúhelníků z uvažovaných dvojic [ A A B C , 
AA&Cjepa, [&ABC, AA2B2C2]eq. Potom pólem 
P procházejí další tři oblouky, a to A^PBy, BlPC1 
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a CyPA^ s příslušnými obvodovými úhly velikostí 
(y + / ) , (P + P') a (« + «') (obr. 24). 

Obdobně pak pólem Q procházejí rovněž tři další 
oblouky A2QB2, B2QC2 a C2QA2 s příslušnými obvodový-
mi úhly velikostí \y — y'\, \P~P'\ a |<x — <*'| (obr. 25). 

Výčet vlastnosti relací p a q uzavřeme důkazem další 
věty, která se týká polohy vrcholů uvažovaných dvojic 
trojúhelníků na společné kružnici opsané. 

Věta 9. Méjme dvojice trojúhelníka [ A A B C , 
AA^CJep podle P a [AABC, AAtB2C2]eq podle 
Q takové, že ani pól P ani pól Q neleží na nékteré stráni 
A ABC nebo na jejím prodloužení, potom o vzdálenostech 
vrcholů uvažovaných trojúhelníků platí: 
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ABX BC1 CA1 

CB~' ~AČi ' ~BA[ = 1. 
AB, BCO CA, 
CB. AC* BA. 

= 1. 

Důkaz, a) Na obr. 26 je v trojúhelnících £±ABXP 
a A B A t P 

-$APB1 = ŠIBPAI (úhly vrcholové) 

3.ABJ* = 3.BAJ> (úhly obvodové), 

a proto A A B T P ~ A B A T P , takže je 

ABV _ AP 
BA1 ~ BP ' 

Obdobně je A B C T P ~ A C B X P a také 

BC, _ BP 
CBT CP 

(1 .16) 

(1.17) 
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a konečně ¿\CAXP ~ AACXP, takže 

ACX~1[P ( L 1 8 ) 

Vynásobíme-li nyní rovnosti (1.16), (1.17) a (1.18), 
dostaneme: 

ABX BCX CAL = AP BP CP 
BAX ' CBX ' AGX ~ BP' CP' AP' 

Na pravé straně se vykrátí velikosti úseček AP, BP, 
CP, takže výraz na levé straně se rovná 1. Po úpravě pak 
odtud dostaneme dokazovaný vztah: 

ABX BCX CAX = 1. 
CBX ACX BAX 

b) Na obr. 27 je v trojúhelnících &AB2Q a A B A T Q 

ŠAQBI = <ÍBQAT, 

c v 

Obr. 27 
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neboť jsou totožné, 
<AB2Q = <£BA2Q, 

protože 
<$IAB2Q = <£AB2B = 180°— -$.AA2B 

(úhel protilehlý ve čtyřúhelníku tětivovém A B 2 B A 2 ) . 

Protože úhel -$AA2B je vedlejší k -^BA2Q, je 
<AB2Q = <$LBA2Q. 

Trojúhelníky A A B 2 Q a ¿\BA2Q mají tedy dva úhly 
shodných velikostí, takže je A A B 2 Q ~ A B A 2 Q . 

Z podobnosti trojúhelníků pak plyne 

A B 2 AQ 

B A 2 - BQ ' 

Obdobně je A B C 2 Q ~ A C B 2 Q , odkud 
BC2 BQ 

GB2 GQ 

a konečně i L\CA2Q ~ AAC2Q a odtud 

GA2 CQ 

AC2 AQ 

(1.19) 

(1.20) 

( 1 . 2 1 ) 

Vynásobením (1.19), (1.20) a (1.21) a po obdobných 
úpravách jako v předešlé části důkazu dostáváme: 

AB* BGS C A T _ 

CB2 AC2 B A 

Podle předpokladu neleží pól P na žádné straně 
A ABC. V tom případě by bylo například A = BT A 
KB = AX, takže ABT — BAX = 0 a do dokazovaného 
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vztahu se dostává neurčitý výraz — a výraz pozbývá 

smyslu. Obdoba platí i pro pól Q. 

Dosud poznané vlastnosti relací p & q nás již dosta-
tečně vyzbrojují k řešení úloh. Zde několik příkladů: 

Příklad 1. Je dán A ABC s vnitřními úhly velikostí 
<x = 100°, 0 = 30°. Určete polohu pólů P a Q tak, aby 
AA^B^GÍ a /\AtB2C2 z relací p a q byly trojúhelníky 
rovnostranné. 

a) Rozbor. Podle zadání je y = 180° — (100° + 30°) = 
= 50°, 

a' =p' =y' = 60°. 
Dále platí: 

(X + OL = 100° + 60° = 160°, 
P + P' = 30° + 60° = 90°, 
y + y' = 50° + 60° = 110°. 

Všechny tři součty jsou menší než 180°, a proto pól P 
je vnitřní bod i\ABC. 

« — <*' = 100° — 60° = 4 0 ° => Q eBGA, 

P — P'= 60° —30° = 30° => QeACB*, 
y — y ' = 60° —50° = 10° => QeÁBC*. 

Podle toho leží pól Q v průniku BGA 0 ACB* Q 
H ABC*. 

b) Konstrukce. Nejdříve sestrojíme A ABC: Na kruž-
nici k = (O; 4) zvolíme bod A, v něm sestrojíme tečnu 
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ke kružnici k a úsekové úhly velikostí /? = 30° a y = 50°. 
Ramena úsekových úhlů určí na kružnici k body B a C. 
Potom sestrojíme příslušné oblouky zobrazující množiny 
hledaných pólů. Volíme oblouk APG, protože k němu 
příslušný obvodový úhel má velikost + = 90°, 
takže střed oblouku je středem úsečky AČ. 

Obr. 28 

Podle rozboru je výhodnější zvolit jako druhý oblouk 
APB s příslušným obvodovým úhlem velikosti y + y' = 
= 110°. Konstrukce je provedena na obr. 28. 

V druhé části úlohy (obr. 29) obdobným postupem 
určíme polohu pólu Q jako průsečíku oblouků BQC 
s obvodovým úhlem velikosti « — <*' = 40° a oblouku 
ČQA s obvodovým úhlem velikosti — = 30°. Tyto 
oblouky jsou výhodnější, protože rozdíl y' — y = 10° je 
příliš malý. V obou případech opět užijeme ke konstrukci 
příslušných úsekových úhlů. 
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c) Důkaz vyplývá z užitých vět a popisu konstrukce. 
d) Diskuse. Všechny tři trojúhelníky (A ABC, 

/\A1BíCl i /\A2B2G2) jsou určeny velikostmi dvou 
vnitřních úhlů a poloměru kružnice opsané, tedy jedno-
značně. Obě části úlohy proto mají po jednom řešení. 

Příklad 2. K danému rovnostrannému trojúhelníku 
ABC vepsanému do kružnice o poloměru r = 4,5 cm 
sestrojte trojúhelníky ¿\A1BlCí z relace p a AA2B2C2 
z relace q takové, aby byly pravoúhlé s jedním ostrým 
úhlem velikosti 60°. 

a) Rozbor. Podle podmínek úlohy může o velikostech 
vnitřních úhlů hledaných trojúhelníků platit: 

C. 

/ , // 
Obr. 29 

«' = 90°, p ' = 60°, ? = 90°, ý = 60°, 
<*' = 90°, y' = 60°, y' = 90°, 0' = 60°, 
P' = 90°, a ' = 60°, / = 90°, a ' - 60°. 
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Obě části úlohy proto budou mít po šesti řešeních, 
celkem dvanáct řešení. Zde provedeme pouze dvě z nich. 

Zvolme například a' = 90°, /?' = 60° = » / = 30°. 
b) Konstrukce (obr. 30). 
Je-li 0' = 60°, je P' = p, takže oblouk APC bude pro-

cházet středem opsané kružnice, neboť <£APC = 2. 
. <$ABC. Protože dále je y + / = 90°, je oblouk ÁPB 
obloukem Thaletovy kružnice nad průměrem AB. Tím 
se konstrukce pólu P značně zjednoduší. Dále pak 
postupujeme podle definice 1. 

Zvolíme-li stejné podmínky i pro sestrojení druhé 
části úlohy (obr. 31), dostaneme: 

<*' — * = 30°, p — p' = 0°,y — y' = 30°, 

takže podle věty 5 padne pól Q na přímku AC. Bude 
proto A2 = C a současně C2 = A. 

42 



Příklad 3. Je dán A ABC vepsaný do kružnice o polo-
měru r = 4,2 s vnitřními úhly < B A C = a. = 105° 
a -$ABC = 0 = 50°. Sestrojte trojúhelníky AA1B1C1 
a ¿\AiB2C2 z relací p a g takové, že 

a) A ^ M SÍ A B C A , 
b) A ^ A C J s A^-B(7. 

Rozbor (obr. 32). a) V prvním případě je především 
y = 180° — (a£ + /?) = 25°. Dále musí při přemístění 
platit: 

C\ = 4 => y' = « = 105°, 

At = B => ď = P = 50°, 

B, = C => P' = y = 26°. 
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Máme tedy: 

« + « ' = < * + /? = 155°, 

P + P' =P + y = 75°, 

y -f / = y + « = 130°. 

Obr. 32 

Všechny tři součty jsou menší než 180°, takže pól P 
je podle věty 4 vnitřní bod A ABC. Konstrukce se pro-
vede jako v předešlých úlohách. 

b) Ve druhém případě je « = ď, p = /?', y = y'. Zde 
dostáváme zajímavý výsledek, protože 

CL — <x' = 0 => pól Q leží na přímce BC, 

P—P'= 0 pól Q leží na přímce AC, 

y — y' — 0 => pól Q leží na přímce AB. 



Protože přímky AB, BC, AG mimo vrcholy A ABC 
již žádné další společné body nemají, zdálo by se, že 
úloha nemá řešení. Avšak podmínku -^AQB = BQG = 
= -$.CQA = 0° splňují tři nevlastní body roviny, takže 
je (obr. 33) 

GQx || AQ1 s BQs, BQt || AQ2 s CQ2; 

AQ31| BQt s CQ*. 

Obr. 33 

Příklad 4. Je dán pravoúhlý AABC S přeponou 
AB = 8 cm a úhlem <£CAB = 60°. Sestrojte AA1B1G1p 
p AABG, jehož strana AlB1 má velikost 7 cm a poloměr 
kružnice vepsané Q = 1,7 cm. 

Rozbor. Protože A ABC je pravoúhlý, má poloměr 
kružnice opsané oběma trojúhelníkům velikost poloviny 
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přepony, tj. 4 cm. ¿^A^BjC^ je určen třemi navzájem 
nezávislými prvky, tj. velikostmi poloměrů kružnice 
opsané a vepsané a strany A^B^ Při konstrukci budeme 
postupovat tak, že nejdříve sestrojíme zvlášť A ABC 
a zvlášť A ^ A C j , načež užitím věty 4 „vložíme" troj-
úhelník A^B-fii do kružnice opsané A ABC. 

Konstrukci AA1B1CÍ řešíme jako samostatnou úlohu. 
Předpokládejme, že existuje A A ' B ' C ^ AA1B1C1 (obr. 
36). 

Na kružnici opsané poloměrem r = 4 cm kolem středu 
O' umístíme tětivu A'B' = 7 cm. Označme M střed 
menšího oblouku Bude-li vrohol C' hledaného 
trojúhelníku probíhat větší oblouk A'B', bude střed S' 
kružnice vepsané trojúhelníku A'B'C' probíhat oblouk 
g1 kružnice opsané kolem bodu M poloměrem velikosti 
MA' = MB'. S důkazem správnosti této konstrukce 
se setkáme až ve druhé kapitole. Současně leží bod S' na 
rovnoběžce g2 se stranou A'B' vedené ve vzdálenosti 
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g = 1,7 om. V našem případě má tato pomocná kon-
strukce dvě řešení. 

Nyní již známe velikosti všech tří součtů a + a', 
/9 + P ' , y + y'> takže můžeme užitím věty 4 přemístit 
A A'B'C' do kružnice opsané A ABC (viz obr. 34). 

Příklad 5. K danému trojúhelníku ABC [.AB = 8, 
BC = 4, CA = 6] sestrojte ¿\AÍBLCL z dvojice [ A A B C , 
A^i-BjCY] e p podle P takový, že: 

a) ABX :CB1 = 3 : 4 , CAX : BAX = 4 : 7 a pól P je 
vnitřní bod A ABC. 

b) ABT \CBÍ = 9 : 16, BCX : ACX = 6 : 7 a pól P 
— 

leží v polorovině ABC*. 

Řešení. V obou případech nejdříve zjistíme velikosti 
poměrů, které v úlohách nejsou zadány. Použijeme věty 9. 

. ABT CAY 
a ) -čB7 q BA;-

AB± BC± 
; CB1 ' ACX

 Q ~~ 16 

3 4 , 7 BCX 

9 
AGL 

CAX 6 , 56 
= 2 7 = B A i 
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Je výhodné provést tyto výpočty ještě před vlastním 
provedením konstrukce, protože lze vypočteného poměru 
často použít k zajištění větší přesnosti. V daném případě 
je strana BC = 4 nejmenší a to, jak uvidíme dále, pů-
sobí při konstrukci určité potíže. 

Zde využijeme v obou případech známého vztahu, že 
osa úhlu v trojúhelníku dělí stranu trojúhelníku na dvě 
části, jejichž velikosti jsou v poměru velikostí přilehlých 
stran. V daném případě a) například máme sestrojit troj-
úhelník ABXC, jehož strany mají velikosti v poměru 

Rozdělíme proto úsečku AG v udaném poměru a dělicí 
bod označíme B0. Osa strany AG nechť protne opsanou 
kružnici v bodě [5] ležícím na větším oblouku ABC. 
Přímka [-B]-B0 pak protne menší oblouk kružnice mezi 
body i » Ó v hledaném bodě BV Že tomu tak skutečně 
je, snadno dokážeme, neboť jsou-li oblouky A[B] a C[B] 
shodné, jsou shodné i k nim příslušné obvodové úhly 
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•¿fiAB^E] a ^CB^B], Stejným způsobem sestrojíme 
i další bod, zde nejlépe bod C\, takže přímky BBT 
a CC1 se protnou v hledaném bodě P. 

V případě b) postupujeme obdobně s tím rozdílem, že 
oba body [B] a [C] leží na oblouku ABC (obr. 37). 

Je třeba ještě připomenout, že předcházející dvě úlohy 
> > 

mají více řešení, a to v polorovinách ABC*, CAB*, 

BCA*. Není-li však daný trojúhelník tupoúhlý, jako je 
tomu v našem případě b), jsou konstrukce tak obtížné, 
že nelze zaručit jejich přesnost, a nemají tedy praktický 
význam. 

Příklad 6. Jsou dány tři úsečky velikostí a, b, c. 
Úsečku c rozdělte na dvě části, jejichž velikosti jsou 
v poměru aa : b2. 
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Rozbor. Ke konstrukci užijeme věty 9. Bude-li totiž 
ABX = BCX = a A CBl = AC1 = b, bude podle věty 9 

ABX BC^_ CAX 

CBi 
a 
6" 

takže 

a odtud 

5.4 x 

a2 CA± 
b2' BAy  

CAt 6» 
B^! ~~ o8 

C A 
= 1. 

= 1 

Konstrukci provedeme podle obr. 38: 
Narýsujeme libovolnou kružnici k a na ní zvolíme bod 

B. Od bodu B naneseme po řadě tětivy BC\ = a, CXA — 
= b, ABX = a, B f i = b. Přímky BBX a CCX se protnou 
v bodě P. Potom přímka AP určí na kružnici k bod Ax 
a podle věty 9 platí 

BAX :,CA1 = a2 : b2, 
a i-
bi-
ci" 

Obr. 38 
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načež danou úsečku velikosti c rozdělíme v poměru 
BAX : CAX. 

Poznámka. Jsou-li dané úsečky a, b příliš veliké, je 
možno je zmenšit ve vhodném libovolně zvoleném po-
měru. 

Příklad 7. Do kružnice k = (O; 40) vepište A ABC 
[.AB = 45; <$ABC = 120°]. Na polopřímce OA určete 
bod M (OM = 80). Bodem M vedte přímku m ±OA. 
Do kružnice k pak vepište AA1B1C1 tak, aby se dvojice 
přímek (AB, l~3i), (BC, BfiJ a (CA, C ^ ) protínaly 
po dvou na přímce m. 

Rozbor. Protože přímka m nemá s kružnicí k žádný 
společný bod, budou podle věty 1 přímky AAlt BBt 
a CCi procházet bodem ležícím uvnitř kružnioe k a přím-
ka TO bude polárou tohoto bodu. Na obr. 39 je to bod P. 

B, ^ 

A 1 

A ó' B 
o 

m Obr. 39 
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Konstrukci bodu P provedeme tak, že nejdříve vede-
me středem O kružnice k kolmici na přímku m, tj. přím-
ku OM. Bod M je sdružený pól k hledanému pólu P. 
Ten pak sestrojíme například pomocí tečny vedené z bo-
du M ke kružnici k, jejíž dotykový bod leží na kolmici 
vedené pólem P na přímku OM. Potom nám polopřímky 
AP, BP a CP určí na kružnici k hledané vrcholy 
AAjBjC» 

Takto zadaná úloha má vždy jedno řešení, pokud přím-
ka m není tečnou kružnice k. To platí i v tom případě, že 
přímka m protne kružnici k. O tom nás přesvědčí řešení 
další úlohy. 

Příklad 8. Do kružnice k = (O; 40) vepište A ABC 
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(iOM = 15) a vedte jím přímku m _L OB. Potom vepište 
do kružnice k trojúhelník A2B2G2 tak, aby se dvojice 
přímek (AB, A^2), (BG, B2C2) a (CA, C^A2) protínaly 
po dvou na přímce m. 

Rozbor. Jde o obdobu úlohy z příkladu 7 s tím rozdílem, 
že daný bod M je sdruženým pólem pólu Q ležícího ve 
vnější oblasti kružnice k. 

Bod Q sestrojíme v tomto případě tak, že v průsečí-
cích přímky m s kružnicí k vedeme tečny k této kružnici 
a ty se protnou v hledaném bodě Q. Potom přímky QA, 
QB a QC určí na kružnici k vrcholy hledaného AA2B2G2 . 

Také takto zadaná úloha má právě jedno řešení, pokud 
přímka m není tečnou kružnice k. 

Na závěr je třeba ještě připomenout toto: 
Podle výsledku příkladu 4 zřejmě můžeme k danému 

trojúhelníku umístit do kružnice jemu opsané trojúhel-
ník podobný k libovolně zvolenému trojúhelníku tak, 
aby spolu s daným vytvořili dvojici z relace p nebo q. 

Ve cvičeních, která následují, jsou uvedeny ještě někte-
ré další úlohy jiného typu, než je ukázáno v příkladech. 
Vzhledem k shora uvedené připomínce je zde volba 
a možnost různých kombinací nevyčerpatelná. 

Cvičení 

1. Do kružnice k = (O; 3) vepište AABC [a = BC = 5,5; 
c = AB = 4]. Sestrojte AAlBlGl Z relace A ABC p 
p AA1B1C1 podle P[AP = 2,5; BP = 2]. 

2. Do kružnice o poloměru r = 32 mm vepište rovnoramenný 
AEFO, jehož základna EF má velikost 40 mm. Sestrojte 
AEtFtQi q AEFG podle pólu Q, je-li FQ = 40 mm, 
OQ = 75 mm. 
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8. Je dán A ABC [AB = 6; BC = 3,5; -ZABC = 60°]. Se-
strojte AAtBtCt z relace q podle pólu Q, který leží na 
prodloužení strany AB za bod B tak, že BQ = 2. 

4. Trojúhelník RZJT mé velikosti stran v poměru RU : UT : 
: TR = 4 : 5 : 6 . Určete polohu pólu Q tak, aby platilo 
ARVT SŽ AÍVř.TjA ARUTq ARtUtTt podle Q. 

5. Je dán A ABC [AB = 5; r = 3; vc = 4], kde r je velikost 
poloméru kružnice opsané a vc velikost výšky příslušné 
ke straně AB. Bod (případně Gt) půlí oblouk AB kruž-
nice A ABC opsané a vzdálenost pólii P (případně Q) od 
přímky AB má velikost d = ve. Sestrojte AA1B1C1 

z relace p podle P (případně AAtBtC, z relace q podle Q). 
6. Do kružnice o poloměru r = 3 cm vepište pravidelný pěti-

úhelník. Dva jeho sousední vrcholy označte A, B a zbý-
vající tři vrcholy <7„ Alt B1 v libovolném pořadí (půjde-li 
o relaci q, změňte indexy na A„ Bt). Utvořte všechny 
dvojice [A ABC, A ^ A O j G p , případně [A ABC, 
A-4frBjC,] tak, aby všechny možné obměny v pořadí 

vrcholů C, Au B, nebo C, A„ B% byly vyčerpány. Zapište 
všechna výsledná pořadí šesti bodů na opsané kružnici. 

7. Neleží-li pól P nebo Q na žádné straně A ABC ani na je-
jich prodloužení, neleží ani na žádné straně A^i-BiCl nebo 
AA,BtCt z relací p nebo q ani na jejich prodloužení. 
Dokažte 1 

8. Trojúhelník EFG je dán velikostmi stran, a to: EF = 
= 7 cm, FG = 5 cm, GE = 6 cm. Pól P leží na straně EF 
tak, že EP : FP = 3 : 2 . Sestrojte dvojici AE^F^G^ p 
p AEFG podle P, aniž narýsujete kružnici AEFG opsa-
nou. 

9. Základna rovnoramenného A ABC má velikost AB = 3 cm 
a jeho ramena AG = BG = 5 cm. Na prodloužení strany 
AB za bod B leží pól Q tak, že AQ : BQ = 7 : 5. Sestrojte 
dvojici [ AAtBtGlt AABCJeq podle Q, aniž narýsujete 
kružnici A ABC opsanou. 

10. Trojúhelníky A ABC p AAlBlG1 podle P mohou být na-
vzájem shodné nebo neshodné, avšak nemohou být podob-
né s poměrem podobnosti různým od 1. Odůvodněte! 

11. Upravte text úlohy 10 takto: Existuje dvojice [ A A B C , 
A ^ i ^ i C J e p podle P taková, že A ABC ~ A 

Ukažte na rozdíly v textu a uvažte, je-li takto upravený 
výrok pravdivý. 
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12. Rovnoramenný A K t L t M t ee základnou K,Lt = 4 cm je 
v relaci q podle pólu Q ležícího na přímce K,Lt s A K L M 
rovněž rovnoramenným se základnou KL. Sestrojte 
vrcholy M a M,. 

18. Trojúhelníky A ABC a AA1BlC1 mají společnou kružnici 
opsanou k = (O; 3,5), přičemž je AB = 5, lABC = 76°, 
A1B1 = 7 a velikost výšky příslušné ke straně .4,1?, je 
r , = 2,5. Umístěte tyto trojúhelníky do kružnice k tak, 
aby přímky AA l t procházely týmž bodem 
uvnitř společné kružnice opsané. 

14. Úlohu 13 řešte tak, aby společný bod přímek ÁÁlt hÉ1 

, byl vně kružnice opsané. Indexy se ovšem změní! 
15. K danému trojúhelníku RTU vepsanému do kružnice k = 

= (O; 3,8), jehož vnitřní úhly mají velikosti -Š.TRU = 
= 120°, -^UTR = 46°, sestrojte rovnostranný trojúhelník 
a) ARIT1U1 Z relace p podle P, 
b) A R » T t U x z relace q podle Q. 

16. Je dán rovnostranný A ABC. Sestrojte pravoúhlý rovno-
ramenný AAiBiCl Z relace q podle Q. 

17. Je dán A ABC s vnitřními úhly -$ABG = p = 40° a 
•ŽACB = y = 60° vepsaný do kružnice k = (O; 3,6). 
Narýsujte dvojici [ A^i-BjC,, A ABC] 6 p podle P tak, 
aby bylo •$.A1C1B1 = <x, •ÍAlBíCl = y. Jaký je vztah 
mezi těmito trojúhelníky? Zapište! 

18. Vyšetřete množinu všech pólů P určujícíoh dvojice troj-
úhelníků [ A ABC, AAjBfii] e p podle P takové, že vnitř-
ní úhly A ABC mají velikosti a. = 40° a /? = 65° a jim 
odpovídající vnitřní úhly AA1BlCl velikosti «' = 60°, 
P' < 90°. 

19. Vyšetřete množinu všech pólů Q určujících dvojice troj-
úhelníků [ A K L M , AKjLjM^eq podle Q, víte-li, že 
KL = 6,5; LM = 4 a KLM = 1 1 0 ° a současně je 
-$KtLtMt = 70" a K2LX S 6,5. 

20. Sestrojte dvojici [ A UHP, A UJIyF^ e p podle P vepsa-
nou do kružnice o poloměru r = 4 cm, jsou-li velikosti 
vnitřních úhlů <£ UHF = 120°, < UFH = 26°, -i U1H1Fl = 
= 109°, ^.FyUyHy = 25°. 

21. K trojúhelníku KMZ s vnitřními úhly velikostí -¿¡LKZM = 
= 30°, -$ZKM = 40° sestrojte AK1MlZ1 S vnitřním 
úhlem -$:KlMxZ1 = 130° z relace p podle pólu P, který 
půlí poloměr společné kružnice opsané. 
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22. Trojúhelník ABC je dán velikostmi stran: AB = 5 cm, 
BC = 3 cm, GA = 7 cm. Sestrojte všechny rovnoramenné 
ísA^B^Gi nebo AAtBtGt z relací p nebo q podle pólů P 

nebo Q ležících na přímce AB. 
28. Opakujte úlohu 22, avšak slova „podle pólů ležících na 

přímce AB" nahraďte slovy „takové, že A1B1 = AB nebo 
37»! - AB"-

24. Je dán AKiL1M1 vepsaný do kružnice o poloměru r = 3,5, 
jehož strany mají velikosti KlLí = 4 a LlMl = 3. Narý-
sujte A K L M , který je s daným trojúhelníkem v relaci 
p podle P a je pravoúhlý s odvěsnami, jejichž velikosti 
jsou v poměru 3 : 4. 

25. Do kružnice o poloměru r = 4 cm vepište dvojici [ A ABC, 
A 4 , B 2 C , ] e g podle Q tak, aby bylo A%Bt = BO = 6,8 
cm, Bt0t = 1/2 AG = 2,5 cm. 

26. Narýsujte dvojici [ AK^M» A KLM] e p podle P, kde 
r = 3, -$KLM = 60°, Jf.LMK = 46° a současně je 
KlLl || KL, LXMX || LM. 

27. Sestrojte dvojici [AEFQ, A í / A l e p podle P nebo 
[A EFG, AE,FtG,] e q podle Q, víte-li, že EF = 48 mm, 
•Š.EFG = <^ElF1Gl nebo -£EtFtGt = 60°, <£GEF = 
= 45° a E& J_ EF nebo EtGt i . EF. 

28. K danému A ABC, kde AB = 4,6; QABO = 110°, BC = 6, 
sestrojte AA1B1Cl Z relace p podle P pravoúhlý s přeponou 

nebo AAtBtOt rovněž pravoúhlý s přeponou B2C2. 
2». K danému trojúhelníku HJK [HJ = 7, JK = 6, KH = 

= 6,5] narýsujte AHlJlK1 Z relace p podle P, kde HlJí = 
= JxKi = 6, a AHtJtKt z relace q podle Q, kde i?2J, = 
= JtKt = 5. 

80. Je dán AA1B1Cl z relace p podle P [ ^ B , = 4,5; •$A1BlCl 
= 60° a poloměr opsané kružnice r = 3]. Narýsujte pří-
slušný AABO tak, aby bylo AB = 6,5 A AB || A^B^ 

81. Dokažte pravdivost vět obrácených k větám 4 a 5. 
82. Jsou dány velikosti některých vnitřních úhlů dvojice 

[ A A B C , A^i-BiOilep podle P. Určete polohu pólu P: 
a) a = 40°, p = 60°, «' = 60°, P' = 70°; 
b) ac = 30°, 0 - 70°, a.' = 150°, 0' = 20°; 
c)<x = 80°, a' = 110°. 

88. Jsou dány velikosti některýoh vnitřních úhlů dvojice 
[ AABC, AAtBtOť\. Určete polohu pólu Q: 
a) a = 80°, p = 60°, <*' = 50°, P' = 40°; 
b) « = 70°, p = 40°, a' = 90°, P' = 60°. 
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84. Je dán A K L M [KL = 6 cm, LM = 7 cm, <£KLM = 
= 60°] a přímka p _L KL, jejíž vzdálenost od vrcholu L 
je 4,5 cm. Opište kružnici A KLM a do ní vepište A K'L'M' 
tak, aby se dvojice stran KL a K'L', LM a L'M', MK 
a M'K' protnuly na dané přímce p. 

85. Do dané kružnice vepište pravoúhlý trojúhelník, jehož 
odvěsny mají velikosti v poměru 3 : 6 ! 

80. Vrcholy trojúhelníků ABO a A1B1Gl leží na společné 
kružnici opsané tak, že ABt : CBX = 3 : 4 , CAX : BAl = 
= 4 : 7 . Určete poměr BCr

l : ACX\ 
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B. S L O Ž E N É R E L A C E 

V první části této kapitoly jsme poznali základní vlast-
nosti relací p a Q. Protože v dvojicích 

[ A ABC, A ^ I - B I C J e p a [ AABC, AA2B2C2]EQ 

jsou první složky shodné, můžeme relace p a Q složit, 
a to ve dvou pořadích: 

A^IBI^P AABCQ AA2B2C2 

nebo 
AATBIC2 Q AABC P AAJBJC^ 

Tyto složené relace mezi AALB1CL a AAJB2C2 pak 
můžeme psát zjednodušeně: 

AA1B1C1P O Q AA2B2C2, 
AA2B2C2 QOP AA1B1C1 

nebo také 
[AAÍBJPU a A ^ c ^ E P O Q, 

[AA2B2C2, AA&CJEQ OP. 

Víme dále, že tvar jednotlivých složek v relacích p 
a Q závisí na poloze pólů P &Q. Můžeme proto v množině 
MT utvořit nekonečně mnoho složených relací p o Q 
nebo QOP tím, že budeme polohy pólů P a Q různě 
kombinovat. Tu se pak naskýtá otázka, existuje-li ta-
ková dvojice pólů P a Q, aby uvažované složené relace 
byly shodnosti 

AA-BA ^ AA^2C2, AA2B2C2 ES A^I-BA-
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Pokud takové dvojice pólů P a Q existují, budou relace 
p O q a q o p zobrazením v MT. Protože prvky mno-
žiny Mt jsou všechny trojúhelníky vepsané do dané 
kružnice ic, lze předpokládat, že uvažovaným zobraze-
ním bude identita, otáčení nebo středová či osová sou-
měrnost. 

Ukážeme, že v úvahu připadá právě osová souměr-
nost. 

Věta 10. Je-li daný A ABC první složkou v relacích 

[AABC, ¿sAxBxCx]ep& [AABC, 
A^a-BjCa] e g , 

potom trojúhelníky A ABC a /\AXBXCX jsou téhož smyslu 
a trojúhelníky A ABC a ¿\A2B2C2 opačného smyslu. 

Důkaz. Věta obsahuje dvě tvrzení. 
a) Na obr. 9 leží pól P uvnitř A ABC, z čehož plyne, 

že polopřímka AAX = AP odděluje body B a C, polo-
přímka BBX = BP body A a C, polopřímka CCX body 
A a, B. Leží tedy vrcholy A ABC a A-^i-BiCi na kružnici 
k v pořadí A C1BA1C Bx, takže trojúhelníky A ABC 
a AA1B1C1 jsou téhož smyslu. (1.22) 

> 
Na obr. 10 leží pól P v polorovině ABC*, takže polo-

přímka Čdx = ÓP odděluje body i a S . í j a Ax, A a Alr 
Bx a B, odkud plyne toto pořadí: A C B AXCX Bx, ne-
boli A ABC a ¿\AXBXCX jsou opět téhož smyslu. (1.23) 

Podle (1.22) a (1.23) jsou trojúhelníky [ A A B C , 
A -^ I -B A ] e p vždy téhož smyslu, neboť cyklické zá-
měny vedou k stejným závěrům. 

b) Na obr. 41 vlevo leží pól Q uvnitř ^ACB, takže 
polopřímka CC2 = CQ odděluje body A a B. Proto po-
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lopřímky QÁ = QA2 a QB = QB2 leží v opačných polo-
rovinách QCA a QGB. Jsou proto možná právě čtyři 
různá pořadí vrcholů A ABC a l\A2B2C2 na kružnici k: 

CA2ACJBB2, CAA2C2B2B, CA2AC2B2B, CAA2C2BB2. 

Ve všech čtyřech případech jsou A ABC a l\A2B2C2 
smyslu opačného. 

v 

(1.24) 

Obr. 41 

Na obr. 41 vpravo leží pól Q uvnitř úhlu vrcholového 
k ^cBAC. Zde polopřímka QA2 = QA odděluje body 
B a C, takže polopřímky QB2 = QB a, Qd2 E= QC leží 

> > 
v opačných polorovinách QAB a QAC. Odtud pak plyne 
jediné možné pořadí vrcholů na kružnici k: A B2 B A2 C 
C2, neboli A ABC a £\A2B2C2 jsou opačného smyslu 
jako v případě (1.24). (1.25) 
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Tím je pravdivost věty 10 dokázána. Jaký však je 
význam této věty? Je-li A ABC téhož smyslu jako 
l\AíB1C1 a opačného smyslu než ¿\A2B2C2, musí byt 
trojúhelníky l\AlBlC1 a AA2B2C2 smyslu opačného. 
Potom ovšem složená relace A^1BlC1 p O q /\A2B2C2 
v Mt nemůže být ani identitou, ani otáčením nebo stře-
dovou souměrností. Zbývá proto právě souměrnost 
osová. 

Nyní už jde jenom o to, existuje-li vůbec taková dvo-
jice pólů P a Q, aby bylo /\AlB1C1 ^ /\A2B2C2. 

Věta 11. Mějme dvojici trojúhelníků ¡\AyBfiy p o q 
i\A2B2C2 takovou, že je současně AA1B1C1 ^ &A2B2C2, 
potom přisluSné póly P aQ jsou sdružené póly vzhledem ke 
spóle6né kružnici těmto trojúhelníkům opsané a přímka 
PQ je osou souměrnosti uvažované dvojice trojúhelníků. 

Důkaz si zjednodušíme tím, že nejdříve dokážeme plat-
nost věty obrácené. 

Na obr. 42 jsou body P a Q sdružené póly vzhledem ke 
kružnici k. Přímka AP protíná kružnici k v bodě Alt 

přímka AQ v bodě A2. Dále je p J_ P§ polára bodu P 
vzhledem ke kružnici k a A0 průsečík přímky AAX 
s polárou p. 

Z vlastností sdružených pólů P a Q plyne 

(A A1P A0) = - 1 , neboli ^ : = - 1 . 

To znamená, že úsečka AAX je body P a A0 dělena 
harmonicky a také polopřímky QA, QAlt QP a QA0 tvoří 
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harmonickou čtveřinu. Současně je <$.PQA0 pravý, z če-
hož plyne, že polopřímky QP a QA0 jsou osami vedlej-
ších úhlů, z nichž jeden je AQAv Polopřímky QA 
a QAX jsou proto souměrně sdruženy podle osy 
a protože osa PQ prochází středem kružnice k, jsou podle 
ní souměrně sdruženy i body Ax a At. (1-26) 

Zobrazíme-li takto i zbývající dva vrcholy B a C 
libovolného A ABC, budou podle (1.26) podle osy PQ 
souměrně sdruženy i dvojice vrcholů [Bx, B2] a [Cx, Č7J. 
Tím jsme dokázali, že existuje aspoň jedna dvojice pólů 
P a Q, která splňuje větu 11. Zbývá proto dokázat, že 
vedle dvojice sdružených pólů P a Q žádná jiná taková 
dvojice již neexistuje. Že tomu tak skutečně je, to plyne 
z vět 6 a 8, protože dvojicemi úhlů [a, a'], [/?, /?'] a [y, y'] 
je určen právě jeden pól P a jeden pól Q. 
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Přímým důsledkem věty 11 je věta další: 

Víta 12. Je-li v množině, MT dána trojice trojúhelníků 
A-<4i ByGx p A ABC q A ^ A ^ taková, že je současné 
AAlBlCl ^ /\A2B2C2l potom existuje v množinéMT také 
&A'B'C, o nimž platí 

AA2B2Ctp A A ' B ' C ' q A ^ M A 
A A A'B'C' ^ A ABC. 

Obr. 43 

Důkaz (obr. 43). Podle věty 11 jsou polopřímky QÁ 
a QAX souměrně sdruženy podle^osy Protíná-li 
polopřímka QAX kružnici k (souměrnou podle téže osy) 
v bodě A', jsou i body A a A' souměrně sdruženy podle 
osy Na obr. 43 jsou vrcholy B, C, B', C' pro pře-
hlednost opět vynechány. Zřejmě se však i na ně vzta-
huje věta 11, takže také dvojice trojúhelníků A ABC 
a AA'B'C' je souměrně sdružena podle téže osy. V této 
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souměrnosti je bod P samodružný, takže jím procházejí 
dvojice přímek A2A' a A[A , B2B' a B^B, C2C' a Cfi. 
Rovněž bod Q je samodružný s obdobnými důsledky 
jako u bodu P. 

Věty 11 a 12, protože jejich pravdivost vyplývá 
z vlastností sdružených pólů, mají několik bezprostřed-
ních důsledků, jichž lze s výhodou využít při konstruk-
cích i řešení některých úloh. Uveďme aspoň ty nejdůle-
žitější: 

1. Osa souměrnosti PQ dvojic [ A - ^ i ^ A . AA2B2C2] e 
epoq i [ A A B C , AA'B'C'] epo q prochází středem 

společné kružnice opsané uvažované čtveřici trojúhel-
níků. 

2. V první části této kapitoly jsme se setkávali se 
situacemi, kdy bylo obtížné sestrojit oblouky množin 
všech pólů Q, když některý z rozdílů |<* — <*'|, |/? — /9'| 
nebo | y — y'\ byl příliš malý, takže pól Q padl daleko 
mimo nákresnu. V tom případě je snazší sestrojit nejdříve 
sdružený pól P užitím součtů <x + <*', /? + /?' nebo 
y + y' a potom teprve AA2B2C2 užitím osové souměr-
nosti. 

3. Jiné usnadnění konstrukcí poskytují známé vztahy 
mezi sdruženými póly: 
a) Platí OP.OQ = r2, kde OP a OQ jsou vzdálenosti 

sdružených pólů od středu kružnice opsané a r velikost 
jejího poloměru. To plyne z Euklidovy věty o odvěsně 
(viz obr. 44). 
Sestrojíme-li k dané kružnici k a pólu Q sdružený pól 
P užitím tečen, je -$.QTO pravý a v pravoúhlém 
AQTO platí 

ÓP.ÓQ = ÓT2 = r2. (1.27) 
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b) Mocnost pólu P ke kružnici k je ^ = AP.A^P = 
= PT2 = vkde v značí velikost poloviny tětivy kruž-
nice k vedené kolmo na přímku PQ v bodě P (obr. 
45). V pravoúhlém fcOPT je podle Pythagorovy věty 

^ = v2 = r2— OP2. (1.28) 
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c) Mocnost pólu Q ke kružnici k je QA.QA2 = QT8 = í2, 
kde t je velikost tečny vedené z pólu Q ke kružnici k 
(obr. 46). 
V pravoúhlém &OQT je 

^ = ť« = Ogi _ r«. (1.29) 

d) Podle (1.28) a (1.29) pak je 

— /"i = t2 — v1 = PQ*. (1.30) 

e) PA : PAX - QA : QAV 

Tento vztah plyne z /\AAXQ (obr. 42), kde PQ je 
osou ¿SiAQAi, a proto jeho strany AQ a AXQ mají 
velikosti v poměru 

AP:AJ>. (1.31) 

f) Vezmeme-li v úvahu ještě věty 1 a 2, vidíme podle 
obr. 47, 



že v trojúhelnících A ABC, &A'B'C, A ^ A 
a l\A2B2C2 se protínají odpovídající si strany na 
třech přímkách, a to: 
— na přímce PQ dvojice z A ABC a A A'B'C, 

AA1B1C1 a AA2B2C2, 
— na poláře p pólu P z A ABC a AA^Bfi^, ¿\A'B'C' 

a A A ^ C Z , 



— na poláře q pólu Q z A ABC a A A^B2C2, AA'B'C' 
a A^i-BA-

Z mnoha dalších složených relací, které lze v množině 
MT utvořit, stojí za zmínku ještě jedna, jejichž vlast-
ností využijeme v dalších kapitolách. 

Věta 13. Je-li dvojice [AABC, AA^C^ep, nebo 
dvojice [A.ABC, AA^B^^ eq, potom existuje v množině 
Mt takový A ABC, jehož vrchol A je soumémě sdružen 
s vrcholem A podle osy úsečky B1C1 nebo B2C2, vrchol B 
s vrcholem B podle osy úsečky nebo A2C2 a vrchol C 
8 vrcholem C podle osy úsečky AlBí nebo A2B2, přičemž 
přímky AXA, BXB a G-fl, nebo A2A, B%B a C2C procházejí 
tým£ bodem. 

Důkaz. Zde musíme nejdříve dokázat, že platí věta 
obrácená k větě 9. Předpokládejme proto, že o dvou 
trojúhelnících A ABC a AAlB1C1 se společnou kružnicí 
opsanou platí podle věty 9 

ABX BCi CAj _ 
CBX ' ACX ' BAt ~ 

a současně přímky AAlt BBt a CCX neprocházejí týmž 
bodem (obr. 48). (1.32) 

Nechť přímky AA1 a BB1 se protnou v nějakém bodě 
P'. Potom polopřímka CP' protne kružnici k v bodě 
C[ # Cv Podle věty 9 pak platí: 

ABX BC[ CA1 = 

CBt ' AC[ ' BA1 
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a podle předpokladu (1.32) také 
AB, BC, CA, = AB, BC, CA, 
CB, ' AC, ' BAl ~ CB, ' AC[ ' BAX ~ ' 

neboli C, = C, a také P = P', což je v rozporu s před-
pokladem (1.32), takže platí věta obrácená k větě 9, a to 
v celém rozsahu, protože v druhém tvrzení věty 9 jde 
o pouhou záměnu indexů. 

Obr. 48 Obr. 49 

Dále je na obr. 49 zobrazena trojice trojúhelníků 
A ABC, AA1B1C1 a A ABC podle věty 13. Z konstrukce 
vyplývá, že 

AB, = AC„ BC1 = BA,, CA, = ČB,\ 
CB, = CA„ AC, = AB„ BA, = BC,. (L33) 

Dosadíme-li podle (1.33) do výrazu 
AB, BC, CA, 
CBt ' ACX ' BAX 
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dostaneme 
AC, BA, CB, = 

CA, AB, BC, 
a po úpravě 

AB, BC, CA, _ l 

GB, AC, BA, 

což podle obrácení věty 9 znamená, že přímky AA„ 
BBX a CG, procházejí týmž bodem P, nebo přímky AA2, 
BB2 a CC2 bodem Q. Přitom nevylučujeme možnost, že 
bod P leží vně kružnice A ABC opsané, nebo naopak 
bod Q uvnitř. Podrobněji o tom pojednáme až ve třetí 
kapitole. / 

Zde zatím omezíme své úvahy na případ, kdy pól P 
leží uvnitř A ABC, takže všechny tři trojúhelníky, tj. 
A ABC, /\A,B,G, a A ABC, jsou téhož smyslu, protože 
dvojice vrcholů [A, A], [B, B] a [C, G] leží při kon-
strukci podle věty 13 na týchž obloucích opsané kruž-
nice omezených vrcholy /\A,B,GV V důsledku toho leží 
i pól P uvnitř A ABC. 

V tomto omezení budeme vztah mezi ¿\A,B,C, 
a A ABC zapisovat takto: 

A A,B,C,p A ABC podle P, nebo 

[AA,B,C„ AABČ] ep podle P 
a také 

AA,B,C, p A ABC podle P, nebo 

[MAOi, AABČ] ep podle P . 
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V relacích (AABCpAA^C^ a (&A1B1C1p A 
A ABC) je opět jedna složka společná, a proto je může-
me složit dvěma způsoby: 

A ABC p A ^ i S A p A ABC = A ABC pop A ABC 
podle P, 

A ABC p A ^ I - B A p A ABC = A ABC p o p A ABC 
podle P. 

Druhý zápis složené relace prozrazuje, že jde o symet-
rickou relaci, neboť věta 13 platí, i když zaměníme 
označení vrcholů A ABC za A, B, C. Vztah mezi veli-
kostmi vnitřních úhlů uvažované trojice trojúhelníků 
pak vyjadřuje věta 14. 

Věta 14. Má-li trojice trojúhelníků ze složené relace 

AABC p A^i-BjCj p A ABC podle P 

vnitřní úhly po řadí velikostí a., /?, y; a', /?', y'; a, P, y 
a příslušný pól je vnitřní bod A ABC, potom o velikostech 
těchto úhlů platí: 

a = 180° — (a + «'), P = 180° — (p + p% 
y = 180° — (y y'). 

Důkaz. Na obr. 49 je 

a = BAC = -^A^AB + A^AG. (1.34) 
Podle věty 13 je 

A Ji -- CXB => ^AXAB = -ZC&B - -ZC&P, 
AjC - B±C =» ^AXAČ -- -¡¡iBfi^C = -$BíClP. 
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Dosadíme-li tyto hodnoty do (1.34), bude 

a = <£BAC - ^GyByP + ^ByCyP = 180° — 

— <B1PC1 

a podle věty 4 
a = 180° — (« + «')• 

Zbývající dvě tvrzení věty 14 vyplývají z cyklických 
záměn. 

Právě dokázaná věta 14 má dva přímé důsledky: 
1. « + + a = 180°, p + p' + p = 180°, y + y' + 
+ y = 180°. (1.35) 
2. Vnitřní úhly v &ABC mají velikosti (viz obr. 49): 

•ZCPB, = <£BPCl = a = 180° — (« + <*'), 

ZAPC, = ^CPA, = 0 = 180° — (P + P'), 

<APB! = = y = 180° — (y + / ) , 

neboť například -^CPB, je vedlejší k <$BPC = « + «', 
takže 

3LCPB, = 180° — (<x + a') = a. (1.36) 

Možnosti vytváření dalších složených relací nejsou 
dvěma typy uvedenými v této kapitole ještě zdaleka 
vyčerpány. Protože však pro následující úvahy s těmito 
dvěma typy dobře vystačíme, uzavřeme kapitolu něko-
lika příklady a cvičeními. 

Příklad 1. Vyšetřete množinu všech vnějších pólů 
Q, jestliže s nimi sdružený pól P probíhá poláru pólu Q 
vzhledem ke kružnici k opsané danému /\ABC. 

72 



ŘeSení. Podle zadání sestrojíme libovolnou kružnici 
k = (O; r) a přímku h jdoucí středem O kružnice k 
(obr. 50). Na té části přímky h, která je uvnitř kružnice 
k, zvolíme bod P já O. Nechť bod P je jedním z dvojice 
sdružených pólů P a Q\ Vnější pól Q dostaneme tak, 
že v bodě P narýsujeme poláru q _L OP. Její průsečíky 

s kružnicí k označíme T, a T2 a v nich sestrojíme tečny 
ke kružnici k. Průsečík těchto tečen leží na přímce h 
a je vnějším pólem Q. Popsanou konstrukci nyní zopa-
kujeme pro bod Px =é P zvolený na přímce q uvnitř 
kružnice k. Bodem P, vedeme kolmici na přímku OP, 
a ta protne kružnici k v bodě T8. Tečna kružnice k 
v bodě Ta se protne s přímkou OP, v bodě Q, vně kruž-
nice k. 
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Trojúhelníky AOTxQ a A0TaQx jsou podle konstruk-
ce pravoúhlé. Platí proto podle věty Euklidovy: 

OP.OQ = OT\ = r8, 
OP^OQ,. = OT\ = ra, 

takže 
OP.OQ = OP1.OQ1 a také OP : 0PX = 

= 0 ^ : 0 ( 2 . (1.37) 

Trojúhelníky /\OPP1 a ¿\OQxQ mají ještě společný 
úhel ^POPj = -ZQiOQ, takže podle (1.37) a věty sus 
o podobnosti trojúhelníků jsou podobné. Protože 
AOPPi je pravoúhlý, je také AOQIQ pravoúhlý s pra-
vým úhlem při vrcholu Qv 

Dospěli jsme k závěru: 
Hledanou množinou všech pólů Q je oblouk Thaletovy 

kružnice sestrojené nad průměrem OQ, přičemž oblouk 
TJOTÍ není částí této množiny. 

Příklad 2. Je dán rovnostranný A K L M . Sestrojte 
čtveřici trojúhelníků podle věty 12 z relací p a q podle 
sdružených pólů P a Q tak, aby vnější pól Q ležel na 
přímce rovnoběžné se stranou KL daného trojúhelníku 
a přímky KK1 a LLX byly navzájem kolmé! 

a) Rozbor (obr. 51). Protože A KLM z hledané čtve-
řice je dán, jde o to, abychom správně určili podle pod-
mínek úlohy polohu aspoň jednoho z dvojice sdružených 
pólů. Víme, že oba póly leží na přímce h || KL jdoucí 
středem kružnice l\KLM opsané. Přímky KK1 a LL1 
procházejí pólem P. Protože mají být navzájem kolmé, 
bude < K P L = 90°. Zřejmě tedy leží pól P na Thaletově 
kružnici opsané nad průměrem KL a úloha bude mít 
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nanejvýš dvě řešení. Jakmile známe polohu pólu P, je 
hledaná čtveřice trojúhelníků jednoznačně určena a mů-
žeme ji sestrojit (obr. 51 vlevo). 

b) Konstrukce (obr. 51 vpravo). Podle zadání sestro-
jíme kružnici k a vepíšeme do ní rovnostranný trojúhel-

M 

nik KLM. Jejím středem 0 vedeme přímku h || KL a nad 
průměrem KL opíšeme oblouk Thaletovy kružnice. 
Jeho průsečíky s přímkou h označíme P a P'. Příslušné 
vnější póly Q a Q' ani sestrojovat nemusíme; využijeme 
souměrnosti hledaných útvarů podle osy h. Především 
narýsujeme A K'L'M' souměrně sdružený s A KLM 
podle osy h. Všechny ostatní vrcholy hledaných troj-
úhelníků ¿sK^LyM, a /\K2L2M2 určíme pomocí pólů 
P a P'. 
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c) Důkaz. Konstrukce je provedena podle věty 12 
a podle definic 1 a 2. Tím je její správnost prokázána. 

d) Diskuse. Již v rozboru jsme naznačili, že úloha může 
mít nanejvýš dvě řešení, protože přímka h a oblouk 
Thaletovy kružnice nad průměrem KL mohou mít na-
nejvýš dva společné body. Označme velikost úsečky 
KL = a. Potom poloměr Thaletovy kružnice má veli-

a 
kost —. Vzdálenost přímky h od středu úsečky KL je i' 
rovna třetině výšky rovnostranného trojúhelníku, tj. 

i . . ® yjj = 4 - . 1,73 . . . = 0,29 a, což je méně než-^-. 
O « O ¿i 

Thaletova kružnice proto protne přímku h právě ve 
dvou bodech, takže úloha má dvě a jenom dvě řešení. 
Obě dvě čtveřice trojúhelníků ovšem mají dvojici 
A K L M a AK'L 'M ' společnou. 

Příklad 3. Je dán A ABC [r = 4 cm; y = 60°; ve = 
= 5 cm; AC > BC]. Sestrojte dvojici ¿\A1BlC1p o q 
q AA2B2C2 podle sdružených pólů P a Q, jejichž vzdá-
lenost PQ = 6 cm a pól P je na ose *$.BAC uvnitř 

:B0C tak, aby daný trojúhelník byl střední složkou 
složené relace p O q. 

Řešeni. Tuto úlohu vyřešíme nejdříve algebraicky. 
Podle (1.27) je OP.OQ = ra a také OQ = OP + PQ. 
Po dosazení do prvního výrazu dostáváme kvadratic-

kou rovnici: ÓP.(ÓP + PQ) = r2 a po úpravě: OP2 + 
+ OP.PQ — r2 = 0. 

Tato rovnice má dva kořeny 
jr= -PQ ± |¡PQ* + 4r» 

g ' 

z nichž vyhovuje právě ten, který je kladný. 
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Příslušná pomocná konstrukce je provedena na obr. 52 
vlevo, kde APQM je pravoúhlý s pravým úhlem při 
vrcholu Q a kde QM = 2r = 8 cm, PQ = 6 cm. Dále 
je PQ' = PQ a podle Pythagorovy věty 

PM = 1/PQ* + 4r*. 

Protože Q'M = PM — PQ, je MN = \ (PM — 

— PQ) = OP. 
NJTIÍ provedeme vlastní konstrukci (obr. 52 vpravo): 
Opíšeme-li kolem středu 0 kružnici poloměrem OP, 

protne osu -¿fiBAC ve dvou bodech P1 a Pt, z nichž pod-
mínkám úlohy vyhovuje právě bod Plt protože leží 
uvnitř úhlu BOC. Další postup konstrukce je nasnadě. 

Příklad 4. Je dán A ABC [a = 6, r = 5, fi = 60°]. 
Sestrojte ¿\A1B1CÍ z relace &ABC p ¿\A1B1C1 podle 
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pólu P, jehož mocnost ke kružnici t\ABC opsané má 
hodnotu 16, a to tak, aby < .̂A1B1C1 měl velikost /?' = 
= 30°. 

a) Rozbor. Především vidíme, že velikost strany AC je 
dána velikostí poloměru r a příslušného obvodového 
úhlu ABG. Množinou všech pólů P bude oblouk kruž-
nice takový, že <£APG = /? + P' = 90°. 

Dále je podle (1.28) r2 = 16 + OP2. Dosadíme-li podle 
zadání r = 5, dostaneme velikost vzdálenosti pólu P 
od středu kružnice opsané OP = 3 (obr. 53). 

b) Konstrukce. Sestrojíme nejdříve kružnici opsanou, 
tětivu BC a -^ABC. Nad tětivou AC jako nad průměrem 
opíšeme oblouk Thaletovy kružnice a kolem středu O 
kružnici poloměrem OP = 3. 

B. 

1 

A 1 

Obr. 53 
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Oblouky, které jsou množinami všech pólů P daných 
vlastností, se protly ve dvou bodech a to jsou hledané 
póly. Další postup určuje definice 1. 

c) Důkaz vyplývá z rozboru a popisu konstrukce. 
d) Diskuse. Počet řešení jsme mohli stanovit ještě 

před provedením konstrukce výpočtem. Protože jde 
o průsečíky dvou kružnic, musí o jejich poloměrech 
a středné platit: 

fi + f i ^ ^ \ri — r2\. 
V daném případě je rx = 3, r2 = 4,3; c = 2,5. Tyto 

hodnoty splňují nerovnosti v uvedeném vztahu, takže 
úloha má právě dvě řešení. 

Přiklad 5. Do kružnice k = (O; 3) vepište rovnostran-
ný &ABC. Sestrojte dvojici [¡\A2B2C2 q A ABC] podle 
pólu Q, který leží na přímce rovnoběžné se stranou AB 
daného trojúhelníku a plátí-li o vzdálenosti pólu P 
sdruženého s daným pólem Q od středu opsané kružnice 

2 

OP = — r. Konstrukci však proveďte, aniž narýsujete 

pól P. 
a) Rozbor (obr. 54). Podle zadání dělí bod P průměr 

C 
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PM 3 
kružnice k v poměru p ^ = —, kde MN je prů-
měr rovnoběžný se stranou AB a bod P odděluje body 
M, 0. Podle věty o sdružených pólech dělí póly P a. Q 
průměr MN harmonicky, a proto ^ ^ => — • 

Tuto podmínku splňuje bod Q, o kterém platí 

QM = | ř = 4,5. 

b) Konstrukce. Vyplývá z rozboru. 

c) Důkaz. Je-li OP = r, je PM = KPN = 
5 5 

7 
= -5 r -

p j f 3 
Potom p = —, protože bod P odděluje body 

M &N. 

Dále máme = y A MN = 2r => QN = 2r + 
3 

+ QM. Dosadíme-Ii tuto hodnotu do = -y» bude 

QM * ATTU * 
= — a odtud Qií = — r. 2 r + Qilí 7 2 

2 
d) Diskuse. Ze zadání OP = — r nevyplývá, leží-li bod 

5 
P na úsečce OM nebo ON. To znamená, že úloha má 

PN 3 
ještě jedno řešení, kde = —. Jsou tedy dvě 
řešení shodná. 
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Přiklad 6. Zvolte libovolný tupoúhlý A ABC s tupým 
úhlem při vrcholu C a opište mu kružnici k. Potom narý-
sujte AAlB1G1 Z relace A ABC p AA^-LC, podle pólu 
P, který leží v polorovině ABC* a A ABC z relace 
AA&C, p A ABC podle jyěty 13. Přímky A,A, B,B 
a C,C se protínají v bodě P, který leží vně kružnice k. 
Zdůvodněte, proč tomu tak je! 

Obr. 55 

Řešení (obr. 55). Přímky uvedené v zadání procházejí 
bodem P podle věty 13. To nemusíme znovu zdůvodňo-
vat. Podstata úlohy tedy spočívá v tom, že máme doká-
zat, že jde o bod ležící ve vnější oblasti kružnice k, 
neboli že podle věty 10 jsou trojúhelníky AAyBfi , 
a A ABC opačného smyslu. 

Z konstrukce vyplývá: AAJ BlC1 A BB || A,C,. 
Mají proto lichoběžníky AAC,B, a BBC,A, společný 

vrchol C1!, takže přímky G,C a C\C oddělují body A a B 
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i body At a Bv Při konstrukci podle věty 13 nutně 
padne bod A do poloroviny CCXA * a bod B do polorovi-
ny CClB*i Tím se pořadí vrcholů A ABC oproti pořadí 
vrcholů A ABC změní, takže tyto trojúhelníky jsou 
opačného smyslu. Protože trojúhelníky A ABC a A 
AA1BlC1 jsou téhož smyslu, budou i trojúhelníky 
AA1B1C1 a A ABC smyslu opačného a to jsme právě 
potřebovali dokázat. 

Příklad 7. Je dán tětivový pětiúhelník ÁACxBB vepsa-
ný do kružnice k = (0; 4 cm) takový, že A A = 3 cm, 
ACt = 2 cm, C^B = 4,5 cm a BB = 4 cm. Na kružnici 
k určete body Aly C, Č a tak, aby platilo 

A ABC p AA^B^C^p AABČ podle P. 
Řešení (obr. 56). Podle věty 13 bude AXCX || BB 

a B1C1 || AA. Přímky AA1 a BBX se protnou v bodě P, 
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přímky AAX a BBX v bodě P. Potom přímka CXP protne 
kružnici k v bodě C a přímka C\P v bodě C. 

Příklad 8. Do kružnice k = (O; 4 cm) vepište A ABC 
s vnitřními úhly velikosti « = 57% 0 = 69° a A ABC 
s vnitřními úhly velikosti a = 36°, 0 = 78°, a to tak, aby 
tyto trojúhelníky byly v relaci A ABC p o p A ABC. 

Rozbor. Složená relace A ABC p o p A ABC vznikla 
z relací A ABC p A AXBXCX a &AXBXCX p AABC podle 
věty 13. Musíme proto nejdříve určit velikosti vnitřních 
úhlů společné složky AAXBXCX v hledané složené relaci. 
Užijeme při tom věty 14, podle které je: 

a = 180° — (a + «') a po dosazení 
36° = 180° —(57° + <*'), 

takže «*' = 87°. 

Á A 
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P = 180° — (/? + fi') a po dosazení 
78° = 180° — (69° + f}'), 

takže j}' = 33°. 
Konstrukce. Známe-li velikosti vnitřních úhlů 

AA^Bfii, sestrojíme dvojici A ABC p A A - B A užitím 
věty 4 a potom i trojúhelník ABC užitím věty 13. 

Konstrukce je provedena na obr. 57. 

Cvičení 

1. Je dána kružnice k = (O; 34 mm), její tětiva A,B, — 
= 45 m m a pól Q [QBt _L AtBt A QBt = 50 mm], Víte-li, 
že úsečka AtBt je stranou A A i B 2 C t ze složené relace 
A ^ i - B i O ^ A A B C q A ^ A C i . " kde AAlB1Cl 
Sí AAtBtCt, narýsujte: 
a) příslušný pól P a strany AB, AlBl, 
b) umístěte vrchol G tak, aby bylo (7, = C, a vrchol C 

ležel na menším oblouku AB kružnice opsané. 
2. Úsečka KL — 5,5 cm je stranou A KLM vepsaného do 

kružnice k = (O; 3,6) na níž leží bod Ař, [KMt = 6], který 
je vrcholem AK1LlMl Z relace A KLM p AK^M^. Déle 
je dán pól Q [KQ = 10, LQ = 5]. Narýsujte trojici troj-
úhelníků AK1LlM1 p ÁKLM q A K t L t M % podle sdruže-
ných pólů P a Q. 

8. Narýsujte dvojici A E F G , ňE2F2G2 [EF = 4,2; -ZGEF = 
= 42°; -ZQFE ' 100°; <£EtGtFt = -ÍGtEtFt = 40°]. 
Návod. Protože pól Q padne daleko mimo nákresnu, se-
strojte nejdříve ¿\ElFlGl podle sdruženého pólu P.] 

4. Leží-li pól Q na prodloužení strany AB trojúhelníku ABC 
za bod B, potom přímka obsahující stranu A^Bi trojúhel-
níku AXBÍGÍ ze složené relace A-^ i^ iC i P O q AAlB1Cl 
podle sdružených pólů P , Q prochází pólem Q. Dokažte! 

5. Nechť v složené relaci AK1LlMí p A KLM q AK,LtM, je 
AK1LlMl AK,LtMt a příslušný pól P leží na straně 

AB. Potom strana A,B, prochází pólem P . Dokažte 1 
6. Pravoúhlý A EFG s pravým úhlem při vrcholu F je ve-

psán do kružnice k = (O; 3) a současně je EF = 4. Sdru-
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žcné póly P a Q leží na přímce h jdoucí středem 0 tak, že 
h = E&, OP = 1. Narýsujte dvojici AE1FlG1 p O q 
AEtFtGt podle daných pólů, aniž sestrojíte pól Q. 

7. O dvojici trojúhelníků AKLLÍM1 \_KXLX = 8; Z^ilí, = 6; 
M l K l = 5,5] a AK^LÍM^ víme, že mají společnou kružnici 
opsanou, vrchol K , půlí menší oblouk LXMX a jsou nepřímo 
shodné ( AKxLXMX A K T L I M I ) . Umístěte tyto trojúhel-
níky tak, aby byly v relaci p o q podle pólu, jehož vzdále-
nost od vrcholu KX je D = 6,2. 

8. Je dán AOAQ, kde 0 je střed kružnice opsané A ABC, 
bod A jeho vrchol a bod Q vnější pól. Sestrojte sdružený 
vnitřní pól a provedte diskusi! 

0. V trojúhelníku ROP je R vrchol ARU Z, O střed kružnice 
A R U Z opsané a P vnitřní pól. Sestrojte sdružený vnější 

pól Q a provedte diskusi! 
10. Vrchol A daného A APQ je vrcholem AABC a vrcholy P 

a Q sdruženými póly z relace A A 1 B 1 C 1 p O q A-^t-BjC,. 
Sestrojte body Ax a As a provedte diskusi. 

11. Je dán A ALM. Sestrojte A ABC tak, aby přímka LM 
byla osou jeho strany BC a body L, M ležely na přímkách 
CA a CB. Provedte diskusi! 

12. Vrcholy AExEtE jsou vrcholy trojúhelníků AElFlCl sá 
^ AEiF,01 ze složené relace p O q. Sestrojte příslušné 
póly P a Q a provedte diskusi! 

18. Narýsujte AEFXGX [EFX = 3; FxGt = 3,5; ^EFxGt = 
= 100°] a kružnici jemu opsanou. Nechť E je vrchol 
AEFG, Fx vrchol AE1F1G1 a G, vrchol A E t F t G t ze slo-

žené relace p o q podle sdružených pólů P a Q. Určete 
polohu pólů P a Q tak, aby A EFG byl pravoúhlý rovno-
ramenný a E%GtFt měl velikost 130°. Předem stanovte 
počet řešení a potom některé narýsujte. 

14. Vyšetřete množinu všech vnitřních pólů P, jestliže s ním 
sdružený pól Q vzhledem k dané kružnici probíhá přímku 
q kolmou na přímku PQ jdoucí bodem Q. 

16. Do kružnice k = (O; 5) umístěte tětivu AAX = 9. Na této 
tětivě určete pól P takový, aby bylo AP.AXP = 16. 

16. Do kružnice k = (O; 4,5) umístěte tětivu KKZ = 7. Na 
přímce KKt určete pól Q tak, aby bylo QA . QAt — 25. 

17. V dané kružnici k = (O; 32 mm) leží vnitřní pól P ve vzdá-
lenosti OP = 20 mm od středu kružnice. Určete polohu 
sdruženého pólu Q. 
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18. V,dané kružnici k = (O; 42 mm) určete polohu póluPtak, aby 
k němu sdružený vnější pól byl od středu O vzdálen 73 mm. 

19. Narýsujte čtyřúhelník KLQP, kde ICL = 4 je strana 
A K L M , LQ = 8, KLQ = 135°, <ZLQP = 26° a body 

P, Q jsou sdružené póly vzhledem ke kružnici opsané 
A KLM. 
Potom určete polohu bodu M tak, aby trojúhelníky 
&KiL iM l t A-K,Z/,Afa ze složené relace p O q podle daných 
pólů P a Q byly pravoúhlé s přeponami K1Ml = KtMt. 

20. Je dána přímka h a na ní body P a Q [PQ = 8]. Vrchol Al 
[PAi = 2,7; QA x = 6,6] patří trojúhelníku z relace 
A ABC p podle P, kde AABC je rovnostranný. 
Sestrojte A ABC, AA1BlC1 a A^.JSjC, tak, aby body P 
a Q tvořily dvojici sdružených pólů vzhledem ke kružnici 
opsané A ABC. 

21. Na dané přímce h leží body P a Q [PQ = 7 cm]. Dále je 
dán bod K = Kt, který je společným vrcholem trojúhel-
níků z dvojice A KLM q A KtLtM, podle Q a PK = 
= 2,8 cm. Sestrojte trojici AKlLlMl p A KLM q 
q AKaLtMt tak, aby body P, Q tvořily dvojici sdružených 
pólů a současně bylo KXLX = L^M, = 4 cm. 

22. Vrcholy trojúhelníků A^i-BiC, ^ A A , B 2 C t ze složené 
relace p o q podle sdružených pólů P a Q leží na společné 
kružnici opsané tak, že tvoří vrcholy pravidelného šesti-
úhelníku. Přitom není žádný vrchol šestiúhelníku vyne-
chán. Příslušný A ABC má velikosti stran v poměru 
4 : 5 : 6 . Stanovte nejdříve počet řešení a potom některé 
narýsujte! 

28. Je dán A E F G [EF = 8,5; FQ = 6,4; GE = 5,2]. V slože-
né relaci AElF1G1 p A EFG q AEtF2Gt je A-EI-FI^I 
rovnostranný a AE tF tG a pravoúhlý rovnoramenný s pra-
vým úhlem při vrcholu E t . Sestrojte! 

24. Narýsujte trojici AK^xMj^p AKLM q AKiL%Mt podle 
P a Q tak, aby všechny tři trojúhelníky byly pravoúhlé 
rovnoramenné s pravými úhly při vrcholech K, Llt Mt. 

25. Na kružnici k = (O; 4) zvolte body A, A, C, C^BS B 
v tomto pořadí a potom sestrojte trojici AABG p 
p A-di-B,Ctp A ABC. _ _ _ 

26. Na kružnici k = (O; 4,5) zvolte body A, B, A, B^C,_G 
v uvedeném pořadí a potom sestrojte trojici A ABC p 
P A A f í & p AABG. 
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27. Je-li a.' = 37°48'12", /? = 79°32'56\ y = 103°14'42', y = 
= 12°46'27", udejte velikosti zbývajících vnitřních úhlů 
z trojice AABC p A AyBfi^ p A ABC. 

28. Jsou dány velikosti úhlů a = 56°24', fi' = 108°32', y = 
= 49°43'. Zvolte ještě velikost úhlu a' tak, aby trojice 
(a, P, y); (ať, /?', y')\ (a, ft y)_byly vnitřními úhly z relace 
A ABC p AA1B1Cl p A ABC. Můžeme tuto velikost <*' 
volit libovolně ? 

29. Vyšetřete množinu všech pólů Q sdružených s pólem P, 
který probíhá oblouk nad úsečkou AB s obvodovým 
úhlem -$.APB = y + y', jsou-li y a y' velikosti vnitřních 
úhlů trojúhelníků z relace A ABC p AA^B^CÍ podle P . 

30. Opakujte úlohu 29 pro množinu pólů P sdružených s pó-
lem Q, který probíhá oblouk nad úsečkou AB s příslušným 
obvodovým úhlem •£AQB - y — y'. 
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