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K A P I T O L A 2 

Z V L Á Š T N Í P O L O H Y P Ó L t P A Q 

A. S T Ř E D Y K R U Ž N I C U V N I T Ř A V N Ě 
V E P S A N Ý C H * ) 

V první kapitole jame ukázali, že pólem v relacích p nebo 
q může být libovolný bod vnitřní či vnější oblasti kruž-
nice opsané A ABC. A tu se naskýtá otázka, objeví-li se 
nějaké nové vztahy, jestliže pólem bude některý ze 
zvláštních bodů A ABC, například střed kružnice vepsa-
né, průsečík výšek, těžiště apod. 

Obrátíme nejdříve pozornost ke středům kružnic 
uvnitř a vně vepsaných, které budeme nadále značit 
obvyklými znaky S, Sa, Sb a Se. 

Zvláštní poloha středu kružnice A ABC vepsané S 
vede přímo k vyslovení první věty: 

Věta 15. Je-li dvojice [AABC, AA^fi^ep podle S, 
kde S je střed kružnice A ABC uvnitř vepsané, potom 
vrcholy &AlB1G1 půlí oblouky kružnice opsané A ABC 
ležící mezi jeho vrcholy. 

Důkaz. Je-li pól 8 středem kružnice A ABC uvnitř 
vepsané, potom leží na osách úhlů ŠLACB, -ýiBAC 
a -Š.CAB (obr. 58). 

Shodují se proto nejenom úhly •$lACC1 = •^:BCC1, ale 
i příslušné oblouky = BCV Z cyklických záměn 
vycházejí i další rovnosti: Bl. = CA! a vBl - ABj_. 

*) viz připomínky v úvodu I 
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Přímým důsledkem pak je i další věta: 

Věta 16. Je-li dvojice [AABC, A^ACJ ep podle S, 
potom osy stran l\ABC procházejí vrcholy AAxBfix. 

Důkaz. Označme O střed kružnice trojúhelníkům 

Jestliže se podle věty 15 sobě rovnají oblouky ACt = 
— B C p o t o m se rovnají i příslušné středové úhly 
AOCl = BOCj, takže přímka OC\ je osou úsečky AB, 
neboť A A O B je rovnoramenný. 

Z cyklických záměn plyne dále: 
Přímka OB1 je osou úsečky AC a přímka OAi osou 

úsečky BC. 

Větu 16 bychom mohli zřejmě vyslovit i takto: 

Je-li A ABC p /\A1BÍC1 podle S, potom osy úhlů 
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a osy stran A ABC se protínají na kružnici opsané ve 
vrcholech A^I-BICI-

Toho využijeme při konstrukcích, neboť: 
a) Máme-li sestrojenu kružnici trojúhelníku opsanou, 

snadno sestrojíme osy jeho vnitřních úhlů, protože kol-
mice vedené středem kružnice opsané na strany troj-
úhelníku určují na kružnici opsané body, jimiž prochá-
zejí osy jeho vnitřních úhlů. 

b) Máme-li naopak střed kružnice trojúhelníku uvnitř 
vepsané, můžeme sestrojit vrcholy ¿^A^Bfi, z relace p 
podle S, aniž sestrojíme kružnici trojúhelníku opsanou. 
Stačí sestrojit osy stran a vyhledat jejich průsečíky 
s osami vnitřních úhlů. 

Věta 17. Mají-li vnitřní úhly trojúhelníků, [ A A B C , 
A-^i-řřiCy e p podle S velikosti po řadé <x, f}, y a a', 0', y', 
potom platí: 

« ' = Y Ú 9 + y) = » o o — f - . 

P = y ( « + y) = 9 0 " — 

/ = -*-(« + /?) = 9 0 ° — g -

Důkaz. Z vlastností obvodových úhlů vyplývá (obr. 58): 

^CC.A, = ^ C A A , = -1 a, 

« í C C A = <CBB1 = i-0, 
přičemž je 

•ZGCJAÍ + ZCC& = <MiCi-Bi = y ' , 
oo 



neboli 

Současně je (<% -f- (i) = 180° — y, takže 

y (<* + £ ) = y (!80o — y) = 90° — Y • 

Zbývající dvě tvrzení jsou opět záležitostí cyklických 
záměn. 

Bezprostředním důsledkem věty 17 je: 

Věta 18. Jsou-li <*', /?', y' velikosti vnitřních úhlů troj-
úhelníku AXBJGÍ z relace p podle S, potom jsou všechny 
tyto tři úhly ostré. 

Důkaz je nasnadě, protože podle věty 17 je 

= 9 0 ° — -í-A/9' = 90° — A A / = 90° — 

a to jsou vesměs ostré úhly. 

Věta 19. Je-li dvojice [AABC, A ^ A C j ] e p podle S, 
potom vrcholy AA1B1Cl jsou po řadě středy kružnic opsa-
ných trojúhelníkům ¿\BSC, A OSA a A ASB. 

Důkaz. Na obr. 60 je v A S C f í vnitřní úhel -^G^B 
vnějším úhlem AGSB, kde 

<SCB = ^ G B = | - A &3BG = ^ B G = ^ , 
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takže 

•ŽC^B = -$SCB + <SBG = ^ (y + P)- (2-1) 

Dále je 
•ŽSBC, = -$SBA + -ZCiBA, (2.2) 

přičemž 

•ZSBA = y p A ^C.BA = A = ~ y. (2.3) 

Obr. 60 

Dosadíme-li podle (2.3) do (2.2), bude SBCx = 

(y + P) a podle (2.1) a (2.3) pak ^C^&B = -žC^S, což 
znamená, že &BSC, je rovnoramenný s rameny CXS 
a CXB a podle věty 15 také CXB = C ^ . 

Dokázali jsme, že CXB = Cf
1íSí = Cx-4, takže body B, 

S, A leží na kružnici opsané kolem středu C, poloměrem 
0,8 . Cyklickými záměnami dojdeme i k dalším dvěma 
tvrzením: 
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body C, S, B leží na kružnici opsané kolem středu A j 
poloměrem 

body O, S, A leží na kružnici opsané kolem středu By 
poloměrem BYS. 

Věta 20. Je-li dvojice [&ABC, A A ^ f i j e p podle S, 
potom jsou vrcholy /\ABC souměrně sdruženy se středem 
8 kružnice A ABC vepsané podle stran IsA^Bfi^ a to 
vrchol A podle strany 5 1 C 1 , vrchol B podle strany A1Cl 
a vrchol C podle strany A^B^ 

Důkaz (obr. 60). Jde o přímý důsledek věty 19, podle 
které je 

= C^A A B^S = BXA. 
Podle toho jsou trojúhelníky AA8CX a /\ASB1 rovno-

ramenné a souměrné podle osy Bfi^. Totéž platí o troj-
úhelnících ABSC 1 a A B S A X , ACSA 1 a ACSB^ kde 
v prvním případě je osou souměrnosti přímka A1C1, ve 
druhém přímka A^B^ — 

Tím jsme současně dokázali ještě jeden vztah, a proto-
že jde o vztah základní důležitosti, vyjádříme ho samo-
statnou větou. 

Věta 21. Je-li dvojice [AABC, A^Bfi^ ep podle S, 
potom osy AAlt BBX a CCl vnitřních úhlů A ABC obsahu-
jí výšky A^ÁCi příslušné po řadě ke stranám Bfi^, 
AtCt a A1B1, takže pól S je průsečíkem výšek /\AlB1C1. 

Důkaz byl již proveden, protože jsou-li přímky AYBU 
ByCx a CXAX po řadě osami úseček CS, AS a BS, jsou na 
ně kolmé, takže: 

CXC = CS ± A& A BtB = BS _L A& A AXA = 
= AS ± B,CV 
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To znamená, že přímky CXC, BXB a AXA skutečně 
obsahují výšky AAyBfi, a pól S je jejich průsečík. 

K zajímavému výsledku dospějeme, utvoříme-li k re-
lacLU±ABC, A-4ACj] ep podle S relaci [ A A & C , , 
AABC]ep podle S (viz větu 13). Tato nová relace je 
středovou souměrností podle středu O kružnice A ABC 
opsané. Příslušný důkaz je proveden v příkladech na 
konci této části druhé kapitoly. 

Obraťme nyní svou pozornost ke středům kružnic 
A ABC vně vepsaných. Zde je třeba si uvědomit, že 
středy kružnic libovolnému trojúhelníku vně vepsaných 
leží vždy vně jeho kružnice opsané. Půjde tedy v těchto 
případech vždy o relaci q podle Stt, nebo Sb či Sc. Tento 
obecně platný vztah dokážeme, aniž bychom vyslovovali 
zvláštní větu, a to sporem. 

Předpokládejme proto, že uvažovaný střed, například 

C / 

Obr. 61 
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Sa, leží na kružnici opsané nebo uvnitř. V prvním pří-
padě bude v tětivovém čtyřúhelníku ABSJJ (obr. 61) 
platit <$.BSaC = 180° — «, v druhém případě -$.BSaC > 
> 180° — OL, neboli 

•£BSaC S 180° — A. (2.4) 
Protože střed kružnice trojúhelníku vně vepsané leží 

na osách vnějších úhlů, v našem případě při vrcholech B 
a G, bude 

-£SaCB = i- (« + 0) A <£SaBC = i- (« + y), 

kde <x je velikost vnitřního úhlu při vrcholu A, p při 
vrcholu B a y při vrcholu G. 

V ABSaC potom platí: 
^BSaC = 180° — (<£SaCB + -$SaBC) = 

= 180° - [ i - (* + p) + -l (« + y)] = 90° - Y , 

takžá 
2. ¿CBSAC = 180° — A. (2 .5) 

Vidíme hned, že nemůže současně platit (2 .4) i (2 .5) , 
protože by potom bylo 2. $.BSaC = :BS0G, a proto 
předpoklad (2.4) je nesprávný. Nemůže tedy střed Sa 
a v důsledku cyklických záměn ani středy Sb a S„ ležet 
na kružnici opsané nebo dokonce uvnitř této kružnice. 

Tím jsme dokázali, že relace podle pólů Sa, Sb a Sc mají 
vlastnosti relací q podle Q zavedené definicí 2. Současně 
musíme vzít v úvahu, že střed kružnice trojúhelníku vně 
vepsané je průsečíkem osy jednoho vnitřního úhlu 
a os dvou vnějších úhlů. Půjde-li proto například o relaci 
q podle Sa, musíme vrcholy příslušného trojúhelníku 
značit AltBt a C2, protože vrchol Ax leží spolu se středem 
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S kružnice uvnitř vepsané na přímce ASa, takže dvojice 
[A ABC, A-^I-BICJ e p podle S a [/\ABC, A A&Cje 
eq podle Sa mají jeden vrchol společný, tj. vrchol Ax. 

Je proto logické, že tomuto vrcholu ponecháme index 1. 

Pro relaci p podle S jsme odvodili věty 15 až 21. 
Ověřme nyní, platí-li obdobné věty i pro relace q podle 
Sa, Si, a $c! 

Věta 22. Mějme dvojici [A ABC, A^ i52C2] eq podle 
Sa. Potom vrcholy A^4I52C2 půlí oblouky kružnice opsané 
¿\ABC mezi jeho vrcholy. 

Důkaz (obr. 62). Polopřímky CCÍ a CSa jsou osy 
vedlejších úhlů, takže CC1 _[_ CSa, neboli ^C^Sa = 
= 90°. Protože <í:C2CCí je vedlejší úhel k ^.CfiS,,, je jeho 
velikost rovněž 90° a podle Thaletovy věty přímka C\C2 
prochází středem O kružnice A ABC opsané. Podle věty 

C2 

Obr. 62 
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16 je přímka OGx = 0C2 osou strany AB A ABC, a proto 
oblouky AC2 a BG2 jsou shodné. Obdobně je i AB2 = 
= CB2 a BA, = CAX, takže i přímka BXB2 prochází 
středem O. 

Právě dokázaného vztahu využijeme s výhodou při 
konstrukcích tam, kde bude snazší místo ¿±AXB2C2 
sestrojit ¿\AXBXCX nebo naopak. Připomeňme už jenom, 
že věta 22 je obdobou věty 15 a její důsledky obdobou 
věty 16, což znamená, že osy stran A ABC procházejí 
vrcholy /\AXB2C2. Rozdíly mezi A ^ I ^ A a /\A1B2G2 
z relací p a g podle 8 a Sa nebo Sb či Sc se projeví, 
budeme-li hledat věty analogické k větám 17 a 18. 

Nejdříve dokážeme platnost věty obdobné větě 17. 

Vfita 23. Má-li dvojice [AABC, &AxB2C^\&q podle 
Sa velikosti vnitřních úhlů po řadě a, /?, y a a.', /?', y', potom 
o těchto velikostech platí: 

»' = 90 o + y ' = | . 

Důkaz (obr. 62). Především uvažme, že :AXB2C2 = 
= $:AxBtCx — 90°, protože <£(7aB2CX je obvodový 
úhel nad průměrem CXC2 podle důsledků věty 21. V těti-
vovém čtyřúhelníku AxBiCxB1 pak je ^:AXB2CX = 180° — 

— ^.CXBXAX. Víme, že -$CXBXAX má velikost 90° 
ti 

takže ^AXB2C2 = 180° — ( 9 0 ° ~ y ) — 9 0 ° = y ' 

y 
Obdobně dostaneme velikost = a ko-

¿t 
nečně i <C 2 A X B 2 = 180° " ( y + y ) = 9 0 ° + y " 
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Cyklickými záměnami dojdeme k velikostem vnitř-
ních úhlů v ¿\A iB lC t z relace q podle Sb, kde 

a v ¿\A2B2G1 Z relace q podle Sc, kde 

« ' ~ f / T - A . / - 90- + ^ - . 

Tím je věta 23 dokázána a zároveň poznáváme, jak se 
liší od věty 17, což se projeví v jejích důsledcích: 

Věta 24. Je-li A ABC společná první složka v relacích 
q podle Sa, Sb a Sc, potom druhé složky, tj. trojúhelníky 
¿\AXB2C2, AA2BxC2 a AA2B2C1 jsou trojúhelníky tupo-
úhlé s tupým úhlem při vrcholu, jehož index je 1. 

Důkaz je opět nasnadě, neboC úhly 

= 90° + /?' = 90° + A , 90° + f = y' 

jsou vesměs tupé, takže všechny ostatní úhly jsou 
ostré. 

Nyní snadno rozšíříme platnost věty 19 na trojúhel-
níky z relací q podle Sa, Sb a Se. 

Věta 25. Je-li dvojice [AABC, A-¿I-BICI] e p podle S, 
potom vrcholy AA1B1C1 jsou po řadě středy kružnic opsa-
ných čtyřúhelníkům BSCSa, CSASb a A8B8e, kde Stt, Sb 
a Sc jsou středy kružnic A ABC vně vepsaných. 
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Důkaz (obr. 63). Musíme dokázat, že například střed 
SA leží na kružnici jdouoí body B, 0 & S. Polopřímky BS 
a BSA jsou osy vedlejších úhlů ^ABC a <£GBU, kde U 
je bod na prodloužení úsečky AB za bod B. ¿\SBSA je 
proto pravoúhlý s přeponou SSA. Přímka SSA při tom 
obsahuje bod AU který je podle věty 19 středem kruž-
nice opsané A B S C . Nutně je i středem přepony SSA 

a bod SA leží rovněž na kružnici opsané A BSG. Vše další 
opět plyne z cyklickýoh záměn. 

Důsledkem věty 25 je důležitý vztah mezi trojúhelní-
ky ¿\AÍB1G1 Z relace p podle S a AA-^B^G^ Z relace q 
podle SA, pokud mají společnou první složku A ABC. 

Věta 26. Je-li dvojice [ A A B C , A ^ A C J e p podle S 
a středy kružnic A ABC vně vepsaných SA, SB a SE, potom 
trojúhelníky ¿\A-Jifi-L a &SjSb3c jsou podobné s pomě-
rem podobnosti k — 2 a jejich strany jsou rovnoběžné 
(A,B, U SJ3B, B.G, || STS, a CXAX [| SJ9A). 
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Důkaz (obr. 64). Jde o přímý důsledek věty 25, neboť: 
Je-li 

ŠAj, = Ajfa , potom ŠŠ~a = 2.ŠAlt 

ŠČj^ = OjŠc, potom SSe = 2.ŠČlt 

lehlosti « = 2. Odtud potom plyne rovnoběžnost jejich 
stran. Obdobně platí A^i-S^i ~ ASJ53b , AB1SC1 ~ 
~ /\SbSSc při stejném poměru stejnolehlosti x = 2. 

Věta 27. Je-li A ABC první složkou a t\A1BiC1 druhou 
složkou v relaci p podle S a současné trojúhelníky AA^Bfi^, 
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AB1C2Az a ACXA2B2 druhými složkami v relacích q podle 
pólů SA, SB a 8E, potom společná kružnice opsaná tímto 
trojúhelníkům je Feuerbachovou kružnicí trojúhelníku 
SASBSE. 

Důkaz (obr. 64). Víme, že Feuerbachova kružnice, ji-
nak také zvaná kružnice devíti bodů, obsahuje paty 
výšek, středy stran a středy úseků výšek mezi vrcholem 
a průsečíkem výšek. 

Podle věty 21 je střed 8 průsečíkem výšek &A1B1C1. 
Z toho plyne, že přímka obsahující body A, S, AX a SA je 
kolmá na přímku 51C'1, a protože tato přímka je podle 
věty 26 rovnoběžná s přímkou SBSC, je AS„ _L SBSC 

a úsečka AS„ je výškou trojúhelníku SASBSE příslušnou 
ke straně 8BSC. Další dvě výšky pak jsou analogicky 
úsečky BSB a CSC. Tím je důkaz věty 27 proveden, proto-
že stačilo dokázat, že kružnice opsaná /\ABC prochází 
patami výšek /\SASB8C, a proto je jeho Feuerbachovou 
kružnicí. Zbývajících šest bodů na této kružnici lze 
snadno identifikovat: 

Podle věty 25 je SAX = AXSA, SBT = B^8B a SC1 = 
= CISC. Jinými slovy: Vrcholy ¿\A1BÍGL jsou po řadě 
středy úseček 88A, SSB a SSE. 

Jsou tedy body ALT BX a C1 po řadě středy úseků vý-
šek ASASBSC mezi průsečíkem výšek S a jeho vrcholy. 

Dále víme podle věty 22, že přímky A1A2, B±B2 

a CXC2 procházejí středem kružnice A ABC opsané. 
Proto jsou A-4I-BICI, AAHB2C2 souměrně sdruženy 
podle tohoto středu, takže podle věty 26 platí: 

A2B21| SBSA A B2C21| SCSB A C2A21| SASC. 

Jsou proto úsečky A^B.^ B2C2 a C'2A2 středními příčka-
mi A8ASB8C, neboli body A2, Ě2 a C2 středy jeho stran. 
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Ukážeme ještě, že platí věty obdobné větám 20 a 21. 

Věta 28. Je-li dvojice [AABC, AA^C^eq podle Sa, 
potom přímky A ,8a, B2Sa a C^Sa obsahují výšky trojúhel-
níku A,B2G2, přičemž pól Sa je průsečíkem těchto výšek. 

Důkaz (obr. 64). Protože přímka G,G2 proohází stře-
dem O kružnice A ABC opsané, je ^.G^A-fi, = 90°, 
neboli 

G^A, ± A & . (2.6) 

Podle věty 26 je současně A,C, X Sa8c, takže podle 
(2.6) je také C2A, X SaSc. Je proto v AA,B2C2 výška 
příslušná ke straně C2A, částí přímky Sa8c. Obdobně 
také výška příslušná ke straně B^A, je částí přímky 
8aSb, přičemž průsečík přímek SaSe a SJSt,, tj. pól Sa, je 
průsečíkem výšek AA ,B2C2. 

Věta 28 je tedy obdobou věty 21. 

Věta 29. Je-li dvojice [ A ABC, AA,B2C2]eq podle Sa, 
potom vrcholy A ABC jsou souměrně sdruženy s pólem Sa 
podle stran AA1B2G2, a to: Vrchol A podle strany B2C2, 
vrchol B podle strany A,C2 a vrchol C podle strany A,B2. 

Důkaz (obr. 64). Jde o přímý důsledek předešlé věty. 
Je-li totiž C2A, X 8aB = SaS0 a současně podle věty 25 
A,B = A,Sa, potom jsou body Saa. B souměrně sdruženy 
podle přímky G2AV Dále víme, že úsečka SaA je výškou 
ASaSJSc příslušnou ke straně SbSc a úsečka B2G2 je 
střední příčkou téhož trojúhelníku (viz věta 27). Je tedy 
také přímka B2C2 osou souměrnosti bodů A a 8a. 

Zřejmě věta 29 je obdobou věty 20. 

Existují ještě některé další vztahy, kterých lze s vý-
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hodou využít při konstrukcích. Některé z nich uvedeme 
v následujících příkladech, jimiž tuto ěást kapitoly 
Uzavřeme. 

Příklad 1. Rozhodněte, zda je pravdivé toto tvrzení: 
Existuje aspoň jedna trojice trojúhelníků A ABC, 
A^i-BíCí a AA1B2C2 takových, že o nich platí [ A A B C , 
A^x-Bi^] e p podle 8 a současně [ A ABC, A^i-B2C2] e 
e q podle 8a, přičemž 

AA1B1CÍ ^ AAS2C2. 

Řešení. Takové trojúhelníky neexistují, neboť podle 
věty 18 je l\AlBíCl ostroúhlý a podle věty 24 AA^Bfi^ 
tupoúhlý. Proto nemůže být l\A1BlC1 ^ A A X B $ 2 . 

Přiklad 2. Je dána kružnice k — (O; 3,5 cm) a na ní 
body A, B, Bx takové, že AB = 4 cm, ^BABx = 90°. 
Určete na kružnici k body C, A1 a Cx, aby trojúhelníky 
AABC a A^í-BiCi byly v relaci p podle S. 

Rozbor. Předpokládejme, že existuje aspoň jedno ře-
šení. Potom je střed menšího oblouku AB již vrcholem 
Cj hledaného A-^í-Si^i a pól 8 je průsečík přímky BBX 
s kružnicí opsanou kolem bodu C1 poloměrem CjÁ 

Můžeme však usuzovat také takto: Daný bod je 
středem oblouku AC, takže BXA = ByC. Tím je určen 
A ABC a další postup je nasnadě. 

Konstrukce je provedena na obr. 65 prvním způsobem. 
Máme-li střed 8, potom přímky .45 a CXS protínají 
kružnici k v bodech i ^ C . 

Důkaz správnosti vyplývá z pravdivosti použitých 
v ě t 

103 



Diskuse. Protože přímka BBx a kružnice opsaná kolem 
bodu C, poloměrem C,A mají jeden bod společný, tj. bod 
B, mohou mít právě jeden další společný bod, takže 
úloha má nejvýše jedno řešení. Nutná podmínka ovšem 

> 

je, aby bod B, ležel v polorovině ABC, tj. na větším 
oblouku AB tak, že AB, < BB,. Tato podmínka je zde 
splněna, a proto úloha má právě jedno řešení. 

Příklad 3. Zvolte body A, B, S„ tak, aby neležely 
v přímce. Nechť body A a B jsou vrcholy A ABC a bod 
Sa středem kružnice A ABC vně vepsané proti vrcholu 
A. Sestrojte dvojici [A ABC, lsA1B2C2\ eq podle Sa, 
aniž narýsujete kružnici A ABC opsanou! 

Řešení. Kružnice vně vepsaná se dotýká přímky AB. 
Můžeme ji proto sestrojit, protože máme její střed Sa. 
Přímky BC a AC pak jsou rovněž tečnami téže kružnice 
vně vepsané a jejich průsečík je vrchol C A ABC. Podle 
věty 22 je vrchol A, hledaného A ^ I - B A průsečík přím-
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ky ASa s osou strany BC, vrchol Bz průsečík přímky 
BSa s osou strany AC a vrchol C2 průsečík přímky CSa 
s osou strany AB trojúhelníku ABC. 

Diskuse. Úloha bude mít řešení právě tehdy, když 
pata kolmice vedené bodem Sa na přímku AB padne na 
prodloužení úsečky AB za bod B. Kdyby padla dovnitř 
úsečky AB, ležel by střed Sa proti vrcholu C, což není 

možné. Kdyby padla dokonce na prodloužení úsečky 
AB za bod A, ležel by bod Sa proti vrcholu B, což rovněž 
není možné. Další postup konstrukce už je závislý je-
nom na existenci tečen ke kružnici vepsané vedených 
body A a B. Protože přímka AB je tečnou této kružnice 
a ani jeden z bodů A nebo B není bodem dotyku, existují 
právě dvě další tečny, a to AÓ a Bd, protože tečna AB 
je společná. Jde už jenom o to, nejsou-li některé z uve-
dených tečen navzájem rovnoběžné, a to být nemohou, 
protože by pak dotykový bod musel ležet mezi body 
A a B. Bude-li tedy splněna shora uvedená podmínka 
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o poloze bodu S„ vzhledem k úsečce AB, bude mít tato 
úloha vždy právě jedno řešení. 

Příklad 4. Je dán ASASBSC = = 10, SBSC = 9, 
S„SA = 7], Sestrojte A ABC tak, aby body SA, SB a 8E 

byly středy kružnic trojúhelníku ABC vně vepsaných. 

Řešení. Užijeme věty 27. Sestrojíme Feuerbachovu 
kružnici v trojúhelníku &SASBSC. To se dá provést dvě-
ma způsoby. Nejjednodušší konstrukce spočívá v tom, 
že narýsujeme výšky tohoto trojúhelníku, jejichž paty 
jsou vrcholy hledaného A ABC. Tato konstrukce je pro-
vedena na obr. 67. 

Můžeme ovšem volit i zdlouhavější postup. Vyhledá-
me středy stran a potom Feuerbachova kružnice jimi 
prochází a protne strany A S A S B S E v hledaných vrcholech 
A ABC. 

Protože v každém trojúhelníku lze sestrojit právě 
jednu Feuerbachovu kružnici, má tato úloha právě jedno 
řešení. 

s c 

Obr. 67 
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Příklad 6. K danému trojúhelníku ABC sestrojte 
AA^ByCi z relace [ A ABC, AA^Bfi^ e p podle S 
a A ABC z relace [ A ^ i - B A . A AB(J\ep podle S. Do-
kažte, že pól S je středem kružnice A ABC opsané 
a relace p je středovou souměrností. 

C 

Obr. 68 
Řešeni. Popsaná konstrukce je provedena na obr. 68. 
Podle věty 14 mají vnitřní úhly A ABC velikosti 

5 = 180° — (<x + «'), P = 180° — (p + p'), 
y = 180° — (y + y ' ) • (2.7) 

Dále je podle věty 17 a' = 90° — - J , p' = 90° — - A , 

Y' = 90°— Dosadíme-li tyto hodnoty do (2.7), do-¿t 
staneme po úpravě: 

a = 90° - - J ,P = 90° - A , y = 90° — • 
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Jsou tedy vnitřní úhly trojúhelníků AALB1C1 a A ABC 
shodné, a protože jde o trojúhelníky vepsané do téže 
kružnice, jsou tyto trojúhelníky shodné. Současně pak 
podle věty 13 procházejí přímky AXA, B,B a CXC týmž 
bodem, takže jde o středovou souměrnost se středem 
S = 0. 

Příklad 6. Je dána dvojice [AABC, A ^ A C J e p 
p podle S a středy kružnio A ABC vně vepsaných SA, 
SB, SE. 

Dokažte, že 

AA^C, ~ ASJSTSO ~ ASABC ~ AASBC ~ AABSC . 

Řešeni. První část tvrzení dokazovat nemusíme, vy-
plývá z věty 26. 

Podle věty 27 jsou vrcholy A ABC patami výšek 
v ASASBSC. Jsou proto trojúhelníky ASAASB a A S B C S E 

podobné, protože oba jsou pravoúhlé a mají jeden další 
úhel, totiž ^.SASBSC, společný. Velikosti jejich stran 
jsou tedy úměrné a platí: 

SASB : SBA = SCSB : SBC, 
neboli 

SASB :SBSC = SBA :SBC. (2 .8) 

Také trojúhelníky ASAST ,SC a A A S B C mají společný 
-%SaSbSc. Podle (2.8) jsou jejich strany co do velikosti 
úměrné, takže podle věty sus o podobnosti trojúhelníků 
je ASASBSA ~ A A S „ C . 

Cyklickými záměnami dojdeme k dalším dvěma vzta-
hům: 

ASBSCSA ~ A BSCA a A SJ3J3B~ A CSAB. 

108 



Příklad 7. Má-li A ABC vnitřní úhly velikostí a > 
> fí > y, potom vrcholy trojúhelníků AA1B2C2, 
AA 2B 1C 2 , AA 2 B 2 C t z relací q podle Sa, Sb a Šc leží na 
společné kružnici opsané tak, že platí: 

bod A2 odděluje body Sb, A, 
bod B2 odděluje body S„, B, 
bod C2 odděluje body Sa, C. 
Dokažte a vypište všechny obměny pro různé vzá-

jemné velikosti vnitřních úhlů A ABC. 

Řešení. Dokážeme každé ze tří tvrzení zvlášť. 
a) Bod A2 odděluje body Sb, A: 
Především víme, že tečna kružnice A ABC opsané 

sestrojená v bodě A tvoří se stranou AB úhel velikosti y 
(úsekový úhel). Podle výsledku příkladu 6 je 

&SbAC ~ ABlAlCl 
a také 

<SbAC = ^ A f i , = i - 0? + y) (2.9) 

podle věty 17. 
Podle předpoklade je /S > y tedy i /? + fi > y -f /?, 

neboli 

+ <21°) 

Máme proto podle (2.9) a (2.10) f} > -^SbAC a přímka 
$,,.4 protne kružnici opsanou A ABC mezi body A a Sb. 

(2.11) 
b) Bod B2 odděluje body Sa, B: 
Tečna v bodě B tvoří se stranou BC "úsekový úhel 

velikosti <*. Současně je <£SaBC = <$.A1B1C1 = — 

(« + y). 
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Podle předpokladu je a > y a odtud <x > (a + y), 

neboli <£SaBC < <* a bod B2 padne mezi body Sa, B. 
(2.12) 

c) Bod C2 odděluje body Sa, C: 
Také tečna kružnice opsané [\ABC vedená v bodě C 

tvoří se stranou AG úhel velikosti P a <£SbCA = 

[Podle předpokladu je « > /? a odtud (<* + P) = 
Zt 

— SbCA < p, takže přímka SbC protne kružnici 
opsanou A ABC až za bodem C, čili Ct odděluje body 
Sa a C. (2.13) 

Shrneme-li (2.11), (2.12) a (2.13), je důkaz úplný. 
Požadované obměny zapíšeme do tabulky: 

Předpoklad: Tvrzeni o pořadí bodů na přímkách 
SaA, 8aB, SttC 

a> P >y SaB2B sac2c SbA2A 

* > y > P s*czc SaB^B SJ-tA 

0 > *> y SbAtA sbc2c SqBÍB 

P > y > ot sbctc SbA2A scb2b (obr. 64) 

y > a > P SCA2A AcBtB SaC9C 

y > P > CL ScBfB ScAtA SbCtC 
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Příklad 8. Je dána dvojice [&ABC, A ^ A ^ I ] ep 
p podle S. Aniž narýsujete středy kružnic A ABC vně 
vepsaných, sestrojte trojúhelníky AA^B^C^ A A J i f i i 
a A>427?2C1 Z relací q podle SA, SB a SC a potom dokažte, 
že 

a) tětivový šestiúhelník A1C2BLA2CLBI má každé 
dvě protější strany rovnoběžné, 

b) trojúhelníky A A 1 B 1 C 1 a /\A2B2C\ jsou v relaci 
p podle S = O, kde O je střed kružnice J\ABC opsané. 

Řešení (obr. 64). Při konstrukci užijeme poznatku, že 
přímky AXA2, BXB2 a GYC2 procházejí středem 0 (viz 
např. důkaz věty 22). Odtud také vyplývá, že čtyřúhel-
níky AXQ 2A2C\, C2B1C1B2 a BXA 2B2A1 jsou obdélníky, 
takže je 

A,C21| A2C\ A C2BX || CXB2 A B,A21| B2AX. 

Tím je důkaz a) proveden, 
Druhý důkaz vyplývá z věty 26, neboť, jsou-li úsečky 

AXBX a SBS„ rovnoběžné, jsou rovnoběžné i úsečky 
AXBX a C2C, protože úsečka C2C je částí úsečky SBSA. To 
však znamená, že čtyřúhelník AXCC2B a obdobně i čtyř-
úhelníky BXA2ACX a C1B2BA1 jsou lichoběžníky vepsané 
do kružnice, a proto rovnoramenné. Z toho plyne 

AXC = C2BL A BXA2 = ACX A C1B2 = BAV 

To znamená, že podle věty 13 jsou trojúhelníky 
AA1BLC1 a A A2B2C2 V relaci p podle S = 0. 

Cvičení 

1. Sestrojte libovolný trojúhelník a opište mu kružnici. 
Potom bez použití kružítka sestrojte vrcholy trojúhelníku 
z relace p podle S. 
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2. K libovolně zvolenému trojúhelníku EFG sestrojte troj-
úhelník EXFXGX z relace p podle S, aniž narýsujete kruž-
nici A EFG opsanou. 

3. Velikosti vnitřních úhlů daného A ABC jsou v poměru 
<x : 0 : y = 5 : 6 : 7. 
a) Určete velikosti těchto úhlů a velikosti vnitřních úhlů 

AA X B X C X z relace p podle S. 
b) Jaký je poměr velikostí vnitřních úhlů AAlBlC1 ? 
c) Udejte obecný vzorec pro přímé stanovení poměru veli-

kostí vnitřních úhlů druhé složky z relace p podle S. 
4. Velikosti vnitřních úhlů druhé složky z relace p podle S 

jsou ve stejném poměru jako velikosti vnějších úhlů 
první složky. Dokažte! 

5. Velikosti vnitřních úhlů v AAXBXCX z relace p podle S 
jsou OL' = 67°48', P' = 78°36'. Určete velikosti vnitřních 
úhlů A ABC. 

6. Odvodte vzorec pro výpočet velikostí úhlů -$lASB, 
•ZBSC a -$.CSA v trojúhelníku ABC se středem S kruž-
nice uvnitř vepsané, jsou-li velikosti vnitřních úhlů AABC 
po řadě tx, P, y. 

7. Výsledku úlohy 6 užijte při řešení této úlohy: Sestrojte 
A EFG [EF = 7; -Š.EQF = 40°; Q = 2], kde g je velikost 
poloměru kružnice uvnitř vepsané. 

8. Sestrojte trojúhelník, je-li dána velikost poloměru kružnice 
opsané r = 3,5, velikost poloměru kružnice uvnitř vepsa-
né Q = 1,5 a velikost jednoho vnitřního úhlu a = 70°. 

9. Je dána.kružnice k — (O; 36), na ní vrchol A A ABC 
a vTchol Ax AAtBiCi z relace [ A ABC, AAxBxCx]Gp 
podle 8. Sestrojte oba trojúhelníky, víte-li, že AB — 42. 

10. Do kružnice k = (O; 28) vepište dvojicí [ A K L M , 
AKXLXMX] e p podle S, víte-li, že KL = 42, LXMX = 30. 

11. Je dán A A B x O x [ABX = 3; AOx = 4; <£BXAC1 = 120°]. 
Narýsujte [ A ABC, AAyB^C^ep podle S. 

12. Do kružnice opsané danému A EFG vepište A KLM tak, 
aby bylo KE _L LM, LF J. KM a MG ± LK. 

13. Je dán A ABC a kružnice jemu opsaná. Bez použití kru-
žítka sestrojte střed kružnice vně vepsané proti vrcholu A. 

14. K danému AABC sestrojte druhou složku AAtBxOt z rela-
ce q podle St, aniž narýsujete bod St,. 

16. Velikosti vnitřních úhlů AAJB%CX z relace AABC q 
q AAtBtCx podle St jsou v poměru 2 : 3 : 13. Určete 
velikosti vnitřních úhlů A AB& a jejich poměr. 
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16. Je-li první složkou v relacích q podle Sa, S], a Sa trojúhel-
ník rovnoramenný, potom právě jedna ze tří druhých 
složek je opět rovnoramenný trojúhelník. Dokažte a uved-
te, který. 

17. Zvolte libovolný trojúhelník ABAX a na jeho straně AAl 
určete bod S takový, aby úsečka AB byla stranou první 
složky AABO a bod At vrcholem druhé složky AAlB1Cl 
z relace p podle S. Provedte diskusi vzhledem k velikosti 
stran zvoleného trojúhelníku. 

18. Zvolte libovolný trojúhelník EFG a opište mu kružnici. 
K sestrojení středů kružnice uvnitř vepsané a vně vepsané 
proti vrcholu E stačí narýsovat jedinou přímku a jedinou 
kružnici. Provedte! 

19. Narýsujte ostroúhlý trojúhelník HJK a sestrojte průsečík 
jeho výšek. Potom narýsujte kružnice: 

= (H; HV), kt = (J; JV) a t , = (K-, KV). Tyto kruž-
nice se po dvou protínají na kružnici opsané A HJK. 
Odůvodněte! 

20. Narýsujte různostranný tětivový čtyřúhelník ABGD, je-
hož vnitřní úhly při vrcholech A a C jsou pravé. Střed 
kružnice opsané označte M. Ukažte, že body A, B, C, D 
a M je jednoznačně určena dvojice [ A ACE, AA X C X E^\ 
a dvojice [ A ACE, A •¿¡¡CjAf] z relací p podle B a q podle 
D, kde B a D jsou středy kružnic uvnitř a vně vepsaných. 
Narýsujte a odůvodněte! 

21. Sestrojte ostroúhlý různostranný trojúhelník EFG a prů-
sečík jeho výšek označte V. Paty výšek jsou po řadě E0, 
Fo, G„. Trojúhelníku E„FaG0 opište kružnici. Tato kruž-
nice má se stranami A EFG ještě další tři společné body, 
a to středy stran. Narýsujte a odůvodněte! 

22. Opakujte úlohu 21 pro různostranný tupoúhlý trojúhel-
ník! 

23. Známe-li AB = 7 velikost strany A ABC a velikost úhlu 
20° = -$.ASaB, kde Sa je střed kružnice vně vepsané 
A ABC proti vrcholu A, potom můžeme řešit tyto úlohy: 
a) Určit velikosti úhlů y a y' v dvojici [ A ABC, AA^B^CJ] 

G p podle S. 
b) Narýsovat množinu všech středů Sa. 
c) Vypočítat velikosti všech dalších úhlů v trojúhelnících 

z relací p podle S a q podle Sa, je-li známa ještě velikost 
dalšího úhlu, například a. = 80°. 
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24. Jak se změní řešení úlohy 23, bude-li místo daného 
úhlu -ŠASaB známa velikost ^AS C B = 20° í 

25. Trojúhelník A^B^t z relace AABC q A ^ .B I C , podle Sb 
má velikosti vnitřních úhlů v poměru 2 : 0 : 4 . Vypočítejte 
velikosti vnitřních úhlů dvojice [ & A B C , AAxBfi^e 
e p podle S: 

26. Zvolte tři body A, B , a Cv které neleží v přímce..Jaká 
musí být vzájemná poloha těchto tří bodů, aby jednoznač-
ně určovaly A ABC, AAlB1Cl z relace p podle S, jakož 
i trojúhelníky z relaoí q podle Sa, Sb a Se ? 

27. Je dán AC^Sf, [ C , ^ = 7; SaSb = 10; C,S6 = 9]. Sestroj-
te příslušný AABC, víte-li, že C1 je vrchol AA,B1Cl z re-
lace p podle S a body Sa, Sb st ředy kružnic A ABC vně 
vepsaných. 

28. Je dán A ABC [ A Š = 7,2; BČ _= J5.7; <£ČBA = 70°] 
z trojice AABC p AA1B1Clp A ABC podle S. Narýsujte 
tuto trojici! 

29. Na dané kružnici k = (O; 3,8) zvolte tři navzájem různé 

body A,-Bu C a sestrojte trojici trojúhelníků A ABC p 
p AA^BIGÍP AABČ podle SI 

80. Sestrojte A ^ B C z relace A A B C p o p AABC podle S, 
je-li dán A-4,B,(7a s tupým úhlem při vrcholu At. 

31. Vyšetřete množinu všech pólů Q sdružených s póly S, když 
vrchol C daného trojúhelníku ABC probíhá kružnici tomu-
to trojúhelníku opsanou. Patří do této množiny střed Sa 
kružnice vně vepsané t 
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B. P R Ů S E Č Í K V Ý Š E K 

Tuto část druhé kapitoly věnujeme dvojicím trojúhel-
níků z relací p nebo q utvořeným podle průsečíku výšek 
daného A ABC, který budeme nadále značit vždy zna-
kem V. 

Musíme ovšem přes toto jednotné značení rozlišovat 
mezi trojúhelníky ostroúhlými a tupoúhlými, neboť 
u ostroúhlých půjde vždy o relaci p podle V, u tupo-
úhlých o relaci q podle V. Trojúhelníky pravoúhlé zde 
nepřipadají v úvahu, protože podle definic 1 a 2 nemo-
hou póly P ani Q ležet na kružnici trojúhelníku opsané. 

Pro zkoumání vlastností relací p nebo q podle V má 
základní význam věta, jejíž platnost ted dokážeme: 

Věta 30. Je-li A ABC první složkou a A A1B1C1 nebo 
AA2B2C2 druhou složkou v relaci p nebo q podle V, je pól 
V středem kružnice 
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a) uvnitř vepsané A-^AC^, když AABjp je ostroúhlý, 
b) vně vepsané /\A2B2G2, když /\ABG je tupoúhlý. 

Důkaz provedeme pro každý typ trojúhelníku zvlášť, 
a) Nechť tedy /\ABG je ostroúhlý (obr. 69). 
Především je CC\ ± AB A BBX _L AC, a proto 

<í:AAÍG1 = •¿¡:ACC1 = 90° — -ZAA^ = ABBx = 
= 90° — <*, takže <£AA íB l = -^AAfi^ čili 

přímka AAt je osou úhlu B1A1C1. (2.14) 

Z cyklických záměn pak plyne: 

Pól V, kterým přímky A A „ BBr a CG1 procházejí, 
je podle (2.14), (2.15) a (2.16) středem kružnice uvnitř 
vepsané AA^BxGx, takže je [ A^ I -B I^, A A B C ] e p 
podle S. 

přímka BBX je osou •^.A1B1C1, (2.15) 

přímka CCÍ je osou (2.16) 
i > 

B. z 
Obr. 70 
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b) Nechť A ABC je tupoúhlý s tupým úhlem při vrcho-
lu A (obr. 70). 

Označme O střed kružnice A ABC opsané a průsečíky 
přímek BO a CO s touto kružnicí po řadě Bx a Cx; dále 
pak paty výšek A ABC na stranách AB a AC po řadě 
C0 a B0. 

Protože přímky BBX a CCX procházejí středem O, je 
čtyřúhelník BCBXCX obdélník, a proto 

-ZGfiB = ^ B C . (2.17) 
Podle Thaletovy věty jsou trojúhelníky ¿sB1B2B 

a ACjC^C pravoúhlé, takže je 

BxB2 J_ BV A CB0 _L BV => B,B21| CB0, 
ClOt±CVABC0±CV=>C1Ct\\BC0. (2.18) 

Podle (2.18) jsou čtyřúhelníky B^AC a CXC2AB 
lichoběžníky, a protože jsou vepsány do kružnice, jsou 
rovnoramenné; odtud dostáváme přímo: 

AC2 - BCi - CBX = AB2 =» -^AA^B2 = 
= ^AA2C2> (2.19) 

a také 
<$AA2B2 = <^BCC1 A <AA2C2 = •$CBC1. 

Současně je AA2 _L BC, tedy podle (2.19) také 
A2B2 JL CCy a A2C2 ± BBX (2.20) 

Přímky BBt a CC1 procházejí středem O, a proto podle 
(2.20) jsou body a Cx středy oblouků A2C2 a A2B2, 
neboli: polopřímky B2B1 a C2CX jsou osami vnitřních 
úhlů /\A2B2C2. 

Protože je současně BtB2 J_ BV a C1C2 _L CV, jsou 
přímky BV a CV osami vnějších úhlů AASB2C2. 
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Dokázali jsme, že [ /\A 2B2C2, AABC]eq podle S„ = 
= V. 

Význam právě dokázané věty 30 spočívá v tom, že 
vlastnosti relace p podle V nebo q podle V můžeme 
zkoumat na základě již známých vlastností relace p 
nebo q podle S, S„, Sb či Sc. Toho dále využijeme. 

Věta 31. Je-li dvojice [AABC, AA1BlC1]ep podle V 
nebo dvojice [AABC, AAi,B2C2]eq podle V, potom 
vrcholy &ABC půli oblouky kružnice A ABC opsané mezi 
vrcholy A - ^ I - B Á nebo ¿\A2B2C2. 

Důkaz. Užijeme-li věty 30 a podle ní zaměníme 
indexy u vrcholů trojúhelníků podle vět 15 a 22, dosta-
neme přímo tvrzení obsažená ve větě 31. 

Tato věta pak má zajímavý důsledek: 
Utvořme k danému A ABC trojúhelník A^fi x z rela-

ce p podle V a k němu l\ABC z relace p podle V. Snadno 
zjistíme, že složená relace p o p podle V je identitou, 
neboť V = V. 

Pohleďme například na obr. 69. Podle vět 13 a 31 je 
CXA = BrA A CXA = ByA, takže A = A a obdobně 
i B = B a C = Č, neboli A ABC = A ABC. 

Věta 32. Je-li dvojice [AABC, A¿ACJep podle V 
nebo dvojice [AABC, AA2B2C2]eq podle V, potom osy 
stran trojúhelníků ¿\AlB1Ct nebo /\A2B2C2 procházejí 
vrcholy A.ABC. 

Důkaz. Také zde stačí provést záměnu indexů ve větě 
16, popřípadě 22. 
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Věta 33. Je-li dvojice ostroúhlých trojúhelníků £±ABC 
a A-^í-BjCj v relaci p podle V, platí o velikostech vnitřních 
úhlů <*, ji, y, A ABC a «', y' A ^ M : 

<*' - 180° — 2a, fi' = 180° — 2/?, / = 180° — 2y. 

Důkaz. Jestliže podle věty 30 je A ABC v relaci p 
podle S s A^I-BJCJ., potom podle věty 17 je 

« = 9 0 ° a po úpravě <x' = 180° — 2«, 
Ji 

p = 90° — 4 - a po úpravě = 180° — 2p, 

y = 9 0 ° — \ a po úpravě y - 180° — 2y. 

Víta 34. Je-li tupoúhlý A ABC první složkou v relaci 
p podle V s úhly velikostí a > 90°, P, y a ¿\A2B2C2 dru-
hou složkou v této relaci s vnitřními úhly velikosti a , /?' a y', 
potom platí: 

«' = 2« — 180°, p' = 2p, y' = 2y. 

Důkaz. Užijeme opět vět 30 a 23, podle kterých je: 
t 

a = 90° + a po úpravě a = 2<x — 180°, 
¿2 

P = 4 " a P° ú P r a v ě F - 2P> ¿i 
t y 

y = a po úpravě y = 2y. ¿t 

Víta 35. Je-li A ABC první složkou a /\A1B1C1 nebo 
AA2B2C2 druhou složkou v relaci p nebo q podle V, potom 
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vrcholy £\ABC jsou po řadě středy kružnic opsaných troj-
úhelníkům A-Bi VClt &C1VA1 a A-41F51, popřípadě 
AB2VC2, AC2VA2a AA2VB2. 

Důkaz. Pravdivost tvrzeni vyplývá opět z věty 30, 
jestliže podle ní upravíme texty vět 19 a 25. 

Věta 36. Jsou-li dvojice [AABC, A^i-^Cj] nebo 
[AABC, AA2B2C2] Z relací p nebo q podle V, potom 
vrcholy trojúhelníků AA1B1C1 nebo AA2B2C2 jsou sou-
měrně sdruženy s pólem V podle stran A ABC a to: 

vrchol Ax (A2) podle strany BC, 
vrchol Bl (B2) podle strany AC, 
vrchol Cj (C2) podle strany AB. 

Důkaz. Také zde stačí obměnit užitím věty 30 texty 
vět 20 a 29. Pro naše úvahy má ovšem tato věta zvláštní 
význam. Dokázali jsme pravdivost tvrzení věty, která 
byla v úvodu připomenuta jako příklad důkazové úlohy, 
na niž lze navázat obsáhlou diskusi. Dospěli jsme v této 
diskusi k závěru druhé části druhé kapitoly, kterou opět 
uzavřeme několika příklady a dalšími úlohami. 

Příklad 1. Sestrojte &ABC z dvojice [ A A B C , 
AA&CJ ep podle S, kde A^i-BiC^ je rovnoramenný 

trojúhelník vepsaný do kružnice o poloměru velikosti 
32 mm s jedním vnitřním úhlem velikosti 30°. Trojúhel-
ník A1BlCl však nerýsujtel 

Rozbor. Hledaný trojúhelník je podle věty 30 v relaci 
p podle V s daným A ^ A C , . Protože pQdle zadání nelze 
zjistit, je-li AA1B1C l ostroúhlý nebo tupoúhlý, jsou tyto 
dvě možnosti, pokud jde o velikost jeho vnitřních úhlů: 

a) 30°, 30°, 120°. 
b) 30°, 75°, 75°. 
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V prvním případě budou velikosti vnitřních úhlů 
v ¿\ABC podle věty 34: 

2.30° = 60°, 2.30° = 60°, 2.120° —180° = 60°, takže 
hledaný trojúhelník je rovnostranný. 

V druhém případě jsou velikosti vnitřních úhlů 
180° — 2.30° = 120°, 180° — 2.75° = 30° a třetí úhel 
ovšem rovněž 30°. 

Vidíme hned, že podmínkám úlohy vyhovuje jenom 
případ druhý, protože v prvním případě příslušný troj-
úhelník je rovnostranný, takže A-^I-BICI by musel být 
rovněž rovnostranný. K označení vrcholů jsme při řešení 
této úlohy nepřihlédli. 

Příklad 2. Je dán A K L M [KL = 4 cm; LM = 2,5 
cm; <£KLM = 135°]. Sestrojte /\K2L2M2 z relace 
A KLM q ¿\KJJ2M 2 podle V, aniž narýsujete kružnici 
oběma trojúhelníkům opsanou. Konstrukci umístěte 
tak, aby průsečík výšek A KLM padl mimo nákresnu! 

Rozbor. Předpokládejme, že hledaný trojúhelník exis-
tuje. Potom podle věty 36 je vrchol M2 souměrně sdru-
žený podle přímky KL a vrchol K2 souměrně sdružený 
podle přímky LM s průsečíkem výšek V. Protože však 
podle zadání leží průsečík výšek mimo nákresnu, se-
strojíme nejdříve paty výšek M0 na straně KL a K0 na 
straně LM, jakož i výšku na stranu KM včetně jejího 
prodloužení za vrchol L. Přeneseme-li nyní -^MjLV = 
= $.M0LM2 do poloroviny KLM a úhel -^K0LV = 
= <$LK0LK2 do poloroviny MLK (obr. 71), protnou 
ramena takto přemístěných úhlů přímky MM0 a KK0 
po řadě v bodech M2 a K2. Pokud bude nepřístupný 
i bod LT, můžeme narýsovat snadno aspoň části stran 
M2L2 a KJJ2. Stačí si uvědomit, že podle věty 34 je 
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= 2. <^KML a také <$M2K2L2 = 2. -$MKL. 
Konstrukce je provedena na obr. 71 a její popis je 

obsažen v rozboru. 
Diskuse. Úlohy tohoto typu mají vždy právě jedno 

Příklad 3. Do kružnice o poloměru velikosti 3,5 cm 
vepište dvojice [ A A B C , A ^ i ^ C j ] e p podle V tak, aby 
platilo: AB = BjCx = 5,5 cm. 

Rozbor a popis konstrukce. Známe-li velikost poloměru 
kružnice opsané a velikost jedné strany trojúhelníku, 
můžeme graficky zjistit velikost protilehlého úhlu. 
V našem případě to bude y = <*'. Podle věty 17 pak platí 

a. = 90° . Tento úhel snadno sestrojíme (obr. 72). 
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Kolem bodu A opíšeme oblouk poloměrem AB = 
= B1C1 = 5,5 cm. Tento oblouk protne kružnici opsa-
nou v bodě M, takže <$MBA = y. Úhel vedlejší k 
< í M B A má velikost 180° — y. Rozpůlíme jej a bodem A 
vedeme rovnoběžku s jeho- osou. Rovnoběžka protne 
kružnici opsanou v bodě C. 

Z konstrukce~vyplývá, že úhel ^cCAB májrelikost 
v 

90° —. Potom už obvyklým způsobem sestrojíme 

ňAlB1C1. 

Diskuse. Úhel 90° ~ je ostrý, takže naposledy 
sestrojená rovnoběžka protne kružnici opsanou v bodě 
jediném. Úloha má právě jedno řešení. 

Příklad 4. Je dán &KLM [KL = 10 cm; LM = 
= 5 cm; MK = 6 cm]. Aniž provedete příslušné kon-
strukce, zjistěte, zda existuje k danému trojúhelníku 
K1L1M1 z relace p nebo AŘ^L^M^ z relace q podle V 
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a jaké je pořadí vrcholů těchto trojúhelníků na přímkách 
VK, VL a VM. 

Řešení. Nejdříve zjišťujeme, že KL2 > LM2 + MK2, 
neboť 102 > 52 + 62. 

Podle toho je daný trojúhelník tupoúhlý s tupým 
úhlem při vrcholu M. Existuje proto ¿\K<JJ2M2 Z relace 
q podle V. 

Užitím kosinové věty zjistíme přibližně velikosti 
vnitřních úhlů A K L M a to: 

^LMK = 113° = a, <íKLM = 27° = /9, 
^MKL = 40° = y. 

Potom mají podle věty 34 vnitřní úhly AK2L2M2 
velikosti 

-ZK2 = ý = 2y = 80°, < L 2 = p = 20 = 54°, 
<$M2 = «' = 2« — 180° = 46°. 

Je proto y' > p > & a podle tabulky u příkladu 7 
v první části této kapitoly je pořadí bodů 

na polopřímce VK: VK2K, 
na polopřímce VL: VL2L, 

— - > 

na polopřímce VM: VMM2. 

Příklad 5. Mějme dvojici [AABC, AA1B1C1] e p po-
dle V takovou, že velikosti vnitřních úhlů ¿\ABC tvoří 
aritmetickou posloupnost s diferencí d. Potom vnitřní 
úhly AA1B1C1 tvoří aritmetickou posloupnost s diferen-
cí 2d. 

Dokažte a proveďte diskusi vzhledem k parametru d\ 

Řešení. Podle zadání jsou velikosti vnitřních úhlů 
A ABC po řadě a, « + d, « + 2 d. 
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Z věty 33 pak plyne: Rozdíl: 
«' = (180° —2a) 
p' = 180° — 2(a + d) = (180° — 2a) — 2 d 
ý - 180° — 2(a + 2 d) = (180° — 2a) — 4 d 

2 d 
2 d 

Velikosti vnitřních úhlů A^i-S1C1 skutečně tvoří 
aritmetickou posloupnost s diferencí |2d|. 

Sečteme-li velikosti vnitřních úhlů A ABC, dostaneme 
rovnici 

3a + 3<Z = 180° a odtud a = 60° — d, P = 60°, y = 
= 60° + d. 

Dosadíme-li tyto hodnoty podle věty 33, dostaneme: 
a' - 60° + 2d, P' = 60°, y' - 60° — 2d. 

Předpokládejme, že je d > 0. Potom úhel velikosti 
60° — 2d je nejmenší úhel a nutně je 

Příklad 6. Je dán A ^ a ^ C ^ ^ i = 3 cm, B1C2 = 

60° — 2d > 0 => d > 30°. 
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= 4 cm, $:AiB1Ci = 120°]. Sestrojte trojúhelník ABC 
z relace 

[ A ABC, AA2B1C2] e q podle Sb. 

Rozbor. Podle věty 30 je [AA^BjC* AABC} eq podle 
V, kde V = Sb 

Konstrukce (obr. 73). Sestrojíme průsečík výšek 
AA2B102 a kružnici jemu opsanou k. Potom přímka 
V A 2 protne kružnici k v bodě A, přímka VB, v bodě B 
a přímka VC2 v bodě C. 

Diskuse. Protože AAiB1C2 je tupoúhlý, má úloha 
právě jedno řešení. 

Příklad 7. K danému trojúhelníku K1L1M1 [K^ = 
= 7; L1M1 = 6; MíKl = 5] sestrojte A KLM z relace 
[ A K L M , AK^MJep podle V. 

Řešeni (obr. 74). Užijeme opět věty 30, podle níž je 
[ a A - B A , A^-BC] e p podle S, kde S = V. 

M, 

Obr. 74 

126 



Zde sestrojíme nejdříve střed kružnice vepsané 
A-^iByCi, potom kružnici jemu opsanou a na ní nám 
přímky A f í , BXS a CXS určí body A, B a C hledaného 
trojúhelníku. 

Cvičení 

1. K danému trojúhelníku narýsujte druhou složku z relace 
p podle průsečíku výšek V. 

a) A ABC [AB = 43; BG = 67; <B A O = 75°], 
b) A D E F [DE = 52; EF = 35; «J£DEF = 105°]. 

2. J e d é n AK^M^ Z dvojice [ AKLM, AK^LyM^ e p podlo 
V[K1L1 = = 6,2; K1M1 = 4,5]. Narýsujte AKLM. 

8. K libovolně zvolenému tupoúhlému AElFlG1 sestrojte 
AEFG Z dvojice [ AEFG, A-SI-FI&I] e p podle V. 

4. AAiB t C t = 4; .BaC, = 6; A%O, = 6] je z dvojice 
[ A ABC, AA^Bfi^eq podle V. Narýsujte A ABCl 

5. D o kružnice k = ( 0 ; 33) vepište dvojici tupoúhlých troj-
úhelníků [ A M N Z , AMiNiZ^Gp podle V, víte-l i , že úhel 
př i vrcholu Z je tupý, dále M%Zt = 60° a ^ZtMtN2 = 45°. 

6. Pokud jste v úlohách 2, 3, 5 rýsovali osy úhlů, opakujte 
konstrukce bez použití kruží tka! 

7. Vn i t řn í úhly daného trojúhelníku maj í velikosti v poměru 
2 : 3 : 4 . Vypočítejte velikosti vni třních úhlů druhé složky 
z relace p podle V k danému trojúhelníku. 

8. Vn i t řn í úhly trojúhelníku maj í velikosti v poměru u : v : (, 
kde u, v, t jsou kladná čísla. Vyslovte podmínky pro to, aby 
trojúhelník byl ostroúhlý, tupoúhlý nebo pravoúhlý. 

9. Úlohu 7 řešte obecně a výsledky porovnejte. 
10. Velikosti vnitřních úhlů první složky v relaci p podle V 

jsou v poměru 21 : 4 : 6. Vypočíte j te velikosti vni třních 
úhlů druhé složky a výsledek porovnejte s výsledkem 9. 
úlohy! 

11. Poměr velikostí vnitřních úhlů druhé složky z relace q 
podle V je 7 : 8 : 25. Určete velikosti vnitřních úhlů první 
složky. 

12. N a libovolně zvolené kružnici zvolte t ř i navzá jem různé 
body X , Y , Z a kolem těchto bodů opište takové kružnice, 
které se po dvou protnou na dané kružnici a mimoto ma j í 

127 



společný ještě jeden další bod ve vnitřní nebo vnější oblasti 
zvolené kružnice. 

13. Je dán trojúhelník FQH. Určete takový bod M, aby kruž-
nice opsané troj úhelníkům A F M O , A F M H , AGMHbyly 
navzájem shodné. 

14. Zvolte polopřímku AM, bod V, který na ní neleží, a úsečku 
velikosti r. Sestrojte A ABC, jehož strana AB leží na polo-
přímce AM, bod V je průsečíkem jeho výšek a úsečka r 
poloměrem jeho kružnice opsané. 

15. Zvolte polopřímku B^M, bod V mimo ni ležící a úsečku 
velikosti r. Sestrojte dvojici A ABC p AA^B^C, podle V 
tak, že strana BlGl padne na polopřímku BlM, bod V bude 
průsečíkem výšek A ABG a r velikost poloměru společné 
kružnice opsané této dvojici. 

16. Úsečka AB = 6 cm je stranou AABC,r = 3,5 cm velikost 
poloměru kružnice jemu opsané a 0 V = 1,5 cm vzdálenost 
průsečíku výšek od středu kružnice opsané. Sestrojte 
dvojici [ AABC, A ^ i S i C \ ] e p p o d l e V. 

17. Sestrojte dvojici [ AKLM, A K ^ M ^ e q podle V, víte'-li, 
že KL = 5,8 cm, poloměr společné kružnice opsané r = 
= 3,4 cm a vzdálenost průsečíku výšek V od středu opsané 
kružnice O V = 5 cm. 

18. N a kružnici k = (O; r) zvolte bod A a jeden bod vnitřní 
oblasti této kružnice označte V. Ukažte, že ty to t ř i prvky 
určují jednoznačně dvojici [ A ABG, A -41-8,0,] Gp podle V. 

19. Opakujte úlohu 18 s t ím rozdílem, že bod V zvolíte vně 
kružnice. 

20. Je dána kružnice k = ( 0 ; r) , její bod vnitřní oblasti V 
a úsečka c < 2r. Sestrojte dvojici [ A F Q H , A - F i C i ^ i ] S 
€ p podle V tak, aby bylo FG — c. 

21. Opakujte úlohu 20 s t í m rozdílem, že bod V bude ve vněj-
ší oblasti kružnice k. 

22. Libovolný vnitřní bod zvolené kružnice k = ( 0 ; r ) označte 
V. Potom zvolte přímku h. Sestrojte dvojici [ A K L M , 
A K j L i M ^ e p podle V tak, aby strana LM AKLM byla 

rovnoběžná s přímkou h a bod V byl příslušným pólem. 
23. Do kružnice o poloměru r = 3 cm vepište dvojici [ AKLM, 

A - K I - M Í , ] e p podle V tak, aby byl ^KVL = 120° 
a = 140°. 

24. Sestrojte dvojici [ AEFG, AEiFtGt] eq podle V tak , aby 
E2F3 - 6,5 cm, ^cEtGtFt = 25° a <£EFG = 35°. 
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25. Zvolte t ř i navzájem různé body A, B, C, které neleží 
v přímce. Potom sestrojte trojúhelník KLM, v němž zvo-
lené body A, B, C jsou po řadě patami výšek na strany 
KL, LM, MK. 

26. N a dané kružnici k = (O; 3,8) zvolte body A, B, Ax a se-
strojte dvojici A ABC p ňA1B1C1 podle V. Udejte pod-
mínky řešitelnosti! 

27. N a kružnici & = (O; 4,2) umístěte body A, Av Bt asestrojte 
dvojici A ABC p AAíBiCí podle V. Udejte podmínky 
řešitelnosti 1 

28. V dvojici A ABC p AA^BiCy podle V známe poloměr 
kružnice opsané r - 4,2 cm, -¡¡.ABC = P = 48°, ^B^AyCi 
= a.' = 64°. Narýsujte! 

29. Je dána kružnice k = (0 ; 3,6), na ní bod C\ a př ímka h, 
která je rovnoběžná se stranou AB trojúhelníku ABC 
z dvojice [ A ABC, A ^ I - B I C I ] € p podle V. Sestrojte tuto 
dvojici tak , aby $.BAC = « = 60°. 

80. Vyšetřete množinu všech pólů Q sdružených s průsečíkem 
výšek V trojúhelníku ABC, když vrchol C probíhá oblouk 

- kružnice A ABC opsané! 
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C. S T Ř E D K R U Ž N I C E O P S A N É 
A T Ě Ž I Š T Ě 

Bude-li pólem střed kružnice danému trojúhelníku 
opsané nebo jeho těžiště, půjde v obou případech o relaci 
p podle definice 1. To proto, že jak střed kružnice troj-
úhelníku opsané, tak i těžiště jsou prvky podmnožiny, 
kterou jsme v úvodní kapitole označili K'. 

Velmi jednoduché jsou vztahy mezi trojúhelníky 
z dvojice 

[AABC, A ^ I - B A ] e p podle O, kde 0 je střed kruž-
nice oběma trojúhelníkům opsané. 

Věta 37. Jsou-li trojúhelníky A ABC a /\A1B1C1 v re-
laci p podle O, kde O je střed společné kružnice oběma troj-
úhelníkům opsané, je tato relace středovou souměrností se 
středem O. 

C 

B 

Á 

1 

B 

A 

C, -i 
Obr. 75 
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Důkaz (obr. 75). Podle definice 1 procházejí v daném 
případě přímky AAlt BB, a CC, středem kružnice 
A ABC opsané. Je tedy 

AO = OA, A BO = OB, A CO = 0C„ 
takže trojúhelníky A ABC a ¿\A,B,C, jsou souměrně 
sdruženy podle středu 0 . Bezprostředním důsledkem 
toho je jejich shodnost A ABC ^ ¿\A,B,C„ z čehož 
pak vyplývají další vlastnosti relace p podle O: 

a) rovnost stran: AB= A,B,; BC = B,C,; CA = 
= C,A„ 

b) rovnoběžnost stran: AB || A,B„ BC\\B,C„ CA || 
II C,A„ 

c) shodnost úhlů: « = a'; = /9', y = y , 
d) <£AOB = 2y, je-li y g 90°, nebo <£AOB = 360° — 

— 2y, je-li y > 90° (s cyklickými obměnami pro úhly 
<x a P). 

K zajímavému důsledku dojdeme, utvoríme-li k relaci 
p podle O relaci p podle O. 

Věta 38. Je-li dvojice [AABC, AA,B,C,]ep podle O 
a dvojice [AA,B,C„ A ABC] ep podle O, potom přísluš-
ný pól O je průsečíkem výšek AA,B,C, a středem kružnice 
vepsané A ABC a to: 

a) uvnitř A ABC, je-li A ABC ostroúhlý, 
b) vně A ABC, je-li A ABC tupoúhlý. 

Důkaz, a) Na obr. 76 vlevo je A ABC ostroúhlý. Proto-
že přímky AA„ BB, a CC, procházejí středem O kruž-
nice A ABC opsané, jsou trojúhelníky A A A,A, A BB,B 
a A CC,C podle věty Thaletovy pravoúhlé s pravými 
úhly při vrcholech A, B a C. 
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J e tedy A1 ' X AA a současně podle věty 13 AA || 
\\Bfi» takže AAr 1 B1G1 a obdobně i BB1 ±_ A^C^, 
ČGl _L i A 

Podle věty 13 však přímky AAlt BBX a CCX prochá-
zejí pólem 0, čímž je dokázáno, že pól O je průsečíkem 
výšek A A - B ^ , ale také podle věty 30 je středem kruž-
nice vepsané A ABC. 

b) Na obr. 76 vpravo je A ABC tupoúhlý s tupým 
úhlem při vroholu A. Ukázali jsme již v důkazu věty 13, 
že přímky AAlt BBt a 001 procházejí týmž bodem, který 
však v tomto případě leží vně kružnice ¿\ABC opsané. 
Podle věty 10 je tu nutnou a postačující podmínkou, 
aby trojúhelníky A - ^ A C Í a A ABC byly opačného 
smyslu. Dokažme, že tomu tak skutečně je. Z vlastností 
středové souměrnosti vyplývá, že trojúhelníky A ABC 
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a A^I-BÍCJ jsou téhož smyslu. Protože podle předpokla-
du jsou úhly <£BAC a ^.B,A,C, tupé, odděluje^přímka 
AA1 bod B od bodu C, jakož i bod Bl od bodu C„ a to 
tak, že B, leží v polorovině AA,C a bod C, v polorovině 
AA,B. Dále je podle věty 13 

A A || B,C, || BC, 
takže bod A leží v polorovině BOA. Proto i přímka AAX 
odděluje shora uvedené dvojice bodů. Uvidíme dále, že 
přímky BB a CC se navzájem protínají na přímce AAV 

Proto při konstrukci podle věty 13 padne bod B do 
— — > 

poloroviny AA,C, kde ležíi b o d a bod C do poloroviny 

AA,B, kde leží i bod C,. Jsou tedy trojúhelníky A ABC 
a A A í B 1 C 1 opačného smyslu a podle věty 10 se polo-
přímky BBU CC, a ovšem i AA, protínají vně kružnice 
A ABC opsané. Jejich průsečík je na obr. 76 vpravo 
označen 0. 

Nyní už jenom musíme dokázat, že bod O je průsečík 
výšek &A,B,C,. 

Postup bude stejný jako v části a) důkazu: 
Také zde je CČ X ČC, => CC, X B,A„ protože je 

CC\\B,A,. 
Obdobně je BB, X C,A, a tedy i O A, X B,C,. 
Bod O je proto p ůsečíkem výšek v ¿\A,B,C, a podle 

věty 30 současně s edem kružnice vně vepsané A ABC, 
a to proti vrcholu A. 

Poznámka 1. Trojúhelníky v právě popsané složené re-
laci p o p podle pólu O mají ještě některé další vlast-
nosti, které stojí za zmínku. Na obr. 76 vpravo je prů-
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sečík polopřímek BXB a CC (nevyznačený) středem kruž-
nice vepsané trojúhelníku ABC. Pravdivost tohoto 
tvrzení vyplývá přímo z konstrukce: 

BB || A1C1 || CA => AB = CB, protože 

čtyřúhelník BBAC je lichoběžník. (2.21) 

AA || C1B1 || BC => AB = AC, protože také 

čtyřúhelník ACBA je lichoběžník. (2.22) 

Podle (2.21) a (2.22) je potom CB = CA, 

neboli <$.BČC = -^ÁČC, takže polopřímka CC 

je osou <£AČB. (2.23) 

Obdobně je v lichoběžníku ABCC AC = BC7 a v licho-
běžníku ACBA AC = BA, odkud pak plyne BČ = BA, 

což znamená, že •^ABB1 = •¡f.CBB1 a polopřímka 

BBX je osou -¿íÁBČ. (2.24) 

Podle (2.23) a (2.24) se polopřímky CČ a BBX protnou 
v jednom bodě, a t o ve středu S kružnice vepsané 
A ABC. 

Přímým důsledkem toho pak je, že CCt _L AB, 
AAt JL BC, BBt _L CA. 

Podle předchozích úvah jsou body B & C po řadě stře-
dy oblouků AČ a AB, takže například přímka CClt která 
prochází středem 0 kružnice opsané A ABC, je osou 
tětivy AB a obdobně přímka BBX osou tětivy AČ. Po-
tom ovšem i přímka AAX je osou tětivy BC. 
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Poznámka 2. Zde je třeba ještě připomenout, že věta 
38, jak ostatně vyplývá z jejího textu, neplatí pro troj-
úhelník pravoúhlý. To proto, že k pravoúhlému troj-
úhelníku lze sestrojit l\AlB1C1 v relaci p podle O, avšak 
nikoliv ¿\ABC v relaci p podle O. Má-li totiž A ABC 
pravý úhel například při vrcholu A, potom body B a C 
splynou. 

Nyní obrátíme svou pozornost k vlastnostem relace p 
podle pólu T, kde T je těžiště daného trojúhelníku. 

Ukažme nejdříve, že v tom případě stojí za zmínku 
především zvláštní rozmístění vrcholů uvažovaných 
trojúhelníků na kružnici jim opsané. 

"Věta 39. Mějme dvojici [AABC, AAJSfi^ep podle 
pólu T, kde T je těžiště A ABC, jehož strany maji velikosti 
a - BC, b - CA, c = AB. Potom vrcholy uvažovaných 
trojúhelníků leží na společné kružnici opsané tak, že je 

AtB : AjC = b : c, BXC : BXA = c : o, 
CtA : CtB = a:b. 

Důkaz (obr. 77). Na obr. 77 je T těžiště A ABC 
a A+ střed strany BC. Z podobnosti A-^iBA* ~ A C A A + 

vyplývá 
AXB : BA+ = CA : AA + 

a odtud 
CA.BA+ b.a 

A l B " AA+ ~ ' 

dosadíme-li CA = b, BA+ = AA+ = ta, kde ta je 
¿t 

těžnice příslušná ke straně BC. (2.25) 

135 



Obdobně pak z podobnosti /\A1CA + ~ [\BAA+ plyne 

Ač : CA+ = BA : 
a odtud 

. __ BA.CA + c.a 
a * g = — a f — a r - ( 2 - 2 6 ) 

když BA = e, CA+ = = *.. 
¿t 

Obr. 77 

Ze (2.25) a (2.26) už dostaneme dělením a po úpravě 
krácením: 

AXB : A,C = b :c. 

Zbývající dva vztahy jsou výsledkem cyklických zá-
měn. 

Protože důkaz se opírá o rovnost úseček CA+ = 

= BA+ = má vlastnost uvedenou ve vě tě 39 ¿t 
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právě relace p podle T. U všech v této kapitole probíra-
ných relací jsme našli víceméně jednoduché vztahy 
mezi velikostmi vnitřních úhlů první a druhé složky, 
což umožňovalo řešení úlohy, kde jsme k dané druhé 
složce z relací p nebo q dovedli sestrojit složku první. 
J ak uvidíme dále, u relace p podle T žádný takový 
jednoduchý vztah neexistuje. Proto nejdříve věnujeme 
pozornost vztahům mezi velikostmi stran a těžnic 
uvažovaných trojúhelníků. 

Věta 40. Mějme dvojici [AABC, A A ^ f i ^ e p podle 
T, kde strany A ABC mají velikosti po řadě a, b, c a k nim 
příslušné těznice velikosti ta, h, te- Potom platí 

B,CX : CtAx : A^B, = a.ta : b.tb : c.tc. 

Důkaz (obr. 77). Z podobnosti A B f i , T ~ A C B T 
plyne 

B f i , : CB = B.T : ČT čili R f i , = • 
0 1 

2 
Dosadíme-li do této rovnosti CB = a, ČT = —- tc, J 

BJT = B^B+ + B+T, kde 

tílSS ~ B+B ~ Tfc" A B 1 tb' 
dostaneme po úpravách 

g(36* + Ml)  
1 1 8 htc 

V čitateli tohoto výrazu dále dosaďme 

fc = y V ^ + c2) — b* 
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a po dalších úpravách dojdeme ke konečnému výsledku: 

^ = a(a* + b* + c2) 

s cyklickými záměnami: 

0 3 , = 

4 tbtc 

6(a2 + 62 + c2) 
4 tatc 

c(a2 + 62 + c2) 

UtvoHme-li z výrazů (2.27) postupný poměr, můžeme 
jej zkrátit výrazem 

a*+ b* + c2 

4tatbtc 
a dostaneme tvar, jehož pravdivost jsme měli dokázat: 

B& : C^ : A ^ = a.t0 : b.tb : c.tc. 
Užijeme-li sinové věty a současně vyjádříme velikosti 

těžnic pomocí velikostí stran A ABC, bude 

sin <x : sin /?' : sin y =a ]/2(62 -f c2) — a2 : 

: b |/2(a2~+ c2) — b2 : c ]/2(a2 + 62) — c2. 

Výsledek, ke kterému jsme právě dospěli, napovídá, 
že k danému ¿\ABC lze početně i konstrukčně nalézt 
A^I-BICÍ z relace p podle T, avšak obrácenou úlohu 
nelze řešit ani početně, ani konstrukcí. Spokojíme se 
však tvrzením, že početní řešení vede k soustavě rovnic 
čtvrtého stupně, která má aspoň dvě reálná řešení, po-
kud &ABC není rovnostranný, a jedno řešení v tom pří-
padě, když rovnostranný je. Toto tvrzení nyní dokáže-
me. 
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Věta 41. Je-li dvojicemi AÁBC, AA&CJ ep podle T 
a dvojice AA^fi,, A ABC] ep podle T, potom příslušný 
pól Ť je těžištěm A ABC. 

Důkaz (obr. 78). Na obr. 78 je zobrazen A ABC, dále 
AAiBiC i z relace p podle T a A ABC podle věty 13 
z relace p podle T. Trojúhelníku BTC je opsána kruž-
nice a její průsečík s přímkou AAX je označen A0. 

Podle vět 4 a 14 je 
<£AŤČ =J + p' = 180° — p => <£AjrČ = p = 
= <ApBC, 
ŠiBTC = « + « ' = 180° — « =» 3LBA0C = <%. 

Trojúhelníky AA^BC a A ABC mají tudíž dva vnitřní 
úhly shodné, takže je 

AAjiČ™ AABC. (2.28) 
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Současně plyne z konstrukce 

CyB = AjB => -$C\CB = $TCB = ^BCAX 

a také 

A f i = B f i => = ^CBB, = ^CtfT7 

a odtud 
A B T C ~ ABAjČ. (2.29) 

V podobnosti podle (2.28) a (2.29) odpovídá v obou 
trojúhelnících straně BC s t rana BC a tudíž i bodu T 
bod Ax. Tím je dokázáno, že bod Ax je těžištěm AA^BC 
a současně že přímka AA0 protíná úsečku BC v jejím 
středu A+. Proto platí v kružnici k: 

AA+.AXA+ = BA+.ČA+ 

a V kružnici k: ŤA^.A^A* = BA + .ČA+, neboli 

AA + .AyA* = ŤA+.A0A+. 

Dáme-li poslednímu výrazu tvar úměry, bude důkaz 
úplný, protože 

AA+ :TA+ =A0A+:A1A+ = 3:1, 

takže bod T je těžištěm A ABC. Současně je dokázáno, 
že v složené relaci A-A.BC p AA1B1C1 p A ABC podle 
T je A-ABC různý od A ABC, a to s jedinou výjimkou, 
když A ABC je rovnostranný, takže vrcholy A, A sply-
nou stejně jako B, B a C, C. 

V této souvislosti je dobře si připomenout, že také 
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složená relace p o p podle T je symetrická s relací 
p o p podle T a že i zde platí věta 14 o velikostech 
vnitřních úhlů v trojúhelnících A ABC a A ABC. Pro 
vztahy mezi velikostmi stran uvažovaných trojúhelníků 
pak platí další věta: 

Věta 42. Nechť trojúhelníky ve složené relaci [\ABC 
pop l\ABC podle T mají velikosti stran a, b, c, à, h, i 
a velikosti téžnic t„, h, tc, h, h, t-c, potom o téchto velikostech 
platí: 

a ) a : b : c = la : lb : lr , 
b) ď : h : č = ta • h : tc-
Důkaz (obr. 79). Na obr. 79 je T těžiště A ABC a A+ 

střed strany BÓ. Dále je A+A' = A+T a obdobně 
B+B' = B+T, C+C' = C+T. Čtyřúhelník TBA'C je rov-
noběžník, a proto 

BA' = TC = \ t c , TA ô ^ t a , T B = ~ t b . (2.30) 

C 

A' 

C" Obr. 79 
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Obdobně je 

CT = ^tc,B'C = ^ta,TB' =Ytb' (2"31) 

a také 

TC' = tc, AT = ~ ta, C'A = y <6. (2.32) 

Podle (2.30), (2.31) a (2.32) je 

ATA'B ^ AB'CT ^ AATC'. (2.33) 
Pro lepší přehlednost nejsou na obr. 79 zakresleny 

trojúhelníky A-^I-BICI a A ABC z uvažované relace. 
Předpokládáme-li, že ty to trojúhelníky mají velikosti 
vnitřních úhlů po řadě a, P', y', a, P, y, je dále 

^ATB = (y + y') <BTA' = 180° — (y + y') = y, 

ŠATC = (p + P') =» <ATC' = 180° — (P + P') = P, 

•Š.CTB = (a + «') => -$CTB' = 180° — (« + a) - s. 

Užijeme-li nyní věty 14, zjistíme, že například 
A BTA' a podle (2.33) i A ATC' a A GTB' jsou podobné 
A ABC, takže 

a :b : 6 — ta : ti, : tr, 

čili 
a : b : c = la \li \lc, 

protože v uvažovaných trojúhelnících mají těžnice BA+, 

CB+ a AC+ velikosti , —- a — . Je ovšem možno na-
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mítnout, že jame tu užili obrácení věty 14, jehož prav-
divost jsme nikde nedokázali. Platnost obrácené věty 14 
však jednoznačně vyplývá z věty 6. 

Na závěr této kapitoly ještě uvedme důležitý důsle-
dek věty 14, podle kterého je 

B,C, : C,A, : A ^ = a.la : b.lb : č.lc. 
Důkaz není nutno podávat, protože pravdivost tvrzení 

vyplývá ze symetričnosti relace p o p a , věty 40. 

K předchozím úvahám nyní opět připojme několik 
příkladů úloh a obvyklá cvičení. 

Příklad 1. Na kružnici k = (0; 3,5) zvolte tři navzá-
jem různé body A, Bx, C a sestrojte trojici trojúhelníků 
A ABC p x A^I-BICI P2 A ABC podle P tak, aby bylo 
A,A ± BC, BtB _L AC, C,C ± AB. 

Rozbor (obr. 80). Podle zadání splňují hledané troj-
úhelníky předpoklady věty 38, a proto je P = O, kde O 
je střed dané kružnice. 

Obr. 80 
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Konstrukce. Přímka AO protne kružnici k v bodě Alt 

přímka B,0 v bodě B. Dále je AXČ = B,C a přímka CO 
protne kružnici k v bodě Cx. Podle věty 13 pak je A,B = 
= C,B a C,A = B,A. 

Důkaz. Správnost vyplývá z věty 13, neboť jsme při 
konstrukci postupovali přesně podle této věty. 

Diskuse. Nutnou a postačující podmínkou, aby úloha 
měla řešení, je, aby přímky ABU AC a B,C neprochá-
zely středem O, neboť: 

1. Je-li O BALB,, je B = A, A A = B, => A = B. 

2. Je-li O eAC, je A, = Č A A,Č = B,C = 0 a odtud 
B, = C, C, = B, takže A ABC je pravoúhlý s pra-
vým úhlem při vrcholu A. Podle poznámky 2 za větou 
38 však tato věta v pravoúhlém trojúhelníku neplatí. 

3. Je-li O eB^C, je B, = C,. 

Zvolíme-li nejdříve body A a B„ jsou již jednoznačně 
určeny body Ax a B. Potom bod C můžeme zvolit na 
menším nebo na větším oblouku kružnice k A ABC opsa-
né mezi body A a B,. V prvním případě jakož i ve dru-
hém může trojúhelník A ABC být ostroúhlý i tupoúhlý. 
Zajímavý je případ, kdy bod C je středem oblouku 
AB„ neboť splynou body C a Cu takže pól O leží na 
tečně kružnice k v jejím bodě C. 

Příklad 2. Ke zvolenému A ABC sestrojte zbývající 
dva z trojice A ABC p £\A1BíC1p &ABC podle O. 

Rozbor. Podle věty 38 je pól 0 středem kružnice 
vepsané A ABC. 
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Konstrukce (obr. 81). Vepíšeme kružnici A ABC a její 
střed označíme O. AA 1 B l C 1 je v relaci p podle O 
s A ABC a AABC v relaci p podle O s AA^B^C^ Tím 
je dán postup konstrukce: 

Obr. 81 

Důkaz správnosti je dán větou 38. 
Diskuse. Všechny body v průběhu konstrukce jsou 

zvolenými p rvky určeny jednoznačně s výj imkou 
pravoúhlého trojúhelníku. Úloha proto má až na tu to 
výj imku řešení vždy a právě jedno. 

Příklad 3. S tanovte postačující podmínku pro to, aby 
A ABC ze složené relace A ABC p o p A ABC podle O 
byl pravoúhlý. 

Řešeni. Podle věty 38 je především A ABC ^ 
^ A A - B I C I a pól O je průsečík výšek AA1B1C1. Platí 
proto podle vě ty 34 a = 180° — 2a' nebo ¡3 = 180° — 
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— 20', y = 180° — 2y'. J e tedy podle zadání například 
90° = 180° — 2a, odkud dostáváme <* = «' = 45°. 

Může ovšem být také = 45° nebo y' = 45°. Protože 
však A ABC může mít nanejvýš jeden úhel velikosti 
90°, je nutnou a postačující podmínkou, aby právě je-
den vnitřní úhel A ABC měl velikost 45°. 

Příklad 4. Je dán AABC [AB = 12; AC = 18; 
ŠJCAB = 60°]. 

Je-li dvojice [A ABC, A ^ A C J e p podle T, dělí 
polopřímka AAX <£CAB na dvě části, a to: 

= šiA^B 0,0.1 = '¡¡lAXAC. 

Ukažte, že v daném případě je sin <xj : sin <x2 = 3 : 2, 
a potom vypočítejte velikosti úhlů ax a a2! 

Řešení, a) Podle věty 39 je 

AXB : AXC = 6 : c = 18 : 12 = 3 : 2. (2.34) 

Současně je AXB = 2.r.sin a! a AXC = 2r.sin <*2. 
Dosadíme-li tyto hodnoty do (2.34), bude 

sin <*! : sin a2 = 3 : 2. 

b) Podle zadání je sin a1 = sin (« — a2), takže 

s in ' (a—a») 3 . . 
i; — = — => 2 sin (<x — a,) = 3 sin a , 
sin a-2 2 \ v 2 

(2.35) 
za předpokladu, že a2 ^ 0, což v tomto případě platí. 

Rovnici (2.35) upravíme nejdříve na tvar 

2(sin a.. cos aa — cos <*. sin a2) = 3 sin <*2» 
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potom dosadíme 

sin a. — 1/1 
m « = JL - , cos a. = —, cos <x2 = j/l — sin2 a. 

Ekvivalentními úpravami pak dojdeme ke konečné-
mu tvaru 

Tato ryze kvadratická rovnice má jediný vyhovující 
kořen, a t o « 2 = 23°25', odkud pak OLx = 36°35'. Druhý 
kořen je záporný, takže příslušný úhel je větší než 180°. 

Příklad 5. Je dán A ABC [a = BČ = 3, b = AČ = 5, 
c = AB = 4], Narýsujte trojici A ABC p t\AlB1C1p 
p A ABC podle T a potom vypočítejte velikosti všech 
stran, těžnic a vnitřních úhlů této trojice trojúhelníků. 
Výsledky porovnejte! 

Řešení. Postup konstrukce snad není nutno popisovat. 
Připomeňme jenom, že jde o pravoúhlý trojúhelník 
ABC s pravým úhlem při vrcholu B, neboť je 

Velikosti vnitřních úhlů A ABC lze tedy určit velmi 
snadno a jsou to: « = 36°52'12",0 = 90°, y = 53°07'48". 

K výpočtu velikostí těžnic A ABC použijeme běžně 
používaných vzorců, zde například: 

= a2 + c2. 

a obdobně 
ta yJ/2(62 + c 2 ) - a 2 = 4,272, 

tt = 2,5, 
te= 3,605. 
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Velikosti stran A^I-BICI dostaneme podle (2.27), kde 
například 

B í 0 í ~ - 4 ' 1 6 0 ' 
a obdobně 

A~ČX = 4,068, 
A j B , = 4,687. 

Protože podle zadání je velikost poloměru opsané 
kružnice rovna jedné polovině přepony AC, je r = 2,5. 
Z toho snadno zjistíme velikosti vnitřních úhlů A - ^ A C I , 
neboť je například 

. , B A 4,160 sin <x = „ = — - — = a td . , 2 r 5 
takže 

OL = 56°18'38', 0' = 54°14'46", / = 69°26'36\ 

Velikosti vnitřních úhlů A ABC zjistíme užitím věty 
14, kde například 

5 = 180° — (OL + OL') = 86°49'10", P = 35°46'14*, 
y ' 57°25'36". 

Tím je usnadněn výpočet velikostí s tran A ABC: 

a = 2 . r . s in a = 4,993, b = 2,922, č = 4,21. 

Velikosti těžnic [\ABC pak zjistíme stejně jako veli-
kosti těžnic A ABC: ta = 2,63, ib = 4,38, lc = 3,50. 

Všechny velikosti jsou tu ovšem určeny jen přibližně, 
a to u délek s přesností na tř i až čtyři platné cifry, 
u úhlů s přesností na vteřiny. Podle toho je t řeba i posu-
zovat výsledky získané měřením. 
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Příklad 6. I když výsledky získané v předcházející 
úloze jsou jenom přibližné, přece lze s výhradou tvrdit, 
že 

a.ta :b.ti, : c.tc •-== á.la:b.tb :č.lc. 
Ukažte, že nejde o jev nahodilý! 
Řešení. Víme, že složená relace p o p je symetrická. 

Z toho lze soudit, že platí-li pro dvojici [ A A B C , 
A ^ A C J e p podle T věta 40, t j . 

B1C1 : C1A1 : AXBX = a.ta : b.ta : c.ttt, 

musí platit i pro dvojici [ IsABC, ep podle T, 
takže 

BÍC1 : O^! : AtBx = a.la :b.lb: č.lc. 

Tím je dokázána obecná platnost vztahu uvedeného 
v úloze v přímém souladu s důsledkem věty 14 uvedeným 
na konoi této kapitoly. 

Příklad 7. Na dané kružnici k = (O; 4) leží body A, B 
a Ax tak, že AB = 6 cm, BAt = 3 cm. 

a) Narýsujte dvojici [ A A B C , A^i-Si^i] e p podle T. 
b) Proveďte diskusi úlohy pro případ, kdy velikost 

BA j není známa a bod At probíhá celou kružnici k. 

a) Rozbor. Vyšetříme nejdříve množinu všech těžišť T 
trojúhelníků ABX, kde X je bod, který probíhá kružnici 
k. Na obr. 82 je C+ střed strany AB hledaného A ABC. 
T je jeho těžiště. Víme, že v tom případě je C+T : 

: C+X = 1 : 3 . Tím je dána stejnolehlost H = j C+; y j , 

v níž obrazem kružnice k je opět kružnice s poloměrem 

velikosti y |zde -^-j opsaná A A ' B ' T , kde A' a B' leží na 
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AB t ak , že C+A' = C+A : 3, C+B' = C+B : 3. Tato 
kružnice je hledanou množinou s tím, že body A' a B' 
nejsou prvky této množiny. Je j í střed pak leží na polo-

přímce C+0 t ak , že C+0' = -J- C+0. Pro zjednodušení 
O 

konstrukce je dobře si uvědomit, že je 

takže je k' = ( o ' ; y j -

Popis konstrukce. Máme-!i sestrojenu kružnici k', bude 
hledaný bod T průsečíkem polopřímky AA, s kružnicí 
k' a potom bod O průsečíkem polopřímky C+T s kruž-
nicí k. 

b) Z předchozího je již zřejmé, že existence a počet 
řešení je závislý na tom, zda přímka A A, bude mít spo-
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léčné body s kružnicí k. Vederae-li bodem A tečny ke 
kružnici k', protnou tyto tečny kružnici k v bodech M 
a N (viz obr. 82 vlevo). Potom bude mít úloha právě 
jedno řešení, bude-li Ax = M nebo Ax = N, dvě řešení, 
bude-li Ax uvnitř <£MAN, a žádné řešení, bude-li Ax 
ležet vně <£MAN. 

Cvičení 
1. K danému AABC [AB = 6; BC = 4^5; CA = 7] sestrojte 

AAyByCi z relace p podle O a AABC z relace p o p podle 
O. Sestrojte i pól 0 . 

2. Je_dán A K L M [KL = 55; LM = 35; ^MKL^ = 30°; 
L je t u p ý ] ze složené relace A KLM p o p í\KLM podle 

O. Sestrojte A KLM. Udejte počet řešení a zdůvodněte! 
3. Velikosti vnitřních úhlů v A-ABC jsou v poměru 2 : 3 : 10. 

V j akém poměru jsou velikosti vni třních úhlů A ABC 
z relace A ABC p o p podle O t 

4. V dané dvojici A ABC p o p AABC podle O známe veli-
kosti vni třních úhlů ve druhé složce, a to: čí = 36°54', p = 
= 81°12 \ Určete velikosti vnitřních úhlů první složky, t j . 
A ABC\ 

5. Ú lohu 3 řešte obecně! 
6. Ú lohu 4 řešte obecně! 
7. N a dané kružnici zvolte t ř i navzájem různé body A, Clt C. 

Potom sestrojte trojici ¿\ABC p AA^B^C^ p &ABC pod-
le O. _ 

8. Úlohu 7 opakujte s trojicí bodů A, B, A\ 
9. Úlohu 7 opakujte s trojicí bodů A, Blt C, . 

10. Úlohu 7 opakujte s trojicí A, B, C, . Tvořte dále obdobné 
úlohy! 

11. Je dán A KLM velikostmi stran, a to: KL — 6, LM = 5, 
MK = 7. Sestrojte trojici £\KLM p A Í i i A P A KLM 
podle T. 

12. K libovolně zvolenému A E F O sestrojte trojici A E F O p 
P AEyFfii p AEFO podle Ť l 

13. Strany daného AABC maj í velikosti a = BC = 4; 6 = 
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= AC = 5; c = AB = 6. Narýsujte trojici A ABC p 
p AA^BjCip AABC podle T. Potom vypočítejte velikosti 
všech stran, všech vnitřních úhlů, těžnic v A ABC a A ABC 
a poloměru kružnice opsané. Výsledky porovnejte s vý-
sledky získanými konstrukcí! 

14. N a kružnici k = (O; 4) umístěte body A, Blf C, Aít B, Cl 
v tomto daném pořadí tak , že AtB : AtC = b : c; BXC : 
: BXA = c : a; CtA : CtB = o : b, kde o, b, c jsou velikosti 
úseček splňující trojúhelníkovou nerovnost. 

16. Už i t ím věty 42 řešte známou úlohu: Sestrojit trojúhelník, 
jsou-li dány velikosti všech t ř í jeho těžnic. 

16. V dané kružnici k = (O; 4) sestrojte tět ivy AB = 6 cm, 
CCl = 7 cm, tak aby bod (7, byl vrcholem ¿\AlBlCl z re-
lace A ABC p ¿\A1B1Cl podle T. Ukažte, že úloha má 
řešení, právě když je (7(7, > AB. 

17. Úlohu 16 opakujte pro tět ivy BC = 5,5 cm a AAX = 7 cm 
a relaci p o p podle T. 

18. N a kružnici k = ( 0 ; 3,5 cm) leží body E, F a P , tak, že 
EF = 5,5 cm, EFx = 2,5 cm. Narýsujte dvojici [ A E F Q , 
AExFjOj] e p podle ,T. 

19. V daném různostranném trojúhelníku jsou zakresleny 
všechny t ř i těžnice AA', BB', CO' a jejich průsečík T. 
Kozstřihneme-li tento trojúhelník podél těžnic, získáme 
šest různých trojúhelníků, z nichž lze po dvou složit t ř i 
shodné trojúhelníky podobné AABC ze složené relace 
A ABC p o p ABC podleJT.J)okažte! 

20. Obměňte úlohu 20 pro AABC Z téže relace! 
21. Vypočítejte velikosti úhlů = a = ^ B ^ C 

v dvojici A ABC p A ^ , B I ( 7 , podle T, je-li AB = 24 mm, 
BC = 32 mm a <OBAj= 45°. 

22. Je-li AABC p o p A ABC podle T, je <„ : tb : te = sin čí : 
: sin p : sin y, kde ta, řj, tg jsou velikosti těžnic A ABC a a, 

. p, y velikosti vnitřních úhlů v A ABC. Dokažte! 
23. Je-li A ABC p Op A ABC podle T, ia; lb •. le = sin <x : 

: sin P : sin y, kde a, /}, y jsou velikosti vnitřních úhlů 
v A ABC a ř„, h, te velikosti těžnic v A ABC. Dokažte! 

24. Ukažte, že důsledkem úloh 22 a 23 je vztah: ta : tb : t0 — 
= sin (« + a ' ) : sin (P + /?') : sin (y + y') = a : 5 : č, kde 
o, 5, o jsou velikosti stran A ABC. 
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