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Kapitola 2

ABECEDA

Tato Lkapitola je soupisem vét o mnoZinich bodil
vyhovujicich urditym geometrickym podminkam. Po-
stupné sestavime cely seznam takovych podminek a vét,
jichZz budeme uZivat pfi Fedenf tiloh nejraznéjstho typu.

Geometrickéd tloha na urdenf mnoZiny bodu je analo-
gicka algebraické iloze feseni rovnice (soustavy rovnic,
nerovnic). Resit rovnici nebo nerovnici znamena najit
mnoZinu viech &sel, kterd vyhovujf jistym podminkdm.
Podobné jako se ve skole u¢ime pievadét riizné rovnice
(naptiklad trigonometrické, logaritmické) na linedrn{
nebo kvadratické, ukazuje se dasto, Ze je mozZno sloZi-
téj8i geometrickou podminku pfevést na jednoduchou
vlastnost pH{mky nebo kruznice.

Podobnost mezi algebraickymi tlohami a tlohami
na hleddni mnoZin bodu danych vlastnost{ nenf jen vnéj-
§f. Pomoci metody soutadnic lze jednu z téchto iloh
pfevést na druhou. Pfitom uvidime, Ze geometrické
podminky, které se zdaji na prvni pohled ruzné, lze
obsdhnout tymiZ matematickymi vétami.

Zatnéme nasi abecedu nejjednodussimi vétami.

A. MnoZina vdech bodi stejné veddlenych od dvou da-
nyjch bodi A, B (A # B) je primka kolmd k tiseéce AB
a prochdzejict jejim stiedem.

Tuto p#mku m nazyvame osou tUsetky 4B. Dél
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rovinu na dvé poloroviny. Body jedné poloroviny (s vy-
jimkou jeji hraniénf p¥mky) jsou bliz k bodu A nez
k bodu B, v druhé poloroviné je tomu obracené. Body
4, B jsou soumérné sdruené podle piimky .

B. Mnoéina vdech bod# stejné vzddlenijch od dvou da-
nych riaznobéiek l, a l; je dvojice vzdjemné kolmych pFi-
mek, které pali whly tvofené primkams 1, 1, (obr. 20).

Obr. 20

Uvedené dvé kolmé piimky jsou osami soumérnosti
dvojice piimek I, I, a délf rovinu na &tyti dasti. Na
obrazku jsou vyznateny dva pravé uhly, jejichZz vnittky
tvoff mnoZinu viech bodd, které jsou bliz k p¥imce I,
nez k ptimee .

C. MnoZina bodi, jejichZ vzddlenost od dané primky 1 je
rovna danému &islu h (b > 0), je dvojice pitmek 1, 1,
rovnobéinyjch 8 primkou l a leZicich v riiznijch polorovindch
ohranienych prtmkou 1.

Pas roviny ohranideny pfimkami /,, I, je mnoZinou
viech bodi, jejich? vzdalenost od p¥mky ! je nejvyse
rovna &slu A.
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D. Mnofina vdech bodu, jejichf vzddlenost od daného
bodu O je rovna danému &slu r (r > 0), je krufnice
se stredem O a polomérem r. (To je definice kruznice.)

Kruznice délf rovinu na dvé &isti: vnitini a vnéjsi
oblast kruZnice. Pro body vnitini oblasti je vzdalenost
od stfedu mens&f nez r, pro body vnéjsi oblasti je tato
vzdélenost veétsf ne# r.

Nékolik nésledujicich tloh lehce vyfesite uZitim vét
A, B, C D

2.1 Urdéete mnozinu stfedd vSech kruZnic prochdze-
jicich dvéma danymi body.

2.2 Urdete mnozinu stfedi vSech kruZnic, které se
dotykajf dvou danych riznobézek.

2.3 Najdéte mnozinu stfeda vSech kruinic o polo-
méru r, které se dotykajf dané p¥mky.

2.4 Jsou dény dva body 4, B. Uréete mnoZinu vSech
bod M takovych, Ze obsah S ,up trojihelniku AMB
je roven danému ¢&islu ¢ > 0.

Na zdkladé tvrzeni B dokdZzeme vétu o osich vniti-
niho a vnéjsiho dhlu trojihelnfku.

2.6 Necht osy dvojice pifmek AC, BC protinajf
pkimku A B v bodech E, F. Pak platf

|AE| _ |AF|  |AC|
[BE] ~ [BF| ~ BC|

(obr. 21).
O Necht je M néktery z bodii £ a F. Pak je
] Yy )
1AM|  Sacu
| BM| Sgoa
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(Trojtihelniky ACM a BCM majf spole¢nou vysku CH.)

Pomér obsahui je mozno vyjadtit téZ jinym zpiisobem:
protoze bod M lezi na ose pfimek AC, BC, je od obou
pFimek stejné vzdalen, proto je

Siow _ |40
Sseu |BC| )

C

A ‘E B H F
Obr. 21 Obr. 22

KruZnice, dvojice kruhovych obloukii. Nésledujici pis-
menko abecedy je jesté jednou variaci véty o obvodo-
vém a stfedovém Ghlu a o prstenci na kruznici, kterou
jsme probirali v kap. 1.

E°. Dvé riznobéiné piimky 1, a lp se otdéeji kolem
svyjch bod® A a B se stejnow dhlovou rychlostt o a ve stej-
ném smyslu (a proto sviraji konstantni ihel). Trajektorii
jejich praseliku je krugnice (obr. 22).

Ditkaz. Sestrojime kruznici § prochézejici body A, B
a jednou polohou M, prusetiku pi{mek I, a 5. Podle
véty o prstenci na kruznici z 1. kap. se priseéik piimky I,
a kruzZnice pohybuje po kruZnici § rovnomérné dhlovou
rychlosti 2. Stejné se pohybuje i priseditk pimky Ip
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a kruZnice 6. ProtoZe jsou vSak v jednom okamZiku
(v poloze M) totozné, jsou totoiné v kaidém Sasovém
okam#iku.

Uvedeme jesté jedno znéni véty E, které neuiiva
pohybu.

Obr. 23

E. MnoZinou vdech bodw, ze kterijch vidime danou vsecku
AB pod vhlem dané velikosti ¢ (t]. mnofiny boda M, pro
které je |X AMB| = ¢), je dvojice kruhovijch oblouka
8 koncovyyms body A, B, navzdjem soumérnyjch podle piim-
ky AB.

Oblast, kterd je ohranilend témito oblouky, je mnofinou
vdech téch bodw M, pro které je |<x AMB| > ¢ (obr. 23).

Poznamenejme, Ze v piipadé ¢ = 90° vytvoii oba
oblouky kruZnici nad primérem AB (viz odst. 0.1 —
Thaletova véta).

2.6 Po dané kruZnici s pevnou tétivou AB se pohybujf
krajni body tétivy CD, aniz by tétiva meénila svou veli-
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kost. Po jaké kiivce se pohybuje priuseditk ptimek
a) AD, BC, b) AC, BD?

2.7 V roviné jsou diny dva neprotinajfci se kruhy.
Uhel vyrobeny z prihledného materidlu se pohybuje
v rovind tak, Ze stile pfekryvé oba kruhy a kazdé jeho
rameno se dotykd jednoho kruhu. DokaZte, %e je moZno

Obr. 24

~

na dhlu vyznadit bod, ktery se pohybuje po oblouku
kruZnice.

2.8a Je ddna kruZnice a na nf dva body 4, B. Necht
je M libovolny bod této kruZnice. Na prodlouZenf
usedky AM za bod M zvolime tsetku M N, jejiz velikost
je rovna velikosti uselky BM. Uréete mnozinu v3ech
takto sestrojenych bodd N (obr. 24).

O Necht je NV bod sestrojeny podle podminek tlohy;
pak je |[BM| = |NM|a|<x NBM| =|< MNB| Protoze
je| < AMB| =& MBN|+ | MNB|, je |% ANB| =
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=| X AMB|/2. Velikost ihlu A M B je pro viechny body M
leZici na jednom z oblouki AB konstantnf (viz bod E):
X AMB|= ¢.Proto| &t ANB| = ¢/2, tedy vSechny od-
povidajicf body N le#f na kruhovém oblouku AnB,
z jehoZ bodi je vidét dseéku AB pod idhlem ¢/2. (St¥ed
tohoto oblouku leZi ve stfedu oblouku 4mB dané kruz-
nice (?).)

Vyhovuji obracené vSechny body oblouku 4AnB pod-
minkdm tlohy ? V3echny nevyhovuji.

Viimnéme si, Ze kdyZz bod M probihd oblouk AmB
od bodu B k bodu A4, otadi se tétiva AM kolem bodu 4
od piimky AB k tetné dané kruZnice v bodé A. Proto
hledané mno#ind pat¥i pouze d4st oblouku AnB, a to
oblouk EnB, kde E je prisetik oblouku AnB s tednou
dané kruinice v bodé 4 (obr. 25).

Pfitom muiZzeme bod B zahrnout do hledané mnoZiny
(odpovida té poloze bodu B3, ve které splyvd bod M
s bodem B a velikost tdseky BM je nulova). Naproti
tomu bod E nepatii hledané mno#iné; splyva-li bod M
s bodem 4, nemiiZzeme mluvit o ptimce 4 M.

Podobné zkoumame body, které le#{f v druhé polo-
roviné ohrani¢ené pifmkou AB. Hledand mnozina bodi
se tak sklidé ze dvou kruhovych obloukd EnB
aEn'B. O

Ulohu 2.8a muzeme fesit také jinak, jestlize si viim-
neme, %¢ body N a B jsou soumérné sdruZené podle
piimky CM, kde je C stied oblouku AmB. Dale pak vy-
uzijeme vysledku ilohy 1.10.

Podobns jako dlohu 2.8a si muZe &tenaf vytesit Glohu:
2.8b Podminky tlohy jsou stejné jako v tloze 2.8a,
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pouze isedku M N nanaSime na opadnou polopiimku,
tedy na polopiimku MA.

Druhé moeniny vzdalenosti. P¥edpokladejme, Ze jsou
v roviné diny dva body A, B a dale libovolné é&islo c.

F. MnoZinou vdech boda M, pro které je
|[AM|* — |BM|? = c,

je primka kolmd k piimce AB. V pfipadé ¢ = 0 se jednd
o0 osu usetky AB.

G. Necht je |AB| = 2a. Mnofinou bodt, pro kieré je

|[AM|? + |BM|? = ¢,
je v piipadé
a) ¢ > 2a® kruinice se stfedem ve stiedu O wseéky AB
a polomérem V(c — 2a?)/2,
b) ¢ = 2a? bod O,
¢) ¢ < 2a? prdzdnd mnofina.

Tvrzeni F a G je moino lehce dokazat uZitim Pytha-
gorovy véty nebo metodou soufadnic (?). Nebudeme je
nyni kazdou zvlast dokazovat, ukazeme pozdéji, Ze jsou
obé disledkem obecnéjsiho tvrzeni. Diive viak je do-
plnime nékolika piiklady.

2.9 Jsou dany dvé kruZnice, bod M a body dotyku
T,, T, teten vedenych bodem M k jedné a druhé
kruZnici. Uréete mnoZinu viech téch bodi M, pro které
plati [MT,| = |MT,|

{J Necht jsou O, a O, stiedy danych kruznic, r, a 7,
jejich poloméry (r, = r,), MT, a MT, jejich tetny ve-
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dené bodem M. Uzitim Pythagorovy véty zapiseme pod-
minku |[MT,|? = |MT,|* ve tvaru

|MO,J2 — |0,T,[* = |MO,[2 — |0,T,*

neboli
|[MO, |2 — |MO,|? = r§ — 1.

Podle tvrzeni F leii vSechny body M pozadované
vlastnosti na pfimce kolmé k pi¥imce 0,0,. Jestlize se

Obr. 26

kruZnice protinaji, je tato piimka spojnici jejich priise-
diku, Je-li totiz 4 prisedik obou kruznie, je

|AO,|2 — |AO,|2 = r} — 3,

a bod 4 tedy leii na této piimce. MnozZina hledanych
bodu je vyznadena na obrizku 26; je sjednocenim dvou
polopfimek.

Jsou-li dané kruZnice rizné a soustfedné, je hledana
mno#ina prazdni. Splyvaji-li obé kruZnice, skladi se
hledand mnoZina ze v8ech bodu této kruZnice a z bodd
jeji vn&jsi oblasti. Nejsou-li kruZnice soustfedné a ani
se neprotinajf, je vysledkem celd p¥imka. [J
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Piimka, o které se mluvi v.pfedchéazejici uloze, se
nazyva chorddlow danych kruinic. Necht se kruZnice
neprotfnaji. Pak jejich chordala déli doplnék sjednocent
obou kruhu, které dané kruZnice ohraniéuji, na dvé
oblasti: vnitiek jedné oblasti je mmozina bodt M, pro
které je |[MT,| > |MT,|, a vnitiek druhé je mnozina
bodut M, pro které je |MT,| < |MT,|.

2,10 Urdete mnozinu stfedii vSech kruini.c, které
protinaji kaZdou z danych dvou kruznic v bodech dia-
metralné protilehlych.

2.11 a) Soudet druhych mocnin délek dhloptitek rov-
nobézniku se rovna souétu druhych mocnin délek jeho
stran. Dokaite.

b) Jestlize ma konvexni ¢étyfuhelnik AMBN kolmé
uhloptitky, je |AM|® 4 |BN|? = |[AN{® 4+ |[BM% Do-
kazte. |

[ a) Oznadme ¢ vzdailenost vrchold 4 a B od sttedu O
rovnobéintku AMBN a r vzdalenost vrchold M a N
od bodu O. Poloime ¢ = 2(a® 4 r?). Protoze je pak

[OM| = V(c — 2a2)/2, je podle tvrzeni G soudet druhych
mocnin vzdélenosti bodid A, B od bodu M roven ¢
a totéZ plati pro vzdailenosti bodu N od bodid 4, B.
Proto je

|AM|® + [BM|* + |AN|* 4- |BN|? =
= 2 = 4(a® + 72) = |[MN|* + |AB2. O
Uvedeme nyni obecnou vétu, ze které vyplyvaji tvr-
zeni F, G, A a D nasf abecedy.

Véta o druhych moecnindch vzdalenostf. Mnofinou
véech boda M, pro kieré plati podminka
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LIMAR + | MAE + ... + AMAL =p, (1)

kde 4,, 4,, cee A, jsou damé body a A, Ay, ..., Ap, u
jsou dand éisla, je
1) kruZnice, bod mebo prdzdnd mnofing v pripa,dé kdy

plati Ay + A + ... + A #0;

2) primka, celd rovina mebo prdzdnd mnofina, je-li

A+2A+ ...+ 4, =0

Pti dakazu uZijeme metody soufadnic. Druhd mocnina
vzdélenosti bodd M[z; y] a Ai[xy; yx] je rovna

|MA? = (2 — ) + (y — W) =
= 2% + y? — 2mx — 2y + 7% + ¥; -
Vyraz A, |[MA,* + 2, |[MA,2+ ... + 2, |MA,]* se
v soufadnicich rovna soudtu nékolika vyrazi tvaru
(2? + y* — 2px — 29y + p* + ¢°).
MuzZeme tedy podminku (1) psit ve tvaru rovnice
det 4 dy* + ax + by 4 ¢ =0, (2)

kded =24, + 4, + ... + A

Dokézeme nyn{, Ze rovnicf (2) je ddna néktera z uve-
denych mnozin.

1°. Je-li d # 0, muZeme rovnici (2) pfepsat ekviva-
lentné timto zphsobem:

a b c
z’+y2+7x+7y+7=
nebo

b ]’ b + a® — 4dc 29

a a
[x+ﬁ]+(y+ 2d i
Vidime, Ze je tim déna:
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kruznice se stfedem C[—a/2d; —b[2d], je-li pravi
strana rovnice (2) kladna,

jeden jediny bod C[—a/2d; —b/2d], je-li prava strana
rovna nule,

prézdna mmnozina, je-li prava strana zdporna.

2°, Je-li d = 0, ma rovnice (2) tvar

ar + by + ¢ = 0.

Touto rovnic je dana:
pi{mka, je-li a® 4 b% # 0,
celd rovina, je-lia =b =¢ =0,
prazdna mnozina, je-lia = b =0, ¢ # 0.

V kazdém konkrétnim piipadé sc vidy lehce urd,
kterd z uvedenych mozZnosti nastava. Vratme se k bo-
dim F, G nasi abecedy, které jsme nedokazali.

Diakaz F. Podminka [M A2 — |[MB|* = ¢ je zvladtnim
piipadem podminky (1), ve které je n =2, 1, =1,
Ay = —1, tedy d = 0, a definuje tudiZ pfimku, rovinu
nebo prazdnou mnoZinu.

Protoze rovnice (z + @) — (x — «¢)? = ¢ ma v pii-
padé a 5 0 vidy jediné Yeseni x = c/4a, lezi na piimce
AB pravé jeden bod hledané mnoZiny, kterd je tudiz
pfimkou. Ze soumérnosti plyne, Ze je kolma k piimce
AB. (P¥imku AB jsme zvolili za osu z, st¥ed tiseSky 4B
za podatek soustavy soufadnic).

Dikaz G. Podminka |[MA*+ |MB|* =c je opét
zvladtni pHpad (1). Zde je 4, = 1, 4, = 1, d # 0, je tedy
hledana mnoZina bud prézdna, nebo se skldd4 z jediného
bodu, nebo je kruznicf. Vzhledem k tomu, %e body 4, B
vystupuji v podmince ulohy symetricky, splyva stfed
kruZnice se stfedem isetky 4B.
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Abychom poznali, kdy je hledand mno#ina kruZnicf
a jaky je jeji polomeér, najdeme na pfimce 4B body vy-
hovujfef podmince tlohy |[AM|? 4 |BM|? = ¢. Tato pod-
minka dava rovnici (xr — a)? + (x 4 @)? = ¢, kterd mé
FeSeni pro ¢ = 2a?, pfidemz

x| =r = V(c — 2a?)/2 .

2.12 Najdéte mnoZinu vSech bodi, pro které je soudet
druhych mocnin jejich vzdélenosti od dvou protileh-
lych vrcholii daného pravotihelniku roven soudtu dru-
hych mocnin jejich vzdilenosti od zbyvajicich dvou
vrchold pravouhelniku.

(] ReSenim je cela rovina. Necht je ABCD dany
pravoihelnik. Hleddme tedy mnoZinu vsech boda M,
pro které plati

|[MA]* + |MC|*— |[MB|* — |[MD}?* = 0.

Polozme v podmince (1) n =4, 4, =4, =1, 1, =4, =
= —1, a tudiz 14, 4+ 4, + 4; + 1; = 0. Podle tvrzenf je
hledana mnozina bud pFimka, nebo prazdna mnoZina,
nebo celd rovina.

Véimnéme si, #e vrcholy 4, B, C, D daného pravo-
thelnfku vyhovuji podmince tlohy. Naptiklad pro bod
A platf |AA]* + |AC|? — |AB|? — |AD]* = 0 (Pytha-
gorova véta). Neni tedy hledand mnozina prazdnd a nenf
pifimkou. Musi to tudiZ byt cela rovina. [

Z vysledku tdlohy 2.12 plyne, Ze pro kaidy bod M
roviny pravouhelniku 4 BCD platf

|[MA|* + [ MC|? = |[MB]? + |MDJ.

Uzitim tohoto vztahu FeSte tuto dlohu:
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2.13 Je dan kruh a jeho vnitinf bod 4. Najdéte mno-
#inu &tvrtych vrchold C pravouhelnikd ABCD, jejichz
vrcholy B a D le#f na hraniéni kruZnici daného kruhu.

2.14 Dokaite, Ze v pipadé |MA| = |MB| plati
[MA|?— |[MB|? = 2 |AB|.o(M, m), kde m je osa tsetky

AB a o(M, m) je vzdalenost bodu M od primky m.
M

/

A M1 B 0 M2

Obr. 27

Ptidejme k nadi abecedé jeété jedno pismenko —
tvrzeni, které se 8asto v geometrii uzivé a jeZ je dusled-
kem véty o druhych mocnindch vzdalenostf.

H. V roviné jsou ddny dva rizné body A, B. MnoZinou
vdech boda M, pro kieré je |MA|| |MB| =k, k >0, k #

5= 1, je kruZnice se stfedem na primce AB.

Tato mnozina viech bodi, jejichZz pomér vzdalenosti
od bodi 4 a B je konstantni (rizny od jedné), se nazyva
Apolloniove krufnice (obr. 27).

O Ptepiseme-li podminku v 1loze H do tvaru

|MAJ? — k* |MBJ2 = 0,

vidime, Ze se jedni o zvlistni p¥ipad podminky (1),
pro ktery je n =2, 1, =1, 1, = —k?, a protoZe je
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1 — k2 +# 0, je hledana mnoZina kruZnici, bodem nebo
prazdnou mnoZinou. ProtoZe rovnice (¢ + a)? = k¥x —
—a)® ma pii k2 5£ 1, a # 0 pravé dva rizné koteny,
existuji na pfimce AB pravé dva razné body M, a M,
hledané mnoziny, ktera je tudiz kruznicf. [

Je-li M bod této Apolloniovy kruznice, ktery nelezi
na piimce 4B, pak osy dvojice p¥imek M A & MB pro-
tinaji p¥{mku AB pravé v bodech M,, M, (obr. 28).

A M, B M,

Obr. 28

Tvrzeni vyplyva z véty 2.5, podle které je
|43, |AM,| _ |AM|
|BM,| — |BM,| [BM|’

Této skuteénosti muZeme vyuiit pfi FeSeni na.sledu—
jicf dlohy.

2.15 Na priméru kulatého kulednikového stolu lezi
kuleénikové koule A4 a B. Jakym smérem musime
odstréit kouli B, ma-li se po odrazu od hrany stolu srazit
s kouli 4, a neméa-li se pohybovat po praméru stolu?

2.16 Na dané piimce lezf body 4, B, C, D. Sestrojte
bod, z néhoz jsou vidét dseéky AB, BC a CD pod shod-
nymi thly.
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Vzdalenosti od p¥imek. Dosud se v nasi abeced& vysky-
tovaly hlavné takové podminky, které davaly kruZnici.
V dalsich dvou piipadech budou vysledkem p¥imky
(dvojice piimek).

Necht je ddno kladné &fslo ¢ a dvé raznobézky I, a I,.

J. Mnofina vdech boda M, pro které je pomér o( M, 1,) :
co(M, 1,) jejich vzddlenosti od pFimek 1,, 1, roven c, je
dvojice primek prochdzejicich prasetikem danijch piimek.

K. Mno#ina vech bod# M, pro které je souéet o(M, 1,) +
+ o(M,1,) jejich veddlenosti od pftmek 1, a l, roven c,
je hranice pravouhelntku, jehof vihlopitéky left na daniyjch
primkdch.

Diive nez piejdeme k dikazu téchto tvrzeni, probe-
reme dva jednoduché piiklady.

2.17 Je dan trojihelnik ABC. Najdéte mnozinu véech
bod@ M, pro které se obsahy S.imc & Spuc trojihelniki
AMC a BMC sobé rovnaji.

[0 Necht &, a h, jsou vzdélenosti bodu M od p¥imek
AC a BC. Pak je

1 1
Sane = 5 IACI.h,,, Spuc = 5> |BC’[.ha,

tedy hqfhs = |AC] | |BC].

Vidime, Ze hledanou mnozinou vSech bodtu M je mno-
#ina popsand pod pismenem J pro p¥imky AC a BC
a ¢ = |AC| [ |BC|. Je to tedy dvojice pfimek prochize-
jicich bodem C. UkéZeme, Ze jedna z téchto pfimek je
téZnicf trojuhelniku ABC a druhd je rovnobéina s p¥m-
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kou AB. K dikazu stati zvolit na kazdé z téchto ptimek
jeden bod a ukazat, Ze spliuje zadanou podminku.
Oznad¢me h velikost vysky trojihelniku A BC vedené
bodem C' a necht je N libovolny bod p¥imky ! vedené
vrcholem C rovnobéiné s pfimkou AB; pak je

1 1
Saox = 5 |CN|k, Spexy = o> |CN |k, tedy S4cx = Sso¥

a pF¥imka [ je ¢asti hledané mnoZiny.

Necht je K stied strany 4B, tj. |AK| = |KB|. Pak je
SAKG = IA.KI h/2 = |BKI h/2 = SBKC, tudiz i téZnice m
je dasti hledané mnoziny. (]

Tvrzeni K se da v podstaté preformulovat takto:

2.18 Je dan rovnoramenny trojtihelnik AOB. Dokai-
te, Ze soudet vzdilenosti libovolného bodu M zékladny
AB od ramen AO a BO je roven vysce trojihelniku
vedené k jeho rameni.

Tvrzenf J a K nebudeme dokazovat geometricky,
i kdyZ by to nebylo sloZité, nybrz poddéme dikaz pouZi-
tim pohybu (podobné jako v bodé E o kruZnici a dvojici
kruhovych obloukd). Nejdiive viak vyslovime lemmu*
zobechiujici tvrzeni o prstenci na pifmee (viz str. 19).

Lemma. Na pitmky 1, a 1, je v jejich praseéiku navleten
maly prstenec M. Jestlize se katdd z primek 1,, 1, rovno-
mérné posouvd, pohybuje se prstenec rovnomérné po pFimee.

Ditkaz. P¥imku z tvrzeni lemmy dostaneme, vyznaéi-
me-li si dvé razné polohy M, a M, pohybujicitho se

*) lemma — poulka, pomocnd véta
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prstence. Pruseéiky pohybujicich se piimek !, a I,
s pevnou pifmkou M, M, se pohybuji rovnomérné. Pro-
toze viak ve dvou raznych dasovych okam#icich sply-
vaji, splyvaji v kaidém okamziku.

Dikaz tvrzeni J. Pro kladné éfslo ¢ tvo¥l body, jejichz
vzdilenost od pfimky I, je rovna ¢ a do pfmky I, je
rovna ct, vrcholy rovnobézniku se stfedem O v priseéi-
ku pi¥imek I, I,. Mnozinou vSech bodi, jejichZz vzdéle-
nost od pHmky [, je ¢, jsou totiz dvé rovnobézky s pi{m-
kou I, (viz iloha B) a stejné tak je mnoZinou bodu o vzda-
lenosti ¢t od pfimky I, dvojice rovnobéZek s piimkou I, .
Obé dvojice rovnobézek se protinaji ve ¢tyfech vrcholech
rovnobéinfku, které vyhovuji podmince ilohy J, nebot
ctft = c. Probiha-li ¥islo ¢ mnozinu vsech kladnych real-
nych &sel, dostaneme vSechny body hledané mnoZiny.

Divame-li se na ¢ jako na ,,éas®, vidime, Ze se obé& dvé
dvojice rovnobézek pohybuji rovnomérné (jedna dvojice
je stale rovnobéina s pkimkou I,, druhd s 1,). Podle
lemmy se jejich prisediky pohybuji po primkach
prochazejicich bodem O.

Ditkaz torzeni K. Vedme dvé piimky ve vzdalenosti ¢
od pfimky I, a dalsi dvé pf¥imky ve vzdalenosti ¢ —¢
od piimky [, (0 <t < ¢). Cty¥i prisediky téchto piimek
patii do hledane mnoziny. Ménime-li ,,8as‘‘ spojité od 0
do ¢, pohybuji se pfimky rovnomérné a kazdy ze &tyt
obdrZenych prusedikii se podle lemmy pohybuje po
usedce. Krajni body téchto usedek odpovidaji hodnotam
t =0 at=c, leii na p¥imkach [,, I, a tvoFf vrcholy
pravouhelniku.

Uvedeme ted obecnou vétu, ktera zahrnuje tvrzeni B,
C, J a K jako své zvlastni piipady. Zkoumejme mnoZinu
viech bodu M, pro které plati
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ho(M, 1) + Ap0(M, 1) + ... 4 Ao(M, 1) = u;  (3)

zde jsou I,, 1,, ..., I, dané ptimky roviny a 1, 4,, ...,
An, o dana &isla.

Popsat takto zadanou mnozZinu neni jednoduché. Hned
viak uvidime, Ze je snadné urdit priniky této mnoZiny
8 dastmi roviny, na které je rovina rozdélena p¥#imka-
mily, I, ..., L. Oznatme @ jednu takovou &ast.

Vita o vzdalenostech od pfimek. Mnofina bodd viho-
vujictch podmince (3) a patFicich do @ je bud 1) pranikem
Q a néjaké primky, tedy dseckou, poloprimkou mebo celou

primkou, nebo 2) celé Q, nebo 3) prdzdnd mnofina.

Diakaz. Zjistime-li priniky hledané mnoziny s kazdou
tast{ roviny, na které je rovina rozdélena pfimkami
L,1l, ..., ., je tim déna celd hledand mnoZina. K du-
kazu véty pouZijeme metody soufadnic.

Necht je tedy @ zvolena &ast roviny. Pak je @ priini-
kem n polorovin s hraniénimi pifmkami I, I,, ..., .
Rovnici ayz + by + ¢ = 0 piimky L, (k = 1,2, ..., n)
muZeme zvolit tak, Ze pfislusnd polorovina je dana ne-
rovnicf e + by + ¢ = 0 a Ze plati a2 + b2 =1 (2),
takZe pro body M{x; y] této poloroviny platf o(M, Ii) =
= ax + by + cx. Proto je levd strana rovnice (3)
soudtem vyrazi tvaru Axax + by + ¢i), a rovnice (3)
ma tudiZ tvar

ar + by +c¢c =0,

Je-li a? + 5% # 0, je to rovnice pfimky, pro ¢ = b =0
je touto rovnici déna bud celd rovina, nebo prazdna
mnoZina.

Jiny dikaz dostaneme, prevedeme-li 1ilohu pomocf
dlohy 2.14 na vétu o druhych mocnindch vzdale-
nostf (?).
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2.19 a) Je dan rovnostranny trojihelnik 4BC. Na-
jdéte mnoZinu vSech bodi M, pro které se soudet vzda-
lenosti od pfimek AB, BC, CA rovna danému d&islu

> 0.

# b) Jei dan pravothelnik ABCD. Najdéte mnozinu
v8ech bodu M, pro které je soudet vzdalenosti od p¥i-
mek AB, BC, CD a DA roven danému d&islu u.

2.20 a) T#i ptimky [,, [,, I, prochizeji jednim bodem
a kazdé dvé z nich sviraji thel 60°. Najdéte mnoZinu
vsech bodu M, pro které plati

e(M, 1) = e(M, 1)) + o(M, 1,).

b) Je dan rovnostranny trojihelnik. Najdéte mnozi-
nu viech bodi M, pro které je vzdalenost od jedné z p¥i-
mek AB, BC, CA rovna poloviénimu souétu vzdalenosti
od zbyvajicich dvou. |

Prehled na3f abecedy. Mnozina viech bodu vyhovuji-
cich uréité podmince se zpravidla oznaduje takto: do
sloZenych zavorek se nejdifve napiSe pismeno oznadujici
nlibovolny bod* mnoZiny (zpravidla uZivime pisme-
no M, muze to byt ovSem i jiné pismeno), pak se napise
dvojtetka a za nf se napise podminka, kterou jsou body
mnoziny charakterizovany.

NapiSeme kritce probrané mnoziny v nasi abecedé:

A. {M:|MA| = |MB}
B. (M :o(M,1) = o(M,1,)}
C. {M:oM,1)=h

D. {M:[MO| =1+

E. {M: X AMB = g}

F. {M:|AM]?— BM|* = c}
G. {M:|AM[* + |BM]* = c}

»
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H. (M :|AM|]|BM| =k}
J. {M :Q(M’ L) [o(M, 1) = k}
K. {M : Q(M’ L) + Q(M: ) = c}

Piripomenme si, %Ze vSechny tyto mnoZiny kromé
mnoziny uvedené pod pismenem E jsme rozdélili na dvé
skupiny

ADF,GH a BCJ K
Prvni skupina — to jsou zvlastni p¥{pady mnoZiny
{M: 4| MA24 ... 4+ A|MA,]2 = u},
druhd skupina jsou zvlastni pf¥ipady mnoZiny
(O : do(M, L) + ... + dg(M, 1) = ).
V kap. 6 doplnime nasi abecedu dal§imi éty¥mi pismeny:
L. {M:|MA|+ |MB| =c}

N. {M:||MA|—|MB|| =c}
P. {M:|MA|=o(M,1,)}
Q. {M: M4l o, i) =)

Tyto mnoZiny (elipsy, hyperboly a paraboly) tvoif
také prirozenym zpusobem jednu skupinu kiivek, tzv.
kiivek druhého stupné.
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