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K a p i t o l a d r u h á 

C A U C H Y H O M E T O D A 

1. HUSTÉ MNOŽINY NA ČÍSELNÉ OSE 

N e ž b u d e m e f o r m u l o v a t a o b j a s ň o v a t C a u c h y h o m e t o d u 
ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c , u v e d e m e n ě k o l i k d e f i n i c 
a v ě t z m a t e m a t i c k é a n a l ý z y . 

M n o ž i n a A r e á l n ý c h č í s e l s e n a z ý v á hustá, j e s t l i ž e 
k a ž d ý i n t e r v a l , k t e r ý m á n e n u l o v o u d é l k u ( t j . k t e r ý 
n e z d e g e n e r u j e v j e d e n j e d i n ý b o d ) , o b s a h u j e p r v k y 
m n o ž i n y A. 

Věta. Množina Q racionálních čísel je hustá množina. 

Důkaz. B u d i ž A = ( a , b) l i b o v o l n ý i n t e r v a l n a č í s e l n é 
o s e . O z n a č m e e j e h o d é l k u : e = b — a > 0 . P a k j e 

z ř e j m é , ž e e x i s t u j e p ř i r o z e n é č í s l o n0, p r o n ě ž j e w 0 > — 
e 

n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — 0 < — < e. P ř e d p o k l á d e j m e 
n Q 

d á l e , ž e j e 6 > 0 ( v p ř í p a d ě b < 0 p r o b í h a j í ú v a h y a n a -

l o g i c k y ) . P r o t o ž e p o s l o u p n o s t - — p r o m = 1 , 2 , . . . 
< no 

n e o m e z e n ě r o s t e , e x i s t u j e t a k o v é p ř i r o z e n é č í s l o m 0 , p r o 

n ě ž j e < 6 ^ m " — . { J e s t l i ž e n y n í p ř e d p o k l á d á -
n o ÍIQ 
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7yi 
m e , ž e j e — - ^ a , d o s t a n e m e n e r o v n o s t i 

n0 

, . m 0 + 1 m 0 1 
e = b — a ^ — 2 — ! 5- = — < E, 

» o w o w 0 

k t e r é v e d o u k e s p o r u e < e. 

Wh 
M u s í t e d y p l a t i t a < — < b, t j . i n t e r v a l (a, b) o b -

i lo 

m 
s á h u j e r a c i o n á l n í č í s l o — - . 

n0 

V ě t a j e d o k á z á n a . 

Ú č e l n o s t p r á v ě z a v e d e n é h o p o j m u h u s t é m n o ž i n y j e 
p a t r n a z n á s l e d u j í c í v ě t y : 

Věta. Budiž A hustá množina reálných čísel. Pak ke 
každému reálnému Číslu a existuje konvergentní posloup-
nost 

^ D ®2> • • • j ®n> • • • 

čísel náležejících do množiny A, která má za limitu číslo <x. 

Důkaz. P r o t o ž e m n o ž i n a A j e h u s t á , e x i s t u j e k e k a ž -
d é m u p ř i r o z e n é m u č í s l u n č í s l o an e A t a k , ž e j e a n e 

g — , a + - ^ - J , t j . ž e p l a t í 

1 , 1 
« < O n < « H . 

n n 
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Z t ě o h t o p o s l e d n í c h d v o u n e r o v n o s t í v s a k u ž p i j m e , ž e 
p o s l o u p n o s t 

«1» « 2 «»» 

k o n v e r g u j e a m á z a l i m i t u č í s l o <x. 

V ě t a j e d o k á z á n a . 

2. SPOJITÉ FUNKCE 

P ř i p o m e ň m e , ž e f u n k c e / s d e f i n i č n í m o b o r e m D s e n a -
z ý v á spojitá v bodě x0 e D, j e s t l i ž e m á l i m i t u p r o x x0 

a j e s t l i ž e t a t o l i m i t a j e t o t o ž n á s j e j í h o d n o t o u v b o d ě 
x0, t j . s h o d n o t o u f(x0). J i n ý m i s l o v y : F u n k c e f(x) j e 
s p o j i t á v b o d ě x0, j e s t l i ž e p r o k a ž d o u k o n v e r g e n t n í 
p o s l o u p n o s t 

®1> ®2> • • • > ®m • • • > 

k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o x0 a j e t v o ř e n a b o d y , j e ž p a t ř í 
d o d e f i n i č n í h o o b o r u f u n k c e f(x), j e t a k é o d p o v í d a j í c í 
p o s l o u p n o s t f u n k č n í c h h o d n o t 

/ ( ® i ) . / ( « « ) / ( * • ) . • • • 

k o n v e r g e n t n í a m á z a l i m i t u č í s l o f(x0). 

Věta. Jestliže spojité funkce f{x) a g(x) se společným 
AefiniČnim oborem nabývají stejných funkčních hodnot na 
nějaké husté množině reálných čísel A, pak jsou totožné. 

Důkaz. B u d i ž a l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . V í m e u ž , ž e 
e x i s t u j e k o n v e r g e n t n í p o s l o u p n o s t 

o1( at, ..., o„, ... 
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č í s e l p a t ř í c í c h d o m n o ž i n y A, k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o a . 
P a k v š a k z e s p o j i t o s t i f u n k c í f(x) a g(x) a z e s k u t e č n o s t i , 
ž e p r o k a ž d é a e A j e f{a) = g{a), p l y n e , ž e j e 

/ («) = l im /(«„) = Um g{an) = ?(<*)• 1 
n->® n - W 

V š t a j e d o k á z á n a . * 

8. PODSTATA AFOEMULACE CAUCHYHO METODY 
ftEŠENl FUNKCIONÁLNÍCH ROVNIC 

N e ř e k n e m e - l i v ý s l o v n ě o p a k , b u d e m e v š u d e v d a l š í m 
h l e d a t j e n t a k o v á ř e š e n í z k o u m a n ý c h f u n k c i o n á l n í c h 
r o v n i c , k t e r á j s o u s p o j i t ý m i f u n k c e m i . 

C a u c h y h o m e t o d a t k v í — ř e č e n o c o n e j o b e c n ě j i — 
v t o m , ž e s e n e j p r v e u r č í ř e š e n í u v a ž o v a n é f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e , k t e r é j e d e f i n o v á n o n a n ě j a k é h u s t é m n o ž i n ě 
r e á l n ý c h č í s e l . P o t é s e v y u ž i j e s p o j i t o s t i t o h o t o ř e š e n í 
a p o d l e p o s l e d n í z v ý š e d o k á z a n ý c h v ě t se ř e š e n í d e f i -
n u j e p r o l i b o v o l n á r e á l n á č í s l a . 

O b v y k l e s e ř e š e n í h l e d á n e j p r v e n a m n o ž i n ě v š e c h 
r a c i o n á l n í c h č í s e l ( k t e r á j e , j a k j s m e p ř e d c h v í l í v i d ě l i , 
h u s t á ) . Z a t í m t o ú č e l e m s e č a s t o p o s t u p u j e p o d l e n á -
s l e d u j í c í h o s c h é m a t u : 

1 . N ě j a k ý m v h o d n ý m p o s t u p e m ( n a p ř í k l a d s u b s t i t u č -
n í m e t o d o u ) s e u r č í ř e š e n í f(x) d a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
n a m n o ž i n ě v š e c h p ř i r o z e n ý c h č í s e l . 

2 . D o k á ž e s e , ž e t a k t o n a l e z e n é ř e š e n í v y h o v u j e r o v -
n i c i t a k é 

a ) p r o x = 0, 
b ) p r o v š e c h n y c e l é z á p o r n é h o d n o t y p r o m ě n n é x, 

c ) p r o v š e c h n y r a c i o n á l n í h o d n o t y p r o m ě n n é m . 
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3 . V y u ž i j e s e h u s t o t y m n o ž i n y r a c i o n á l n í c h č í s e l 
a s p o j i t o s t i f u n k c e / ( a r ) ; t í m b u d e z a r u č e n o , ž e t a k t o 
u r č e n é ř e š e n í v y h o v u j e r o v n i c i p r o l i b o v o l n é r e á l n é 
h o d n o t y x. 

T a k t o f o r m u l o v a n á C a u c h y h o m e t o d a j e v h o d n á p o u z e 
p r o t a k o v é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e , j e j i c h ž ř e š e n í j e d e f i n o -
v á n o a s p o j i t é n a c e l é č í s e l n é o s e . L z e s e a l e l e h k o p ř e -
s v ě d č i t o t o m , ž e s e t o u t o m e t o d o u d a j í ř e š i t i r o v n i c e , 
j e j i c h ž ř e š e n í j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á n a n ě j a k é 
m n o ž i n ě " D , j í ž m ů ž e b ý t i n t e r v a l n e b o s j e d n o c e n í i n t e r -
v a l ů . J e - l i t o t i ž A h u s t á m n o ž i n a r e á l n ý c h č í s e l , j e m n o -
ž i n a A1 = A Q D h u s t á v Z ) v t o m s m y s l u , ž e p r o k a ž d é 
č í s l o a e D e x i s t u j e k o n v e r g e n t n í p o s l o u p n o s t 

®1> ®2> • • • > ®n> • • • 

č í s e l l e ž í c í c h v Alt k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o <x. 

D ů k a z t é t o s k u t e č n o s t i p ř e n e c h á v á m e č t e n á ř i . 

4. NĚKOLIK KLASICKÝCH PĎÍ KLADŮ 

B u d e m e C a u c h y h o m e t o d u i l u s t r o v a t n a n ě k o l i k a f u n k -
c i o n á l n í c h r o v n i c í c h , k t e r é C a u c h y ř e š i l u ž p o č á t k e m 
m i n u l é h o s t o l e t í . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(1) f(x + y) =/(*) + /(y). 

B u d e m e h l e d a t t a k o v á ř e š e n í t é t o r o v n i c e , k t e r á j s o u 
d e f i n o v á n a a ( v s o u l a d u s ú m l u v o u , k t e r o u j s m e u č i n i l i 
v ý š e ) s p o j i t á n a c e l é č í s e l n é o s e . P ř e d p o k l á d e j m e t e d y , 
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že f(x) je jedno takové řešení rovnice (1). Nejprve doká-
žeme, že pro každé reálné číslo n 2 platí 

(2) f(Xl + *,+ ...+*„) = 

= / ( * , ) + / ( » . ) + • • • + / ( * , ) • 

Pro n = 2 je tato rovnost totožná s rovností (1), 
a tedy skutečně platí. 

Nechť rovnost (2) platí pro nějaké přirozené n. Vy-
užijeme-li vztahu (1), dostáváme 

f{xi + x2+ ... + x n H~ ^n+l) — 
= /(Xx + X2 + . . . + Xn) + f(xn+1) = 
= /(* l) + f(x 2) + • • • + /(*,) + f(Xn+1), 

a odtud už pijme hledaná rovnost (2) matematiokou 
indukcí. 

Zvolme v (2) xx = x2 = ... — xn = x. Pak bude pro 
každé přirozené číslo n a pro každé reálné číslo x platit 

f(nx) = nf(x). 

Označíme-li tedy /(1) = c, dostáváme, že platí 
f{n) = cíl 

pro každé přirozené n. 
Nechť jsou dále m a n libovolná přirozená čísla. Pak je 

tj. 
. ( m\ m 

je tedy f(x) = cx pro libovolné kladné raoionální číslo x. 
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P o l o ž í m e - l i n a d r u h é s t r a n ě v ( l )x =y = 0 , v i d í m e , ž e j e 

/ ( O ) = 2 / ( 0 ) , 

n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — / ( O ) = 0 . O d t u d p l y n e , ž e j e 

f(x-x)=f(0)=0=f(z) + f(-x), 
č i l i f(x) = — / ( — x ) . P r o k a ž d o u r a c i o n á l n í h o d n o t u 
p r o m ě n n é x t e d y p l a t í 

f(x) = cx. 

A v e z m e m e - l i n a k o n e c v ú v a h u , ž e m n o ž i n a r a c i o n á l -
n í c h č í s e l j e h u s t á a ž e f u n k c e f(x) j e s p o j i t á , z j i s t i l i 
j s m e t o t o : J e - l i f u n k c e f(x) ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i -
c e ( 1 ) , j e f(x) — cx, k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . N a o p a k 
z r o v n o s t i 

c(x + y) =cx + cy 

p l y n e , ž e k a ž d á t a k o v á f u n k c e t a k é s k u t e č n ě n a š i 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i ř e š í . 

Z d e j e t ř e b a p o z n a m e n a t , ž e k d y b y c h o m h l e d a l i ř e š e n í 
r o v n i c e ( 1 ) , k t e r é b y m ě l o b ý t s p o j i t é p o u z e v j e d n o m 
p e v n é m b o d ě , d o s t a l i b y c h o m o p ě t t ý ž v ý s l e d e k . J e - l i 
t o t i ž f(x) f u n k c e , p r o n i ž p l a t í 

f(* + y)=t{*) + f(y), 
a j e - l i t a t o f u n k c e s p o j i t á v b o d ě <*, p a k p r o l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o x0 p l a t í 

l i m f(x) = l i m f((x — x0 - f a.) - f (x0 — <*)) = 
X—+XQ X-+XO 

= l i m (f(x — x0 + <*) + f(x0 — «)) = 
X-+X0 

= l im f{x — £„+«)+ f(x0 — a) = 
X — + 

= / ( « ) + / ( « . — « ) = / ( * « ) ; 

47 



t o v š a k u k a z u j e , ž e f u n k c e f(x) j e s p o j i t á v š u d e , a m á 
t u d í ž t v a r f(x) = cx. 

b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(3) í(x + y) =/(*)./(y). 

O p ě t b u d e m e h l e d a t t a k o v á ř e š e n í t é t o ^ o v n i c e , 
k t e r á j s o u d e f i n o v á n a p r o v š e c h n a r e á l n á x. 

P ř e d e v š í m j e z ř e j m é , ž e n u l o v á k o n s t a n t n í f u n k c e j e 
j e d n í m z ř e š e n í r o v n i c e ( 3 ) . Z a j í m á n á s n y n í , z d a m á 
t a k é n e n u l o v á ř e š e n í . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e j e d n o 
t a k o v é ř e š e n í ; z ( 3 ) p a k p l y n e , ž e j e 

« • ' - ' ( t + t J - M T ) ^ 0 -

t j . j e - l i f(x) n e n u l o v á h o d n o t a , n a b ý v á f u n k c e f(x) 

k l a d n ý c h h o d n o t p r o k a ž d é x. 

O z n a č m e n y n í / ( 1 ) = c > 0 . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p r o 
n ě j a k é p ř i r o z e n é č í s l o n p l a t í 

f(n) - c " . 

P a k j e 

f(n + 1) = f(n).f( 1) = c».c = C-+1, 

a o d t u d p l y n e m a t e m a t i c k o u i n d u k c í , ž e p l a t í 

( 4 ) f(x) = c -

p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o x. 

A n a l o g i c k y se i n d u k c í s n a d n o d o k á ž e , ž e p r o k a ž d é 
p ř i r o z e n é č í s l o n a p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o x p l a t í 

f(nx) = [/(*)]». 
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J s o u - l i t e d y w a n p ř i r o z e n á č í s l a , j e 

[f ("?)[ = f [n^)= fim) =Cm = ̂  P)"' 
t j . r o v n o s t ( 4 ) j e s p l n ě n a p r o l i b o v o l n á k l a d n á r a c i o n á l n í 
č í s l a . 

V e z m e m e - l i n a d r u h é s t r a n ě v ú v a h u , ž e j e / ( O ) = 
= [ / ( O ) ? , t j . ž e j e / ( O ) = l a 

1 =/(0) = f(x-x) =/(*)./(-*), 

d o s t á v á m e , ž e p r o k a ž d é z á p o r n é r a c i o n á l n í č í s l o x p l a t í 

1 1 
f(x) = -r. = = cx. 
M ' /(—x) c~x 

J e t e d y f(x) = c® p r o l i b o v o l n é r a c i o n á l n í h o d n o t y 
p r o m ě n n é x. V y u ž i j e m e - l i j e š t ě h u s t o t y m n o ž i n y r a c i o -
n á l n í c h č í s e l a s p o j i t o s t i f u n k c e f(x), d o c h á z í m e k z á v ě r u , 
ž e ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 3 ) m o h o u b ý t v š e c h n y 
f u n k c e t v a r u f(x) = cz, k d e c j e l i b o v o l n é k l a d n é r e á l n é 
č í s l o . Z e z ř e j m é r o v n o s t i 

Cx+V = cx.cv 

j e p a k v i d ě t , ž e t o m u s k u t e č n ě t a k j e . N a k o n e c d o s t á v á -
m e t e n t o v ý s l e d e k : F u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/ ( * + Ž/) = / ( * ) • / ( < / ) 

m á n e k o n e č n ě m n o h o ř e š e n í , j e ž j s o u d á n a v z o r c e m 

f{x) = c * , 

k d e c j e k l a d n é r e á l n é č í s l o ; n a v í c j e ř e š e n í m n u l o v á 
k o n s t a n t n í f u n k c e . 
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Z d e j e n a m í s t ě p o z n a m e n a t , ž e v ý š e u v e d e n o u 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i l z e ř e š i t t é ž p o m o c í f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e ( 1 ) . J e - l i t o t i ž f(x) n e n u l o v é ř e š e n í r o v n i c e ( 3 ) , 
p a k j e , j a k j s m e v i d ě l i , f(x) > 0 p r o v š e c h n a x, a t u d í ž 
m ů ž e m e u t v o ř i t f u n k c i g(x) = l o g f(x). J e t é ž z ř e j m é , 
ž e p r o l i b o v o l n á d v ě r e á l n á č í s l a x a y p l a t í 

g{x + y) = log f{x + y)= log (f(x).f(y)) = 
= log /(») + log f(y) = g[x) + g(y), 

a p r o t o m á f u n k c e g(x) t v a r g(x) = ax, k d e a j e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o . O d t u d p a k n a k o n e c d o s t á v á m e , ž e j e 

f(x) = 1 0 * » = (10° )® = cx. 

S o u č a s n ě j e o d t u d o p ě t p a t r n o , ž e p o k u d b y c h o m 
ž á d a l i j e n t o l i k , a b y f u n k c e f(x) b y l a s p o j i t á p o u z e 
v j e d i n é m b o d ě ( a t e d y n i k o l i v s p o j i t á v š u d e ) , z n o v u 
b y c h o m d o s t a l i f(x) = c. 

c ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

( 5 ) f(xy) =f(x) + f(y). 
N e j p r v e p o z n a m e n e j m e , ž e p o k u d h l e d á m e t a k o v á 

ř e š e n í t é t o r o v n i c e , k t e r á j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a x, p a k j e d i n ý m t a k o v ý m ř e š e n í m j e n u l o v á 
k o n s t a n t a . V s k u t k u : p ř e d p o k l á d á m e - l i , ž e f(x) j e ř e š e n í 
r o v n i c e ( 5 ) , p a k p r o y — 0 d o s t á v á m e 

/ ( O ) = = / ( * . 0 ) = / ( * ) + / ( O ) , 

o d k u d p i j m e , ž e j e / ( x ) = 0 p r o v š e c h n a x, t j . ž e f(x) j e 
n u l o v á k o n s t a n t a . 

P ř i p u s ť m e n y n í , ž e f(x) j e f u n k c e , k t e r á j e d e f i n o v á n a 
a s p o j i t á p r o v š e c h n a x ^ 0 a k t e r á j e ř e š e n í m f u n k c i o -
n á l n í r o v n i c e ( 5 ) . P o l o ž m e 

g(t) =/(io'). 
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J e z ř e j m é , ž e f u n k c e g(t) j e d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a t a ž e k r o m ě t o h o v y h o v u j e r o v n o s t i 

g(u + v) = / ( 1 0 » + " ) = / ( 1 0 « . 1 0 " ) = 
= / ( 1 0 - ) + / ( 1 0 - ) = g(u) + g(v); 

t o o v š e m z a s e u k a z u j e , ž e j e g(t) = c í , k d e c j e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o . P a k v š a k p r o x > 0 m á m e 

f(x) = / ( Í O " « x) = p ( l o g x) = c l o g x. 

N e c h ť j e k o n e č n ě x ^ 0 l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . V y u ž i -
j e m e - l i t o h o , ž e p a k j e x 2 > 0 , d o s t á v á m e v z t a h 

2 f{x) = f(x2) = c l o g a;2 = 2 c l o g \x\, 

n e b o l i 

j(x) = c l o g \x\ . 

N a d r u h é s t r a n ě z v l a s t n o s t í l o g a r i t m i c k é f u n k c e p l y n e 

c l o g \xy\ = c l o g \x\ + c l o g \y\ 

p r o v š e c h n y d v o j i c e r e á l n ý c h č í s e l x ^ 0 a y # 0 . 
V š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

f(xy) = f(x) + f(y), 

j e ž j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o x ^ 0 , j s o u t e d y d á n a 
f o r m u l í 

f(x) = c l o g \x\, 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

d ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(6) f{xy) = f(x).f(y). 
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P o l o ž m e z d e n e j p r v e y = 0 . D o s t á v á m e v z t a h 

m=f(x).f(o), 

z e k t e r é h o p l y n e , ž e j e b u d / ( O ) = 0 , n e b o f(x) = 1 , 
t j . f u n k c e f(x) j e t o t o ž n á s k o n s t a n t n í j e d n o t k o v o u f u n k -
c í , j e ž j e z ř e j m ě ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) . 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n e k o n s t a n t n í f u n k c e , k t e r á 
j e d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o v š e c h n a x a j e ž ř e š í v ý š e 
u v e d e n o u f u n k c i o n á l n í r o v n i c i ( 6 ) . P a k j e f u n k c e 

g(t) = / ( 1 0 < ) 

z ř e j m ě t é ž s p o j i t á a k r o m ě t o h o v y h o v u j e n á s l e d u j í c í 
r o v n o s t i : 

g{u + v) = / ( 10»+») = / ( 1 0 « . 1 0 B ) = 
= /(10«)./(10") =g(u).g(v)-, 

o d t u d p l y n e , ž e f u n k c e g(t) m á t v a r 

g(t) = a', 
k d e a j e l i b o v o l n é k l a d n é r e á l n é č í s l o . 

P r o x > 0 m á m e 

f{x) - / ( 1 0 " * * ) = g(log«) - a 1 0 « « 
- ( i o i o g a ) l 0& * = ( 1 0 1 o b a = x l o g a ; 

o z n a č í m e - l i c = l o g a, b u d e 

f{x) = XE. 

J e - l i x l i b o v o l n é n e n u l o v é r e á l n é č í s l o , j e 

(/(*))* = f(x>) = x* 

a o d t u d p l y n e , ž e p r o x < 0 j e 

f(x) = 
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Ř e š e n í m r o v n i c e ( 6 ) j e t e d y f u n k c e d e f i n o v a n á t a k t o : 

f(x) = x? p r o x > 0, 

/ ( x ) = \x\" p r o x < 0, 

/ ( O ) = 0 . . 

T a t o f u n k c e j e o v š e m p r o c < 0 n e s p o j i t á v b o d ě 
x = 0 . P r o t o ž e n a o p a k t a t o f u n k c e p r o c > 0 z ř e j m ě 
v y h o v u j e r o v n i c i ( 6 ) , t v o ř í s p o l u s k o n s t a n t o u 1 v š e -
c h n a ř e š e n í t é t o r o v n i c e . 

5. INVERZNÍ FUNKCE 

N e ž p ř e j d e m e k j i s t ý m z o b e c n ě n í m m e t o d ř e š e n í v ý š e 
u v e d e n ý c h p ř í k l a d ů , p o d í v á m e s e j e š t ě n a j e d e n p o j e m 
z m a t e m a t i c k é a n a l ý z y . 

B u d i ž f(x) f u n k c e s d e f i n i č n í m o b o r e m D a n e c h ť M j e 
o b o r h o d n o t f u n k c e / ( m n o ž i n a h o d n o t f(x) p r o x e D). 

F u n k c e g{t) ( e x i s t u j e - l i ) s e n a z ý v á inverzní funkci 
k funkci f(x), j e - l i j e j í m d e f i n i č n í m o b o r e m m n o ž i n a M, 
o b o r e m h o d n o t m n o ž i n a D a j s o u - l i p r o v š e c h n a x e D 

a t e M s p l n ě n y r o v n o s t i 

tm) = *\ ?(/(*))=*• 

P ř i p o m e ň m e d á l e , ž e f u n k c e / ( x ) d e f i n o v a n á n a i n t e r -
v a l u A s e n a z ý v á nerostoucí (neklesající) v i n t e r v a l u A, 
j e s t l i ž e p r o l i b o v o l n á d v ě č í s l a xlt x a e A p l y n e z e v z t a -
h u xx < x a n e r o v n o s t f(xt) ¡ ž / ( x 2 ) ( / ( x t ) žS / ( x 2 ) ) . J e s t l i -
ž e z o s t r é n e r o v n o s t i x x < x a p l y n e o s t r á n e r o v n o s t 
f ( X j ) < / ( x 2 ) ( / ( x x ) > / ( x 2 ) ) , n a z ý v á s e f u n k c e / ( x ) ros-

toucí (klesající) f u n k c í . 

53 



Věta. Je-li funkce /(x) definována, spojitá a rostoucí 
(klesající) v uzavřeném intervalu (a, b), p ak k ní existuje 
inverzní funkce, která je opět spojitá a rostoucí (klesající). 

Důkaz. Předpokládejme, že funkce f(x) je rostouc' 
(úvahy v případě, že f(x) je-klesající, jsou analogické). 
Je zřejmé, že množina funkčních hodnot funkce f(x) je 
tvořena všemi body uzavřeného intervalu (f(a), f(b)). 
Ukážeme, že ke každému číslu t e (f(a), f(b) > existuje 
jediné číslo x0 e (a, b > tak, že platí /(#„) = t. 

Je-li t = f(a) nebo t = f(b), je hledaná hodnota x0 

totožná s hodnotou a nebo s hodnotou b. Nechť je tedy 
f(a) < t <. f(b). Budeme nyní vyšetřovat množinu T 
všech čísel x e (a,b), pro něž je f(x) < t. Tato množina 
je neprázdná, neboť f(a) < t, a tedy a e T. Množina T 
je také omezená, neboť je částí uzavřeného intervalu 
(a, b), který je zřejmě omezenou množinou. Označme 
nyní x0 supremum množiny T (tj. nej menší z horních 
odhadů této množiny). Protože a e T a b je horní odhad 
množiny T, je a < x0 < b. Ukážeme, že množina T je 
totožná s intervalem (a, x0)\ Zřejmě (a, x0) Z) T. 
Nechť je naopak x e {a, x0). Pak je x < x0, a x tedy 
není horní odhad množiny T, tj. existuje číslo y e T 
tak, že platí y > x. Protože funkce f(x) je rostoucí, je 
f(%) < f{y) < t, a tedy je y e T a T = (a, x0). 

Nyní můžeme vybrat posloupnost čísel 

> ®2> • • • ) ®n> • • • 

tak, že pro všechna n je a < xn < x0 a že platí lim xn = 

= x0. Ze spojitosti funkce f(x) plyne, že je také 
lim f(xn) = f(x0), 
n->oo 

a protože bylo f{x„) < t, je f(x0) sS t. 
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J e l i k o ž b y l o x0 ^ b, m ů ž e m e v y b r a t p o s l o u p n o s t 

r ' • • r • • • 

t a k , ž e p r o v š e c h n a n j e x0 ^ xn ^ 6 a ž e p l a t í l i m x„ = 

= x0. A l e p r o t o ž e xn £ T, j e f(xn) >t, a, t e d y f(x0) ^ ř , 
c o ž n a k o n e c u k a z u j e , ž e p l a t í f(x0) = t. 

J e s t l i ž e p ř i p u s t í m e , ž e e x i s t u j í d v ě r ů z n á č í s l a xx < x2 

z i n t e r v a l u (a, b >, p r o n ě ž j e j{Xj) = f(x2) = t, d o s t a n e m e 
s p o r s t í m , ž e f u n k c e f(x) j e r o s t o u c í : 

* = / ( * i ) < = 

N y n í o z n a č í m e s y m b o l e m g{t) p r o k a ž d é t e (f(a), 
f(b)) o n o j e d n o z n a č n ě u r č e n é č í s l o z i n t e r v a l u (a, b >, 

p r o n ě ž j e f(g(t)) = t. T í m t o p o s t u p e m z í s k á m e f u n k c i 
g(t), k t e r á j e z ř e j m ě i n v e r z n í k f u n k c i f(x). Z b ý v á d o -
k á z a t , ž e t a t o f u n k c e j e s p o j i t á a r o s t o u c í . 

N e c h ť j s o u p ř e d e v š í m tlt t2, < t2 d v ě l i b o v o l n á 
č í s l a z i n t e r v a l u ( / ( a ) , f(b) >. P ř i p u s t í m e - l i , ž e j e g(tj) ^ 

S : g(t2), d o s t a n e m e z p ř e d p o k l a d u , ž e f u n k c e f(x) j e 
r o s t o u c í , n e r o v n o s t 

h = Mh)) ž f(g(h)) = h, 

a t o j e v e s p o r u s v o l b o u č í s e l a t2. T u d í ž j e f u n k c e g{t) 

r o s t o u c í . 
A k o n e č n ě n e c h ť j e t0 l i b o v o l n ý b o d i n t e r v a l u ( / ( a ) , 

f(b)) a n e c h ť j e 

t\yt2, . . . , tn, . . . 
; tne (f(a),f(b)) 

p o s l o u p n o s t č í s e l , k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o t0. O z n a č í m e - l i 
g(tn) = xn p r o n = 1 , 2 , . . . a <7(ť0) = x0, d o s t á v á m e 
p o s l o u p n o s t 

» ®2 > • • • ) X n 
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T a t o p o s l o u p n o s t j e o m e z e n á , n e b o ť l e ž í c e l á v i n t e r v a l u 
( a , b ) , a p r o t o e x i s t u j e h r o m a d n ý b o d t é t o p o s l o u p -

n o s t i . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e ylt y2e (a, b), yx^ y2 j s o u 
d v a h r o m a d n é b o d y t é t o p o s l o u p n o s t i . P a k e x i s t u j í 
d v ě p o d p o s l o u p n o s t i 

X/Cit . . . , Xkn, • • ' > 
• • • r Zjnn> • • • t 

p r o n ě ž p l a t í l i m x^ = yx, l i m xmn = y2. Z e s p o j i t o s t i 
n-»oo n-»co 

f u n k c e j(x) n y n í p l y n e , ž e j e 

/ ( ž / i ) = / ( U m x^) = l i m / ( » * . ) = l i m tkn = í 0 = 
n — » - o d n - * - a o n-*-fx> 

= l im t^ = l im f{xmn) = / ( l im xm„) = f(y2), 
t l - M » 7 1 - + C O 71— 

a o d t u d d o s t á v á m e r o v n o s t yx = y2. T o v š a k u k a z u j e , ž e 
p o s l o u p n o s t 

t x2, . • •, xn, .. . 

k o n v e r g u j e ; k r o m ě t o h o z e v z t a h u l i m f(x„) = f(x0) =• í 0 

p l y n e , ž e l i m x„ — x 0 . T a t o p o s l e d n í r o v n o s t v š a k n e ř í k á 
71-*-CO 

n i c j i n é h o , n e ž ž e p l a t í l i m g ( t „ ) = g ( t „ ) . F u n k c e g(t) j e 
t e d y s p o j i t á . řn~*'<> 

T í m j e v ě t a d o k á z á n a . 

P o n e c h á v á m e n a č t e n á ř i , a b y s i u v ě d o m i l , j a k j e 
v ě t u m o ž n o d o k á z a t v p ř í p a d ě , ž e m í s t o u z a v ř e n é h o 
( a t e d y k o n e č n é h o ) i n t e r v a l u ( a , b ) b u d e m e u v a ž o v a t 
i n t e r v a l o t e v ř e n ý n e b o n e o m e z e n ý . 

U v e d e m e n ě k o l i k p ř í k l a d ů i n v e r z n í c h f u n k c í . 

a ) U v a ž u j m e f u n k c i s i n a; v i n t e r v a l u ( — 7 t / 2 , 7 t / 2 ) . 
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Jak je známo, je tato funkce v uvažovaném intervalu 
spojitá a rostoucí. Podle právě dokázané věty tedy 
existuje inverzní funkce, která je definována, spojitá 
a rostoucí v intervalu (—1, 1) a nabývá hodnot z inter-
valu (—u/2, tt/2). Tato funkce se oznaěuje obvykle 
arcsin t (ěti arkus sinu). 

Zde je třeba poznamenat, že protože funkce sin x je 
definována pro všechna reálná čísla x a nabývá hodnot 
z intervalu (—1, 1 >, můžeme pro všechna x utvořit 
výraz arcsin (sin x). Rovnost arcsin (sin x) = x však 
bude splněna pouze pro x e (— n/2,7i/2). Není těžké 
dokázat (přenecháváme to čtenáři), že pro libovolné 
reálné číslo x platí 

arcsin (sin x) = (—1)* (x + kn), — 
kde i je celá část čísla— . 

b) K funkci cos x uvažované na intervalu <0, n) taktéž 
existuje inverzní funkce, která se značí arccos t. Analo-
gicky jako v bodě a) lze ukázat, že funkce arccos t je 
spojitá a klesající v intervalu (—1, 1) a že pro všechna 
t e <—1, 1) platí 0 ^ arccos t i? K. 

c) Také k funkcím tg a; a cotg x, které uvažujeme 
v intervalech (—7t/2, tt/2), resp. (0,7:), existují inverzní 
funkce, které značíme a rctg x a arccotg x. 

6. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
f(x + y) = F(f(x),f(y)) 

První dva příklady uvažované v odstavoi 4 měly spo-
lečné to, že na levé straně odpovídající funkcionální 
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rovnice vystupoval výraz /(x + y)- Řešení těchto pří-
kladů byla zcela analogická, a to nás vede k tomu, že si 
klademe otázku: Je-li F(u, v) funkce dvou proměnných, 
za jakých podmínek má funkcionální rovnice 

(1) f(x + y)= F(f(x), f(y)) 

řešení a jak lze toto řešení najít? 

L e m m a . Má-li funkcionální rovnice 

f(x + y) = F(f(x), f(y)) 

řešení f(x) a je-li M obor hodnot funkce f(x), pak funkce 
F(u, v) vyhovuje následujícím podmínkám: 

a) pro všechny dvojice čísel u, v e M je 

F(u,v) = F(v, u); 

b) pro všechny trojice čísel u, v, w e M platí 

F(F(u, v), w) = F(u, F(v, w))\ 

c) existuje číslo e e M tak, že platí 

F(e, u) - u 

pro všechna u e M\ 

d) ke každému u e M existuje v e M tak, že platí 

F(u, v) = e . 

Důkaz, a) Nechť je u, v e M. Pak existují reálná ěísla 
x, y taková, že je f(x) = u a f(y) = v, a tedy je 

F(u, v) = F(f(x), f(y)) = f(x + y) = f(y + x) = 
= F(f(y),f(x))=F(v, u). 
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b) Nechť je u,v,we M. Pak existují reálná čísla x, y 
a z taková, že je f(x) = u, f(y) = v, f(z) = w. Dále je 

F(u, v) = F(f(x), f(y)) = f(x + y) e M 

a 

F(v, w) = F(f(y), f(z)) = f(y + z)eM. 

Je tedy 
f(F(u, v), w) = F(f(x + y), f(z)) = 

= f(x + y + z) = F(f(x), f(y + z)) = 
= .F{u, F(v, w)). 

c) Označme e = /(O). Protože f(x) = u e 31, je 

F(e, u) = F(f(0), f(x)) = /(O + x) = f(x) = u. 

d) Nechť je u e M a f(x) = u. Položme v = /(—x). 

Pak je 

F(u, v) = F(f(x), f(-x)) = f(x - x ) = /(O) = e. 

Tím je lemma dokázáno. 

T o t o l e m m a v š a k u d á v á j e n n u t n o u p o d m í n k u ř e š i -
t e l n o s t i r o v n i c e ( 7 ) ; n e n í z n ě j v i d ě t , j a k b y se d a l o n a j í t 
e x p l i c i t n í v y j á d ř e n í p r o ř e š e n í / ( & ) . 

P o m o c í m e t o d , j i c h ž b y l o p o u ž i t o p ř i ř e š e n í f u n k c i o -
n á l n í c h r o v n i c z o d s t a v c e 4 , m ů ž e m e n y n í p o p s a t n á -
s l e d u j í c í p o s t u p p r o u r č e n í ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 7 ) : 

Předpokládejme, že f(x) je spojitá funkce, pro niž platí 

f(x + y)= F(f(x), f(y)), 

a předpokládejme přitom, že f(x) je definováno pro libo-
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volné reálné hodnoty proměnné x. (Jak jsme viděli 
v příkladech z odstavce 4, lze tyto úvahy snadno modi-
fikovat pro případ, že funkce f(x) není definována 
všude.) 

D e f i n u j m e f u n k c e F„(t) n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

FM) = t, Fn(t) = FiF^t), t) pro n 2. 
Pak je zřejmě F1(f(x)) = f{x); předpokládáme-li, že 
pro každé přirozené n platí Fn(f(x)) = f(nx), pak pro 
n -f- 1 dostáváme 

/((» + 1) x) = f{nx + x) = F(f(nx), /(*)) = 
= F(Fn(f(*)), /(»)) = Fn+1(f(x)). 

Indukcí jsme tedy dokázali, že platí 

f(nx) = Fn(f(x)) 

pro všechna přirozená n. Speciálně dostáváme pro x = 1 
vztah 

/(») = Fu{c), 

kde jsme položili c = /(1). Tímto postupem je funkce 
f(x) definována pro všechny přirozené hodnoty n. 

Nechť jsou nyní man libovolná přirozená čísla. Pak je 

Budeme-li navíc ještě předpokládat, že k funkci Fn(t) 
existuje inverzní funkce Gn(u), bude 

f [ ~ ] = Gn(Fm{c)), 

a funkce f(x) je tedy definována pro všechny kladné 

60 



r a c i o n á l n í h o d n o t y p r o m ě n n é x. P o u ž i j e m e - l i r o v n o s t i 

/(O) = F(f(x), f(-x)), 

můžeme f(x) definovat pro libovolné racionální hodnoty 
proměnné x. A vezmeme-li v úvahu hustotu množiny 
racionálních čísel a spojitost funkce f(x), můžeme funkci 
f(x) považovat za definovanou pro všechny reálné hod-
noty proměnné x. 

Pochopitelně je nakonec třeba ověřit, zda takto urče-
ná funkce f(x) rovnici (7) také skutečně vyhovuje. 

Metoda řešení funkcionálních rovnic tvaru (7), kterou 
jsme právě vyložili, je ovšem popsána velice schematicky 
a vyžaduje ještě řadu upřesnění. Tak není například 
vůbec jasné, jak je možno definovat funkce F„(t), zda 
tyto funkce vůbec existují, zda k nim existují funkce 
inverzní atd. Zde však nebudeme na tyto otázky v obec-
ném případě odpovídat; odpovíme na ně v každém 
konkrétním případě. 

V y š e t ř í m e n y n í c o m o ž n á n e j p o d r o b n ě j i p ř í p a d , k d y 
j e f u n k c e F(u, v) m n o h o č l e n e m v e d v o u p r o m ě n n ý c h . 
P a k m á F(u, v) t v a r 

F(u, v) = axuxi v>'i + a2uk%Vi + ... + a, ux, V'i, 

k d e j s o u alta2, • •., ag l i b o v o l n á n e n u l o v á r e á l n á č í s l a 
a , Á 2 > > /"2 > • • • > i"» j s o u c e l á n e z á p o r n á č í s l a . 
J a k z n á m o , n a z ý v á s e n e j v ě t š í z č í s e l Ax, Ait ..., X, 

( b e z ú j m y n a o b e c n o s t i l z e p ř e d p o k l á d a t , ž e t o j e č í s l o A x ) 
s t u p n ě m p o l y n o m u F(ti, v) v z h l e d e m k p r o m ě n n é u 

a n e j v ě t š í z č í s e l /tlt fi2, . . . , ¡x, ( n e c h ť j e t o t ř e b a č í s l o m) 

s t u p n ě m p o l y n o m u F(u, v) v z h l e d e m k p r o m ě n n é v. 
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Jestliže má funkcionální rovnice 

f(x + y) = F(f(x), f(y)) 

řešení, musí především funkce F(u, v) vyhovovat rov-
nosti 

F(u, v) = F(v, u), 

tj. musí splňovat podmínku 
s^1'!^' + . . . + atuxt v"t + ... + a,ux"v"a = 

= + ... + aau"svXa, 

z níž ihned plyne, že je = ¡xt\ stupně polynomu F(u, v) 
vzhledem k proměnným u i v jsou tedy stejné. Označme 
tento stupeň n = n). 

Dále musí polynom F(u, v) splňovat rovnost 

F{u, F{v, w)) = F(F(u, v), w). 

Nyní je 

F(u, F(v, w)) = a^Fiv, w))"i + CI2Ux*{F{V, «>))"« + 

+ . .. + asuX'(F(v, w))f" 
a 
F(F(u, v), w) = a^Fiit,, v))" w''• + a2(F(u, W* + 

+ ... + aa{F{u, v))x" v)"> = 
= a^lu^v^iw^i + . . . ; 

obě poslední rovnosti ukazují, že polynom F(u,F(v,w)) je 
vzhledem k proměnné u stupně n a polynom F(F(u, v), w) 
je vzhledem k proměnné u stupně n2. A protože oba 
tyto polynomy jsou si rovny, musí být n = n2 čili n = 1. 

J e - l i t e d y F(u, v) p o l y n o m a m á - l i r o v n i c e ( 7 ) ř e š e n í , 
p a k m á F{u, v) t v a r 

( 8 ) F ( U , v) = OLUV + fiu + + y. 
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Z rovnosti 
F{F(u, u), v) = F{u, F(u, v)) 

přitom po jednoduchých úpravách dostáváme vztah 

{xy — p + p) ( « — «,) = 0 , 

který má platit pro libovolná u a v; to znamená, že 
koeficienty polynomu F(u, v) musí navíc splňovat pod-
mínku 

(9) * y = p — p. 

Nyní jsou dvě možnosti: 

1. <x = 0. Pak je P ^ 0 a P2 — /? = 0, tj. 0 = 1, 
a rovnice (7) má tvar 

(10) f(x + y) = /(») + M + y. 

Položme <7(a;) = f(x) + y. Je zřejmé, že funkce f(x) 
je řešením rovnice (10) tehdy a jen tehdy, je-li funkce 
g(x) řešením rovnice 

g(x + y) = g(x) + g(y). 

Všechna řešení funkcionální rovnice 

/(* + y)= /(«) + f(y) + y 

jsou tedy dána vzorcem 

f(x) = cx — y, 

kde c je libovolné reálné číslo. 

P2 — P 
2. a ^ 0. Pak je y = — — a rovnice (7) ma tvar 

& 
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f(x + y)~ «/(x) f(y) + Pf(x) + Pf(y) + £ £, 
(X 

n e b o l i t v a r 

(ID N X + V ) = i m ± m m ± £ t z i . 
ÍX 

P o l o ž í m e - l i z d e g(x) = <xf(x) + /?, v i d í m e , ž e f(x) j e ř e -
š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 1 ) t e h d y a j e n t e h d y , j e - l i 
f u n k c e g(x) ř e š e n í m r o v n i c e 

g(x + y) = g(x).g(y). 

Všechna řešení dané funkcionální rovnice tvoří tedy 
funkce (viz příklad b, str, 48-49) 

/ ( * ) — £ a / ( * ) = £ 
<X OL 

kde c je libovolné reálné kladné číslo. 

Podívejme se například na funkcionální rovnici 

(12) f(x + y) =f(x).f(y) + f(x)+f(y). 

Ta je zřejmě tvaru (7) s funkcí F(u, v) tvaru (8), kde 
volíme a = 1, /? = 1, y = 0. V tomto případě je podmín-
ka (9) splněna, neboť je <xy = 0 = 1 — 1 = /S2 — 
všechna řešení funkcionální rovnice (12) tedy tvoří 
funkce 

f(x) = - 1 a f(x) = c* — 1, 

kde c je libovolné reálné kladné číslo. 

Ještě v jednom případě lze funkcionální rovnici (7) 
převést na některý z klasických příkladů, které jsme 
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v y š e t ř o v a l i v o d s t a v c i 4 , a t o t e h d y , e x i s t u j e - l i f u n k c e 
č r ( f ) , p r o n i ž p l a t í j e d n a z r o v n o s t í 

G(F(u, v)) = G(u) + G(v), 

G(F(u, v)) = G(u).G{v). 

J e s t l i ž e t o t i ž v t o m t o p ř í p a d ě p ř e d p o k l á d á m e , ž e s p o j i t á 
f u n k c e f(x) s p l ň u j e r o v n i c i 

f(x + y) = F(f(x),f(y)), 

p a k f u n k c e g(x) = G(f(x)) z ř e j m ě s p l ň u j e r o v n i c i 

g(x + y) = g{x) -f g(y) 
n e b o r o v n i c i 

g(x + y) = g(x).g(y). 

Ř e š m e n a p ř í k l a d f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(x).f(y) ( 1 3 ) / ( z + ž/) = 
/(*) + f(y) ' 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i c e . 
N e j p r v e j e t ř e b a p o z n a m e n a t , ž e j e f(x) ^ 0 p r o v š e c h n a 
x, p r o n ě ž j e f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a : J e - l i t o t i ž p r o n ě j a k é 
<x h o d n o t a / ( « ) = 0 , p l a t í p r o k a ž d é x 

/(,_«) + /(«) -0» 
t j . f(x) j e n u l o v á k o n s t a n t a , a t a n e v y h o v u j e r o v n i c i ( 1 3 ) . 

F u n k c e f(x) v š a k n e m ů ž e b ý t d e f i n o v á n a p r o x = 0 , 
n e b o ť k d y b y t o m u t a k b y l o , d o s t a l i b y c h o m 

a t o n e n í m o ž n é ( p ř e d p o k l á d á m e , ž e b y l o / ( O ) ^ 0 ) . 
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Utvořme nyní funkci g(x) = • Ta je pak defino-
vána a spojitá pro všechna ta x, pro něž má stejné 
vlastnosti i funkce f(x), a kromě toho je f{x) řešením 
rovnice (13) tehdy a jen tehdy, je-li 

9[X + y> - f(x + y) - f(x).f(y) - /(*)•+ 

+ W) = 9 { x ) + g { y ) ' 

tj. výhovu je-li g(x) funkcionální rovnici 

g(x + y) = g{x) + g{y). 

Všechna řešení dané funkcionální rovnice tedy tvoří 
funkce ><*> = Í ' 
kde c 0 je reálné číslo. 

7. JEŠTĚ JEDNO ZOBECNĚNI 

Rovnici (7) můžeme zobecnit, a to tak, že budeme 
vyšetřovat funkcionální rovnici 

(14) f(G(x,y)) =F(f(x),f(y)), 

kde G(x, y) a F(u, v) jsou funkce dvou proměnných. 
Na několika konkrétních příkladech ukážeme, jak lze 
tuto rovnici převést na některou z výše uvedených 
funkcionálních rovnic. 
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a) Vyšetřujme funkcionální rovnici 

(15) f(a(x - y ) + b)= Af(x) + Bf(y) + C, 

kde a, b, A, B, C jsou pevná reálná čísla. Mohou nastat 
tyto eventuality: 

1. a = A = B = 0. Pak je 
m = C 

a řešením rovnice (15) je každá spojitá funkce f(x), pro 
kterou platí /(&) = C. 

2. A = B = O, ale a ^ 0. Pak je jediným řešením 
rovnice (15) konstanta C. 

3. a = O, ale čísla A a B nejsou současně rovna nule. 
Jestliže v tomto případě položíme x = y, dostáváme 
vztah 

f(b) = (A + B)f(x) + C, 
a odtud plyne: Je-li A + B O, je f(x) = const, a je-li 
A + B = O, je řešením dané funkcionální rovnice každá 
funkce f(x), pro niž je f(b) = C. 

4. a ^ O a čísla A a B nejsou současně rovna nule. 
P a k pro x = y dostáváme vztah 

f(b) = (A + B) f(x) + C, 
který ukazuje: Pokud má rovnice (15) nekonstantní 
řešení, musí být splněna podmínka A + B = O čili 
A = —B. Pak však má daná funkcionální rovnice tvar 

f(a(x - y ) + b)= Af(x) - Af(y) + C. 

Položme zde y = O a označme /(O) = l. Pak máme vztah 

f(ax + b) =Af({x) — l) + C, 
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a o d t u d p l y n e 

f(a(x — y) + b)= A(f(x - y ) - l ) + C, 
čili 

Af(x-y)-Al = A{f(x)-f(y)), 

n e b o l i n a k o n e c 

/(» — y)= /(») — fiv) +1-

P r o x = 0 a y = —z v s a k d o s t á v á m e 

/ ( z ) = — / ( - * ) + 21, t j . f ( - z ) = f(z) + 21, 

a t e d y j e 

f{z + z)=f(z) + f(z) — L 

P a k p l a t í 

f(x + z ) - l = ( f ( x ) - l ) + ( f ( z ) - l ) 
a z t o h o p l y n e , ž e j e 

/(») = dx + Z, 

k d e d j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 
Z r o v n o s t i 

d(a(x — y) + b) + l = A(dx + l) — A(dy + l) + C, 

k t e r á j e e k v i v a l e n t n í s r o v n o s t í 

(da — dA)x — (da — dA)y + db + 1 — C = 0, 

n a o p a k p l y n e , ž e h l e d a n á f u n k c e f(x) j e ř e š e n í m u v a ž o -
v a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e p o u z e p r o a = A a l = G — d b . 

A t a k m á t e d y f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

Mx-y) + b) = Af(x) - Af(y) + G 
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n e k o n s t a n t n í ř e š e n í p o u z e p r o a = A. V t o m t o p ř í p a d ě 
j s o u ř e š e n í m i u v e d e n é r o v n i c e f u n k c e 

f{x) = dx + G — db, 

k d e d j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(16) fí X+lJ\ = tW-M (c * 0). 

N e j p r v e u p r a v í m e v ý r a z 

x + y 

n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

x + y _ c2x + c2y _ 2cx + 2cy _ 
, . xy ~ c 2 + xy ~ 2 c 2 + 2xy ~ 

+ c 2 

2 c x + 2cy + c 2 — c 2 + a?!/ — xy _ 

~~ 2 c 2 + Ixy + cx — cx + cy — cy 

(c + x) (c + y) — (c — a ) (c — y ) = 

( c + s ) ( c + y ) + (c — x) (c — y) 

c+x c+y l 

c — x ' c — y 
= c —2 . 

c+x c+y x 
c — x c — y 
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Předpokládáme-li nyní, že f(x) je řešení rovnice (16), 
a položíme-li v této rovnici 

c + x c + y 
—— = u , ^ * = v, c — x c — y 

neboli 
u — 1 v — 1 

* = C ¥ + T ' y=cV+T> 

dostaneme: 

4 c ^ Ť t ) = / ( c Í Ť T ) / ( c Í Ť T ) -

Odtud plyne, že funkce f(x) je řešením dané rovnice 

tehdy a jen tehdy, vyhovuje-li funkce g(t) = f^c y-^pyj 

funkcionální rovnici 

g{uv) = g{u).g(v)\ 
řešením této poslední rovnice jsou, jak víme, funkce 

</(«) = I*h g(t) = o. 

Všechna řešení rovnice (16) jsou tedy tvořena funkcemi 

c + x f{x) = , f(x) = 0 , 
C X 

kde a je libovolné reálné číslo, 

c) Řešme funkcionální rovnici 

(17) f ( ] / x M ^ ) =/(*)./&). 
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P ř e d p o k l á d á m e - l i , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i -
c e , m ů ž e m e j i p ř e p s a t n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

/ ( R T ? ) = f(W2)-f(W2) • 

( V ý r a z ]/yi z d e c h á p e m e n i k o l i v j a k o j a k t o b ý v á 

o b v y k l é , n ý b r ž j a k o y.) P o l o ž í m e - l i n y n í p r o t ^ 0 

rto = f(W), 
m á m e r o v n i c i 

g(u* + u2) = /(ViřTiT«) = 

= /(V«2)- / (Fa) = . 
O d t u d p i j m e , ž e j e 

g(t) = 0 n e b o g(t) = o " , 

k d e a j e l i b o v o l n é k l a d n é č í s l o . 
P a k v š a k j s o u ř e š e n í m i v ý š e u v e d e n é f u n k c i o n á l n í 

r o v n i c e f u n k c e t v a r u 

f{x) = a * ' a f(x) - 0 . 

8. JEŠTĚ DVĚ 
FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 

B u d e m e n y n í ř e š i t d v ě f u n k c i o n á l n í r o v n i c e , k t e r é s e , 
t ř e b a ž e v y p a d a j í v j i s t é m s m y s l u k o m p l i k o v a n ě j i n e ž 
d o s u d u v a ž o v a n é r o v n i c e , d a j í t é ž ř e š i t p o m o c í C a u c h y h o 
m e t o d y . 

a ) U r č e m e v š e c h n y f u n k c e / ( » ) , k t e r é j s o u s p o j i t é n a 
c e l é č í s e l n é o s e a ř e š í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(18) f(x + y) + f(x - y ) = 2(/(*) + f(y)). 

71 



Předpokládejme, že f(x) je některá z těchto funkcí. 
Položíme-li pak v (18) x = y = 0, dostáváme vztah 
2/(0) = 4/(0), z něhož plyne, že musí být /(O) = 0. 

Podobně dostaneme z rovnice (18) postupně vztahy 

f(2x) =4/(*) — /(« — «) =4/(1), 
/(3s) = 2/(2®) + 2f(x) — f(2x — x) = 

= 8f{x) + 2f(x)-f(x)=9f(x). 
Budiž nyní n přirozené ěíslo, n > 2, a předpokládej-

me, že pro všechna přirozená čísla TO, 2 sS to n, platí 

/(TOX) = m2f(x). 
Pak je 

/((» + 1)«) = f{nx + x) = 2 /(»») + 2f(x) — 
- /((» - l )*) = 2n2/(z) + 2f(x) - (n - l)2/(x) = 

= («2 + 2n + 1 )f(x) = (n + 1 )•/(«); 

to však znamená, že rovnost 
f(nx) = n2f(x) 

je splněna pro všechna reálná čísla x a pro každé přiro-
zené číslo n. Označme písmenem c hodnotu funkce f(x) 
pro x = 1, tj. c =/( l ) . Z uvedené rovnosti pak plyne, 
že jsou-li m a n libovolná přirozená čísla, je 

/(n) = cn2 

Jinými slovy: 
(19) /(a?) = cx2 

pro každou kladnou racionální hodnotu proměnné z. 
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Položíme-li nyní znovu v (18) y = —x, dostáváme 

/(O) + /(2x) = 2 /(*) + 2/(—x), 
čili 

f(x) = /(-*), 

což ukazuje, že rovnost (19) platí pro libovolné racio-
nální hodnoty proměnné x. Využijeme-li nakonec toho, 
že funkce f{x) je spojitá a že množina racionálních čísel 
je hustá, dostáváme jako výsledek, že (19) platí pro 
každé reálné x. 

Z identity 

c(x + y)2 + c(x — y)2 = 2(cx* + cy2) 

pak naopak definitivně plyne, že všechna řešení funk-
cionální rovnice (18), která jsou definována a spojitá 
pro všechna x, mají tvar 

f(x) = cx2, 

kde c je libovolná reálná konstanta. 

b) Budiž a > 0, a ^ 1 pevné reálné číslo. Určeme 
všechny funkce f{x), které jsou definovány a spojité na 
celé číselné ose a které vyhovují funkcionální rovnici 

(20) f(x + y)= axvf(x) f(y). 

Budiž tedy f(x) některá z těchto funkcí. Postupně 
pak dostáváme: 

f(2x) = f(x + x)= «»'[/(z)]* = a 2 [/(*)]'; 
/(3a;) - f{2x + x) = a2**f{2x) f(x) = 
= a2*" ct*1 Lf(x)]2f(x) = a3**[/(a;)]3 = 

3' — 3 s 

= a 2 [ / < * ) ? ; 
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/ ( 4 a ; ) = / ( 3 a ; + x) = o » * ' / ( 3 a ; ) / ( x ) = o t e ' [ / ( x ) ] 4 = 

1 9 - 4 . 4 ' — « , 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o « p l a t í 

(21) f(nx) =oiL^_it,[/(x)]«. 

P a k j e 

/ ( ( n + l ) x ) = f(nx + x) = a ~ ' / ( n x ) f(x) = 

(« + 1)« — ( » + ! ) 
[ / ( x ) ] - + i = a ^ [j(x)]'+i, = + • ) " " ' ^ " T ^ " » ' , 

a o d t u d i n d u k c í p l y n e , ž e r o v n o s t ( 2 1 ) j e s p l n ě n a p r o 
v š e c h n a p ř i r o z e n á č í s l a n a p r o v š e c h n a r e á l n á č í s l a x. 

Z ( 2 1 ) n y n í d o s t á v á m e , ž e p r o l i b o v o l n á d v ě p ř i r o z e -
n á č í s l a m a n v d ů s l e d k u r o v n o s t i 

f(n) =a * [/(1)]» 

p l a t í 

t m * m " » " r / „ M , 

t j . 

N a d r u h é s t r a n ě j e 
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Budeme-li předpokládat, že je /(1) = 0, dostáváme 
pro každé reálné číslo x vztah 

/(x) = /((* - 1) + 1) = a-* f(x - 1) /(1) = 0, 

tj. dostáváme triviální řešení f(x) = 0. 
Neohť je tedy /(1) > 0. Položíme-li 

bude /(1) = a + T a 

• » n ( . 1 \ • 1 m> " í . l m* , » 

neboli 
ni — + 00 
2 T 

( 2 2 ) / ( « ) = « , 

pro každou kladnou racionální hodnotu proměnné x. 
Podobně je z rovnice (20) vidět, že je 

/(l) =/ ( l + 0) =/(l)./(0), 

neboli /(0) = 1. Pak platí 

1 = /(0) = f(x - x ) = a->f(x) f(-x). 

Jinými slovy: je 

/(—x) = a*x.a = a , 

což znamená, že rovnost (22) platí pro všechny racio-
nální hodnoty proměnné x; odtud už plyne, že tato rov-
nost platí pro libovolnou reálnou hodnotu proměnné x. 
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Z i d e n t i t y 
(a + V)» + «(a + V) 2 ex 

= O . O a . a 

n a o p a k s d e f i n i t i v n í p l a t n o s t í p l y n e , z e v š e c h n a ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

9. DYADICKÁ RACIONÁLNÍ ClSLA 

B u d i ž n l i b o v o l n é c e l é č í s l o a m l i b o v o l n é p ř i r o z e n é 
č í s l o n e b o n u l a . K a ž d é č í s l o t v a r u n / 2 ™ n a z ý v á m e 
dyadickým racionálním Číslem. 

Věta. Množina T dyadických racionálních čišel je hustá 
množina. 

Důkaz. B u d i ž A = (<x, /?) l i b o v o l n ý i n t e r v a l n a č í s e l n é 
o s e . B u d e m e z k o u m a t n á s l e d u j í c í t ř i m o ž n o s t i : 

1 . 0 ^ a < (i. O z n a č m e p í s m e n e m e d é l k u i n t e r v a l u A, 

t j . e = ¡ i — a. > 0 . P r o t o ž e l i m — = 0 , j e z ř e j m é , ž e 

e x i s t u j e p ř i r o z e n é č í s l o TO, p r o n ě ž j e — < e . U t v o ř m e 

č í s e l n o u p o s l o u p n o s t 

f{x + y)= a*»f(x) f(y) 
j s o u t v o ř e n a f u n k c e m i 

f(x) = 0 a f(x) = a 

J _ J L J L 
2m ' "«Jm ' 2m ' 

n 
' 2 ™ ' 
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T a z ř e j m ě n e o m e z e n ě r o s t e , a p r o t o e x i s t u j e p ř i r o z e n é 
Tb 1 

č í s l o n t a k , ž e p l a t í — — — žs « < — . K d y b y p ř i t o m 

TV 

b y l o /? i g — , d o š l i b y c h o m k e s p o r u : e = 0 — a í S 

TO » — 1 1 / i j , » o 
2 ^ = 2 ^ < £ - M u s Í tedy ^ 

a t o z n a m e n á , ž e i n t e r v a l A o b s a h u j e d y a d i c k é r a c i o -
n á l n í č í s l o . 

2 . a < f S 0 . O z n a č í m e - l i z n o v u p í s m e n e m s d é l k u 
i n t e r v a l u A, z v o l í m e - l i p ř i r o z e n é č í s l o m t a k , a b y b y l o 

— < e , a b u d e m e - l i u v a ž o v a t p o s l o u p n o s t 

— 1 —2 —3 —n 
2m ' 2m ' 2m ' ''' ' 2m ' ' ' ' ' 

v i d í m e , ž e i n t e r v a l A o b s a h u j e d y a d i c k é r a c i o n á l n í č í s l o . 

3 . a < 0 < /S. N a z á k l a d ě t o h o , c o j s m e p r á v ě d o k á z a -
l i , o b s a h u j e k a ž d ý z i n t e r v a l ů ( 0 , 0 ) a ( a , 0 ) d y a d i c k é 
r a c i o n á l n í č í s l o . T u d í ž o b s a h u j e t a k o v é č í s l o i s a m o t n ý 
i n t e r v a l A. 

A tok v i d í m e , ž e k a ž d ý i n t e r v a l n a č í s e l n é o s e , k t e r ý 
n e z d e g e n e r u j e v j e d i n ý b o d , o b s a h u j e p r v e k m n o ž i n y T. 

T o v š a k z n a m e n á , ž e T j e h u s t á m n o ž i n a . 
V ě t a j e d o k á z á n a . 

Důsledek. Je-li a libovolné nenulové reálné číslo, pak je 
množina 

S = j - ^ - j m ^ 0 , n j s o u c e l á č í s l a j 

hustá. 
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Důkaz. Předpokládejme pro určitost, že je a > 0. 
(Případ o < 0 se vyšetřuje analogicky.) Budiž A = 
= (a, /S) libovolný interval na číselné ose. Pak podle 
právě dokázané věty existují celá éísla n a m ^ 0 tak, 
že platí 

<x n P 
~a < ' 

(Vút 

Odtud plyne, že je a < < tj. interval A obsa-

huje číslo z množiny S. 

Důsledek je dokázán. 

10. L O B A Č E Y S K £ H O 
F U N K C I O N Á L N Í ROVNICE 

Určíme nyní všechny funkce, které jsou definovány 
a spojité na celé číselné ose a které vyhovují funkcionální 
rovnici 
(23) f{x + y)-f(x — y) = [/(*)]•• 

Tuto rovnici řešil poprvé N. I. Lobačevskij při vy-
šetřování některých problémů neeuklidovské geometrie. 

Je zřejmé, že každá konstantní funkce je řešením 
rovnice (23). Předpokládejme nyní, že f(x) je nekonstant-
ní spojitá funkce, která vyhovuje rovnici (23), označme a 
hodnotu funkce f(x) v bodě 0 a předpokládejme, že je 
a > 0. (Je-li a = 0, dostáváme řešení f(x) = 0, a pří-
pad a < 0 se vyšetřuje analogicky jako případ o > 0.) 

Pro každé x bude platit 
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J e t e d y f(x) O p r o v š e c h n a x a k r o m ě t o h o p l a t í 

í [ Y ) = V / ( * ) . / ( 0 ) . 

O z n a č í m e - l i b = / ( 1 ) , d o s t á v á m e : 

k d e j s m e p o u ž i l i o z n a č e n í ~ = c -

P ř e d p o k l á d e j m e n y n í , ž e p r o n ě j a k é p ř i r o z e n é č í s l o m 
p l a t í 

P a k j e 

' ( • ¿ r ) - R S ) - = • ^ 

a o d t u d p l y n e i n d u k c í , ž e p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o m 
p l a t í r o v n o s t 

B u d i ž n y n í n l i b o v o l n é p ř i r o z e n é č í s l o , a p ř e d p o k l á -
d e j m e , ž e p l a t í 

k 
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pro každé přirozené číslo m a pro každé přirozené číslo 
tt 

k sS n. Položíme-li ve funkcionální rovnici (23) x = 

a y = , dostáváme 

t j . 

a2 c2™ 
(» + 1 ) 

2'" 

ac 

a odtud je pomocí indukce vidět, že pro každé kladné 
dyadické racionální číslo x platí 

(24) f{x) = ac•. 

Položíme-li pak v (23) x = 0, dostáváme 

M-K-y) = [ / ( O ) ] 2 = o 2 » 
neboli 

a 2 

/ ( — 2 / ) = 
f(y) ' 

a odtud plyne, že rovnost (24) platí pro libovolné dya-
dické racionální hodnoty proměnné x. A vezmeme-li 
nakonec v úvahu, že f(x) je spojitá funkce a že množina 
dyadických racionálních čísel je hustá, dostáváme tento 
výsledek: Řešeními Lobačevského funkcionální rovnice 
mohou být nejvýše funkce 

f(x) = 0 a f{x) = ac', 

kde c je libovolné kladné číslo. 
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N a o p a k se m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , 
ž e t y t o f u n k c e L o b a č e v s k é h o r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě ř e š í . 

11. D ' A L E M B E R T O V A 
F U N K C I O N Á L N Í ROVNICE 

P ř i z k o u m á n í j i s t ý c h p r o b l é m ů z m e c h a n i k y d o s p ě l 
f r a n c o u z s k ý m a t e m a t i k ď A l e m b e r t k f u n k c i o n á l n í r o v -
n i c i 
(25) f(z + y) + f(x-y) = 2f(x)f(y). 

B u d e m e t u t o r o v n i c i ř e š i t , p ř i č e m ž b u d e m e h l e d a t j e n 
t a k o v á j e j í ř e š e n í fix), j e ž j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a x a n a v í c s p l ň u j í p o d m í n k u \f(x)\ sS 1. 

J e d n í m t a k o v ý m ř e š e n í m j e z ř e j m ě k o n s t a n t n í n u l o v á 
f u n k c e . P ř e d p o k l á d e j m e n y n í , ž e fix) j e n ě j a k é n e k o n -
s t a n t n í ř e š e n í r o v n i c e ( 2 5 ) . P ř e d e v š í m z t é t o r o v n i c e p r o 
y = 0 d o s t á v á m e , ž e j e 

2fix) =2f(0)f{x) 

p r o k a ž d é x, a t o z n a m e n á , ž e j e / ( O ) = 1 . P r o x = 0 
d o s t á v á m e 

f(y) + f(—y) = 2 / ( 2 / ) , 
t j . 

f(y) = /(—2/), 
a o d t u d j e v i d ě t , ž e f u n k c e f{x) j e s u d á . 

P r o x = y m á m e 

/(2x) + / ( O ) = 2 / ! ( » ) , 
č i l i 
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Funkce f(x) je spojitá, nekonstantní, splňuje podmín-
ku \f(x)\ ^ 1, je sudá a platí/(O) = 1 > 0. Odtud plyne, 
že existuje číslo a > 0, pro které je 1 > f(a) > 0. Pak 

však existuje číslo c, 0 < c < pro něž platí f(a) = 

= cos c. Dokážeme, že je 

(26) 

pro všechny dvojice přirozených čísel n a m . Důkaz 
této skutečnosti provedeme pomocí „dvojnásobné" in-
dukce podle n &m. 

Nechť je nejprve n = 1. Indukcí podle m dokážeme, 
že platí 

(27) 

a tedy 

Á~rT- »1 = COS Í— . -J— o| 

'(2™ J [a 2m ) 

m = 1 már 

['(€= 
S k u t e č n ě : P r o m = 1 m á m e 

1 2 m + 1 

,/ÍO 1 f cos c + 1 c f c 1 1 
f { 2 ) = ] l 2 = c 0 s 2 = c 0 s [ a * 2 ° J -

Předpokládejme, že rovnost (27) platí pro nějaké přiro-
zené číslo m. Pak je 

/ f — ) = 
2m + 1 J 

= c o s ( f 2 ^ r a ) ' 
a rovnost (27) tedy platí i pro m + 1. 

í — . — o ) 
U 2 " J 

+ 1 
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D o k á z a l i j s m e t a k , ž e r o v n o s t ( 2 6 ) p l a t í p r o n = 1 
a p r o l i b o v o l n é TO. N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , ž e p l a t í p r o 
k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o TO a p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o 
n ^ N (N j e p e v n é p ř i r o z e n é č í s l o ) . V y u ž i j e m e - l i p a k 
r o v n o s t i 

f((N +l)x)= 2f(Nx) f(x) - f((N - l)x), 

d o s t á v á m e 

_ ( c N } ( c 1 f c N— 1 ^ 
= 2 c o s — . — a c o s — . - — - a — c o s | — . — — a\ = 

{a 2m ) [a 2m ) ^ a 2™ ) 
fc ff+1 ) , fc N— 1 1 

= c o s — . — a -+- c o s i — . — a — 
i . a 2™ ) l a 2m } 

fc N — 1 \ (c + M 
— c o s I — . — - r a = c o s — . — a . 

(a 2m J ^a 2m ) 

O d t u d u ž p l y n e , ž e j e 

fix) - c o s — x 
a 

71 
p r o k a ž d é x t v a r u — a [n a m j s o u p ř i r o z e n á č í s l a ) . 

N a d r u h é s t r a n ě j s m e u ž z j i s t i l i , ž e f u n k c e f(x) j e s u d á , 
a p r o t o p l a t í p o s l e d n í r o v n o s t i p r o l i b o v o l n é h o d n o t y x 

7t 

t v a r u — a, k d e n a TO 22 0 j s o u c e l á č í s l a . 

U ž d ř í v e j s m e d o k á z a l i , ž e m n o ž i n a 

S = j - ^ a m 0, n j s o u c e l á č í s l a j 
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j e h u s t á . T í m t e d y n a k o n e c d o s t á v á m e , ž e p o k u d s p o j i t á 
f u n k c e f(x) v y h o v u j e p o d m í n k á m 

f{x + y ) + f{x _y) = 2f(x) f(y); \f(x)\ ^ 1, 

j e n u t n ě t v a r u 

f(x) = c o s Ax, 

k d e A j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

N a o p a k s e l z e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , ž e 
k a ž d á t a k o v á f u n k c e s k u t e č n ě v y h o v u j e o b ě m a v ý š e 
u v e d e n ý m p o d m í n k á m . 

T í m j e ď A l e m b e r t o v a r o v n i c e ř e š e n a . 

12. JEŠTĚ J E D N A M E T O D A Ř E Š E N Í 
F U N K C I O N Á L N Í C H ROVNIC 

N a k o n e c s e j e š t ě k r á t c e z a s t a v í m e u d a l š í m e t o d y ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c ; t a t o m e t o d a j e v j i s t é m s m y s l u 
m o d i f i k a c í s u b s t i t u č n í m e t o d y . 

N e c h ť j s o u G(x), F(x) a H(x) t ř i d a n é f u n k c e j e d n é 
p r o m ě n n é . P a k k e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(G(x)) = H{x) + F(x).f(x) 

ř e š i t t í m t o p o s t u p e m : 

1 . N a j d e m e j e d n o j e j í ř e š e n í cp{x) ( č a s t o se t o d ě j e 
t a k , ž e j e „ u h á d n e m e " ) . 

2 . P ř e d p o k l á d á m e , ž e f(x) j e l i b o v o l n é ř e š e n í v ý š e 
u v e d e n é r o v n i c e , a p o l o ž í m e y>(x) = f(x) — <p{x). 

J e z ř e j m é , ž e f u n k c e f(x) b u d e ř e š e n í m d a n é f u n k c i o -
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n á l n í r o v n i c e t e h d y a j e n t e h d y , b u d e - l i y>(x) ř e š e n í m 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

3 . V y ř e š í m e t u t o p o s l e d n í r o v n i c i a n a j d e m e f u n k c i 
yi(x); t í m u r č í m e i f u n k o i f(x). 

N e b u d e m e s e p o u š t ě t d o d a l š í c h p o d r o b n o s t í a v š i m -
n e m e s i n ě k o l i k a p ř í k l a d ů . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

Z v l a s t n o s t í t r i g o n o m e t r i c k ý c h f u n k c í p l y n o u r o v n o s t i 

k t e r é u k a z u j í , ž e j e d n í m z ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 2 8 ) j e f u n k c e c o t g x. 

B u d i ž n y n í f(x) l i b o v o l n é ř e š e n í t é t o r o v n i c e a p o l o ž m e 
yj(x) = f(x) — c o t g x. P a k b u d e f u n k c e xp{x) ř e š e n í m 
r o v n i c e 

rp(G{x)) = F(x).y>{x). 

(28) 

o x . X 
2 c o s — . s i n — 2 2 

= c o t g , 

a t e d y j e y>(x) = c o n s t . 
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A tak jsou všechna řešení funkcionální rovnice (28) 
tvořena funkcemi 

f(x) = cotg x + c, 

kde c je libovolné reálné číslo. 

Právě popsanou metodu lze použít i u „složitějších" 
funkcionálních rovnic. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

/(* + y) = M + M — 
(29) . x + y . x . y v ' — 4 cos — . sin — . sm — 1 . 

A ¿i ¿i 

Protože platí 
x + y . x . y 

cos x + cos y — 4 cos ——1— . sin— . s i n — 1 = 1 * 2 2 2 

x y x — y . x 4 - y . x 
= 2 cos — . cos ——:- — 4 cos — . s i n — . 

¿i ¿i ¿i ¿i 
• V , ^ x + y ( x y , . x • sin — 1 = 2 cos—^- I cos — . cos-| + sin — . 

. sin f - 2 sin I - . sin 1 - 1 - 1 = 2 c o s 2 ^ 4 L l — 1 = 
U ¿i lá J 2t 

= cos {x + y) , 

je jedním řešením rovnice (29) funkce cos x. 
Předpokládejme nyní, že f(x) je libovolné řešení 

rovnice (29), a položme xp{x) = f(x) — cos x. Pak funkce 
f(x) splňuje danou funkcionální rovnici tehdy a jen 
tehdy, splňuje-li funkce y(x) funkcionální rovnici 

y>{x + y) = \p(x) + y>(y). 
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Ř e š e n í m i t é t o p o s l e d n í r o v n i c e j s o u v š e c h n y f u n k c e 
t v a r u ip(x) = cx, k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o , a p r o t o 
j s o u v š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/(* + V) = /(*) + f(y) — 4 c o s . s i n - | . s i n | — 1 

t v a r u 

f(x) = c o s x + cx, 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

c ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(30) f(x + y)= f(x).f(y) + xy — xf(y) - yf(x) + x + 
+ y-

Není těžké ověřit, že jedním řešením této rovnice je 
funkce f(x) = x. Protp bude funkce f(x) řešením rovnice 
(30) tehdy a jen tehdy, řeší-li funkce y>(x) = f(x) — x 
funkcionální rovnici 

yi(x + y) = y>{x).y(y). 

J a k j s m e u ž v i d ě l i , m a j í v š e c h n a ř e š e n í t é t o p o s l e d n í 
r o v n i c e t v a r 

ip(x) BS ax, 

k d e a j e l i b o v o l n é n e z á p o r n é r e á l n é č í s l o . 

Řešeními funkcionální rovnice (30) jsou tedy všechny 
funkce tvaru 

f(x) = x + a", 

k d e a j e l i b o v o l n é n e z á p o r n é r e á l n é č í s l o . 
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