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2. kapitola 

01) I) ř: LIT i: li X 0ST K O X V EX X ÍCII 
MXOllOSTfiXU 

2.1. Konvexní mnohostěny 

V tomto odstavci budeme definovat důležitou třídu 
podmnožin prostoru R", které budeme nazývat konvex-
ními mnohostěny. Konvexní mnohostěny budou pro nás 
důležité tím, že pojem konvexního mnohostěnu zobec-
ňuje v jistém smyslu pojem konvexního mnohoúhelníku 
v rovině a zároveň i pojem množiny všech řešení sousta-
vy lineárních nerovnic (popřípadě rovnic). Při výkladu 
budeme postupovat takto: Nejprve uvedeme definici 
konvexního mnohostěnu, potom ukážeme geometrickou 
interpretaci tohoto pojmu a nakonec uvedeme některé 
základní vlastnosti konvexních mnohostěnů potřebné 
v dalším výkladu. 

Soustavou m lineárních nerovnic o n neznámých 
xu x2, .. ., xu (kde m, n jsou přirozená čísla), nazýváme 
soustavu nerovnic tvaru 

«u^i + «12*2 + - . . + alnxn < bl, 
<hlXl + «22^2 + ••• +«2»®» ^ h, (16) 

amlxl + am2X2 + • • • + amuXn ^ ^m > 

kde au, a12, ..., amn, blt b2, . .., bm jsou daná čísla. 



Množinu všech bodů X == (Xj, x.z xn) prostoru Rn, 
jejichž souřadnice vyhovují všem nerovnicím soustavy 
(16) nazýváme konvexním1) mnohostěnem v prostoru R" 
definovaným soustavou (16). 

Konvexním mnohostěnem v prostoru R" je tedy každá 
taková množina K bodů prostoru R", pro kterou existuje 

" taková soustava lineárních nerovnic o n neznámých, že 
množina K představuje množinu všech řešení této sou-
stavy. 

Příklad 1. Prázdná množina je konvexním mnoho-
stěnem v prostoru R", neboť představuje množinu všech 
řešení nerovnice 

O*! + 0x2 + ... + 0xn ^ —1. 

Příklad 2. Prostor R" je konvexním mnohostěnem 
v prostoru R", neboť představuje množinu všech řešení 
soustavy 

0*! + 0x2 + . .. + 0x„ ^ 1. 

Příklad 3. V prostoru R1 jsou konvexními mnohostěny 
pouze tyto množiny: (a) prázdná množina; (b) prostor 
R1; (c) množiny těch bodů X = ( x j prostoru R1, pro 
které platí a ^ xx ^ 6, kde a, b jsou čísla, pro která je 
a 6; (d) množiny těch bodů X = (xx) prostoru R1, pro 
které platí xx ^ b, kde b je jisté číslo; (e) množiny těch 

•) To, že konvexní mnohostěn je konvexní množina, dokážeme 
později; viz věta 2. 
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bodů X = (Xj) prostoru R1, pro které platí a < xlt kde 
a je jisté číslo. 

Podejme si hned důkaz tvrzení obsaženého v příkla-
du 3. Je-li K konvexní mnohostěn v prostoru R1, pak K 
představuje množinu všech řešení jisté soustavy nerovnic 
tvaru: 

«11̂ 1 á 61, 
<hiZi á h . (17) 

Může nastat právě jedna z těchto dvou možností: 
1. Soustava (17) nemá řešení. 
2. Soustava (17) má řešení. 

Nastává-li první možnost, dostáváme případ (a). Stačí 
tedy dále vyšetřovat pouze druhou možnost. Nechť je 
tedy množina K neprázdná. Potom nastává právě jedna 
z těchto čtyř vzájemně se vylučujících možností: 

(2a) oix = 0 pro i = 1, 2, . . . , m; 

(2b) existují takové indexy i0, že platí 
> °> ai,i < 

(2c) aa ^ 0 pro i =1,2, .. ., rn a existuje takový index 
i0, že platí oi>x > 0 ; 

(2d) o41, ̂  0 pro i =1 ,2 , . . . , m a existuje takový index 
ť0> že platí aifl < 0. 

Nastává-li případ (2a), musí být ^ 0 pro i = 1, 2, 
. . . , m, neboť podle předpokladu soustava (17) má řeše-
ní. Avšak je-li aa = 0 a ^ 0 pro i =1 ,2 , . . . , m, je 
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řešením soustavy (17) každé reálné číslo; nastává tedy 
případ (b). 

Nastává-li případ (2b), dostáváme případ (c): Nechť 
í0, -ilt . . ., ir jsou všechny indexy, pro které platí a (1 > 
> 0, a i j • 0, . . ., , > 0, a nechť j„, ju . . ., ja jsou 
všechny indexy, pro které platí a,̂  < 0, aht <0 , . . ., 
flj t < 0. 

, h, b, 
Označíme-li písmenem a největší z čísel — , — - , . . ., 
b; , bi bi \ 

—— a písmenem b nejmensx z cisel —--, —'- , . . ., — • 
% i «¡„i ®i,i «¡ri 
je množina K tvořena všemi čísly xlt pro která platí 
a ^ í , ^ b. 

Nastává-li případ (2c) a jsou-li i0, i,, . . ., ir všechny 
indexy, pro které platí a-jtl > 0, rt, j > 0, . . ., airl > 0, 
dospíváme k pří]>adu (d), neboť množina K je tvořena 
všemi čísly .r1( pro která platí xl 6, kde b je nejmenší , K ^ K 

z ciscl - , - , . . ., . 
«/„i «¿1 « v 

Je už zřejmé, jakým způsobem dospějeme k tomu, že 
možnosti (2d) od]>ovídá případ (e). 

Poznámka. Získané výsledky můžěme shrnout také 
takto: Konvexním mnohostěnem v prostoru R1 je buď 
prázdná množina, nebo celý prostor R\ nebo průnik 
konečného počtu uzavřených poloprostorů prostoru Rl 

(uzavřené poloprostory prostoru R' je přirozené nazývat 
uzavřenými polopřímkami). 
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Příklad 4. Vyšetřujme nyní konvexní nnuilxistěiiy 
v prostoru R2. Nechť K je konvexní mnohostěn v prostoru 
R2 daný soustavou nerovnic 

® 11*̂1 "i* — y 
a2lxl + a22x2 ^ b2, (18) 

amlxl + a„,ixi á bm. 

Jestliže v nerovnici ailx1 -f ai2x2 < b{, kde i je jedno 
z čísel 1,2, ...,ra,je alespoň jedno z čísel aiv ai2 různé od 
nuly, pak je touto nerovnicí určen jistý uzavřený polo-
prostor prostoru R2 (v případě prostoru R2 je přirozené 
nazývat tento poloprostor uzavřenou polorovinou). 

Jestliže je a;i = ai2 = 0, pak buď tato nerovnice nemá 
řešení (b; < 0), nebo souřadnice libovolného bodu pro-
storu R2 jsou jejím řešením (64 2: 0). Vzhledem k tomu, 
že řešení soustavy (18) jsou představována těmi body 
prostoru R2, jejichž souřadnice vyhovují všem nerovni-
cím soustavy (18), dostáváme, že konvexní mnohostěn 
v prostoru R2 je buď množina prázdná, nebo celý prostor 
R2, nebo množina, která je průnikem konečně mnoha 
uzavřených polorovin (tento průnik může být také 
prázdnou množinou). Všimněme si ještě, že každý prů-
nik konečného počtu uzavřených polorovin je konvex-
ním mnohostěnem v prostoru R2. 

čtenář už sám nahlédne, že analogická situace nastává 
v případě konvexních mnohostěnů v prostoru R3 (pouze 

29 



místo o průniku uzavřených polorovin musíme hovořit 
o průniku uzavřených poloprostorů). 

Rovněž v případě konvexního mnohostěnu v prostoru 
R* zadaného soustavou (16) můžeme říci, že K je bud 
prázdná množina, nebo celý prostor (viz příklad 1 a pří-
klad 2), nebo průnik konečného počtu poloprostorů urče-
ných těmi nerovnicemi anxx + ai2x2 + .. . + ainxa sS 
6ť, ve kterých je alespoň jedno z čísel an, ai2 ain 

různé od nuly. 
Konvexní mnohostěny mají jednu důležitou vlast-

nost, kterou uvedeme bez důkazu, ale kterou budeme 
v dalším výkladu často používat. 

Uvažujme zobrazení prostoru R" do prostoru Rm, které 
je definováno tak, že bodu X = (xlt x2 x.n) prostoru 
R* přiřazuje prvek Y — (yu y2, ..., ym) prostoru Rm 

podle předpisu 

ž/l = cllxl + C l ř ^ í + • • • + > 
y2 = c21-t1 + 2̂2̂ 2 + • • • + c2,,xn> (*) 

Um — cm\xl "L Cm2X2 + • • • + cmaXn> 

kde ci;, ¿ = 1,2, . .., m, j = 1, 2, . . . , n jsou daná čísla. 
Zobrazení tvaru (*) se nazývá lineární zobrazení. 

Je-li K konvexní mnohostěn v prostoru R", pak jeho 
obrazem při zobrazení definovaném předpisem (*) je 
jistá množina L bodů prostoru R'n (bod Y = (Í/x, y2, ..., 
ym) prostoru R'" patří do množiny L, existuje-li takový 
bod X = (xlt x2, . .., x„) mnohostěnu K, že pro souřadni-
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ce bodů Y, X platí (*)). Dá se dokázat, že platí tato 
věta: 

Vři a 1. Je-li K konvexní mnohostěn v prostor u R", je 
obraz L množiny K při zobrazení určeném předpisem (*) 
konvexním mnohostěnem v prostoru Rm. 

Na závěr tohoto odstavce dokážeme ještě tuto větu: 

Yřta 2. Konvexní mnohostěn v prostoru R" je konvexní 
množinou. 

Důkaz. Nechť K je konvexní mnohostěn v prostoru R" 
určený soustavou (16) a nechť body Y = (ylt y2, . . ., yn), 
Z = (zv z2, ..., zn) prostoru R" patří do množiny K. 
Podle definice konvexní množiny stačí dokázat, že pro 
každé číslo X, pro které platí 0 X sS 1, patří bod X — 
= XVl + (1— X)zx,Xy2 + (1— X)z2, .'.., Xya + ( 1 — 
— X)zu do množiny K. Stačí tedy dokázat, že platí 

<hi(tyi + (1 — Zi) + «12(^2 + (1 — A) z2) + .. . 
••• +aln(Xy„ + (1— X)zJ 
021(^1 + (1 — X) zx) + fflía^í/a + (1 — X) z2) + . . . 
• •• + + (1 — z») ^ b2, 

«mlCtyl + (1 ~ «1) + «m2(^2 + (1 — A) Z2) + . . . 
• • • + amn{Xyn + (1 — X) zn) á b,M. 

Protože 6t = A64 + (1 — X) 6ť(i = 1, 2, . . . , m), vyplývá 
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platnost poslední soustavy z našich předpokladů náso-
bením každé nerovnice platné soustavy 

an2/i + «122/2 + • • • + amVn ^ V 

°2iž/2 + «22Ž/2 + . . . + a2nyn ^ 62, 

fflmlž/l + ««22/2 + • • • + ž í>m 

číslem 1, každé nerovnice platné soustavy 

a\\z\ + al2z2 + • • • + amzn ^ bi, 
«2121 + «22*2 + • • • + ú2nZn ž 62, 

°/nlzl + a,n2Z2 + • • • + amnZn ^ m̂ 
číslem (1 — A) a sečtením odpovídajících si nerovnic. 

2.2. O d d ř l i l e l n o s t k o n v e x n í c h 
m n o h o s t ě n ů 

Buďte Mj a Mo dvě neprázdné podmnožiny prostoru 
R*. Budeme říkat, že množiny a M2 jsou (vzájemně) 
oddělitelné, jestliže existují taková čísla nlt a2, . .., an, b, 
že alespoň jedno z čísel «!, a2, .. ., an je různé od nuly 
a že pro všechny body X = (xlf x2, . . . , xj množiny Mj 
platí 

a^ + a2x2 + .. . + <inxn > b 

a pro všechny body X = (xu x2, ..., xn) množiny M2 platí 

axXi + a2x2 + ... + anxn < b. 
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U ž i j e m e - l i t e r m i n o l o g i e z a v e d e n é v p ř e d c h o z í k a p i t o l e , 
m ů ž e m e p r á v ě v y s l o v e n o u d e f i n i c i v y j á d ř i t t a k é t a k t o : 
D v ě n e p r á z d n é p o d m n o ž i n y a M 2 p r o s t o r u R " n a z ý v á -
m e o d d ě l i t e l n ý m i m n o ž i n a m i , j e s t l i ž e e x i s t u j e t a k o v á 
n a d r o v i n a p r o s t o r u R", ž e m n o ž i n y Mt a M2 l e ž í v o p a č -
n ý c h o t e v ř e n ý c h p o l o p r o s t o r e c h t o u t o n a d r o v i n o u u r č e -
n ý c h . 

P o d l e d e f i n i c e j e z ř e j m é , ž e o d d ě l i t e l n é m n o ž i n y 
n e m a j í s p o l e č n é b o d y . S n a d n o u k á ž e m e , ž e n e p r á z d n é 
m n o ž i n y , k t e r é n e m a j í s p o l e č n é b o d y , n e m u s í b ý t o d -
d ě l i t e l n é . N e c h ť n a p ř . M1 j e s j e d n o c e n í m m n o ž i n Alt A2, 
Au, A4, k d e m n o ž i n y A2, A3, Ai j s o u d e f i n o v a n ý t a k t o 
( z n á z o r n ě t e s i u v e d e n é m n o ž i n y v r o v i n ě ) : 

( t j . A j j e m n o ž i n a b o d ů , j e j i c h ž s o u ř a d n i c e s p l ň u j í p o d -
m í n k y 0 ^ x, ^ 1 a x2 = 0 ; z p ů s o b z á p i s u A2, A3 a At j e 
z c e l a a n a l o g i c k ý . U v e d e n é h o z p ů s o b u d e f i n i c e m n o ž i n Be 
v m a t e m a t i c e b ě ž n ě p o u ž í v á ) a n e c h ť m n o ž i n a M 2 j e t v o -

j e z ř e j m é , ž e m n o ž i n y M x a M 2 j s o u n e p r á z d n é a n e m a j í 
s p o l e č n é b o d y . P ř i t o m v š a k m n o ž i n y hA1 a M 2 n e j s o u o d -
d ě l i t e l n é , p r o t o ž e k d y b y existovala taková č í s l a a^, a 2 , b, 

Ai = {fai, x2) | 0 ^ x1 ^ 1, x2 = 0}, 
A2 = {(«!, x2)\0^xi^ 1, x2 = 1}, 
4i = {(«i. ! Xi = 0, 0 ^ x2 ^ 1}, 
K = {{xlt x2) I x1 = 1, 0 ^ x2 ^ 1}, 

ř e n a t ě m i t o d v ě m a b o d y : 

1645 



že alespoň jedno z čísel olt o2 je různé od nuly a že pro 
každý bod X = (xlt x2) množiny platí 

a1x1 + a^x2 > b 

a zároveň pro každý bod X = (xlt x2) množiny M2 platí 

dyXi + a2x2 < b, 
muselo by platit 

ai + ®2 >26, 

neboť body (0,1), (1,0) patří do množiny Mt a zároveň 

a1 + a2 < 26, 

, , ( 1 1 W 3 3 ^ 
neboť body I — , — I, I —-, — I patří do množiny M2. 

Pro konvexní mnohostěny však platí tato věta (sr. 
s větou C v předchozí kapitole): 

Yěta 3. Dva neprázdné konvexní mnohostěny v prostoru 
R" jsou oddělitelné právě tehdy, nemají-li společné body. 

Jak jsme se již zmínili, od důkazu této věty upouští-
me, avšak v dalším výkladu si ukážeme některé její 
aplikace. 
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Cvičení 

1. Dokažte, že konvexní mnohostěn v prostoru R" je 
množina buď prázdná, nebo jednobodová, nebo obsahu-
jící nekonečně mnoho bodů. 

2. Znázorněte tyto konvexní mnohostěny v prostoru 
R1: 

a) 3*! g 4, b) —3XJ ^ —4, c) 3^ <T 4, 
2x1 S 10, — 2xx < 10, —2xx < —1, 
3 « ! g 13, — 13, OXi ^ 1, 

—3xx ^ 0, 
5xt ^ 8. 

3. Dokažte, že průnik dvou konvexních mnohostěnů 
v prostoru R" je konvexním mnohostěnem. 

4. Ukažte, že sjednocení dvou konvexních mnohostěnů 
v prostoru R" nemusí být konvexním mnohostěnem 
v prostoru R" . 

5. Znázorněte tyto konvexní mnohostěny v prostoru 
R2: 

a) 0xt + x2 ^ 0; 
b) xx + 0x2 ^ 0, 

0xx + x2 ^ 0; 
e) xx + ®2 ^ 1, 

x2 ^ 1, 
«! — x2 ^ 1. 
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