
Úlohy o veľkých číslach

3. Prehľad viet z teórie čísel

In: Ivan Korec (author): Úlohy o veľkých číslach. (Slovak). Praha:
Mladá fronta, 1988. pp. 10–45.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404180

Terms of use:
© Ivan Korec, 1988

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/404180
http://dml.cz


3. PREHEAD VIET 
Z TEÓRIE ČÍSEL 

1. Z Á K L A D N É O Z N A t ' E N I A 
A Č Í S E L N É S C S T A V Y 

Množinu všetkých celých nezáporných čísel budeme 
označovat N a množinu všetkých celých kladných čísel 
budeme označovat P. Pod prirodzenými císlami budeme 
(na rozdiel od klasickej terminologie) rozumieť celé 
nezáporné čísla, t. j. a j 0 bude prirodzené číslo. Množinu 
všetkých celých, resp. reálných čísel budeme označovat 
Z , resp. R. Pokial1 nebude hrozit nedorozumenie, budeme 
miesto „prirodzené číslo" alebo „celé číslo" písat len 
„číslo". 

Kladieme a" = 1 aj pře a = 0. Prirodzený logaritmus 
označujeme ln, dekadický značíme log, ostatné základy 
vyznačujeme. Dolnú (teda obvyklú) celu část čísla x 
značíme |a;J, hornú celú část čísla x značíme |x | , teda 
platí | z | = —|—x | . Pře x e R, n e P platí 

ITWI-KW1?! 
V tejto kapitole jednak zavedieme označenia, ktoré 

budeme používat v dalšom, a za druhé zhrnieme niekto-
ré známe fakty z elementárnej teórie čísel aj iných častí 
matematiky, ktoré možu byť užitočné pri riešení úloh 
v nasledujúcich kapitolách. Zhrnutej látky je viac, než 
sa v dalších kapitolách bezprostredne využívá. Je totiž 
možné, že pri iných postupoch riešenia úloh sa budú 
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hodit iné matematické vety než při autorských rieše-
niach. Keby sa autor striktně obmedzil na vety fakticky 
ďalej použité, mohol by velmi sťažiť situáciu tým rieši-
ťelom, ktorí sa budú pokúšať o samostatné riešenie 
úloh. Čitatel samozrejme nemusí při riešení úloh použí-
vat výlučné iba prostriedky z tejto kapitoly. Podaný 
přehrad výsledkov má mu slúžiť iba ako pomócka. Roz-
hodne nie je ani potřebné, aby čitater najprv podrobné 
preštudoval túto kapitolu a až potom začal riešiť úlohy. 
Doporučujeme mu však, aby si ju celú dopředu prezrel, 
aby neskór vedel, čo a asi kde v nej móže nájsť. 

Táto kapitola je iba přehrad, a nie učebnica. Vety 
sú vyslovované bez dókazov, a váčšinou aj bez odkazov, 
najma pokiaF ide o látku bežne preberanú v elementár-
nych učebniciach teorie čísel. Ak čitater ešte nie je 
oboznámený e kongruenciami a ich použitím, doporu-
čujeme mu, aby si zvlášť všimol piaty (a připadne 
šiesty) odsek tejto kapitoly a potom kapitoly 5, 6. 
Aparát kongruencií mu bude užitočný nielen pri riešení 
úloh tejto zbierky, ale aj pri úlohách MO. 

Znaky E, II používáme pre opakovaný súčet, resp. 
súčin. Přitom pre n = 0 kladieme 

£ at = 0, ri a, = 1; 

túto dohodu analogicky používáme aj pri zápisoch 

a, + a2 + • • • f «„, an. 

Znaky S , n znamenajú súčet, resp. súčin cez všetky 
P S * PŠÍT 

prvočísla nepresahujúce K. 
Znak ± budeme používat vo dvoch róznych význa-

moch, ktoré třeba rozlišovat podia kontextu. xU2 — 
= 2 ± 1 znamená ^ = 3, x2 = 1. Naproti tomu x 
= 2 ± 0,05 znamená 1,95 ^ x g 2,05. 
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Dekadické zápisy celých nezáporných čísel, ktoré 
obvykle používáme, vyjadrujú číslo ako súčet násobkov 
mocnin čísla 10 (s koeficientmi 0 až 9). Například 

1987 = 1.103 + 9.102 + 8.101 + 7.10°; 

rádom nejakej číslice (presnejšie: rádom jej výskytu) 
v zápise nějakého čísla budeme nazývat příslušný expo-
nent čísla 10. 

S výnimkou dekadického zápisu čísla nula obvykle 
požadujeme, aby číslica najvyššieho rádu bola nenulová. 
Niekedy však niekorko núl vpředu dopisujeme (alebo si 
ich aspoň představujeme dopísané); robíme to tak na-
příklad vtedy, keď chceme mať dekadické zápisy čísel 
až po istú hranicu rovnako dlhé. 

Namiesto čísla 10 možno použit Tubovolné celé číslo 
z > 1 a každé MĚP vyjádřit v tvare 

u = <zn.z" + an_x.zn~l + . . . + a , . z 1 + a0-z°> 

pričom 0 s; a; < z pře všetky i = 0, ..., n\ ak ešte 
žiadame a„ # 0, je toto vyjadrenie jednoznačné. Ak 
by sme mali k dispozícii číslice pře čísla 0,1 z — 
— 1, mohli by sme písať z-adické zápisy čísel obdobné 
ako dekadické. Aj základné počtové výkony by sa robili 
v podstatě rovnako. (Pravda, „malá násobilka" by bola 
iná.) Teoreticky a abstraktně však móžeme takéto zá-
pisy uvažovat, aj ked sa na čísliciach konkrétné nedo-
hodneme. Prakticky sa pre z < 10 obvykle používajú 
příslušné dekadické číslice, pre z = 16 sa pridávajú ako 
ďalsie číslice písmená A až F (základ 16 sa niekedy po-
užívá pri samočinných počítačoch). My budeme takmer 
výlučné pracovat s dekadickými zápismi čísel. Iný základ 
vždy výslovné uvedieme. 

Podotknime ešte, že z-adické rozvoje reálných čísel sú 
obdobným zovšeobecnením ich dekadických rozvojov, 
aké sme urobili vyššie pre zápisy prirodzených čísel. 
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Pře niektoré reálne čísla sú tieto (ako už a j dekadické) 
rozvoje nekonečné, nemožno ioh teda celé napísať. Aj 
vtedy však možno hovořit o ich jednotlivých čísliciach, 
a připadne počítat konečné úseky týchto rozvojov. 

V textoch úloh zásadné hovoříme o čísliciach čisla x 
namiesto presnejšieho, no zdlhavejdieho vyjadrovania sa 
o čísliciach dekadického zápisu (resp. rozvoja) čísla x. 

2. D E L I T E E N O S Ť 
A P R A V I D L A D E L I T E E N O S T I 

Pre každé dve celé čísla a, b píšeme a|6 (a čítáme „a dě-
lí b", „b je násobkom a" a pod.), ak existuje celé číslo c 
také, iea.c = 6. Budeme pisat a 16, ak neplatí a\b. 

Veta 2.1. Relácia dělitelnosti na Z je reflexivita a tran-
zitivna, t. j. pre každé a 6 Z platí ala a pre v&etky a, b, 
c e Z platí ak a|6, 6|c, tak aj a\c. Dalej, pre vietky a, b, 
c, x, y e Z platí 
(i) ak a 
(ii) ak a 

b,a\c,takaja\bx + c y\ 
b, takax\bx ; 

(iii) l | a , o | — a , a | 0 . 

Pre teóriu dělitelnosti celých čísel je velmi dóležitá 
nasledujúca 

Veta 2.2. (Veta o delení so zvyškom.) Pre každé a e Z, 
6 e P exÍ8tujú q,r e Z také, že 

a = b.q + r a 0 f^r <b. 

Přitom Čísla q, r sú číslami a, b jednoznaóne určené. 

Čísla q, r z tejto vety nazývame celočíselným podielom 
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a zvyškom pri (celocíselnom) delení čísla a číslom b. Bu-
deme pře ne používat označen ie 

q = a DIV b, r=aMOBb, 
(ktoré v podstatě preberáme z programovacieho jazyka 
PASCAL). Symboly DIV a MOD sú symboly čiastoč-
ných operácií na množině Z, a budeme ich písať medzi 
ich argumenty, obdobné ako + , —, . . Výraz a. b MOD m 
budeme vždy rozumieť ako ( o i ) MODm; vo výraze 
a.(ĎMODm) teda nesmieme vynechat zátvorku. Na-
proti tomu, a + 6 MOD m znamená a + (6 MOD m). 
Obdobná dohoda platí pře DIV. (Teda, ako obvykle, 
multiplikativně operátory majů vyššiu prioritu ako 
aditivně, a operátory s rovnakou prioritou sa aplikujú 
zTava doprava.) 

Veta 2.3. Pre všetky a,b e Z, rn, n e P platí 
(a + b) MOD m = ((a MOD m) + (b MOD m)) MOD m 
(a. 6) MOD m = (a MOD m). (b MOD m) MOD m 

(a.n) MOD (m.n) = (aMODm).n 
(a MOD (m.n)) MOD m = a MOD m 

Spolocným delitelom čísel a, b nazveme každé číslo d 
také, že d\a, d\b. Najváčžím spolocným delitelom čísel 
a, b nazveme každý taký ich spoločný deliter, ktorý je 
násobkom každého ich spoločného delitela. Najváčšie 
spoločné delitele čísel o, 6 sa móžu lišit len znamienkom. 
Nezáporný najváčší spoločný delitel čísel a, b (ten 
existuje, a je jednoznačne určený) budeme označovat 
D(a, b). 

Veta 2.4. Pre každé a,b,c e Z platí 
D(a, 0) = |a|, 
D(a, b) = D(b, a) 
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D(a, b) = D(a — b.c,b), 
D(c.a, c.b) = \c\.D(a, b), 
D(a,b) = JH\a\, |6|). 

Systematickým používáním prvých troch vzorcov 
(pričom třetí používáme len pře a ^ b > 0, c = a DIV 
DIV 6) možno určit D(a,b) pre každé a, 6 e N; pře 
a < 0 alebo 6 < 0 použijeme este najprv piaty vzorec. 
Takýto postup nazývame Euklidovým algoritmem pre 
výpočet D(a, b). Pri vhodnej úpravě nám tiež umožní 
určit čísla x, y z nasledujúcej vety. 

Veta 2.5. Ak a, b e Z, a ^ 0 alebo 6 ^ 0 , tak D{a, b) 
je najmenšie kladné celé ¿íslo, ktoré sa dá vyjádřit v tvare 
x.a + y.6, x, y e Z. Ak a = 6 = 0, tak Dia, b) = 0. 

Na konkrétnom příklade a = —162, 6 = 183 ukáže-
me, ako .možno vhodné zapisovat Euklidov algoritmus, 
ktorý určí D(a, b) i čísla x, y z vety 2.5. Zápis bude 
vyzerat takto 

—162 183 
0 1 183 

—1 0 162 —1 
1 1 21 —7 

—8 —7 15 —1 
9 8 6 —2 

—26 —23 3 
0 

—2 

Vzniká teda číselná tabulka zo štyroch stlpcov. V zá-
hlaví prvých dvoch stlpcov uvedieme čísla a, b; nako-
niec v týchto stípcoch vzniknú čísla x, y. Do tretieho 
stípea pod čiaru vpíáeme čísla |a|, |b|, a to najprv 
max( |a | , |6|) (s výnimkou případu ab = 0; vtedy 
najprv napíšeme nulu). Pre prvé tri čísla u, v, w v kaž-
dom riadku okrem záhlavia má platit au + bv = w\ 
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v prvých dvoch riadkoch to možno dosiahnuť vhodnou 
vorbou u, v e {—I, 0, 1}. Každý další riadok vzniká při-
počítáním vhodného násobku posledného hotového 
riadku k predposlednému. Příslušný koeficient, ktorý 
zapisujeme do štvrtého stlpca, dostaneme až na zna-
mienko celočíselným delením čísel v treťom štipci; zvy-
šok pri tomto delení móžeme hned zapísať do treticho 
stlpca. Takto postupujeme, pokiar v treťom štipci 
nevznikne nula; riadok s nulou už nedopočítavame. 
Potom na prvých troch miestach posledného riadku 
máme po řade čísla x, y, D(a, b). Teda v danom případe 
je 

D(—162, 183) = 3 = — 2 6 . ( — 1 6 2 ) — 2 3 . 1 8 3 

Najmenším spoloóným násobkom čísel a, b nazveme 
také číslo n, ktoré je ich spoločným násobkom (t. j. 
a\n, 6|w) a je delitelom každého ich spoločného násobku. 
Najmenšie spoločné násobky čísel a, b sa móžu líšiť iba 
znamienkom. Nezáporný naj menší spoločný násobok 
čísel a, b budeme označovat nsn(a, b). Možno ho určovať 
podia nasledujúcej vety. 

Veta 2. 6. Pre všetky a,b e Z platí 
nsn(a, b). D{a, b) = \a \. \b \. 

Dalej, nsn(Q, 0) = 0. 

Uvedieme ešte niekolko vzorcov pře najváčší spoloč-
ný deliter a najmenší spoločný násobok. 

Veta 2.7. Pre každé a, b e Z sú nasledujúce tri pod-
mienky ekvivalentné: 
(i) a\b; 
(ii) D(a,b)=\a\-
(iii) nsn(a, b) = |6|. 
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Veta 2.8. P%e všetkyx, y,z e Z platí 
D(x, x) = |x| 
D(x, y) = D(y, x) 
D(D(x, y), z) = D(x, D(y, z)) 
D(x, nsn(x, y)) = |x| 
D(x, nsn(y, z)) = nsn(D(x, y), D(x, z)) 

nsn(x, x) = |x| 
nsn(x, y) = nsn(y, x) 
nsn(nsn(x, y), z) = nsn(x, nsn(y, z)) 
nsn(x, D(x, y)) = |x| 
nsn'x, D(y, z)) = D(nsn(x, y), nsn(x, z)). 

Operácie D, nsn sú sice binárně, ale budeme tiež ho-
vořit o nezápornom najváčšom spoločnom deliteli, resp. 
najmenšom spoločnom násobku n čísel, a budeme ho 
značit D(xu . . ., x„), resp. nsn(xlt . . ., x„). Na základe 
vety 2.8 vieme, že je jedno, ako budeme združovat 
argumenty (a medzivýsledky) do dvojíc, aby sme na ne 
mohli použit póvodnú bináru operáciu. 

Celé čísla a, b nazveme nesúdelitdnými, ak D(a, b) = 
= 1. 

Veta 2.9. Nech a,b,ce Z, pričorn čísla a, b sú nesúdeli-
telné. Potom 

(i) ak a 
(ii) ak a 

Na zistovanie dělitelnosti pevným číslom sa niekedy 
namiesto vydelenia používajú pravidlá deliternosti. Aby 
sme niektoré z nich mohli sformulovať, zavedieme si dva 
pojmy. Nech i, j, m e P. Potom j-ciferný súéet čísla m 
je číslo, ktoré dostaneme nasledovne. Najprv rozdelíme 
číslo m (presnejšie, jeho dekadický zápis) od konca na 
skupiny po j cifier. Potom tieto skupiny pokládáme za 

c,b\c, taka.b\c\ 
b.c, tak a\c. 
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samostatné čísla, a všetky ich sčítáme. (Případné nuly 
na začiatkoch skupin ignorujeme.) Výsledok je hladaný 
j-ciferný súčet; pre j = 1 hovoříme jednoducho o cifernom 
súcte. Posledně i-číslie čísla m je číslo tvořené jeho posled-
nými i číslicami (alebo všetkými číslicami, ak ich m má 
menej než i) v póvodnom poradí; případné nuly na za-
čiatku móžeme ignorovat. Ako příklad uveďme, že 
dvojciferný súčet čísla 1234567 je 1 + 23 + 45 + 67 = 
= 136 a posledné trojčíslie je 567. Pomocou operácie 
MOD možno posledné í-číslie čísla m vyjádřit v tvare 
m MOD 10' a pře jeho j-ciferný súčet c platí 

c MOD(10* — 1) = m MOD(l()> — 1). 
Veta 2.10. Nech m, d, i e P, d \ 10'. Potom zvySky pri 

delení čísla m a jeho posledného i-čísla číslom d sú rovnaké. 
Speciálne, m je násobkom čísla d právě vtedy, ked jeho 
posledné i-číslie je násobkom d. 

Veta 2.11. Nech m, d, j e P, d|(10> — 1). Potom číslo 
m a jeho j-ciferný súčet dávajú rovnaký zvyšok pri delení 
číslom d. Speciálne, mje násobkom d právě vtedy, ked jeho 
j-ciferný súčet je násobkom d. 

V šiestom odseku tejto kapitoly uvidíme, že ku každé-
mu d e P nesúdelitďnému s 10 existuje j potřebné do 
predchádzajúcej vety. Pre tie d, pre ktoré nemožno po-
užit vetu 2.10 ani vetu 2.11, možno použit nasledujúce 
tvrdenie: 

Veta 2.12. Nech m, d, dlt d2, i,jeP,d = d1.d2, djIlO*, 
d2|(10>— 1). Potom číslo m je násobkom čísla d právě 
vtedy, ked jeho posledné i-číslie je násobkom čísla dl a jeho 
j-ciferný súčet je násobkom čísla d2. 

Pre každé celé číslo d > 1 možno nájst dl7 d2, i ,j e P, 
ktoré spíňajú podmienky z vety 2.12; přitom dlt d2 sú 
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jednoznačne určené. Vetu 2.12 použijeme len v případe 
dl > 1, d2 > l ; inak je výhodnejšie použit niektorú 
z predchádzajúcich dvoch viest. 

Vety 2.10 a 2.11 umožňujú vždy jednoducho určit i 
zvyšok při delení číslom d. Veta 2.12 to bezp ostredne 
neumožňuje (okrem případu, keď je tento zvyšok nu-
lový). Přitom však zvyšok pri delení čísla m číslom d je 
jednoznačne určený zvyškami pri delení m číslami du d2. 
Spósob, ako ho možno vypočítat, uvedieme v piatom 
odseku tejto kapitoly. 

Vety 2.10, 2.11, 2.12 platia pře lubovolný základ čísel-
nej sústavy; vtedy však pochopitelné 10 znamená tento 
základ, a nie číslo desat. 

Ako příklad použitia viet 2.10, 2.11, 2.12 uvedieme 
pravidlá dělitelnosti pře d = 16, 27 a 88 = 8.11. Pre 
každém € Pplatí: 

Číslo m je delitelné 16-rai právě vtedy, ked jeho posledné 
Stvorčíslie je delitelné 16-mi. 

Číslo m je delitelné 27-mi právě vtedy, keď jeho trojcifer-
ný súČetje delitelný 27-mi. 

Číslo m je delitelné 88-mi právě vtedy, ked jeho posledné 
trojlíslie je delitelné ósmimi a jeho dvojciferný svíel je 
delitelný jeden ástimi. 
Pre d = 7 nedostáváme „dobré" pravidlo dělitelnosti, 
lebo by sme museli tvořit až šestciferný súčet. 

8. P B V O C l S L A 
A I C H B O Z L O Z E N I E 

Prvočíslo je také ra e P, ktoré má právě dva kladné 
delitele. Existuje nekonečne mnoho prvočísel a možno 
ich zoradit do rastúcej postupnosti 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . . . 
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Ak chceme o nejakom čísle zistiť, či je prvočíslo alebo 
nie, móžeme použit vetu: 

Veta 3.1. Celé číslo a > 1 je prvočíslo právě vtedy, ked 
nemá íiadny delitel d, 1 < d 

Namiesto všetkých d z uvedeného intervalu stačí skú-
mať len prvočíselné hodnoty d, čo je vhodné, ak máme 
k dispozícii tabulku prvočísel aspoň po [Jla | . Ak nie, 
móžeme skúmaí len delitďnosť číslami d = 2, 3, a ďalej 
číslami d tvaru 6k ± 1. Počet delení, ktoré urobíme, 
bude sice vyšší než pri použití tabulky prvočísel, ale len 
přibližné třetinový v porovnaní s prípadom delenia 
vsetkými d z vety. 

Ak chceme nájst všetky prvočísla po istú hranicu 
(a nemáme po ruke alebo nechceme použiť hotové 
taburky), je vhodné tzv. Eratostenovo síto. Vypíšeme si 
za sebou všetky kladné celé čísla (až po hranicu n0, po-
kiar chceme prvočísla zisťovať), a prečiarkneme číslo 1. 
Potom opakujeme nasledujúci postup: podčiarkneme 
najmenšie nepodčiarknuté a neprečiarknuté číslo, a pre-
čiarkneme všetky jeho dalšie násobky (až po hranicu n0; 
na viacnásobnom prečiarknutí nezáleží). Takto postupné 
podčiarkujeme právě všetky prvočísla v poradí podia 
velkosti. Tento postup ukončíme, akonáhle podčiarkne-
me prvé číslo váčšie než ]/n0. Potom prvočísla až po n0 
sú právě všetky neprečiarknuté čísla. 

Označme n(n) počet prvočísel nepřevyšujúcich n. 
Platí 

(3.1) lim in(n) : - - - 1 = 1 . 
[ ln n) 

Je to hlboký číselnoteoretický výsledok, ale nemožno 
z neho urobiť žiadcn odhad hodnoty n(n) pře konkrétné 
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n. Možno ho však urobit na základe nasledujúceho tvrde-
nia ([7], str. 406): 

Veta 3.2. Pre kaídé n ^ 55 platí 
n , . n 3.2 —-<n(n)<-ln n + 2 ln n — 4 

Zo vzorca (3.1) (ale aj z (3.2)) vyplývá, že rad prevráte-
ných hodnot prvočísel diverguje, a že existujú lubovolne 
dlhé konečné postupnosti zložených čísel. (Ale obe tvrde-
nia sa dajú dokázat omnoho elementárnejšie.) Nasledu-
júca veta hovoří o tom, že vzdialenosti medzi za sebou 
idúcimi prvočíslami nemóžu byť příliš veíké (v porovna-
ní s týmito prvočíslami). 

Veta 3.3 a) (Bertrandov postulát.) Pre kaídé n ^ 2 
existuje prvočíslo p medzi n a In (t. j. n < p < 2n). 

b) Pre kaídé n 2: 48 existuje prvočíslo p medzi n 
9 a - n . 

c) Pre každé n 7 leží medzi číslami n o In aspoň 
jedno prvočíslo každého z tvarov 3k + 1, 3k + 2, 4k + 1, 
4 k + 3. 

d) Existuje také n0, ze pre kaídé n ^ n0 existuje aspoň 
jedno prvočíslo medzi n3 a (n + 1 )3. 

(Pre tvrdenie b), c) pozři [6], str. 14.) 
Ešte uvedieme tri výsledky numerického charakteru; 

na ich formuláciu označíme pn n-té prvočíslo (t. j. pl = 2, 
pt = 3 atď.); toto označenie nebudeme používat v dal-
ších odsekoch. 

Veta 3.4. a) NajmenSie prvočíslo, pre ktoré platí pn+1 — 
— pn > 100 je p„ = 370261; pre toto prvočíslo platí 
Pn+l—P« = H2. 
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b) Pre p„ < 107 platí pn+í — pn ší 154, a najmeniie 
prvočíslo, pre ktoré tu nastáva rovnost, je pn = 4652353. 

c) Pre pn > 2020000 platí pn+l-p„ g pj 16597. 

Prvé dva výsledky sú uvedené v [7], str. 318, třetí je 
zo [14]. 

4. R O Z K L A D 
NA P R V O f l N I T E L E 

Veta 4.1. Každé číslo a e Psa dá vyjádřit v tvare 

(4.1) O = 

kde Px pnsú po dvoch rózne prvočísla a e„ .. .,e„ e P. 
(Pře a = 1 je n = O, t . j. pravá strana (4.1) je prázdny 
súčin.) Toto vyjadrenie je jednoznačné až na poradie čini-
telov. 

Vyjadrenie (4.1) bude úplné jednoznačné, ak budeme 
žiadaf p, < pt < ... < p„. Ak uvažujeme rozklady 
viacerých čísel súčasne, býva vhodné, aby postupnost 
plt ..., pn bola pre vfietky tieto čísla rovnaká. To móže-
me dosiahnut, ak připustíme a j nulové exponenty 
elr ..., e„ v (4.1). Niekedy používáme (4.1) a j s nulovými 
exponentmi vtedy, ked vieme sice odhadnúť zhora 
prvočísla, ktoré sa vyskytnú v rozklade nějakého čísla, 
nevieme však, či tam budú všetky až po túto hranicu. 

Veta 4.2. Nech a, b e P, p„ . . . , pm sú po dvoch rózne 
prvočísla a nech platí (4.1) a 

(4-2) b = p>i.p>{ pU, 
pričom e„ . . . , e„ / „ . . . , / „ e N. Potom: 
(i) a\b právě vtedy, kede< sS /, pre vSetky i = 1, , n; 
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(ii) a je k-tou mocninou prirodzeného 6ísla právě v tedy, 
kedk\eu pre všetky i = 1, ...,»; 

(iii) D(a, b) = pmta^./.l.pndnlí,./.) pjnln(«„./„,. 
íiv) nsn(a, b) = .pp* «.•>.> p j " «„•'.>; 
(v) o.6 = 

Označme teraz pře a e P <p(a) počet čísel z množiny 
{0, 1, . . . , a — 1} nesúdelitelných s a, r(o) počet klad-
ných delitelov čísla a a S(a) súčet kladných deliteTov 
čísla a. Funkcia <p sa nazýva Eulerova funkcio. 

Veta 4.3. Nech číslo a e P má rozlehá (4.1), pričom 
ex e„ e P. 
Potom platí 

( ' - i * 

r(a) = (el + l).(et + 1) (c. + 1); 
p ^ l ^ l 

Pi— 1 PÍ—1 P— 1 

Eahko zistíme, že předpoklad e„ . . . , Í , E P bol po-
třebný iba pre Eulerovu funkciu <p. V dalších dvoch vzor-
coch zodpovedajú nulové exponenty činiterom 1, ktoré 
neovplyvňujú výsledok. 

Veta 4.4. Pre každé dve nesúdelitelné čísla a, b 6 P 
platí 

<p(a. b) = <p(a). <p(b), R(O. b) = T (o). T(6) , 
S(a.b) = S(o).S(6). 

Vlastnost funkcií <p, x, S vyjadrenú vo vete 4.4 nazý-
vame multiplikatítmosC. 
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5. K O N G R U E N C I E 
A Z V Y g K O V É T E I E D Y 

Pře a,b e Z, m e P hovoříme, že a 7'e kongruentné 
a b podia modulu m (alebo „modulo m"), a píšeme 
(5.1) a = 6(mod m), 
ak m\(b — a). Vzťah (5.1) je ekvivalentný s rovnoaťou 

a MOD m = b MOD m. 

Veta 5.1. Pre pevne zvolené m € P je kongruentnosť mo-
dulo m reláciou ekvivalencie, t. j. pre každé, a, b, c e Z 
platí 
(i) a -- o(mod m); 
(ii) aka = 6(mod m), tak b = a(mod m); 
(iii) aka = 6(mod m), b = c(mod m). tak a = c(mod m). 

Keďže kongruentnosť modulo m (formálně je to mno-
žina {(a, b) e Z x Z; a = 6(mod m)}) je reláciou ekvi-
valencie na Z, zodpovedá jej istý rozklad množiny Z. 
Prvky tohto rozkladu nazývame zvyškové triedy modu-
lo m. Zvyškovú triedu modulo m móžeme určiť pomocou 
ktoréhohokolvek jej prvku, spravidla ju však určujeme 
pomocou toho jej prvku a, pre ktorý platí 0 ^ a < m. 
Při úvahách o kongruenciách modulo m váčšinou záleží 
iba na zvyškových triedach, a nie na ich konkrétných 
reprezentantoch. 

Veta 5.2. Aka,b,c,d e Z , m e P a platí 
a = 6(mod m), c = á ( m o d m ) , 

tak platí aj 
a + c = b + d(mod m), a — c = b — d(mod m), 

a.c = 6.d(mod m). 
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Špeciálne, pře c = d takto zistíme, že kongruenciu 
možno násobit číslom. O možnosti deliť kongruenciu 
a o druhom možnom spósobe násobenia, resp. delenia 
kongruencií hovoří následujúca veta. 

Veta 5. 3. Nech a, b, c e Z. m e P. Potom 

a) Ak a.c = 6.c(mod m) a čísla c, m sú nesúdelitetné, tak 
platí a E= 6(mod m). 
b) Ak c 0, tak vztahy a = 6(mod m) a 

a.c = 6.c(mod m. |c|) 
sú ekvivalentné. 

Kongruencie s neznámými riešime podobné ako rov-
nice (tu nie je zaužívaný žiadny pár termínov zodpoveda-
júci páru rovnost — rovnica): snažíme sa ich upravit na 
taký tvar, že nafovo je neznáma, a na právej straně už 
známa hodnota. Přitom používáme najma úpravy, uve-
dené v predchádzajúcich větách. (Samozrejme, tento 
postup nevedie vždy k cielu a existujú a j iné spósoby, 
obdobné ako pri rovniciach.) 

Niekedy móžeme kongruenciu modulo m vyriešit 
preskúmaním váetkých m zvýikových tried modulo m 
pomocou ich reprezentantov. Riešením kongruencií sa 
nebudeme systematicky zaoberat. Uvedieme len vety 
o systémoch kongruencií s jednou neznámou, v ktorých 
jednotlivé kongruencie sú už ,,vo vyriešenom tvare". 

Veta 5.4. Nech m1( m2 e P, a„ a2 e Z. Potom sústava 
dvoch kongruencií 

(5.2) x = o^mod m t), a; = o^jmod m2) 

má rieSenie právě vtedy, ked 
(5.3) a1 = a2(mod Z>(m,, mt)). 
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Ak je podmienka (5.3) splněná, tak existuje právě jedno 
h e (O, 1, ..., nsn(mlt m2) — 1} také, £e sústava (5.2) je 
ekvivalentná s kongruenciou 

(5.4) x = 6(mod Jisn(mlt m2)). 

Číslo b do vztahu (5.4) móžeme určit například tak, 
že Euklidovým algoritmom nájdeme d = D(m1, m2) 
a celé čísla u, v také, že d = uml + vm2 a položíme 

( TTt vrt 1 

a2u.-~ + axv.-£-1 MOD nsn(m1, m2). 
Veta 5.6. Sústava kongruencií 

(5.6) x = «¡(mod rrii), i = 1 n 

má rieSenie právě vtedy, ked 

(5.7) Oj = a^mod D(mit m,)) pre všetky i, j, 1 ^ i < 
<j ž w. 

Ak je podmienka (5.7) splněná, tak existuje celé číslo b 
také, le sústava (5.6) je ekvivalentná. s kongruenciou 

(5.8) x = 6(mod nsn(m1 mn)). 

Špeciálne, sústava (5.6) je riesitelná vždy vtedy, ked 
sú čísla mx, . , . , « „ po dvoch nesúdeliteTné. Vzorec (5.5) 
by bolo možné zovšeobecnif aj na sústavu (5.6), výhod-
nejáie je však riešit ju tak, že postupné znižujeme počet 
kongruencií v nej podia vety 5.4 a vzorca (5.5). 

Ešte sa zmienime o jednej velmi jednoduchej dio-
fantickej rovnici. (Přídavné meno „diofantický" při 
rovnici alebo systéme rovnic znamená, že sa zaoberáme 
len celočíselnými, připadne len prirodzenými riešenia-
mi.) 
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Veta 5.6. Rovnica 

(5.9) ax + by = c, 

kde a, b, c sú celé Osla, má celočíselné rie&enie právě vtedy, 
keď D(a, b) |c. Ďalej, ak (a, b) ^ (O, 0) a (x0, y0) je jedno 
celočíselné rieienie rovnice (5.9), tak všetky jej celočíselné 
rieSenia možno dostal podia vzorcov 

( 5 . 1 0 ) x = x 0 + y = yo-D^b)1' 

te Z . 

Podia tejto vety móžeme zistovat tiež riešitelnosť 
každej kongruencie tvaru ax = 6(mod m) tým, že miesto 
nej vyšetřujeme diofantickú rovnicu ax + my = b. 
Táto kongruencia je riešitelná právě vtedy, keď je rie-
šitelná uvedená rovnica, t. j. keď D(a, m)\b. 

6. U M O C S O V A N I E 
Z V T S K O V t C H T R I E D 

Ak je a = 6(mod m), tak pře každé n e N je tiež 
a" = 6"(mod m). Teda takto možno kongruencie umoc-
ňovat, obdobné ako ich možno sčítavat a násobit. Avšak 
zo vztah o v 

a = 6(mod m), r = «(mod m) 

nevyplývá (a to ani pře r, s e P) vztah aT = 6'(mod m). 
Teda týmto spósobom kongruencie umocňovat nemož-
no. Uvedieme niekolko výsledkov o tom, čím možno 
podmienku r = #(mod m) vhodné nahradit. 

Yeta 6.1. (Malá Fermatova veta.) Ak p je prvočíslo, 
takpre každé a e Z platí 

27 



(6.1) a? = a(mod p). 

Pokial 8Ú a, p nesúdeliteTné (t. \.p\a), možno zo (6.1) 
dostat 

(6.2) a?'1 = 1 (mod p); 
zrejme aj (6.1) možno dostat zo (6.2). 

Zovšeobecnenie vzorca (6.2) na případ zloženého mo-
dulu dáva následujúca veta; <p v nej znamená Eulerovu 
funkciu: pře n e P je <p(n) počet čísel z množiny {0, 1, 
..., n — 1} nesúdelitelných s n. (Vzorec na výpočet 
7>(n) je vo vete 4.3.) 

Veta 6.2. (Eulerova veta.) Ak a e N, m e P a iísla a, 
tn sú nesúdelitelné, tak 

(6.3) o»( "> = 1 (mod m). 

Vzorec (6.3) je zrejme zovšeobecnením vzorca (6.2); 
nájst zovšeobecnenie vzorca (6.1) by bolo o niečo kompli-
kovanejšie. 

Pokial sú o, m nesúdeliteTné, existuje inverzný prvok 
k a podia modulu m (t. j. taký prvok b, že platí a.b = 
= l(modm)). V tedy možno zaviesť mocniny o modulo 
m s lubovolným celočíselným exponentom; špeciálne, 
a - 1 bude inverzný prvok k a. Nesmieme však zabudnút, 
že takéto mocniny sú vždy robené pře pevne zvolený 
modul m. 

Rádom prvku a podia modulu m nazveme najmenšie 
r e P také, že ar = l(mod m). (Tento rád je definovaný 
vtedy a len vtedy, ked sú o, m nesúdeliteTné.) Ak je r rád 
prvku a podia modulu m,&ne N, tak platí 

o" = l(mod m) právě vtedy, kecf r\n. 

Špeciálne odtial dostáváme r\q>(m). 
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Deflnicia 6.3. Hovoříme, že číslo a, 0 < a < m je 
primitivný kořeň podia modulu m, &k je rád prvku a 
podia modulu m rovný <p(m). 

Veta 6.4. Nech m e P, m > 1. Potom primitivný kořeň 
podia modulu m existuje právě vtedy, ked m = 2, m = 4, 
m = p' alebo m = 2pe, kde e e P ap je nepárne prvočíslo. 

Zvolme teraz pevne nějaké m vyhovujúce podmienke 
z vety 6.4 a nějaký jeho primitivný kořeň g. Najmenšie 
ť € N také, že 

a = ¡7'(mod m) 
nazveme index čísla a a označíme ho ind (a). (Striktně 
vzaté, mali by sme v označení ind, ako áj v termíne 
,,index čísla" uvádzat aj příslušné m a g; nerobíme to, 
pretože sme ich pevne zvolili.) Potom ind (a) je defino-
vané právě vtedy, keď sú čísla a, m nesúdelitelné. Ďalšie 
vlastnosti uvádza nasledujúca veta. 

Veta 6.5. Nech m spíňa podmienku z vety 6.4 a g je 
jeho (zvolený) primitivný kořeň. Potom pre každé a, b 
nesúdelitelné s m platí: 
(6.4) 0 ^ ind (a) < <p(m) 
(6.5) a = 6(mod m) právě vtedy, ked ind (a) = ind (b) 
(6.6) ind (a.b) = ind (a) + ind (b) (mod <p(m)) 
(6.7) ind (aB) = ».ind (o) (mod f(m)). 

Tieto vzorce ukazujú, že funkcia ind má podobné 
vlastnosti ako logaritmus. Ak máme k dispozícii jej 
hodnoty (vo vhodných tabulkách), tak ju móžeme aj 
podobné použit. Pre prvočíselné m < 100 sú takéto 
tabulky uvedené v [10]. Na ukážku pomocou týchto 
tabuliek vyriešime kubickú kongruenciu 

x3 = 13 (mod 61). 
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Zvolíme m = 61 (a g = 2, pretože tomu zodpovedajú 
tabulky). Postupné dostáváme 

ind (x3) = ind (23), 

3 ind (x) 57 (mod 60), 
ind (x) = 19 (mod 20). 

Teda ind (x) e {19, 39, 59}, čomu zodpovedá 

x = 54, 37, 31 (mod 61). 

Posledný zápis třeba rozumieť tak, že mu vyhovujú 
všetky x, ktoré sú kongruentné modulo 61 s niektorým 
číslom na právej straně. 
ESte uvážme kongruenciu 

x3 - 20 ímod 43). 

Zvolíme m = 43(a g = 3). Postupné dostáváme 
ind (x3) = ind (20), 

3 ind (x) = 37 (mod 42). 
Pretože však kongruencia 

3y = 37 (mod 42) 

nemá ríešenie, nemá riešenie ani póvodná kubická kon-
gruencia. 

Hovoříme, že a je kvadratický zvyšok podia modulu m, 
ak kongruencia 

x2 = a(mod m) 

má ríeáenie. V opačnom případe hovoříme, že a je kvadra-
tický nezvyiok modulo m. PokiaT existuje ind (a) (pre mo-
dul m), a je kvadratický zvyáok podia modulu m právě 
vtedy, keď ind (a) je párne číslo. 



Veta 6.6. Nech m = 4, m = p' alebo ra = 2pe, kde 
de P a pje nepárne prvočíslo a nech D(a, m) = 1. Potom 
a je kvadratický zvyšok podia modulu m právě vtedy, ked 

arim>i2 = i (modra) . 

V porovnaní s podmienkou z vety 6.4 sme vynechali 

případ m = 2, kedy je <p(m) = 1, teda S^L nie je celé 

číslo. V ostatných prípadoch je <p(m) zrejme párne. 
Hovoříme, že a je kubický zvyšok podia modulu m, ak 

kongruencia 
x3 = a(mod m) 

má ríeáenie. V opačnom případe hovoříme, že a je kubický 
nezvyšok podia modulu m. Ak existuje ind (a) pře modul 
m a 3|<p{m), tak a je kubický zvyšok podia modulu m 
právě vtedy, ked 31 ind (o). Ak ra spíňa podmienku z vety 
6.4 a 3 f <p(m), tak každé celé číslo a nesúdelitelné s m je 
kubický zvyšok modulo m. 

Veta 6.7 Nech m spíňa podmienku z vety 6.4, 3| <p(m) 
a číslo a je nesúdelitelné s m. Potom a je kubický zvyšok 
podia modulu m právě vtedy, ked 

a<punU3 = i ( m odm) . 

Preskúmajme teraz, či je možné znížiť exponent 
<p(m) vo vzorci (6.3) v Eulerovej vete. Pokial existuje 
primitivný kořeň modulo ra, tak exponent <p(m) nemožno 
znížiť. V ostatných prípadoch ho však znížiť možno. 
Označme pre každé ra e P symbolom X(m) naj menší 
spoločný násobok rádov podia modulu ra všetkých čísel 
nesúdelitelných s ra (stačí ich brať len spomedzi čísel 
0, 1 ra— 1). Platí X(m)\<p(m), a A(ra) je naj menší 
exponent, ktorým možno <p(m) v Eulerovej vete nahra-
dit. Číslo A(ra) nazývame univerzálny exponent modulo m. 
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Yeta 6.8. (i) Ale m je mocnina nepárneho prvočísla 
lebo m = 2 alebo m = 4, tak A(m) = <p(m); 

(ii) mje mocnina dvoch, m > 4, 

(iii) sú mj, m2 nesúdelitdné čísla, tak 
Á(ml.m2) = nsn^m^, X(m2)). 

Teda ak pře číslo a platí (4.1), tak 

k(a) = 7WW(A(^), A(í)'20, ...,*(?'»)). 

Například pře a = 1000 platí 

A(1000) = w«n(A(8), A(125)) = nsn(2,100) = 100. 

Vo větách 2.11, 2.12 o pravidlách dělitelnosti sa vysky-
tovalo číslo j, nebolo vsak jasné, ako ho nájsť (a či vóbec 
existuje). Vždy možno položit j = X(d), resp. j = X{d2), 
ale nedostaneme tak vo všeobecnosti najmenšie vhodnéj. 
Avšak najmenšie vhodné j je vždy delitelom čísla A(d). 

Niektoré, no nie všetky, prirodzené čísla sa dajú vy-
jádřit v tvare súčtu dvoch štvorcov celých čísel (dalej 
len „štvorcov"). 
Například 

2 = l2 + l2 , 5 = l2 + 22, 13 = 22 + 32, 
avšak čísla 3, 6, 7 už obdobné vyjádřit nemožno. O mož-
nosti tohoto vyjádřen i a hovoří následuj úca veta. 

S Ú C T Y Š T V O R C O V 
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Veta 7.1. a) Prvočíslo p sa dá vyjádřit v tvare súčtu 
dvoch štvorcov právě vtedy, ked p 3(mod 4). Jeho vy-
jadrenie v tomto tvare je jednoznačné až na poradie sčítan-
cov. 

b) Číslo a e P sa dá vyjádřit v tvare súčtu di och štvor-
cov právě vtedy, ked v jeho rozklade na prvočinitele (4.1) 
nevystupuje íiadne prvočíslo tvaru ák + 3 s nepárnym 
exponentom. 

c) Číslo a e P sa dá vyjádřit v tvare súčtu dvoch nesúde-
telných štvorcov právě vtedy, ked nie je delitelné íiadnym 
prvočíslom tvaru 4lc + 3. 

Ak chceme nájsť vyjadrenie nějakého čísla a e P 
v tvare súčtu dvoch štvorcov, stačí nájsť takéto vyjadre-
nie pre jeho prvočinitele s nepárnymi exponentmi v roz-
klade (4.1), a dalej použiť vzorec 
(7.1) (a2 + 62).(c2 + d2) = (ac + bdf + (ad — bc)K 

Vyjadrovanie v tvare súčtu dvoch štvorcov súvisí tiež 
s rozkladom na gaussovské prvočísla; pozři 8. odsek 
tejto kapitoly. 

Pre vyjadrovanie celých čísel v tvare súčtu štyroch 
štvorcov platí následuj úca 

Veta 7.2. (Lagrangeova veta.) Každé celé nezáporné 
číslo možno vyjádřit v tvare súčtu štyroch štvorcov. 

Jednoznačnost už neplatí ani pre prvočísla tvaru 
4k + 3; například 

19 = 42 + 1« + P + 1» = 3« + 32 + l1 + O2. 

Ak hladáme (aspoň jedno) vyjadrenie čísla a e P v tvare 
súčtu štyroch štvorcov, stačí nájsť takéto vyjadrenia pre 
jeho prvočíselné delitele, a dalej používat vzorec 
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(7.2) (a2 + b2 + c2 + d*).(A2 + B* + C* + D*) = 
= (aA —bB — cC — dDf + (aB + bA + 
+ cD — dC)2 + (aC — bD + c^ + ¿B)2 + 
+ (aD + bC — cB+ dA)». 

Nie každé prirodzené číslo možno písať ako súčet troch 
štvorcov; takto nemožno napísat například číslo 15. 
Přitom však 15 = 3.5, a čísla 3, 5 možno písat ako súčty 
troch štvorcov. Teda analógia vzorcov (7.1), (7.2) pře 
súčty troch štvorcov neexistuje. 

8. G A U S S O V S K É C E L É Č Í S L A 

Komplexné čísla tvaru a + 6i, kde a,b e Z, nazývame 
gaussovské celé éísla. Pri obvyklom znázornění komplex-
ných čísel v rovině zodpovedajú tzv. mreíovým bodom, 
t. j. bodom s celočíselnými súradnicami. Množinu všet-
kých gaussovských celých čísel budeme označovat G. 

Veta 8.1. Pre každé a, b e G, 6 # 0 exiatujú q, r e G 
také, že 

a = b.q + r a |r| < |6|. 

Čísla q, r vo všeobecnosti nie sú jednoznačne určené. 
(V závislosti od a, b možno q zvolit jedným až fityrmi 
spósobmi; potom je už r určené jednoznačne.) Pre r e O 
nemusí byť |r| celé číslo, ale |[r|| = |r|* (tzv. norma 
čísla r) už je celé nezáporné' číslo. Vo vete 8.1 zrejme 
možno nahradit absolútne hodnoty normami, čo je při 
niektorých úvahách výhodné. 

Pre a,be G budeme písať al6, ak existuje c e G také, 
že a.c = 6 . (Pokiar je a, b e Z., tak a\b v tomto novom 
zmysle je ekvivalentně s a\b v póvodnom zmysle pre 
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celé čísla; preto nevadí, že používáme rovnaký symbol.) 
Relácia dělitelnosti na G má obdobné vlastnosti ako 
relácia dělitelnosti na Z. Například veta 2.1 bude platiť, 
ak v nej všade nahradíme písmeno Z písm< nom G. 
V (iii) by sme však mohli doplnit i\a. Ktoréko-vek dve 
z čísel 

a, i.a, —a = i*.<z, —i.a = i3 .a 

sú z hladiska deliteTnosti úplné rovnocenné; hovoříme 
tiež, že sú asociované. Niekedy si zo štyroch navzájom 
asociovaných čísel pevne vyberáme jedno. Urobíme to 
aj my v nasledujúcej definícii, aby sme potom mohli 
Tahšie vyslovit vetu o rozklade na prvočinitele pre 
gaussovské celé čísla. 

Deflnícia 8.2. Gaussovské prvočísla sú 

a) číslo 1 + i; 
b) každé (obyčajné) prvočíslo tvaru p = 4k + 3, kde 

k e N; 
c) každé číslo a + 6i, kde a e P, 6 € Z, ai + 6a je 

(obyčajné) prvočíslo a |6| < o. 

Teda gaussovskými prvočíslami sú například 

1 + i, 3, 2 + i, 2 —i, 7, 11, 3 + 2i, 3 — 2i 

ale nie sú nimi například 
1, 1—i , —3, 1 + 2i, 5, 17, . . . 

(aj ked niektoré z týchto čísel sú asociované s gaussov-
skými prvočíslami). 

Postupnost všetkých gaussovských prvočísel možno 
dostat z postupnosti všetkých (obyčajných) prvočísel 
tak, že v nej 
a) prvočíslo 2 nahradíme číslom 1 + i; 
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b) prvočísla tvaru 4k + 3 ponecháme; 
c) každé prvočíslo p tvaru 4k + 1 nahradíme dvojicou 

čísel 
o + bi, a — bi takou, že o2 + b2 = p a 0 < 6 < a . 

Jednotlivé body tohoto předpisu zodpovedajú rovnako 
označeným bodom definície 8.2. Čísla a ± bi, ktoré v bo-
de c zodpovedajú prvočíslu p (tvaru 4k + 1), sú týmto p 
jednoznačne určené a platí p = (a + bi). (a — 6i). Prvo-
číslo 2 možno sice písať ako (1 + i).(l — i), ale napriek 
tomu sme mu (v bode a) přiřadili jediné gaussovské 
prvočíslo, a to 1 + i. Číslo 1 — i je totiž už s ním asocio-
vané, pretože 1 — i = i3. (1 + i), a preto sme ho nezařa-
dili medzi gaussovské prvočísla. (Vorbu medzi 1 + i, 
1 — i sme vsak mohli urobit Tubovoíne.) 

Veta 8.3. Každé a e G — {0} sa dá vyjádřit v tvare 
(8.1) o = i « . í J . g ř qe

kk, 

kde e e {0, 1, 2, 3}, qu ..., qk sú po dvoch rdzne gaussov-
ské prvočísla a ex, ..., ek e P. Rozklad (8.1) je jedno-
značný až na poradit činitelov. 

Například 

1 = i® (tu je k = 0), 
7 — 4i = i3.(2 4- i).(3 + 2i), 

65 = (2 + i). (2 — i). (3 + 2i).(3 — 2i), 
8 = i. (1 + i)8. 

Rozklad celého čísla o # 0 na súčin gaussovských 
prvočísel (a mocniny i) podra vety 8.3 možno urobit 
tak, že najprv a rozložíme na súčin prvočísel v tvare 
(4.1) a potom ešte rozložíme prvočíslo 2 a prvočísla tva-
ru 4k + 1, ktoré sa nachádzajú v tomto rozklade. 
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9. F A K T O R I Á L Y 
A K O M B I N A Č N Ě Č Í S L A 

Faktoriály n\ čísel n e N móžeme definovat například 
rekurentne vzorcami 

(9.1) 0! = 1, (n + 1)! = n\.(n + 1) 

pře m,ne N, n ^ m definovat vzorcom 

(9'2) (w) = n\.(m — n)\ 

Možno ich vsak dostat i z Pascalovho trojuholníka. 

Niekedy sa definuje j ^ j p r e každé m e N, n e Z; vtedy 

pře n < 0 alebo n > m kladieme = 0. 

Veta 9.1. (Wilsonova). Číslo n > 1 je prvočíslo právě 
vtedy, ked(n — 1) ! + 1 = 0 (mod n). 

Veta 9.2. Pre každé n e P je číslo ( ^ j delítelné všet-
kýmíprvočíslamip,n <p sS 2n. 

Rozklad faktoriálov na prvočinitele možno tvořit podia 
nasledujúcej vety. 

l'"VJ I n 
Veta 9. 3. Pre každé n e N platí 

(9.3) n! = i! p'« kde ep = Š . . 
PŠn fc-l | Pk_ 

pre vietky p (p prebíeha prvočísla nepresahujúce n). 
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Prakticky nemusíme počítat |logpnJ, ale stačí tvořit 
příslušné členy radu pře ep, pokiaí sú nenulové. Napří-
klad pre n = 10 bude 

H T H - 1 * 1 -
apreto 10! = 2».34.5«.7. 

Ako ddsledok predchádzajúcej vety dostáváme: 

Veta 9.4. Prekařdé m,ne N ,m ^ n platí 

( M ) í * ) = n p f , t 
Pán 

pre vietlcy p (p prebieha prvočísla nepresahujúce n). 

Výraz I ~ I — I I — I — - -r—-1 móže nadobúdat len 
IH IH I P> \ 

hodnotu 0 alebo 1, pričom hodnotu 1 nadobúda právě 
vtedy, ked při sčítaní čísel m, n — m v sústave o základe 
p nastáva přenos z (Jfc —- l)-ého do A-tého rádu. Teda fp 
je počet prenosov při sčítaní čísel m, n — m v sústave 
o základe p. 

Faktoriály rastů velmi rýchle, a ich výpočet násobe-
ním je namáhavý. Přibližné móžeme ich hodnoty počí-
tat podTa Stirlingovho vzorca 
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kde = znamená asymptotická rovnost: V limite pre 
n -*• oo sa podiel lávej a právej strany blíži k jednej. 
Pravda, z tohoto faktu samotného nemožno robit žiadne 
závěry o přesnosti vzorca (9.5). Platí však, že pre n ^ 10 
relatívna chyba výsledku nepresiahne ^ ^ % (teda 

n 
například 1 % pre n = 10, ale len 0,1 % pře n = 100). 
Presnejšie vzorce sú například: pre všetky n S: 2 

,9 .6) + < < 

< ^ C H , + . L ) 
a pre všetky n ^ 8 

Pokial je výhodné použit logaritmus faktoriálu, móžeme 
bo přibližné počítat podia vzorca 

(9.8) ln (»!) = ».(In » — 1) + — ln (2tzn) + 
Z» 

1 1 1 1 1 
+ 1 2 » _ 3 6 0 » ' + 1260»* ~~ 1680» 7 + T l 8 8 n 9 _ ' ' ' 

pre každé » ^ 2. Možno v ňom vziat lubovoTný počet 
členov (ale aspoň 2). Absolutna chyba nepresiahne 
prvý vynechaný člen, a bude mat rovnaké znamienko. 
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10. R E K U R E N T N Ě P O S T U P N O S T I 

Výsledky tohto odseku platia všeobecne pře póstup-
nosti komplexnýcb čísel. Číselnú postupnost (o0, o„ a2, 
. . . ) nazveme rekurentnou postupnostem drahého stupňa, 
ak existujú (komplexně) čísla p, q také, že pře všetky 
prírodzené čísla n platí 
(10.1) 0.+2 = p.On+i + q.a*. 

Na určenie tejto postupnosti potřebujeme okrem vzorca 
(10.1) poznat jej prvé dva členy o,, a,. Ak má kvadra-
tická rovni ca 
(10.2) x*=p.x + q 
dva rózne kořene xlt xs, tak pre každú postupnost vyho-
vujúcu vzorců (10.1) existujú čísla u, v také, že pre každé 
prírodzené číslo n platí 
(10.3) o, = it.x? + «.x^. 
Hovoříme, že (o,, ai, at, ...) je lineárna kombinácia 
geometrických postupností 

(1 , X|, Xf, . . . ) , (1, X2, XJ, . . . ) 

s koeficientmi u, v. K daným a0, ax vypočítáme příslušné 
u, v zo vztahu (10.3) pre n = 0, 1. Ak má rovni ca (20.2) 
dvojnásobný kořeň xlt tak namiesto vzorca (10.3) platí 
vzorec 
(10.4) o, = u.xf + ».71X7» 

t. j. (a0, Oj, a2, ) je lineárna kombinácia postupností. 
(1, x„ xf, . . . ) , (0, x„ 2xf, ...). 

Koeficienty u, v sa dajú vypočítat obdobné. Ak vyšetřu-
jeme reálnu postupnost (a0, au o2, . . . ) a rovnica (10.2) 
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má imaginárně kořene xht = r.(cos a. ± i sin a), tak 
namiesto vzorca (10.3) možno použiť vzorec 
(10.5) o* = . r" cos nx + vx. r* sin na.. 

Teda (a0, a1, a„ . . . ) je lineárna kombinácia postup-
ností 

(1, r cos a., r% cos 2«, . . . ) , 0, r sin <x, r2 sin 2<*, . . . ) . 
Koeficienty uu vt budú reálne čísla zatiaT čo u, v vo vzor-
ci (10.3) mobli vyjsť imaginárně. 

Postupnost (o0, au a2, ...) nazveme rekurentnou postup-
nostou stupňa k, ak existujú čísla p0, px pk_i také, 
že pre každé prirodzené n platí 
(10.6) an+k ř= Pk-lGn+k-l + Pk-20«+)fc-2 + . . . + í>o°n 

Na jej jednoznačné určenie potřebujeme poznat ešte 
jej prvých k členov o0, alt . . . , ak_x. Ak má rovnica 

(10.7) a* = pk-ix*-1 + Pk-**-2 + ... + Po 
k po dvoch róznych koreňov xlt x2, . . . , xk, tak každá 
postupnost spíňajúca (10.6) je lineárnou kombináciou 
geometrických postupností 

( l , x „a f , ...), j = 1,2, ...,k. 

Aj v případe, že rovnica (10.7) má viacnásobné kořene, 
je každá postupnost spíňajúca (10.6) lineárnou kombi-
náciou vhodných k postupností. Dostaneme ich tak, že 
k «-násobnému koreňu q rovnice (10.7) přiřadíme vždy s 
postupností 

(07 l ' g \ 2>g2, 3igř. ...), j = 0, 1, . . . , s — 1. 

(Vsimnime si, že pre j = 0 priradujeme geometrickú 
postupnost s kvocientom q\ teda případ jednoduchých 
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koreňov je tu tiež zahrnutý.) Ak sú (niektoré) kořene 
rovnice (10.7) imaginárně, a chceme uvažovat len reálne 
postupnosti, použijeme postup obdobný přechodu od 
(10.3) k (10.5). Podrobnosti necháváme na rozmysleme 
čitatelovi, rovnako ako sme mu ponechali zovšeobecne-
nie pojmu lineárnej kombinácie z dvoch na k postup-
ností. 

Z mnohých nerovností v [4] připomeňme aspoň ne-
rovnost medzi aritmetickým a geometrickým prieme-
rom. 

Veta 11.1. Pre vSetky kladné reálne čísla alt a2, ..., 
..., an(n =/= 0) platí 

Nerovnosti pre kombinačné čísla možno odvodzovať 
okrem iného zo Stirlingovho vzorca pre faktoriály. Často 
však možno postupovat ovela elementárnejšie, například 
nerovnost 

pre 0 ^ k < n snáď najlahšie dostaneme pomocou roz-
voja výrazu (1 + 1)B podia binomickej vety. 

Nerovnosti v nasledujúcej vete spresňujú niektoré 
tzv. přibližné vzorce, ktoré sa často nájdu v příručkách 
(„spravočnikoch"), připadne i v tabulkách, ale nie vždy 
s uvedením oboru platnosti (ktorý závisí aj od požado-
vanej přesnosti). Ak je čitatel oboznámený so základmi 
diferenciálneho počtu, zaiste zbadá, že váčšina koe-
ficientov pri mocninách x v uvedených nerovnostiach 

1 1 . N I E K T O R É N E R O V N O S T I 

n a1 + g 2 + . . . + a, 
n y<Zj. a 2 a„ ^ 'n 
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vzniká z Taylorových radov pře odhadované funkcie. 

Ostatné koeficienty (například — y v odhade pre 

sin x) sú zvolené v tvare zlomkov s malými menova-
telmi, a j za cenu istého oslabenia odhadov. Odhady sú 
tým presnejšie, t. j. dolný a horný odhad sú k sebe 
tým bližšie, čím menšie je x. (Okrem toho by sme ich 
mohli spresniť, keby sme uvažovali menáí interval pre x.) 

Veta 11.2. Pre kaíié reálne číslo x, 0 < x < 1, platí 

1 — x + \ x* < — < 1 — x + x*, 2 1 + x 

1 + — | x 2 < V l + x < l + J2X*> 

1 1 . , 1 1 . 
1 - - X - - X * <)/l-x < l - - x - - x * , 

1 3 
x — — x2 < ln (1 + x) < x — x2, 

< l n ( l — x) < — x — 2(1 — x) x ' 2 

l + x + ^ x 2 < e * < l + x + ~ x 2 , 

1 . , 1 , 
1 — x + — x2 < e'x < 1 — x + — x2, 

1 , 1 , x — — x3 < sin x < x — x3, 
0 7 
1 4 

1 — x2 < cos x < 1 xa, z y 

1 , 4 , 
Z + - g X 3 < t g X < X + y X 3 . 
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Uvedieme ešte obdobné vzorce pre dekadický logarit-
mus a funkciu 10", avšak už s koeficientmi v dekadickom 
zápise a zaokrúblenými vhodným smerom. 

Veta 11.3. Pre každé reáine číslo x, 0 < x < 1, platí 
0,43429* — 0,22xl < log (1 + x) < 0,4343x 

x* 
— 0,4343a- — 0,22. j-—^- < log (1 — x) < — 0,43429x 

1 + 2,30258x < 10" < 1 + 2,30259x + 0,7x* 

1 — 2,30259x < 10"» < 1 — 2,30258x + 2,7x*. 

Veta 11.4. Ak pre reálne čísla y, z, x, a, b platía nerov-
ností 0 < |i/| < 0,02, 0 < |z| < 2.10"®, 0 < x < 1, 0 < 
< a < b, tak 

0,43.\y\ < |log (1 +y)\ < 0 , 4 4 . | y | , 

0,43429. |z| < jlog (1 + 2 ) | < 0,4343. |z|, 

(1 — x).log o + x.log b < log ((1 — x ) . a + x.6) < 

< (1 — x).logo + x.log b + 0 ,0543 .^ • 

Posledný vzorec sa dá použit při interpolácii hodnot 
z logaritmických tabuliek. Například pri bežnom použití 

b — a 
logaritmických tabuliek [1] je < 0,00091, teda 

O 
interpolovanú hodnotu určíme s chybou najviac 5 . 1 0 _ , + 
+ 0,0543.0,000912 < 5,05.10"*. 

V nasledujúcej vete pojde o odhady súčinov mnohých 
činitelov blízkých k 1. Ako návod pre čitatela, ktorý by 
si chcel vetu dokázat, uvádzame: Pri pevne zvolenom 
čísle x (a pevnom n) sú uvedené súčiny minimálně, ak 
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n — 1 činiteFov je rovných jednej a maximálně, ak sú 
všetky činitele navzájom rovné. Dolné odhady už vyjdu 
triviálně, pre horné třeba ešte použit binomickú vetu 
a dalej odhadovat členy, ktoré vzniknú. 

Veta 11.5. Ak sú Oj, o2, ..., a„ nezáporné realne čísla, 
a pre ieh súiet x = ox + o2 + . . . + o„ platí 0 < x < 
< 1, tak 

1 + x ^ (1 + 0 l ) . ( l - t o2) (1 + o„) < 
3 , 

< 1 + X + - X» , 
4 

1 — x ^ ( 1 — f f l l ) . ( l — o 2 ) ( 1 — o„) < 

< 1 — x + 
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